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1. Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ ðóõó äîâiëüíî¨ ñèñòåìè ìàòåðiàëüíèõ

òî÷îê

1.1 Âiëüíi i íåâiëüíi ìåõàíi÷íi ñèñòåìè. Â'ÿçi òà ¨õ êëàñèôi-

êàöiÿ. Îñíîâíà çàäà÷à äèíàìiêè íåâiëüíî¨ ñèñòåìè

Ðåàëüíèé ðóõ òië, çàçâè÷àé, íàñòiëüêè ñêëàäíèé, ùî äëÿ éîãî ìàòåìà-

òè÷íîãî îïèñàííÿ íåîáõiäíî àáñòðàãóâàòèñÿ âiä äåòàëåé, ÿêi íåñóòò¹âi äëÿ

äàíîãî ðóõó. Ç öi¹þ ìåòîþ â ìåõàíiöi çàïðîâàäæóþòü ïåâíi ïîíÿòòÿ, çàñòî-

ñîâíiñòü ÿêèõ çàëåæèòü âiä êîíêðåòíîãî âèäó (õàðàêòåðó) ðóõó òië. Ñåðåä

iíøèõ, âåëüìè âàæëèâèìè ¹ ïîíÿòòÿ ïðî ìàòåðiàëüíó òî÷êó òà ñèñòåìó

ìàòåðiàëüíèõ òî÷îê. Íàãàäà¹ìî, ùî â çàäà÷àõ ìåõàíiêè ïðî ðóõ ðåàëüíèõ

òië ìàòåðiàëüíîþ òî÷êîþ íàçèâà¹òüñÿ òiëî çíèêàþ÷å ìàëèõ ðîçìiðiâ, ÿêèìè

ìîæíà çíåõòóâàòè ó ïîðiâíÿííi ç ðîçìiðàìè, ùî õàðàêòåðèçóþòü ðóõ öüîãî

òiëà. Ñóêóïíiñòü äåêiëüêîõ òië, êîæíå ç ÿêèõ â äàíié çàäà÷i ìîæíà ââàæàòè

ìàòåðiàëüíîþ òî÷êîþ, íàçèâàþòü ñèñòåìîþ ìàòåðiàëüíèõ òî÷îê. Âàæëèâèì ¹

òàêîæ ïîíÿòòÿ ïðî àáñîëþòíî òâåðäå òiëî (àáî ïðîñòî òâåðäå òiëî) ÿê îñî-

áëèâèé âèä ñèñòåìè ìàòåðiàëüíèõ òî÷îê, âiäñòàíi ìiæ ÿêèìè íå çìiíþþòüñÿ

ïðè äîâiëüíèõ ïåðåìiùåííÿõ öi¹¨ ñèñòåìè.

Âàæëèâó ðîëü â ìåõàíiöi âiäiãðà¹ ïîíÿòòÿ ïðî içîëüîâàíó ìàòåðiàëüíó

òî÷êó. Òàê íàçèâàþòü ìàòåðiàëüíó òî÷êó, ÿêà çíàõîäèòüñÿ íà äóæå âåëèêèõ

âiäñòàíÿõ r âiä óñiõ iíøèõ òië. Ïðè öüîìó, ÿê âèïëèâà¹ ç äîñëiäó, ïðèñêîðåííÿ

w⃗ içîëüîâàíî¨ òî÷êè, ÿêi âèêëèêàíi iíøèìè òiëàìè, áóäóòü çíèêàþ÷å ìàëèìè,

òîáòî w⃗ → 0, ÿêùî r → ∞.

Ç ïîíÿòòÿì içîëüîâàíî¨ ìàòåðiàëüíî¨ òî÷êè òiñíî ïîâ'ÿçàíå ôóíäàìåíòàëü-

íå ïîíÿòòÿ ïðî iíåðöiàëüíó ñèñòåìó âiäëiêó (IÑÂ). ßê âiäîìî, iíåðöiàëüíîþ

ñèñòåìîþ âiäëiêó íàçèâà¹òüñÿ ñèñòåìà âiäëiêó, âiäíîñíî ÿêî¨ içîëüîâàíà ìà-

òåðiàëüíà òî÷êà ïåðåáóâà¹ â ñòàíi ñïîêîþ, àáî ðóõà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî i ïðÿìî-

ëiíiéíî iç áóäü-ÿêîãî ïî÷àòêîâîãî ïîëîæåííÿ ïðè áóäü-ÿêîìó íàïðÿìi ïî÷à-

òêîâî¨ øâèäêîñòi.

Ðîçãëÿíåìî ðóõ ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç N ìàòåðiàëüíèõ

òî÷îê, âiäíîñíî äåÿêî¨ IÑÂ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç mi, r⃗i òà v⃗i (i = 1, 2, ..., N) âiä-

ïîâiäíî ìàñó, ðàäióñ-âåêòîð òà øâèäêiñòü i-î¨ òî÷êè ñèñòåìè. Íåõàé F⃗i � ñèëà,

ùî äi¹ íà i-îâó òî÷êó ñèñòåìè. ßêùî íà ïîëîæåííÿ r⃗i i øâèäêîñòi v⃗i = ˙⃗ri
1

1Òóò i íàäàëi ìè âèêîðèñòîâó¹ìî ñòàíäàðòíi ïîçíà÷åííÿ, êîëè êðàïêà íàä ðàäióñ-âåêòîðîì ˙⃗ri îçíà÷à¹

äèôåðåíöiþâàííÿ r⃗i çà ÷àñîì, òîáòî ˙⃗ri ≡ dr⃗i
dt = v⃗i. Àíàëîãi÷íî ââîäèòüñÿ ïîçíà÷åííÿ i äëÿ ïðèñêîðåííÿ

òî÷êè w⃗i: ¨⃗ri ≡ d2r⃗i
dt2 = dv⃗i

dt = w⃗i.
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òî÷îê ñèñòåìè íå íàêëàäåíî æîäíèõ îáìåæåíü ãåîìåòðè÷íîãî àáî êiíåìà-

òè÷íîãî õàðàêòåðó, òî òàêó ñèñòåìó ìàòåðiàëüíèõ òî÷îê íàçèâàþòü âiëüíîþ

ìåõàíi÷íîþ ñèñòåìîþ. Äîáðå âiäîìî (äèâ., íàïð., ïðàöi [1�6]), ùî çàäà÷i ìåõà-

íiêè äëÿ âiëüíèõ ñèñòåì çâîäÿòüñÿ äî ðîçâ'ÿçàííÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

ðóõó (ðiâíÿíü äðóãîãî çàêîíó Íüþòîíà) âèäó

mi
¨⃗ri(t) = F⃗i(r⃗1, r⃗2, ..., r⃗N , v⃗1, v⃗2, ..., v⃗N , t). (1.1)

iç çàäàíèìè ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè � ïîëîæåííÿìè r⃗i0 i øâèäêîñòÿìè v⃗i0 ó

ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó t0:

r⃗i0 = r⃗i(t0), v⃗i0 = v⃗i(t0) (i = 1, 2, ..., N). (1.2)

Âñi ñèëè F⃗i â ðiâíÿííÿõ (1.1) ââàæàþòüñÿ âiäîìèìè ôóíêöiÿìè ïîëîæåíü

i øâèäêîñòåé òî÷îê, à òàêîæ ÷àñó. Òàêi ñèëè áóäåìî íàçèâàòè çàäàíèìè.

Ïðè öüîìó, íà ïî÷àòêîâi óìîâè (1.2) íå íàêëàäà¹òüñÿ æîäíèõ îáìåæåíü, òîìó

¨õ ìîæíà çàäàâàòè äîâiëüíî.

Òàêèì ÷èíîì, äðóãèé çàêîí Íüþòîíà äîçâîëÿ¹ çíàéòè ïîëîæåííÿ r⃗i(t) i

øâèäêîñòi v⃗i(t) ìàòåðiàëüíèõ òî÷îê âiëüíî¨ ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè, ÿêùî âiäîìi:

1) ìàñè mi òî÷îê òà ñèëè F⃗i(r⃗1, r⃗2, ..., r⃗N , v⃗1, v⃗2, ..., v⃗N , t) ÿê ôóíêöi¨ ïîëî-

æåííÿ òî÷îê i ¨õ øâèäêîñòåé, à òàêîæ ÷àñó;

2) ïî÷àòêîâi óìîâè (1.2), òîáòî ïîëîæåííÿ r⃗i0 i øâèäêîñòi v⃗i0 ó ïî÷àòêîâèé

ìîìåíò ÷àñó t0;

3) ðiâíÿííÿ ðóõó ñèñòåìè âèäó (1.1).

Ñôîðìóëüîâàíà çàäà÷à ìà¹ íàçâó îñíîâíî¨ çàäà÷i äèíàìiêè âiëüíî¨ ìåõàíi-

÷íî¨ ñèñòåìè.

Ïîðÿä iç ñôîðìóëüîâàíîþ íèæ÷å çàäà÷åþ äèíàìiêè âiëüíèõ ñèñòåì, ó ìå-

õàíiöi iñíó¹ é iíøèé êëàñ çàäà÷, â ÿêèõ ïîðÿä iç çàäàíèìè ñèëàìè ðîçãëÿ-

äàþòüñÿ ñèëè, çàçäàëåãiäü íåâiäîìi íàì ÿê ôóíêöi¨ ïîëîæåíü, øâèäêîñòåé i

÷àñó. Â òàêèõ çàäà÷àõ ïîëîæåííÿ òî÷îê òà ¨õ øâèäêîñòi çàäîâîëüíÿþòü ïåâ-

íèì óìîâàì, ÿêi íå âèïëèâàþòü iç ðiâíÿíü ðóõó. Ó öüîìó âèïàäêó êàæóòü,

ùî ñèñòåìà ìàòåðiàëüíèõ òî÷îê íåâiëüíà, íà íå¨ íàêëàäåíî â'ÿçi. Çàáiãàþ÷è

íàïåðåä, çàçíà÷èìî, ùî ìåòîä ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ ïðî ðóõ íåâiëüíèõ ìåõàíi-

÷íèõ ñèñòåì áóâ ðîçðîáëåíèé ó ïðàöÿõ ä'Àëàìáåðà òà Ëàãðàíæà [4,7,8] i ìà¹

íàçâó ìåòîäà íåâèçíà÷åíèõ ìíîæíèêiâ Ëàãðàíæà.

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ïiä â'ÿçÿìè ðîçóìiþòü îáìåæåííÿ ãåîìåòðè÷íîãî

àáî êiíåìàòè÷íîãî õàðàêòåðó, ùî íàêëàäàþòüñÿ íà ïîëîæåííÿ, øâèäêîñòi òà

ïðèñêîðåííÿ òî÷îê ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè, i ÿêi íå âèïëèâàþòü iç ðiâíÿíü ðóõó.
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Íà ïðàêòèöi â'ÿçi ðåàëiçóþòüñÿ çà äîïîìîãîþ ïîâåðõîíü ðiçíèõ òië, ñòåðæíiâ,

íèòîê, òîùî. Ñèëè, ç ÿêèìè òiëà, ùî çäiéñíþþòü â'ÿçi, äiþòü íà òî÷êè ñèñòå-

ìè, íàçèâàþòüñÿ ðåàêöiÿìè â'ÿçiâ. Ðåàêöi¨ â'ÿçiâ íàïðÿìëåíi ïî íîðìàëi äî

äîòè÷íèõ ïîâåðõîíü, à ÿêùî â'ÿçi ðåàëiçóþòüñÿ ÷åðåç ñòåðæíi àáî íèòêè, òî

âçäîâæ íèõ. Ó âèïàäêó, êîëè íà ñèñòåìó ç N òî÷îê íàêëàäåíî k â'ÿçiâ, òî,

ïîçíà÷èâøè ÷åðåç R⃗αi ðåàêöiþ â'ÿçiâ ç íîìåðîì α íà i-îâó òî÷êó, äëÿ ðåàêöi¨

âñiõ k â'ÿçiâ, ïðèêëàäåíèõ äî i-âî¨ òî÷êè, îäåðæèìî:

R⃗i =
k∑

α=1

R⃗αi. (1.3)

Àíàëiòè÷íî â'ÿçi âèðàæàþòüñÿ ðiâíÿííÿìè â'ÿçiâ, òîáòî ñïiââiäíîøåííÿìè

ìiæ ðàäióñ-âåêòîðàìè òî÷îê, ¨õ øâèäêîñòÿìè i ïðèñêîðåííÿìè.

Â'ÿçi ìîæíà êëàñèôiêóâàòè çà ðiçíèìè îçíàêàìè. Òàê, â'ÿçi ïîäiëÿþòüñÿ

íà ãîëîíîìíi i íåãîëîìíi, óòðèìóþ÷i i íåóòðèìóþ÷i, ñòàöiîíàðíi i íåñòà-

öiîíàðíi.

Ãîëîíîìíèìè2 â'ÿçàìè íàçèâàþòü â'ÿçi, ðiâíÿííÿ ÿêèõ çàâæäè ìîæíà çâå-

ñòè äî âèãëÿäó, ùî íå ìiñòèòü øâèäêîñòi v⃗i(t) òî÷îê, òîáòî

f(r⃗1, r⃗2, ..., r⃗N , t) = 0. (1.4)

Òàêèì ÷èíîì, ó âèïàäêó ãîëîíîìíèõ â'ÿçiâ (1.4) f ¹ ôóíêöi¹þ òiëüêè êîîðäè-

íàò òî÷îê i ÷àñó. Ïîïðè öå, ãîëîíîìíi â'ÿçi íàêëàäàþòü îáìåæåííÿ íå òiëüêè

íà ïîëîæåííÿ, àëå i íà øâèäêîñòi òà ïðèñêîðåííÿ òî÷îê ñèñòåìè, ùî ëåãêî

âñòàíîâëþ¹òüñÿ äèôåðåíöiþâàííÿì (1.4) çà ÷àñîì. Òàê, äèôåðåíöiþþ÷è (1.4)

çà ÷àñîì, îäåðæèìî îáìåæåííÿ íà øâèäêîñòi:

df

dt
=

N∑
i=1

(∇if)v⃗i +
∂f

∂t
= 0, (1.5)

à ïðîäèôåðåíöiþâàâøè (1.5) çà ÷àñîì, çíàéäåìî îáìåæåííÿ íà ïðèñêîðåííÿ

òî÷îê:
d2f

dt2
=

N∑
i=1

(∇if)w⃗i +
N∑
i=1

[
d

dt
(∇if)

]
v⃗i +

d

dt

(
∂f

∂t

)
= 0. (1.6)

Îäíàê õàðàêòåðíèì äëÿ ãîëîíîìíèõ â'ÿçiâ ¹ òå, ùî îáìåæåííÿ íà ïðèñêîðå-

ííÿ i øâèäêîñòi çâîäÿòüñÿ äî îáìåæåííÿ òiëüêè íà ïîëîæåííÿ òî÷îê, òîìó

2Òåðìií ½ãîëîíîìíèé� ïîõîäèòü âiä äâîõ ãðåöüêèõ ñëiâ: öλoζ (öiëèé, iíòåãðîâàíèé) i νoµoζ (çàêîí).
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ðiâíÿííÿ â'ÿçiâ, çàäàíi ó âèãëÿäi (1.5) àáî (1.6), ìîæóòü áóòè ïðîiíòåãðîâàíi.

Ç öi¹¨ ïðè÷èíè ãîëîíîìíi â'ÿçi ùå íàçèâàþòü iíòåãðîâàíèìè â'ÿçàìè.

Íåãîëîíîìíèìè (àáî íåiíòåãðîâàíèìè) â'ÿçàìè íàçèâàþòü òàêi â'ÿçêi, ðiâ-

íÿííÿ ÿêèõ íå ìîæíà çâåñòè äî ðiâíÿíü, ùî ìiñòÿòü òiëüêè êîîðäèíàòè òî÷îê

i ÷àñ. Íàéáiëüø ïîâíî âèâ÷åíèìè ¹ íåãîëîíîìíi â'ÿçè ïåðøîãî ïîðÿäêó, ÿêi

ëiíiéíi âiäíîñíî øâèäêîñòåé, òîáòî íåiíòåãðîâàíi â'ÿçi âèäó

N∑
i=1

a⃗iv⃗i + b = 0, (1.7)

äå a⃗i i b ìîæóòü çàëåæàòè âiä ïîëîæåíü òî÷îê i ÷àñó. Ïðè öüîìó ââàæà¹òüñÿ,

ùî âåêòîðè a⃗i íå ìîæóòü âñi îäíî÷àñíî äîðiâíþâàòè íóëþ.

Ïðè íàÿâíîñòi ãîëîíîìíî¨ â'ÿçi (1.4) ñèñòåìà íå ìîæå â êîæíèé çàäàíèé

ìîìåíò ÷àñó çàéìàòè äîâiëüíå ïîëîæåííÿ â ïðîñòîði. Ãîëîíîìíà â'ÿçü íàêëà-

äà¹ îáìåæåííÿ íà ìîæëèâi ïîëîæåííÿ ñèñòåìà â ìîìåíò ÷àñó t. Ó ñâîþ ÷åðãó,

ïðè íàÿâíîñòi ëèøå íåãîëîíîìíî¨ â'ÿçi (1.5) ñèñòåìà ó áóäü-ÿêèé ìîìåíò ÷à-

ñó t ìîæå çàéìàòè äîâiëüíå ïîëîæåííÿ ó ïðîñòîði. Îäíàê ó öüîìó ïîëîæåííi

øâèäêîñòi òî÷îê ñèñòåìè âæå íå ìîæóòü áóòè äîâiëüíèìè: íåãîëîíîìíà â'ÿçü

íàêëàäà¹ óìîâè íà öi øâèäêîñòi.

Íàäàëi ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè ëèøå ãîëîíîìíi â'ÿçi, îñêiëüêè çàäà÷i ïðî

ðóõ ñèñòåì ç íåãîëîíîìíèìè â'ÿçàìè, ÿê ïðàâèëî, äóæå ñêëàäíi â ìàòåìàòè-

÷íîìó âiäíîøåííi é ðiäêî çóñòði÷àþòüñÿ â ñó÷àñíèõ ôiçè÷íèõ çàñòîñóâàííÿõ

ìåõàíiêè.

Óòðèìóþ÷èìè â'ÿçàìè íàçèâàþòüñÿ â'ÿçi, ùî çàäàþòüñÿ ðiâíîñòÿìè. Âiä-

ïîâiäíî, íåóòðèìóþ÷i â'ÿçè çàäàþòüñÿ íåðiâíîñòÿìè. Ïðèêëàäîì íåóòðèìóþ-

÷î¨ â'ÿçi ìîæå ñëóãóâàòè ãíó÷êà íåðîçòÿæíà íèòêà, ùî ç'¹äíó¹ äâi ìàòåðiàëüíi

òî÷êè. Ðóõ ñèñòåìè, íà ÿêó íàêëàäåíî íåóòðèìóþ÷ó â'ÿçü, ìîæíà ðîçáèòè íà

äiëÿíêè òàêèì ÷èíîì, ùîá íà îäíèõ äiëÿíêàõ â'ÿçü áóëà íàïðóæåíà i ðóõ âiä-

áóâàâñÿ òàê, ÿê ó âèïàäêó óòðèìóþ÷î¨ â'ÿçi, à íà iíøèõ äiëÿíêàõ â'ÿçü áóëà

á íåíàïðóæåíà i ðóõ âiäáóâàâñÿ á òàê, ÿêáè öi¹¨ â'ÿçi íå áóëî. Òàêèì ÷èíîì,

íà îêðåìèõ äiëÿíêàõ íåóòðèìóþ÷ó â'ÿçü àáî çàìiíÿþòü íà óòðèìóþ÷ó, àáî

çîâñiì âiäêèäàþòü. Âèõîäÿ÷è ç öüîãî, ìè â ïîäàëüøîìó áóäåìî ðîçãëÿäàòè

âèíÿòêîâî óòðèìóþ÷i â'ÿçi.

ßêùî ðiâíÿííÿ â'ÿçiâ ÿâíî âiä ÷àñó íå çàëåæèòü, òî â'ÿçü íàçèâà¹òüñÿ ñòà-

öiîíàðíîþ. Â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó â'ÿçü íàçèâà¹òüñÿ íåñòàöiîíàðíîþ. Ñè-

ñòåìà, íà ÿêó íàêëàäåíî ëèøå ñòàöiîíàðíi â'ÿçi, íàçèâà¹òüñÿ ñêëåðîíîìíîþ.

ßêùî æ íàêëàäåíi íà ñèñòåìó â'ÿçi íåñòàöiîíàðíi, òî ñèñòåìà íàçèâà¹òüñÿ
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ðåîíîðìíîþ.

Ââiâøè ïîíÿòòÿ ïðî â'ÿçi i ¨õ ðåàêöi¨, ñôîðìóëþ¹ìî îñíîâíó çàäà÷ó ìåõà-

íiêè íåâiëüíî¨ ñèñòåìè N òî÷îê ç k ãîëîíîìíèìè â'ÿçÿìè:

Çàäàíî àêòèâíi ñèëè F⃗i = F⃗i(r⃗1, r⃗2, ..., r⃗N , v⃗1, v⃗2, ..., v⃗N , t), (i = 1, 2, ..., N) i

ñóìiñíi ç â'ÿçÿìè ïî÷àòêîâi ïîëîæåííÿ r⃗io i ïî÷àòêîâi øâèäêîñòi v⃗io òî÷îê

ñèñòåìè. Íåîáõiäíî çíàéòè çàêîí ðóõó ñèñòåìè i ðåàêöi¨ â'ÿçiâ R⃗i
3.

Ñôîðìóëüîâàíà çàäà÷à ìàòåìàòè÷íî çâîäèòüñÿ äî ñóìiñíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ

ðiâíÿíü ðóõó i ðiâíÿíü â'ÿçiâ

mi
¨⃗ri = F⃗i + R⃗i, (i = 1, 2, ..., N), (1.8)

fα(r⃗1, ..., r⃗N , t) = 0, (α = 1, 2, ..., k) (1.9)

ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè, çàäàíèìè âiäïîâiäíî äî ðiâíÿíü â'ÿçiâ.

ßêùî âiäíîñíî õàðàêòåðó â'ÿçiâ íi÷îãî íåâiäîìî, êðiì ¨õ ðiâíÿíü (1.9),

à îòæå, íi÷îãî íå âiäîìî âiäíîñíî ðåàêöié R⃗i, ÿêi âèêëèêàíi öèìè â'ÿçÿìè,

òî ñôîðìóëüîâàíà âèùå çàäà÷à ¹ íåâèçíà÷åíîþ. Äiéñíî, ó öüîìó âèïàäêó

÷èñëî øóêàíèõ ñêàëÿðíèõ âåëè÷èí xi, yi, zi, Rix, Riy, Riz áiëüøå ÷èñëà íàÿâ-

íèõ ñêàëÿðíèõ ñïiââiäíîøåíü � ðiâíÿíü miẍi = Fix + Rix, miÿi = Fiy + Riy,

miz̈i = Fiz +Riz òà ðiâíÿíü â'ÿçiâ (1.9): 6N > 3N + k.

Äëÿ òîãî, ùîá îñíîâíà çàäà÷à äèíàìiêè íåâiëüíèõ ñèñòåì ñòàëà âèçíà÷å-

íîþ, íåîáõiäíî ìàòè äåÿêi äîäàòêîâi 6N − (3N + k) = 3N − k = s íåçàëåæíi

ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ øóêàíèìè âåëè÷èíàìè. Öi ñïiââiäíîøåííÿ ìè îäåðæèìî,

ÿêùî îáìåæèìîñÿ âàæëèâèì êëàñîì iäåàëüíèõ â'ÿçiâ, äî âèçíà÷åííÿ ÿêèõ ìè

ïåðåõîäèìî.

Ñèñòåìà (1.8) � öå ñèñòåìà 3N + k ñêàëÿðíèõ ðiâíÿíü, ùî ìiñòÿòü 6N

íåâiäîìèõ ôóíêöié � ïðîåêöié âåêòîðiâ r⃗i(t) i R⃗i(t) íà êîîðäèíàòíi îñi (i =

1, 2, ..., N), ïðè÷îìó íàéáiëüø öiêàâèì ¹ âèïàäîê, êîëè ÷èñëî â'ÿçiâ k < 3N .

Äiéñíî, ÿêùî k = 3N , òî ðiâíÿííÿ â'ÿçiâ ïîâíiñòþ âèçíà÷àþòü ðóõ ñèñòåìè. Ç

iíøîãî áîêó, ÿêùî k < 3N , òî ðîçãëÿíóòà çàäà÷à ¹ âèçíà÷åíîþ òiëüêè â òîìó

âèïàäêó, êîëè âiäîìi 6N − (3N + k) = 3N − k íåçàëåæíèõ ñïiââiäíîøåíü

ìiæ ïîëîæåííÿìè òî÷îê i ðåàêöiÿìè â'ÿçiâ. Çàáiãàþ÷è íàïåðåä, ñêàæåìî, ùî

îñíîâíà çàäà÷à äèíàìiêè íåâiëüíî¨ ñèñòåìè ¹ âèçíà÷åíîþ äëÿ òàê çâàíèõ iäå-

àëüíèõ â'ÿçiâ. Îäíàê ââåäåííÿ öüîãî ïîíÿòòÿ âèìàãà¹ çíàéîìñòâà ç äåÿêèìè

âëàñòèâîñòÿìè â'ÿçiâ.

3Ó âèïàäêó âiëüíî¨ ñèñòåìè çàäà÷à çíàõîäæåííÿ ðåàêöi¨ âiäïàäà¹ i çàëèøà¹òüñÿ ëèøå çàäà÷à çíàõî-

äæåííÿ çàêîíó ðóõó ñèñòåìè.
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1.2 Äiéñíi, ìîæëèâi i âiðòóàëüíi ïåðåìiùåííÿ. Iäåàëüíi â'ÿçi

Äëÿ ïðîñòîòè ðîçãëÿíåìî ðóõ îäíi¹¨ ìàòåðiàëüíî¨ òî÷êè, íà ÿêó íàêëàäåíî

îäíó ãîëîíîìíó óòðèìóþ÷ó â'ÿçü

f(r⃗, t) = 0, (1.10)

i âèçíà÷èìî äiéñíi, ìîæëèâi i âiðòóàëüíi ïåðåìiùåííÿ öi¹¨ òî÷êè.

Äiéñíèì ïåðåìiùåííÿì dr⃗ òî÷êè íàçèâà¹òüñÿ íåñêií÷åííî ìàëå ïåðåìiùå-

ííÿ öi¹¨ òî÷êè ïiä äi¹þ ÿê çàäàíèõ ñèë, òàê i ðåàêöié â'ÿçiâ; äiéñíå ïåðåìiùå-

ííÿ âiäáóâà¹òüñÿ çà ÷àñ dt âiäïîâiäíî äî ðiâíÿííÿ ðóõó i ðiâíÿííÿ â'ÿçè.

Ìîæëèâèì ïåðåìiùåííÿì íàçâåìî ½ïåðåìiùåííÿ� dr⃗ òî÷êè, ùî äîïóñêà-

¹òüñÿ â'ÿçîì; íà âiäìiíó âiä äiéñíèõ ïåðåìiùåíü ìîæëèâi ïåðåìiùåííÿ çà-

äîâîëüíÿþòü òiëüêè ðiâíÿííÿ â'ÿçi. Äiéñíå ïåðåìiùåííÿ çàâæäè ¹ îäíèì ç

ìîæëèâèõ. Äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ, ÿêîìó ïiäïîðÿäêîâàíi ìîæëèâi ïåðå-

ìiùåííÿ òî÷êè, îòðèìà¹ìî, îá÷èñëèâøè äèôåðåíöiàë âiä ëiâî¨ ÷àñòèíè ðiâ-

íÿííÿ â'ÿçi (1.10) i ïðèðiâíÿâøè éîãî äî íóëÿ:

df = ∇fdr⃗ +
∂f

∂t
dt = 0. (1.11)

Íàðåøòi, âiðòóàëüíèì ïåðåìiùåííÿì δr⃗ íàçèâà¹òüñÿ óÿâíå íåñêií÷åííî ìàëå

½ïåðåìiùåííÿ� òî÷êè, ùî äîïóñêà¹òüñÿ çâ'ÿçêîì ó äàíèé ôiêñîâàíèé ìîìåíò

÷àñó; â öåé ìîìåíò ÷àñó çâ'ÿçîê ½çàñòèãà¹�, òîáòî éîãî çìiíà ç ÷àñîì ïîäóìêè

ïðèïèíÿ¹òüñÿ. Âiðòóàëüíi ïåðåìiùåííÿ íå âiäáóâàþòüñÿ ïiä äi¹þ ñèë i íå âî-

ëîäiþòü òðèâàëiñòþ. Äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ, ÿêîìó ïiäïîðÿäêîâàíi âiðòó-

àëüíi ïåðåìiùåííÿ òî÷êè, îòðèìà¹ìî, îá÷èñëþþ÷è äèôåðåíöiàë ëiâî¨ ÷àñòè-

íè ðiâíÿííÿ (1.10) ïðè ôiêñîâàíîìó ÷àñi, òîáòî îá÷èñëþþ÷è âàðiàöiþ f(r⃗, t)

i ïðèðiâíþþ÷è ¨¨ äî íóëÿ:

δf = ∇fδr⃗ = 0. (1.12)

Òóò ïðèðiñò δr⃗ ðàäióñà-âåêòîðà òî÷êè òàêîæ ½âiäáóâà¹òüñÿ� ïðè ôiêñîâàíîìó

÷àñi, òîáòî ¹ âàðiàöi¹þ ðàäióñà-âåêòîðà. Ç (1.11) i (1.12) âèäíî, ùî ñóêóïíiñòü

âiðòóàëüíèõ ïåðåìiùåíü çáiãà¹òüñÿ ç ìîæëèâèìè ïåðåìiùåííÿìè òiëüêè ó âè-

ïàäêó ñòàöiîíàðíèõ â'ÿçiâ, êîëè ∂f
∂t = 0.

Íåâàæêî óçàãàëüíèòè ðîçãëÿíóòi îçíà÷åííÿ íà ñèñòåìó N òî÷îê, ïiäïî-

ðÿäêîâàíèõ k ãîëîíîìíèì â'ÿçÿì

fα(r⃗1, ..., r⃗N , t) = 0, (α = 1, 2, ..., k), (1.13)
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i îòðèìàòè ðiâíÿííÿ äëÿ ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè, àíàëîãi÷íi ðiâíÿííÿì (1.11) i

(1.12). Ñïðàâäi, îá÷èñëþþ÷è äèôåðåíöiàëè i âàðiàöi¨ ëiâèõ ÷àñòèí ðiâíÿíü

(1.13) i ïðèðiâíþþ÷è ¨õ äî íóëÿ, çíàéäåìî

N∑
i=1

∇ifα dr⃗i +
∂fα
∂t dt = 0, (α = 1, 2, ..., k), (1.14)

N∑
i=1

∇ifα δr⃗i = 0, (α = 1, 2, ..., k). (1.15)

Ïîíÿòòÿ ïðî âiðòóàëüíi ïåðåìiùåííÿ äîçâîëÿ¹ âèçíà÷èòè äóæå âàæëèâèé

êëàñ â'ÿçiâ, ùî ìàþòü íàçâó iäåàëüíèõ â'ÿçiâ. Â'ÿçi íàçèâà¹òüñÿ iäåàëüíèìè,

ÿêùî ñóìà ðîáiò âñiõ ðåàêöié â'ÿçiâ íà áóäü-ÿêèõ âiðòóàëüíèõ ïåðåìiùåííÿõ

òî÷îê ñèñòåìè çàâæäè äîðiâíþ¹ íóëþ, òîáòî ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

δAR =
N∑
i=1

R⃗iδr⃗i = 0, (1.16)

äå δAR � âiðòóàëüíà ðîáîòà ðåàêöié â'ÿçiâ,N � ÷èñëî òî÷îê ñèñòåìè. Ðiâíiñòü

(1.16) ìîæíà çàïèñàòè é ó ðîçãîðíóòîìó âèäi:

N∑
i=1

(Rixδxi +Riyδyi +Rizδzi) = 0. (1.17)

Óâåäåíèé êëàñ â'ÿçiâ ¹ äîñòàòíüî çàãàëüíèì, ïðè÷îìó ôiçè÷íi ïðè÷èíè iäå-

àëüíîñòi â'ÿçiâ ìîæóòü áóòè ðiçíèìè. Òàê, áóäü-ÿêå ïî¹äíàííÿ ãëàäêèõ â'ÿçiâ

iç â'ÿçÿìè, ùî ñêëàäàþòüñÿ ç òîíêèõ ñòåðæíiâ çíèêàþ÷î¨ ìàñè i çàäàíî¨ äîâ-

æèíè, ¹ iäåàëüíîþ â'ÿççþ, ÿêùî ó ìiñöÿõ ç'¹äíàííÿ âiäñóòíÿ òåðòÿ. Òàêîæ

iäåàëüíèìè ¹ â'ÿçi, ùî ðåàëiçóþòüñÿ çà äîïîìîãîþ àáñîëþòíî øîðñòñüêèõ ïî-

âåðõîíü ïî ÿêèõ âiäáóâà¹òüñÿ êî÷åííÿ òië áåç êîâçàííÿ.

1.3 Ðiâíÿííÿ Ëàãðàíæà ç ðåàêöiÿìè â'ÿçiâ. Çàêîíè çìiíè iì-

ïóëüñó, êiíåòè÷íîãî ìîìåíòó i åíåðãi¨ äëÿ ñèñòåì iç â'ÿçÿìè

Íåõàé íà ñèñòåìó ç N òî÷îê íàêëàäåíî k ãîëîíîìíèõ iäåàëüíèõ â'ÿçiâ.

×èñëî ïðîåêöié âiðòóàëüíèõ ïåðåìiùåíü òî÷îê íà êîîðäèíàòíi îñi, àáî, iíà-

êøå êàæó÷è, ÷èñëî âàðiàöié êîîðäèíàò òî÷îê, äîðiâíþ¹ 3N . Îñêiëüêè âàðià-

öi¨ êîîðäèíàò ïiäïîðÿäêîâàíi ðiâíÿííÿì (1.15), òî k âàðiàöié ¹ çàëåæíèìè,

à 3N − k âàðiàöié � íåçàëåæíèìè. Çàëåæíi âàðiàöi¨ ìîæóòü áóòè ¹äèíèì

÷èíîì âèðàæåíi ÷åðåç íåçàëåæíi, îñêiëüêè äåòåðìiíàíò ç êîåôiöi¹íòiâ ïðè
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çàëåæíèõ âàðiàöiÿõ â ñèñòåìi (1.15) çà ïðèïóùåííÿì âiäìiííèé âiä íóëÿ (â

iíøîìó âèïàäêó ñåðåä â'ÿçiâ áóäóòü òàêi, ÿêi ¹ íàñëiäêîì iíøèõ). Âðàõó¹ìî

äàëi, ùî êðiì âèìîãè ãîëîíîìíîñòi â'ÿçiâ âèêîíó¹òüñÿ âèìîãà ¨õ iäåàëüíîñòi

(äèâ. (1.16)). Ó öüîìó óìîâè k çàëåæíèõ âàðiàöié çà äîïîìîãîþ (1.15) ìî-

æíà âèðàçèòè ÷åðåç 3N − k íåçàëåæíèõ âàðiàöié. Ïiñëÿ òàêî¨ ïiäñòàíîâêè

(äëÿ òîãî ùîá çàäîâîëüíèòè âèìîãó iäåàëüíîñòi) ñëiä ïðèðiâíÿòè íóëþ êî-

åôiöi¹íòè ïðè íåçàëåæíèõ âàðiàöiÿõ. Òèì ñàìèì ìîæíà îòðèìàòè 3N − k

ñïiââiäíîøåíü ìiæ ðåàêöiÿìè â'ÿçiâ i ðàäióñàìè-âåêòîðàìè òî÷îê. Òàêèì ÷è-

íîì, îñíîâíà çàäà÷à äèíàìiêè íåâiëüíî¨ ñèñòåìè ç ãîëîíîìíèìè iäåàëüíèìè

â'ÿçàìè ñòà¹ âèçíà÷åíîþ, îñêiëüêè ÷èñëî ðiâíÿíü i ÷èñëî íåâiäîìèõ ôóíêöié

â öüîìó âèïàäêó çáiãàþòüñÿ.

Áåçïîñåðåäí¹ âèêëþ÷åííÿ çàëåæíèõ âàðiàöié êîîðäèíàò ìîæíà â çàãàëü-

íîìó âèïàäêó ïðîâåñòè ìåòîäîì íåâèçíà÷åíèõ ìíîæíèêiâ Ëàãðàíæà. Âè-

êëàäåìî ñóòü öüîãî ìåòîäó. Â ñèëó iäåàëüíîñòi i ãîëîíîìíèõ â'ÿçiâ ç óìîâ

(1.16) i (1.15) ìà¹ìî
N∑
i=1

R⃗iδr⃗i = 0,

N∑
i=1

(∇ifα)δr⃗i = 0, (α = 1, 2, ..., k). (1.18)

Ïîìíîæèâøè êîæíå ç k îñòàííiõ ñïiââiäíîøåíü íà âiäïîâiäíèé íåâèçíà-

÷åíèé ñêàëÿðíèé ìíîæíèê � λα (α = 1, 2, ..., k) i äîäàþ÷è âñi îòðèìàíi ðå-

çóëüòàòè ç óìîâîþ iäåàëüíîñòi, ïðèéäåìî äî ñïiââiäíîøåííÿ

N∑
i=1

{
R⃗i −

k∑
α=1

λα∇ifα

}
δr⃗i = 0; (1.19)

â ÿêîìó k âàðiàöié êîîðäèíàò ¹ çàëåæíèìè, à 3N − k � íåçàëåæíèìè. Ïiäáå-

ðåìî k ìíîæíèêiâ λα òàê, ùîá êîåôiöi¹íòè ïðè k çàëåæíèõ âàðiàöiÿõ â (1.19)

çâåðíóëèñÿ â íóëü. Öåé ïiäáið ìîæíà ïðîâåñòè ¹äèíèì ÷èíîì, òàê ÿê äåòåðìi-

íàíò ç êîåôiöi¹íòiâ ïðè çàëåæíèõ âàðiàöiÿõ â ñèñòåìi (1.15) âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä

íóëÿ (çà ïðèïóùåííÿì ïðî â'ÿçi). Ç iíøîãî áîêó, êîåôiöi¹íòè ïðè íåçàëåæíèõ

âàðiàöiÿõ â (1.19) ïîâèííi äîðiâíþâàòè íóëþ â ñèëó óìîâè iäåàëüíîñòi.

Îòæå, êîåôiöi¹íòè ïðè âñiõ δr⃗i ïîâèííi áóòè ïðèðiâíÿíi íóëþ. Â ðåçóëüòàòi

ïðèõîäèìî, äî âèñíîâêó, ùî ìiæ ðåàêöiÿìè iäåàëüíèõ ãîëîíîìíèõ â'ÿçiâ i
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ôóíêöiÿìè fα, âèçíà÷àëüíèìè ðiâíÿííÿ â'ÿçiâ, ìàþòü ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ

R⃗i =
k∑

α=1

λα∇ifα, (i = 1, 2, ..., N). (1.20)

Ñïiââiäíîøåííÿ (1.20) ¹ íåîáõiäíîþ óìîâîþ ðiâíîñòi íóëþ âiðòóàëüíî¨ ðîáî-

òè ðåàêöié â'ÿçiâ, òîáòî íåîáõiäíîþ óìîâîþ iäåàëüíîñòi ãîëîíîìíèõ â'ÿçiâ.

Ìîæíà áåçïîñåðåäíüî ïåðåêîíàòèñÿ i â äîñòàòíîñòi öi¹¨ óìîâè.

Îòæå, ðåàêöi¨ iäåàëüíèõ ãîëîíîìíèõ â'ÿçiâ ¹ ëiíiéíèìè ôîðìàìè ùîäî

ãðàäi¹íòiâ ôóíêöié fα(α = 1, 2, ..., k), ùî âèçíà÷àþòü ðiâíÿííÿ â'ÿçiâ (1.13).

Ïiäñòàâëÿþ÷è (1.20) â (1.8), îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ ðóõó ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè

ç ãîëîíîìíèìè iäåàëüíèìè â'ÿçÿìè, òîáòî ðiâíÿííÿ Ëàãðàíæà ç ðåàêöiÿìè

â'ÿêiâ àáî ðiâíÿííÿ Ëàãðàíæà ïåðøîãî ðîäó4:

mi
¨⃗ri = Fi +

k∑
α=1

λα∇ifα (i = 1, 2, .., N),

fα(r⃗1, ..., r⃗N , t) = 0 (α = 1, 2, ..., k).

(1.21)

Òóò ñèëè F⃗i ¹ çàäàíèìè ôóíêöiÿìè r⃗i, v⃗i i t (i = 1, ..., N). Íåâiäîìèìè â öèõ

ðiâíÿííÿõ ¹ âñi ðàäióñè-âåêòîðè òî÷îê r⃗i(t) i ìíîæíèêè Ëàãðàíæà λα(t) (α =

1, 2, ..., k). ×èñëî ðiâíÿíü i ÷èñëî íåâiäîìèõ ôóíêöié çáiãàþòüñÿ i äîðiâíþþòü

3N + k.

Ïiäêðåñëèìî, ùî ðåàêöi¨ â'ÿçiâ âèçíà÷àþòüñÿ â ðåçóëüòàòi ðîçâ'ÿçàííÿ ðiâ-

íÿíü (1.21) i, îòæå, çàëåæàòü âiä çàäàíèõ ñèë, òîìó çàäàíi ñèëè ÷àñòî íàçè-

âàþòü àêòèâíèìè ñèëàìè, à ðåàêöi¨ â'ÿçiâ � ïàñèâíèìè. Òàêà çàëåæíiñòü

îäíèõ ñèë âiä iíøèõ ç'ÿâëÿ¹òüñÿ â ðåçóëüòàòi ñïðîùåííÿ óÿâëåíü ïðî ðåàëü-

íèé âçà¹ìîäi¨ òië: ñàìå íàêëàäåííÿ â'ÿçiâ íà ñèñòåìó ¹ ïî ñóòi òàêå ñïðîùåííÿ

(íàïðèêëàä, â çàäà÷i ïðî ñôåðè÷íó ìàÿòíèêó ìè íåõòó¹ìî ïðóæíèìè âëàñòè-

âîñòÿìè íèòêè ïiäâiñó i òèì ñàìèì íàêëàäà¹ìî çâ'ÿçîê).

Ïðè çàñòîñóâàííi ðiâíÿíü Ëàãðàíæà âèíèêà¹ òàêîæ ïèòàííÿ ïðî âèêî-

íàííÿ óìîâè iäåàëüíîñòi â'ÿçiâ. Âèùå ìè áà÷èëè, ùî öÿ âèìîãà ïîâ'ÿçàíà ç

ïåâíèìè ôiçè÷íèìè ïðèïóùåííÿìè, ÿêi íå çàâæäè âèêîíóþòüñÿ, íàïðèêëàä

íàÿâíiñòü ñèë òåðòÿ íà ãîëîíîìíèõ â'ÿçÿõ ðîáèòü ¨õ íåiäåàëüíèìè. Îäíàê

çàâæäè ìîæíà âèäiëèòè íîðìàëüíi ñêëàäîâi ðåàêöié, ÿêi áóäóòü çàäîâîëüíÿ-

4Öi ðiâíÿííÿ áóëè îäåðæàíi ôðàíöóçüêèì ìàòåìàòèêîì i ìåõàíiêîìÆ. Ëàãðàíæîì â éîãî çíàìåíèòîìó

òðàêòàòi ½Àíàëiòè÷íà ìåõàíiêà�, îïóáëiêîâàíîìó 1788 ð. Â öüîìó òðàêòàòi âïåðøå áóëè âèêëàäåíi îñíîâè

àíàëiòè÷íî¨ ìåõàíiêè.
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òè óìîâi iäåàëüíîñòi (1.16); òîäi iíøi ñêëàäîâi ðåàêöié ïîâèííi áóòè çàäàíi ÿê

ôóíêöi¨ ïîëîæåíü, øâèäêîñòåé òî÷îê i ÷àñó.

Çàêîíè çìiíè iìïóëüñó, êiíåòè÷íîãî ìîìåíòó i åíåðãi¨ ñèñòåìè ïðè íàÿâ-

íîñòi â'ÿçiâ ìîæóòü áóòè îòðèìàíi ç ðiâíÿíü Ëàãðàíæà (1.21) òàê ñàìî, ÿê

àíàëîãi÷íi çàêîíè äëÿ âiëüíèõ ñèñòåì áóëè îòðèìàíi ç ðiâíÿíü ðóõó Íüþòîíà

çà äîïîìîãîþ çàêîíó äi¨ � ïðîòèäi¨. Ñïðàâäi, âðàõîâóþ÷è, ùî ïî âiäíîøåííþ

äî äîñëiäæóâàíî¨ ñèñòåìè â'ÿçi ìîæóòü áóòè ÿê âíóòðiøíiìè, òàê i çîâíiøíi-

ìè, çíàéäåìî

˙⃗
P = F⃗ e + R⃗e, (1.22)
˙⃗
M = L⃗e + L⃗e

R, (1.23)

Ė = ∂U e

∂t +
N∑
i=1

F⃗ d
i v⃗i +

N∑
i=1

R⃗iv⃗i, (1.24)

äå R⃗i = R⃗in
i +R⃗e

i � ñóìà ðåàêöié âíóòðiøíiõ i çîâíiøíiõ çâ'ÿçêiâ íà i-òóþ òî÷êó;

R⃗e =
N∑
i=1

R⃗e
i � ñóìà ðåàêöié çîâíiøíiõ â'ÿçiâ: L⃗e

R =
N∑
i=1

[r⃗iR⃗
e
i ] � ñóìà ìîìåíòiâ

ðåàêöié çîâíiøíiõ â'ÿçiâ. Ïîðiâíÿíî iç çàêîíàìè çìiíè iìïóëüñó, êiíåòè÷íîãî

ìîìåíòó i åíåðãi¨ äëÿ âiëüíèõ ñèñòåì (äèâ. [1]) òóò ç'ÿâèëèñÿ äîäàòêîâi ÷ëåíè:

ñóìà çîâíiøíiõ ðåàêöié i ¨õ ìîìåíòè, à òàêîæ ïîòóæíiñòü ÿê âíóòðiøíiõ, òàê

i çîâíiøíiõ ðåàêöié.

Ïîòóæíiñòü ðåàêöié ìîæíà çîáðàçèòè i â iíøîìó âèãëÿäi, âèêîðèñòîâó-

þ÷è iäåàëüíiñòü i ãîëîíîìíèõ â'ÿçiâ. Äiéñíî, ìàþ÷è íà óâàçi (1.20) i (1.14),

îäåðæèìî
N∑
i=1

R⃗iv⃗i =
k∑

α=1

λα

(
N∑
i=1

(∇ifα)v⃗i

)
= −

k∑
α=1

λα
∂fα
∂t

. (1.25)

Öåé âèðàç äîçâîëÿ¹ çàïèñàòè ðiâíÿííÿ (1.24) ó âèãëÿäi

Ė =
∂U e

∂t
+

N∑
i=1

F⃗ d
i v⃗i −

k∑
α=1

λα
∂fα
∂t

. (1.26)

Çàêîíè çáåðåæåííÿ iìïóëüñà i ìîìåíòó ïðè íàÿâíîñòi â'ÿçiâ ïîâèííi áóòè

ñôîðìóëüîâàíi âiäïîâiäíî äî çàêîíiâ äëÿ âiëüíèõ ñèñòåì (äèâ. [1]), òiëüêè äî

âèìîã íà çàäàíi çîâíiøíi ñèëè äîäàäóòüñÿ àíàëîãi÷íi âèìîãè äî ðåàêöié çîâ-

íiøíiõ â'ÿçiâ. Ùî ñòîñó¹òüñÿ çàêîíó çáåðåæåííÿ åíåðãi¨ ïðè íàÿâíîñòi â'ÿçiâ,

òî âií ìà¹ ìiñöå äëÿ ñòàöiîíàðíèõ iäåàëüíèõ ãîëîíîìíèõ â'ÿçiâ, êîëè

∂fα
∂t

= 0 (α = 1, 2, ..., k). (1.27)
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Ó áàãàòüîõ âèïàäêàõ çàñòîñóâàííÿ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ ñïðîùó¹ âèðiøåííÿ

çàâäàíü ïðî ðóõ íåâiëüíèõ ñèñòåì. Ó ñâîþ ÷åðãó, çàêîíè çáåðåæåííÿ ìîæóòü

áóòè ïîâ'ÿçàíi ç ñèìåòði¹þ çàäàíèõ ñèëîâèõ ïîëiâ i â'ÿçiâ. Òîìó âèáið êîîð-

äèíàò äîöiëüíî çäiéñíþâàòè ç óðàõóâàííÿì öi¹¨ ñèìåòði¨.

Ó ÿêîñòi iëþñòðàöi¨ çàñòîñóâàííÿ ðiâíÿíü Ëàãðàíæà 1-ãî ðîäó (1.21) äî

ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ ïðî íåâiëüíi ñèñòåìè, ðîçâ'ÿæåìî òàêó çàäà÷ó ( [3], ñ. 29,

� 5.2).

Çàäà÷à

Òî÷êà ðóõà¹òüñÿ â îäíîðiäíîìó ïîëi òÿæiííÿ (ðèñ. 1.1) ïî ãëàäêié íå-

ðóõîìié ïàðàáîëi y2 = ax, ÿêà ðîçòàøîâàíà ó âåðòèêàëüíié ïëîùèíi (âiñü

ïàðàáîëè ãîðèçîíòàëüíà). Âiäîìå ïî÷àòêîâå ïîëîæåííÿ òî÷êè y0, à ¨¨ ïî-

÷àòêîâà øâèäêiñòü v0 = 0. Íà ÿêié âèñîòi yC òî÷êà âiäiðâåòüñÿ âiä ïàðà-

áîëè?

Ðèñ. 1.1. Ðóõ òî÷êè ïî ïàðàáîëi

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé x(t), y(t) � êîîðäèíàòè ðóõîìî¨ òî÷êè. Ðóõ òî÷êè äî

ìîìåíòó âiäðèâó âiä ïàðàáîëè ïiäïîðÿäêîâàíèé â'ÿçi, ðiâíÿííÿ ÿêîãî ìà¹ âè-

ãëÿä:

f = y2 − ax = 0. (1.28)

Òîäi ðiâíÿííÿ Ëàãðàíæà ïåðøîãî ðîäó (1.21) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

mẍ = −λa, (1.29)

mÿ = −mg + 2λy, (1.30)

äå λ � íåâèçíà÷åíèé ìíîæíèê Ëàãðàíæà.

ßêùî ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó òî÷êà ïåðåáóâàëà íà âèñîòi y0 i ¨¨ ïî÷àò-

êîâà øâèäêiñòü v0 = 0, òî iç çàêîíó çáåðåæåííÿ åíåðãi¨ îäåðæèìî:

m

2
(ẋ2 + ẏ2) +mgy = mgy0,
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çâiäêè äëÿ êâàäðàòó øâèäêîñòi v2(t) îäåðæèìî

ẋ2 + ẏ2 = 2g(y0 − y). (1.31)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíÿííÿ â'ÿçi (1.28) i ñïiââiäíîøåííÿ (1.31), çâåäåìî äèôå-

ðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ (1.29) i (1.30) äî àëãåáðà¨÷íîãî ðiâíÿííÿ.

Ïåðø çà âñå, ïðîäèôåðåíöiþ¹ìî äâi÷i çà ÷àñîì ðiâíÿííÿ (1.28), ÿêå çàïè-

øåìî ó âèãëÿäi: ax = y2. Îäåðæèìî:

aẋ = 2yẏ (1.32)

i

aẍ = 2ẏ2 + 2yÿ. (1.33)

Ç iíøîãî áîêó, iç ðiâíÿííÿ (1.29) ìà¹ìî:

ẍ = −λa

m
. (1.34)

Ïiäñòàâèâøè (1.34) ó (1.33), îäåðæèìî:

−λa2

m
= 2ẏ2 + 2yÿ,

çâiäêè

ẏ2 + yÿ = −λa2

2m
. (1.35)

Âèðàçèìî ç ðiâíÿííÿ (1.30) ïîõiäíó ÿ:

ÿ = −g +
2λy

m
,

i ïiäñòàâèìî öåé âèðàç äëÿ ÿ ó âèðàç (1.35); îòðèìà¹ìî:

ẏ2 − gy +
2λy2

m
= −λa2

2m
. (1.36)

Âèçíà÷èìî i (1.32) ẋ2 i ïiäñòàâèìî ó ñïiââiäíîøåííÿ (1.31):

4y2ẏ2

a2
+ ẏ2 = 2g(y0 − y),

àáî

ẏ2
(
4y2 + a2

a2

)
= 2g(y0 − y),
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çâiäêè

ẏ2 =
2a2g

4y2 + a2
(y0 − y). (1.37)

Íàðåøòi, ïiäñòàâèâøè ẏ2 iç (1.37) ó ðiâíÿííÿ (1.36), îäåðæèìî

2a2g

4y2 + a2
(y0 − y)− gy +

2λy2

m
= −λa2

2m
. (1.38)

Ðiâíÿííÿ (1.38) ñïðàâåäëèâå äëÿ ðóõó òî÷êè âiä ïî÷àòêó ðóõó äî ìîìåíòó

âiäðèâó òî÷êè âiä ïàðàáîëè, ïîêè λ ̸= 0. Ïðîòå ó òî÷öi âiäðèâó ñèëà ðåàêöi¨

R⃗ = λ∇f = 0,

çâiäêè îäåðæèìî λ = 0.

Ïðè öüîìó ðiâíÿííÿ (1.38) íàáóäå âèãëÿäó

2a2g(y0 − y) = gy(4y2 + a2),

àáî, ïiñëÿ íåñêëàäíèõ ïåðåòâîðåíü îñòàòî÷íî îäåðæèìî:

4y3 + 3a2y − 2a2y0 = 0. (1.39)

Ùîá çíàéòè âèñîòó yC , íà ÿêié òî÷êà âiäiðâåòüñÿ âiä ïàðàáîëè, íåîáõiäíî

âiäøóêàòè äiéñíèé äîäàòíèé êîðiíü ðiâíÿííÿ (1.39). Ðåçóëüòàò çàëåæàòèìå

âiä çíà÷åíü ïàðàìåòðà a òà ïî÷àòêîâî¨ âèñîòè y0. Òàê, äëÿ y0 = 3, 5 ì i a = 1 ì

iç (1.39) îäåðæèìî

4y3C + 3yC = 7,

çâiäêè yC = 1 ì.
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2. Ðiâíÿííÿ Ëàãðàíæà â íåçàëåæíèõ êîîðäèíàòàõ

Ðiâíÿííÿ Ëàãðàíæà ç ðåàêöiÿìè â'ÿçiâ äàþòü ìîæëèâiñòü çíàéòè i ïîëî-

æåííÿ òî÷îê ñèñòåìè, i ðåàêöi¨ â'ÿçiâ ÿê ôóíêöi¨ ÷àñó. Îäíàê íà ïðàêòèöi

÷àñòî íå ïîòðiáíà íàñòiëüêè ½äîêëàäíà� iíôîðìàöiÿ ïðî ìåõàíi÷íó ñèñòåìó, à

ïîòðiáíî çíàéòè ëèøå çàêîí ðóõó òî÷îê ïî â'ÿçÿõ. Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ òàêèõ çà-

äà÷ íåîáõiäíi ðiâíÿííÿ ðóõó, ÿêi â ÿêîñòi íåâiäîìèõ ìiñòÿòü òiëüêè íåçàëåæíi

êîîðäèíàòè. Ç iíøîãî áîêó, öi ðiâíÿííÿ ïîâèííi ïîâíiñòþ âðàõîâóâàòè âïëèâ

â'ÿçiâ íà ñèñòåìó. Òàêi ðiâíÿííÿ iñíóþòü i íàçèâàþòüñÿ ðiâíÿííÿìè Ëàãðàí-

æà â íåçàëåæíèõ êîîðäèíàòàõ (àáî ðiâíÿííÿìè Ëàãðàíæà äðóãîãî ðîäó).

Çíà÷åííÿ öèõ ðiâíÿíü íå âè÷åðïó¹òüñÿ çàñòîñóâàííÿì äî çàçíà÷åíîãî òèïó

çàäà÷. ßêùî ïîòðiáíî âèçíà÷èòè ðåàêöi¨ â'ÿçiâ, ÷àñòî ïðîñòiøå çà äîïîìîãîþ

ðiâíÿíü Ëàãðàíæà äðóãîãî ðîäó âèçíà÷èòè çàêîí ðóõó ñèñòåìè, à ïîòiì çà

äîïîìîãîþ ðiâíÿíü Ëàãðàíæà ïåðøîãî ðîäó çíàéòè ðåàêöi¨ â'ÿçiâ. Ðiâíÿííÿ

Ëàãðàíæà äðóãîãî ðîäó ìàþòü âåëèêå çíà÷åííÿ i äëÿ âiëüíèõ ñèñòåì. Ó öüîìó

âèïàäêó âîíè ïðåäñòàâëÿþòü ñîáîþ ðiâíÿííÿ ðóõó â äîâiëüíèõ êðèâîëiíiéíèõ

êîîðäèíàòàõ. Çàçíà÷èìî, ùî ðiâíÿííÿ Ëàãðàíæà â íåçàëåæíèõ êîîðäèíàòàõ

ìîæíà âèâåñòè ÿê iç çàãàëüíîãî ðiâíÿííÿ äèíàìiêè, òàê i ç ïðèíöèïó íàéìåí-

øî¨ äi¨ (ïðèíöèïó Ãàìiëüòîíà).

2.1 Çàãàëüíå ðiâíÿííÿ ìåõàíiêè. Ðiâíÿííÿ Ëàãðàíæà äðóãîãî

ðîäó.

Âèâåäåìî ðiâíÿííÿ Ëàãðàíæà äðóãîãî ðîäó äëÿ ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè, ùî

ñêëàäà¹òüñÿ ç N òî÷îê, íà ÿêi íàêëàäåíî k iäåàëüíèõ ãîëîíîìíèõ â'ÿçiâ. Ðóõ

òàêî¨ ñèñòåìè, ÿê çàçíà÷àëîñÿ â ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi, îïèñó¹òüñÿ ðiâíÿííÿ-

ìè Ëàãðàíæà ç ðåàêöiÿìè â'ÿçiâ (1.21). Ùîá âèêëþ÷èòè ç öèõ ðiâíÿíü ðåàêöi¨

â'ÿçiâ, ïîìíîæèìî êîæíå ç íèõ ñêàëÿðíî íà âiäïîâiäíå âiðòóàëüíå ïåðåìiùå-

ííÿ δr⃗i i äîäàìî ðåçóëüòàòè ìíîæåííÿ. Ó ðåçóëüòàòi îäåðæèìî:

N∑
i=1

mi
¨⃗riδr⃗i =

N∑
i=1

F⃗iδr⃗i +
N∑
i=1

( k∑
α=1

λα∇ifα

)
δr⃗i. (2.1)

Ïîäâiéíà ñóìà â öüîìó ðiâíÿííi ¹ âèçíà÷à¹ âiðòóàëüíó ðîáîòó âñiõ ðåàêöié

â'ÿçiâ i âíàñëiäîê iäåàëüíîñòi â'ÿçiâ äîðiâíþ¹ íóëþ:

N∑
i=1

k∑
α=1

λα∇ifαδr⃗i =
k∑

α=1

λα

( N∑
i=1

∇ifαδr⃗i

)
= 0. (2.2)
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Iç âðàõóâàííÿì óìîâè (2.2) ðiâíÿííÿ (2.1) íàáóâà¹ âèãëÿäó

N∑
i=1

{mi
¨⃗ri − F⃗i}δr⃗i = 0. (2.3)

Îäåðæàíå ðiâíÿííÿ (2.3) íàçèâà¹òüñÿ çàãàëüíèì ðiâíÿííÿì ìåõàíiêè àáî ðiâ-

íÿííÿì ä'Àëàìáåðà � Ëàãðàíæà.

Çàóâàæèìî, ùî ðiâíÿííÿ Ëàãðàíæà ç ðåàêöiÿìè â'ÿçiâ ìîæóòü áóòè îòðè-

ìàíi iç çàãàëüíîãî ðiâíÿííÿ ìåõàíiêè ñïiëüíî ç ðiâíÿííÿìè â'ÿçiâ

fα(r⃗2, ..., r⃗N , t) = 0 (α = 1, 2, ..., k).

Äiéñíî, âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíÿííÿ â'ÿçiâ ó âèãëÿäi

N∑
i=1

∇ifαδr⃗i = 0 (α = 1, 2, ..., k),

ïîìíîæèìî ëiâó ÷àñòèíó êîæíîãî ç öèõ ðiâíÿíü íà âiäïîâiäíèé íåâèçíà÷åíèé

ìíîæíèê � λα(α = 1, 2, ..., k), à âñi ðåçóëüòàòè ìíîæåííÿ äîäàìî äî ëiâî¨

÷àñòèíè (2.3); îäåðæèìî:

N∑
i=1

{mi
¨⃗ri − F⃗i −

k∑
α=1

λα∇ifα}δr⃗i = 0.

Äàëi, çàñòîñîâóþ÷è äî öüîãî ðiâíÿííÿ ïîäàëüøó ïðîöåäóðó ìåòîäó íåâèçíà-

÷åíèõ ìíîæíèêiâ, ïðèéäåìî äî ðiâíÿíü Ëàãðàíæà ç ðåàêöiÿìè â'ÿçiâ. Òàêèì

÷èíîì, ñèñòåìà, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç ðiâíÿííÿ (2.3) i ðiâíÿíü â'ÿçiâ, åêâiâàëåí-

òíà ñèñòåìi (1.21). Áiëüø òîãî, ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî çàãàëüíå ðiâíÿííÿ

ìåõàíiêè i ðiâíÿííÿ ðóõó ç ðåàêöiÿìè áóäü-ÿêèõ iäåàëüíèõ â'ÿçiâ åêâiâàëåíòíi.

Ïåðø íiæ ïðîäîâæèòè âèâåäåííÿ ðiâíÿíü Ëàãðàíæà äðóãîãî ðîäó, çó-

ïèíèìîñÿ íà ïîíÿòòi íåçàëåæíèõ óçàãàëüíåíèõ êîîðäèíàò. Òàêèìè êîîð-

äèíàòàìè çà îçíà÷åííÿì ¹ áóäü-ÿêi 3N − k âåëè÷èíè, ùî îäíîçíà÷íî âè-

çíà÷àþòü ïîëîæåííÿ ñèñòåìè (N i k � ÷èñëà òî÷îê ñèñòåìè i ãîëîíîìíèõ

â'ÿçiâ âiäïîâiäíî). ×èñëî s íåçàëåæíèõ óçàãàëüíåíèõ êîîðäèíàò, ùî ðiâíå

s = 3N − k, ó âèïàäêó ñèñòåì ç ãîëîíîìíèìè â'ÿçÿìè íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëîì

ñòåïåíåé âiëüíîñòi. Íåçàëåæíi óçàãàëüíåíi êîîðäèíàòè áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷å-

ðåç q1, q2, ..., qs, à âñþ ¨õ ñóêóïíiñòü äëÿ ñòèñëîñòi áóäåìî íàäàëi ïîçíà÷àòè

ñèìâîëîì q: q ≡ {q1, q2, ..., qs}.
Ç âèçíà÷åííÿ íåçàëåæíèõ êîîðäèíàò ñëiäó¹, ùî âîíè ïîâèííi âiäïîâiäàòè

äâîì âèìîãàì.
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Ïî-ïåðøå, ðàäióñè-âåêòîðè òî÷îê ñèñòåìè ïîâèííi áóòè îäíîçíà÷íèìè ôóí-

êöiÿìè q:

r⃗i = r⃗i(q1(t), q2(t), ..., qs(t), t) (i = 1, 2, ..., N), (2.4)

ïðè÷îìó ç 3N ôóíêöié � ïðîåêöié ðàäióñiâ-âåêòîðiâ � s áóäü-ÿêèõ ôóíêöié

ïîâèííi áóòè íåçàëåæíèìè. Äëÿ âèêîíàííÿ öi¹¨ óìîâè íåîáõiäíî ùîá ðàíã

r(X) ìàòðèöi

X =


∂x1

∂q1
... ∂x1

∂qs

... ... ...
∂x3N

∂q1
... ∂x3N

∂qs

 (2.5)

áóâ ðiâíèé s: r(X) = s. Ó âèðàçi (2.5) ïðîåêöi¨ ðàäióñiâ-âåêòîðiâ òî÷îê ïî-

çíà÷åíî ñèìâîëàìè xi iç çàãàëüíîþ äëÿ âñiõ òî÷îê íóìåðàöi¹þ (íàïðèêëàä,

ïðîåêöi¨ âåêòîðà r⃗1 ïîçíà÷àþòüñÿ x1, x2, x3, ïðîåêöi¨ âåêòîðà r⃗2 ïîçíà÷àþòüñÿ

x4, x5, x6 i ò. ä.).

Ïî-äðóãå, êîîðäèíàòè q ïîâèííi áóòè âèáðàíi âiäïîâiäíî äî ðiâíÿíü â'ÿçiâ,

òîáòî ôóíêöi¨ (2.4) ïîâèííi çâåðòàòè â òîòîæíiñòü ðiâíÿííÿ â'ÿçiâ (1.13):

fα(r⃗1, ..., r⃗N , t)| r⃗1→r⃗1(q,t),
......

r⃗N→r⃗N (q,t)

≡ 0 (α = 1, 2, ..., k). (2.6)

Çàçíà÷èìî, ùî ó âèïàäêó ñòàöiîíàðíèõ â'ÿçiâ ðiâíÿííÿ â'ÿçiâ ÿâíî íå çà-

ëåæàòü âiä ÷àñó; òîìó i ôóíêöi¨ (2.4) ìîæíà ïiäiáðàòè ÿâíî íå çàëåæíèìè âiä

÷àñó. Íàäàëi öþ óìîâó äëÿ ñòàöiîíàðíèõ â'ÿçiâ áóäåìî ââàæàòè âèêîíàíîþ.

Çâàæàþ÷è íà âàæëèâiñòü ïîíÿòü ïðî íåçàëåæíi óçàãàëüíåíi êîîðäèíàòè i

÷èñëî ñòåïåíiâ âiëüíîñòi, ðîçãëÿíåìî äåêiëüêà ïðèêëàäiâ.

Íåõàé òî÷êà ðóõà¹òüñÿ ïî åëiïñó ç ïiâîñÿìè a i b. Â ñèñòåìi êîîðäèíàò

ç ïî÷àòêîì â öåíòði åëiïñà i îñÿìè Ox, Oy, ñïðÿìîâàíèìè ïî îñÿì åëiïñà,

ðiâíÿííÿìè çâ'ÿçêiâ ¹

f1 =
x2

a2
+

y2

b2
− 1 = 0, f2 = z = 0.

Ïåðøå ç öèõ ðiâíÿíü îáåðòà¹òüñÿ â òîòîæíiñòü, ÿêùî ïîêëàñòè

x = acosα, y = bsinα.

Òàêèì ÷èíîì, â ÿêîñòi íåçàëåæíî¨ êîîðäèíàòè ìîæíà âèáðàòè ïàðàìåòð α, à

÷èñëî s ñòóïåíiâ âiëüíîñòi â öüîìó âèïàäêó äîðiâíþ¹ îäèíèöi.

ßêùî òî÷êà ðóõà¹òüñÿ ïî ñôåði ðàäióñà l ç öåíòðîì ó ïî÷àòêó êîîðäèíàò,

òî ðiâíÿííÿì â'ÿçêi ¹ ðiâíÿííÿ

f = x2 + y2 + z2 − l2 = 0,
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ÿêå îáåðòà¹òüñÿ â òîòîæíiñòü ïiäñòàíîâêîþ

x = lsinθcosφ, y = lsinθsinφ, z = lcosθ,

äå θ i φ � êóòè ñôåðè÷íèõ êîîðäèíàò. Îòæå, öi êóòè ìîæóòü ñëóæèòè íåçà-

ëåæíèìè óçàãàëüíåíèìè êîîðäèíàòàìè, à ÷èñëî ñòåïåíåé âiëüíîñòi s = 2.

Íàðåøòi, ó âèïàäêó âiëüíî¨ òî÷êè s = 3, à â ÿêîñòi íåçàëåæíèõ êîîðäèíàò

ìîæíà âçÿòè áóäü-ÿêi êðèâîëiíiéíi êîîðäèíàòè, íàïðèêëàä öèëiíäðè÷íi; öi

êîîðäèíàòè ïîâ'ÿçàíi ç äåêàðòîâèìè êîîðäèíàòàìè òî÷êè ñïiââiäíîøåííÿìè:

x = ρcosφ, y = ρsinφ, z = z.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëè ïåðåòâîðåííÿ (2.4), çîáðàçèìî çàãàëüíå ðiâíÿííÿ

ìåõàíiêè (2.3) ó ôîðìi ðiâíÿííÿ ùîäî íåçàëåæíèõ êîîðäèíàò i ¨õ ïîõiäíèõ çà

÷àñîì. Äëÿ öüîãî, ïåðø çà âñå, çíàéäåìî âiðòóàëüíi ïåðåìiùåííÿ δr⃗i âñiõ N

òî÷îê ñèñòåìè ÿê ôóíêöi¨ q:

δr⃗i =
s∑

j=1

∂r⃗i
∂qj

δqj (i = 1, 2, ..., N). (2.7)

Ïiäñòàâëÿþ÷è (2.7) â çàãàëüíå ðiâíÿííÿ ìåõàíiêè (2.3) i çìiíþþ÷è ïîðÿäîê

ïiäñóìîâóâàííÿ, îäåðæèìî:

s∑
j=1

{ N∑
i=1

mi
¨⃗ri
∂r⃗i
∂qj

−
N∑
i=1

F⃗i
∂r⃗i
∂qj

}
δqj = 0. (2.8)

Òóò âñi ñóìè çà iíäåêñîì i ìàþòü ðîçìiðíiñòü åíåðãi¨, ïîäiëåíî¨ íà ðîçìiðíiñòü

âiäïîâiäíî¨ êîîðäèíàòè qj. Ïðè öüîìó òi ñóìè ïî i, â ÿêi âõîäÿòü ïðèñêîðåííÿ

òî÷îê, âèçíà÷àþòü êiíåòè÷íó åíåðãiþ ÿê ôóíêöi¹þ óçàãàëüíåíèõ êîîðäèíàò i

¨õ ïîõiäíèõ çà ÷àñîì. Äiéñíî, ïåðåòâîðèìî 1-òèé ÷ëåí îäíi¹¨ ç òàêèõ ñóì:

¨⃗ri
∂r⃗i
∂qj

=
d

dt

(
˙⃗ri
∂r⃗i
∂qj

)
− ˙⃗ri

d

dt

(
∂r⃗i
∂qj

)
. (2.9)

Ïîòiì, âèêîðèñòîâóþ÷è (2.4), çíàéäåìî øâèäêîñòi òî÷îê ÿê ôóíêöi¨ óçàãàëü-

íåíèõ êîîðäèíàò

v⃗i =
dr⃗i
dt

= ˙⃗ri =
s∑

j=1

∂r⃗i
∂qj

q̇j +
∂r⃗i
∂t

(i = 1, 2, ..., N). (2.10)

Çâiäñè âèäíî, ùî øâèäêîñòi ìàòåðiàëüíèõ òî÷îê ¹ ëiíiéíèìè ôóíêöiÿìè âåëè-

÷èí q̇j (j = 1, ..., s), ùî íàçèâàþòüñÿ óçàãàëüíåíèìè øâèäêîñòÿìè. Âèðàç (2.9)
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ìîæíà òàêîæ çâåñòè äî åêâiâàëåíòíîãî âèäó, ÿêèé áóäå çðó÷íèì äëÿ ïîäàëü-

øîãî ðîçãëÿäó. Äëÿ öüîãî îá÷èñëèìî ÷àñòèííó ïîõiäíó âiä øâèäêîñòi ˙⃗ri òî-

÷êè çà óçàãàëüíåíîþ øâèäêiñòþ q̇j. Âèêîðèñòîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (2.10), à

òàêîæ íåçàëåæíiñòü ðàäióñ-âåêòîðà òî÷êè âiä óçàãàëüíåíî¨ øâèäêîñòi, îäåð-

æèìî:
∂ ˙⃗ri
∂q̇j

=
∂

∂q̇j

(
s∑

l=1

∂r⃗i
∂ql

q̇l +
∂r⃗i
∂t

)
=

s∑
l=1

∂r⃗i
∂ql

∂q̇l
∂q̇j

. (2.11)

Îñêiëüêè óçàãàëüíåíi øâèäêîñòi q̇ íåçàëåæíi, òî

∂q̇l
∂q̇j

= δjl,

äå δjl− ñèìâîë Êðîíåêåðà:

δjl =

1, j = l,

0, j ̸= l.
(2.12)

Ó ðåçóëüòàòi iç (2.11) îäåðæèìî, ùî ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü ÷àñòèííî¨ ïîõi-

äíî¨ âiä øâèäêîñòi òî÷êè çà óçàãàëüíåíîþ øâèäêiñòþ i ÷àñòèííîþ ïîõiäíîþ

ðàäióñà-âåêòîðà òi¹¨ æ òî÷êè çà âiäïîâiäíîþ óçàãàëüíåíîþ êîîðäèíàòîþ, òîá-

òî

∂ ˙⃗ri
∂q̇j

=
∂r⃗i
∂qj

,

i = 1, 2, ..., N ; j = 1, 2, ..., s.

(2.13)

Íàðåøòi äîâåäåìî, ùî ìîæíà çìiíèòè ïîðÿäîê äèôåðåíöiþâàííÿ çà t i qj
ó äðóãîìó äîäàíêó ïðàâî¨ ÷àñòèíè ôîðìóëè (2.9), òîáòî ïîêàæåìî, ùî ìà¹

ìiñöå ðiâíiñòü
d

dt

(
∂r⃗i
∂qj

)
=

∂

∂qj

(
dr⃗i
dt

)
. (2.14)

Äiéñíî, âèêîðèñòîâóþ÷è (2.10), îäåðæèìî

∂

∂qj

(
dr⃗i
dt

)
=

s∑
l=1

∂

∂qj

∂r⃗i
∂ql

· q̇l +
∂

∂qj

∂r⃗i
∂t

. (2.15)

Ç iíøîãî áîêó, âðàõîâóþ÷è (2.4), ìà¹ìî

d

dt

(
∂r⃗i
∂qj

)
=

s∑
l=1

∂

∂ql

∂r⃗i
∂qj

· q̇l +
∂

∂t

∂r⃗i
∂qj

. (2.16)
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Ìiøàíi ÷àñòèííi ïîõiäíi â ïðàâèõ ÷àñòèíàõ (2.15) i (2.16) â ñèëó òåîðåìè

Øâàðöà ïðî ðiâíiñòü ìiøàíèõ ïîõiäíèõ íå çàëåæàòü âiä ïîðÿäêó äèôåðåíöi-

þâàííÿ, òîáòî ìà¹ìî
∂

∂qj

∂r⃗i
∂ql

=
∂

∂ql

∂r⃗i
∂qj

i
∂

∂qj

∂r⃗i
∂t

=
∂

∂t

∂r⃗i
∂qj

,

ùî i äîâîäèòü ñïðàâåäëèâiñòü ðiâíîñòi (2.14).

Âðàõîâóþ÷è (2.13) i (2.14), çàìiñòü (2.9) îòðèìà¹ìî

¨⃗ri
∂r⃗i
∂qj

=
d

dt

(
˙⃗ri
∂ ˙⃗ri
∂q̇j

)
− ˙⃗ri

∂ ˙⃗ri
∂qj

. (2.17)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (2.17), ïåðøèé äîäàíîê ó ôiãóðíèõ äóæ-

êàõ â ðiâíÿííi (2.8) ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi:

N∑
i=1

mi
¨⃗ri
∂r⃗i
∂qj

=
d

dt

( N∑
i=1

mi
˙⃗ri
∂ ˙⃗ri
∂q̇j

)
−

N∑
i=1

mi
˙⃗ri
∂ ˙⃗ri
∂qj

. (2.18)

Íàðåøòi, âðàõóâàâøè (2.10), çàäàìî êiíåòè÷íó åíåðãiþ ñèñòåìè ÿê ôóí-

êöiþ óçàãàëüíåíèõ øâèäêîñòåé i êîîðäèíàò:

T =
N∑
i=1

mi

2
( ˙⃗ri)

2

∣∣∣∣∣ ˙⃗r1= ˙⃗r1(q,q̇,t),
......

˙⃗rN= ˙⃗rN (q,q̇,t)

= T (q, q̇, t) (2.19)

(òóò i íàäàëi ïiä q̇ ðîçóìi¹òüñÿ ñóêóïíiñòü óçàãàëüíåíèõ øâèäêîñòåé, òàê ñàìî

ÿê ïiä q ðîçóìi¹òüñÿ ñóêóïíiñòü âñiõ óçàãàëüíåíèõ êîîðäèíàò). Äèôåðåíöiþ-

þ÷è öþ ôóíêöiþ çà óçàãàëüíåíèìè øâèäêîñòÿìè i êîîðäèíàòàìè, çíàéäåìî

∂T

∂q̇j
=

N∑
i=1

mi
˙⃗ri
∂ ˙⃗ri
∂q̇j

,
∂T

∂qj
=

N∑
i=1

mi
˙⃗ri
∂ ˙⃗ri
∂qj

(j = 1, 2, ..., s). (2.20)

Ïîðiâíþþ÷è (2.18) i (2.20), îäåðæèìî:

N∑
i=1

mi
¨⃗ri
∂r⃗i
∂qj

=
d

dt

(
∂T

∂q̇j

)
− ∂T

∂qj
(j = 1, 2, ..., s). (2.21)

½Ñóìè ïî òî÷êàì ñèñòåìè� ó ðiâíÿííi (2.8), ùî çàëåæàòü âiä çàäàíèõ

(àêòèâíèõ) ñèë, ïîçíà÷èìî ñèìâîëàìè

Qj =
N∑
i=1

F⃗i
∂r⃗i
∂qj

(j = 1, 2, ..., s). (2.22)
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Îñêiëüêè âñi çàäàíi ñèëè F⃗i âèçíà÷åíi ÿê ôóíêöi¨ r⃗i, v⃗i i t (i = 1, 2, ..., N),

à âñi âåêòîðè r⃗i i v⃗i çãiäíî (2.4) i (2.10) ¹ ôóíêöiÿìè q, q̇ i t, òî âåëè÷èíè Qj

¹ çàäàíèìè ôóíêöiÿìè óçàãàëüíåíèõ êîîðäèíàò, óçàãàëüíåíèõ øâèäêîñòåé i

÷àñó.

Ç'ÿñó¹ìî ôiçè÷íèé çìiñò ôóíêöié Qj. Äëÿ öüîãî ïðåäñòàâèìî âiðòóàëüíó

ðîáîòó δA âñiõ çàäàíèõ ñèë F⃗i ó òåðìiíàõ Qj. Âèêîðèñòîâóþ÷è ñïiââiäíîøå-

ííÿ (2.7) i (2.22), çíàéäåìî:

δA =
N∑
i=1

F⃗iδr⃗i =
N∑
i=1

F⃗i

s∑
j=1

∂r⃗i
∂qj

δqj =
s∑

j=1

{
N∑
i=1

F⃗i
∂r⃗i
∂qj

}
δqj =

s∑
j=1

Qjδqj.

(2.23)

Iç (2.23) âèäíî, ùî ó âèðàçi äëÿ âiðòóàëüíî¨ ðîáîòè âåëè÷èíà Qj âiäiãðà¹

ïî âiäíîøåííþ äî âàðiàöi¨ δqj óçàãàëüíåíî¨ êîîðäèíàòè òó æ ðîëü, ÿêó ñèëà

F⃗i âiäiãðà¹ ïî âiäíîøåííþ äî âiðòóàëüíîãî ïåðåìiùåííÿ δr⃗i. Òîìó âåëè÷è-

íó Qj íàçèâàþòü óçàãàëüíåíîþ ñèëîþ, ùî âiäïîâiäà¹ óçàãàëüíåíi êîîðäèíàòi

qj. Çàóâàæèìî, ùî óçàãàëüíåíi êîîðäèíàòè qj íå îáîâ'ÿçêîâî ìàþòü ðîçìið-

íiñòü äîâæèíè, òîìó i óçàãàëüíåíi ñèëè Qj íå îáîâ'ÿçêîâî ìàþòü ðîçìiðíiñòü

ñèëè. Ïðîòå äîáóòîê Qjδqj çàâæäè ìà¹ ðîçìiðíiñòü ðîáîòè. Òàêèì ÷èíîì,

ðîçìiðíiñòü óçàãàëüíåíî¨ ñèëè Qj äîðiâíþ¹ ðîçìiðíîñòi ðîáîòè, ïîäiëåíié íà

ðîçìiðíiñòü âiäïîâiäíî¨ óçàãàëüíåíî¨ êîîðäèíàòè qj.

Âèêîðèñòîâóþ÷è (2.8), (2.21) i âèçíà÷åííÿ óçàãàëüíåíî¨ ñèëè (2.22), ïðè-

éäåìî äî çàãàëüíîãî ðiâíÿííÿ ìåõàíiêè â óçàãàëüíåíèõ êîîðäèíàòàõ:

s∑
j=1

{
d

dt

(
∂T

∂q̇j

)
− ∂T

∂qj
−Qj

}
δqj = 0, (2.24)

äå âñi âàðiàöi¨ δqj íåçàëåæíi. Òîìó iç çàãàëüíîãî ðiâíÿííÿ ìåõàíiêè (2.24)

âèïëèâàþòü äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ ðóõó, à ñàìå ðiâíÿííÿ Ëàãðàíæà â íå-

çàëåæíèõ êîîðäèíàòàõ

d

dt

(
∂T

∂q̇j

)
− ∂T

∂qj
= Qj (j = 1, 2, ..., s). (2.25)

Öi ðiâíÿííÿ, ÿê i ðiâíÿííÿ Ëàãðàíæà ç ðåàêöiÿìè â'ÿçiâ (1.21), ñïðàâåäëèâi

äëÿ ñèñòåì ç ãîëîíîìíèìè iäåàëüíèìè â'ÿçàìè.

ßê âèäíî iç (2.25), ðiâíÿííÿ Ëàãðàíæà â íåçàëåæíèõ êîîðäèíàòàõ íå ìi-

ñòÿòü ðåàêöié â'ÿçiâ ÿê íåâiäîìèõ ôóíêöié, õî÷à ïîâíiñòþ âðàõîâóþòü âïëèâ

â'ÿçiâ íà ðóõ ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè. Íåâiäîìèìè â öèõ ðiâíÿííÿõ ¹ óçàãàëüíåíi
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íåçàëåæíi êîîðäèíàòè qj(t) ÿê ôóíêöi¨ ÷àñó. Êiëüêiñòü íåâiäîìèõ i êiëüêiñòü

ðiâíÿíü â (2.25) äîðiâíþ¹ ÷èñëó s ñòåïåíiâ âiëüíîñòi.

Ðîçãëÿíåìî ôiçè÷íî âàæëèâèé âèïàäîê, êîëè çàäàíi ñèëè F⃗i ïîòåíöiàëüíi.

Ïðè öüîìó ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ ñèñòåìè äîðiâíþ¹ U(r⃗1, ..., r⃗N , t):

F⃗i = −∇iU(r⃗1, ..., r⃗N , t) (i = 1, 2, ..., N)

i äëÿ óçàãàëüíåíî¨ ñèëè (2.22), îäåðæèìî:

Qj = −
N∑
i=1

∇iU
∂r⃗i
∂qj

= −∂U

∂qj
(j = 1, 2, ..., s). (2.26)

Òàêèì ÷èíîì, ðiâíÿííÿ Ëàãðàíæà äëÿ âèïàäêó ïîòåíöiàëüíèõ ñèë íàáóâà-

þòü âèãëÿäó
d

dt

(
∂T

∂q̇j

)
− ∂T

∂qj
= −∂U

∂qj
(j = 1, 2, ..., s). (2.27)

Ó âèïàäêó, ÿêùî ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ U(r⃗) = U(r⃗(q)) = U(q) çàëåæèòü

ëèøå âiä óçàãàëüíåíèõ êîîðäèíàò i íå çàëåæèòü âiä óçàãàëüíåíèõ øâèäêîñòåé,

òîáòî:
∂U

∂q̇j
= 0,

òî ïåðøèé ÷ëåí ðiâíÿííÿ (2.27) òî ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿäi

d

dt

∂

∂q̇j
T =

d

dt

∂

∂q̇j
(T − U).

Òîäi ðiâíÿííÿ Ëàãðàíæà (2.27) ìîæóòü áóòè çàïèñàíi ó âèãëÿäi

d

dt

∂

∂q̇j
(T − U)− ∂

∂qj
T +

∂U

∂qj
=

d

dt

∂

∂q̇j
(T − U)− ∂

∂qj
(T − U) = 0.

Ââîäÿ÷è ïîçíà÷åííÿ

L = T − U, (2.28)

îñòàòî÷íî îäåðæèìî ðiâíÿííÿ Ëàãðàíæà äðóãîãî ðîäó äëÿ ïîòåíöiàëüíèõ

ñèë:
d

dt

∂L

∂q̇j
− ∂L

∂qj
= 0, j = 1, s. (2.29)

Ôóíêöiÿ L = T − U , ùî äîðiâíþ¹ ðiçíèöi êiíåòè÷íî¨ i ïîòåíöiàëüíî¨

åíåðãié, íàçèâà¹òüñÿ ëàãðàíæiàíîì àáî ôóíêöi¹þ Ëàãðàíæà. Òîé ôàêò, ùî

ôóíêöiÿ Ëàãðàíæà ìiñòèòü òiëüêè êîîðäèíàòè i øâèäêîñòi, ¹ âiäîáðàæåííÿì

òîãî, ùî ìåõàíi÷íèé ñòàí ïîâíiñòþ âèçíà÷à¹òüñÿ çàäàííÿì êîîðäèíàò i øâèä-

êîñòåé òî÷îê ñèñòåìè.
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2.2 Öèêëi÷íi êîîðäèíàòè i ñèìåòðiÿ ñèëîâîãî ïîëÿ i â'ÿçiâ

Ïiäêðåñëèìî, ùî ðàöiîíàëüíèé âèáið íåçàëåæíèõ êîîðäèíàò ìîæå iñòî-

òíî ñïðîñòèòè êîíêðåòíèé âèä ðiâíÿíü Ëàãðàíæà i òèì ñàìèì ïîëåãøèòè

ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i. Äiéñíî, íåõàé óçàãàëüíåíà êîîðäèíàòà qj âèáðàíà òàê, ùî

êiíåòè÷íà åíåðãiÿ T ÿâíî íå çàëåæèòü âiä íå¨, à âiäïîâiäíà öié êîîðäèíàòi

óçàãàëüíåíà ñèëà Qj äîðiâíþ¹ íóëþ, òîáòî

∂T

∂qj
= 0, Qj = 0. (2.30)

Òîäi ðiâíÿííÿ Ëàãðàíæà, âiäïîâiäíå êîîðäèíàòi qj, âiäðàçó ïðèçâåäå äî ïåð-

øîãî iíòåãðàëà
∂T

∂q̇j
≡ f(q, q̇, t) = const. (2.31)

ßêùî çàäàíi ñèëè ïîòåíöiàëüíi, òî óìîâè (2.30) íàáóâàþòü âèãëÿäó

∂T

∂qj
= 0,

∂U

∂qj
= 0. (2.32)

Êîîðäèíàòè, âiä ÿêèõ êiíåòè÷íà i ïîòåíöiàëüíà åíåðãi¨ ñèñòåìè ÿâíî íå çà-

ëåæàòü, íàçèâàþòüñÿ öèêëi÷íèìè êîîðäèíàòàìè. Öèêëi÷íiñòü êîîðäèíàò ó

áàãàòüîõ âèïàäêàõ ïîâ'ÿçàíà ç ñèìåòði¹þ çàäàíîãî ñèëîâîãî ïîëÿ i â'ÿçiâ,

òîìó ðàöiîíàëüíèé âèáið óçàãàëüíåíèõ êîîðäèíàò ïîâèíåí âiäîáðàæàòè öþ

ñèìåòðiþ.

Âèáèðàþ÷è íåçàëåæíi êîîðäèíàòè òàê, ùîá ÷èñëî öèêëi÷íèõ êîîðäèíàò

áóëî ìàêñèìàëüíèì, i iíòåãðóþ÷è ðiâíÿííÿ Ëàãðàíæà, ìîæíà çíàéòè ñïiëü-

íèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿíü (2.25) (àáî (2.27)) ó âèãëÿäi

qj = qj(t, C1, C2, ..., C2s) (j = 1, 2, ..., s) (2.33)

(òóò Cα � ñòàëi iíòåãðóâàííÿ). Öåé ðîçâ'ÿçîê äîçâîëÿ¹ âèçíà÷èòè çàêîí ðó-

õó ñèñòåìè i ðåàêöi¨ â'ÿçiâ ÿê ôóíêöi¨ ÷àñó. Äiéñíî, âèêîðèñòîâóþ÷è (2.4),

çíàéäåìî r⃗i(t) (i = 1, 2, ..., N). Ïîòiì, äèôåðåíöiþþ÷è r⃗i(t) çà ÷àñîì, îòðèìà-

¹ìî âåêòîðè øâèäêîñòåé i ïðèñêîðåíü óñiõ òî÷îê: v⃗i(t), w⃗i(t) (i = 1, 2, ..., N). I

íàðåøòi, âèêîðèñòîâóþ÷è çíàéäåíi ôóíêöi¨ i ðiâíÿííÿ Ëàãðàíæà (1.21), îòðè-

ìà¹ìî ðåàêöi¨ â'ÿçiâ ÿê ôóíêöi¨ ÷àñó:

R⃗i(t) = miw⃗i(t)− F⃗i(t) (i = 1, 2, ..., N), (2.34)

äå

F⃗i(t) = F⃗i(r⃗1(t), ..., r⃗N(t), v⃗1(t), ..., v⃗N(t), t).
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2.3 Ïðèíöèï âiðòóàëüíèõ ïåðåìiùåíü

Íà çàêií÷åííÿ ðîçãëÿíåìî ïðèíöèï âiðòóàëüíèõ ïåðåìiùåíü, ùî ¹ îñíî-

âîþ ñòàòèêè � âåëèêîãî ðîçäiëó ìåõàíiêè, â ÿêîìó âèâ÷à¹òüñÿ ðiâíîâàãó ìå-

õàíi÷íèõ ñèñòåì (öåé ïðèíöèï âiäiãðà¹ âàæëèâó ðîëü ó áàãàòüîõ iíæåíåðíèõ

ðîçðàõóíêàõ). Íåõàé â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó ñèñòåìà çíàõîäèòüñÿ â ïîëî-

æåííi r⃗i0 (i = 1, 2, ..., N), à øâèäêîñòi âñiõ ¨¨ òî÷îê ðiâíi íóëþ; ÿêùî ñèñòåìà i

â áóäü-ÿêèé iíøèé ìîìåíò ÷àñó çàëèøà¹òüñÿ â ïîëîæåííi r⃗i0 (i = 1, 2, ..., N),

òî öå ïîëîæåííÿ íàçèâà¹òüñÿ ïîëîæåííÿì ðiâíîâàãè ñèñòåìè. Iç çàãàëüíîãî

ðiâíÿííÿ ìåõàíiêè (2.3) âèïëèâà¹, ùî â ïîëîæåííi ðiâíîâàãè (êîëè w⃗i = 0)

âiðòóàëüíà ðîáîòà çàäàíèõ ñèë ïîâèííà äîðiâíþâàòè íóëþ, òîáòî

δA =
N∑
i=1

F⃗iδr⃗i = 0. (2.35)

Öå íåîáõiäíà i äîñòàòíÿ óìîâà ðiâíîâàãè ñèñòåìè íàçèâà¹òüñÿ ïðèíöèïîì âið-

òóàëüíèõ ïåðåìiùåíü (íåîáõiäíiñòü i äîñòàòíiñòü (2.35) âèïëèâà¹ ç åêâiâàëåí-

òíîñòi ðiâíÿíü Ëàãðàíæà ç ðåàêöiÿìè â'ÿçiâ i çàãàëüíîãî ðiâíÿííÿ ìåõàíiêè).

Äëÿ çàñòîñóâàíü êîðèñíèì ¹ ôîðìóëþâàííÿ ïðèíöèïó âiðòóàëüíèõ ïåðåìi-

ùåíü ó êîîðäèíàòíié ôîðìi. Ç öi¹þ ìåòîþ ðîçêëàäåìî çàäàíi ñèëè i âiðòóàëüíi

ïåðåìiùåííÿ çà áàçèñîì n⃗x, n⃗y, n⃗z:

F⃗i = Fixn⃗x + Fiyn⃗y + Fizn⃗z,

δr⃗i = δxin⃗x + δyin⃗y + δzin⃗z.

Ïiäñòàâèâøè îòðèìàíi ðîçêëàäè ó (2.35), îäåðæèìî çàïèñ ïðèíöèïó âiðòó-

àëüíèõ ïåðåìiùåíü ó êîîðäèíàòíi ôîðìi:

N∑
i=1

[Fixδxi + Fiyδyi + Fizδzi] = 0. (2.36)

Íà çàâåðøåííÿ, çàïèøåìî ïðèíöèï âiðòóàëüíèõ ïåðåìiùåíü â íåçàëåæíèõ

êîîðäèíàòàõ. Âèêîðèñòîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (2.23), çàìiñòü (2.35) îäåðæè-

ìî:

δA =
s∑

j=1

Qjδqj = 0, (2.37)

çâiäêè â ñèëó íåçàëåæíîñòi âñiõ âàðiàöié δqj âèïëèâà¹, ùî íåîáõiäíîþ i äî-

ñòàòíüîþ óìîâîþ ðiâíîâàãè ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè ç ãîëîíîìíèìè iäåàëüíèìè
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â'ÿçàìè ¹ ðiâíiñòü íóëþ âñiõ óçàãàëüíåíèõ ñèë â ðîçãëÿíóòîìó ïîëîæåííi ñè-

ñòåìè. Òàêèì ÷èíîì, ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè ñèñòåìè âèçíà÷à¹òüñÿ s ðiâíÿííÿ-

ìè:

Qj = 0 (j = 1, 2, ..., s). (2.38)

2.4 Óçàãàëüíåíî-ïîòåíöiàëüíi ñèëè

Ðîçãëÿíåìî óçàãàëüíåíî-ïîòåíöiàëüíi ñèëè, ÿêi ìîæóòü áóòè çàäàíi çà äî-

ïîìîãîþ ñêàëÿðíî¨ ôóíêöi¨ U , ùî çàëåæèòü íå òiëüêè âiä ïîëîæåíü òî÷îê

i ÷àñó, àëå i âiä øâèäêîñòåé òî÷îê (òàêà ôóíêöiÿ íàçèâà¹òüñÿ óçàãàëüíåíèì

ïîòåíöiàëîì). Äîáðå âiäîìèì ïðèêëàäîì óçàãàëüíåíî-ïîòåíöiàëüíî¨ ñèëè ¹

ñèëà Ëîðåíöà, ç ÿêîþ åëåêòðîìàãíiòíå ïîëå äi¹ íà ðóõîìèé çàðÿä. Öÿ ñèëà

ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíà ó âèãëÿäi [1], [9]

F⃗ =
d

dt

(
∂U

∂ ˙⃗r

)
− ∂U

∂r⃗
, (2.39)

äå

U = −e

c

−→
A ˙⃗r + eφ, (2.40)

à A⃗ i φ � âåêòîðíèé i ñêàëÿðíèé ïîòåíöiàëè åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ, çàäàíi

ÿê ôóíêöi¨ òî÷êè ïðîñòîðó i ÷àñó.

Óçàãàëüíåíi ñèëè, âiäïîâiäíi ñèëi âèäó (2.39), çàâæäè ìîæíà ïðåäñòàâèòè

ó âèãëÿäi

Qj =
d

dt

(
∂U

∂q̇j

)
− ∂U

∂qj
. (2.41)

Ïðè íàÿâíîñòi óçàãàëüíåíî-ïîòåíöiàëüíèõ (2.41) i äèñèïàòèâíèõ ñèë Qd
j

ðiâíÿííÿ Ëàãðàíæà â íåçàëåæíèõ êîîðäèíàòàõ (2.25) ìîæíà çàïèñàòè ó âè-

ãëÿäi
d

dt

(
∂T

∂q̇j

)
− ∂T

∂qj
=

d

dt

(
∂U

∂q̇j

)
− ∂U

∂qj
+Qd

j ,

àáî
d

dt

(
∂L

∂q̇j

)
− ∂L

∂qj
= Qd

j (j = 1, 2, ..., s), (2.42)

äå òåïåð ôóíêöiÿ Ëàãðàíæà L � ¹ ðiçíèöåþ êiíåòè÷íî¨ åíåðãi¨ i óçàãàëüíåíîãî

ïîòåíöiàëó: L = T − U . Ïiäêðåñëèìî, ùî âñi Qd
j ¹ ôóíêöiÿìè óçàãàëüíåíèõ

êîîðäèíàò i óçàãàëüíåíèõ øâèäêîñòåé.

Ïiäâåäåìî îñíîâíi ïiäñóìêè äàíîãî ðîçäiëó. Ïåðø çà âñå çàóâàæèìî, ùî â

àíàëiòè÷íîìó ìåòîäi Ëàãðàíæà ðiâíÿííÿ (2.25), (2.27), (2.29), (2.42) ¹ îñíîâ-

íèìè ðiâíÿííÿìè ìåõàíiêè. Âîíè âñòàíîâëþþòü â'ÿçü ìiæ ïðèñêîðåííÿìè,
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øâèäêîñòÿìè i êîîðäèíàòàìè òî÷îê, òîáòî ¹ ðiâíÿííÿìè ðóõó ñèñòåìè. Ç

ìàòåìàòè÷íî¨ òî÷êè çîðó âêàçàíi ðiâíÿííÿ ðóõó óòâîðþþòü ñèñòåìó s äè-

ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó äëÿ s íåâiäîìèõ ôóíêöié qj(t). Çà-

ãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê òàêî¨ ñèñòåìè ìiñòèòü 2s äîâiëüíèõ ñòàëèõ iíòåãðóâàííÿ

C1, C2, ..., C2s. Òàêèì ÷èíîì, ïîòðiáíî çíàéòè ôóíêöi¨ qj = qj(t, C1, C2, ..., C2s)

(2.33). Äëÿ çíàõîäæåííÿ ñòàëèõ iíòåãðóâàííÿ i, òèì ñàìèì, ïîâíîãî îïèñó

ðóõó ñèñòåìè, íåîáõiäíå çíàííÿ ïî÷àòêîâèõ óìîâ, ùî õàðàêòåðèçóþòü ñòàí

ñèñòåìè â ïåâíèé ìîìåíò ÷àñó t, à ñàìå ïî÷àòêîâèõ êîîðäèíàò qj0 i øâèä-

êîñòåé q̇j0. Ç öèõ ðiâíÿíü ìîæíà âèçíà÷èòè ñòàëi Ck = Ck(qj0, q̇j0), k =

1, ..., 2s, j = 1, ..., s.

Â öiëîìó, ìåòîä Ëàãðàíæà ìà¹ áåçñóìíi ïåðåâàãè â ïîðiâíÿííi ç íüþòî-

íiâñüêèì ïiäõîäîì, çîêðåìà:

1. Ðiâíÿííÿ Ëàãðàíæà â íåçàëåæíèõ êîîðäèíàòàõ (äèâ. (2.25), (2.27), (2.29),

(2.42)) çàïèñóþòüñÿ äëÿ ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè ÿê öiëå, i íå ðîçãëÿäàþ÷è

îêðåìi ìàòåðiàëüíi òî÷êè ñèñòåìè.

2. Â ëàãðàíæîâîìó ïiäõîäi çìåíøó¹òüñÿ êiëüêiñòü íåîáõiäíèõ îá÷èñëåíü,

îñêiëüêè íåìà ïîòðåáè ñïåöiàëüíî âèçíà÷àòè ñèëè ðåàêöié i çâ'ÿçêè.

Âðàõóâàííÿ â'ÿçiâ çâîäèòüñÿ äî çìåíøåííÿ ÷èñëà êîîðäèíàò, çàëèøà-

þòüñÿ ëèøå íåçàëåæíi.

3. Íà âiäìiííó âiä ðiâíÿíü Íüþòîíà äëÿ ñèñòåìè ìàòåðiàëüíèõ òî÷îê, â

ÿêi âõîäèòü âåëèêå ÷èñëî âåêòîðiâ ñèë i ïðèñêîðåíü, ó ìåòîäi Ëàãðàíæà

ìè îïåðó¹ìî ëèøå ç äâîìà ñêàëÿðíèìè ôóíêöiÿìè � êiíåòè÷íîþ T i

ïîòåíöiàëüíîþ U åíåðãiÿìè, ùî ñóòò¹âî ñïðîùó¹ ïîñòàâëåíó çàäà÷ó.

4. Ìåòîä Ëàãðàíæà çàñòîñîâíèé i äëÿ îïèñàííÿ áiëüø çàãàëüíèõ (íå ìå-

õàíi÷íèõ) ñèñòåì, êîëè âiäñóòí¹ ïîíÿòòÿ ½ìàñà� i ò.ä. (Íàïðèêëàä, ïîëiâ

i ëåãêî óçàãàëüíþ¹òüñÿ íà ðåëÿòèâiñòñüêèé âèïàäîê. Çîêðåìà ëàãðàí-

æîâèé ïiäõiä ¹ ìàòåìàòè÷íîþ îñíîâîþ ñó÷àñíî¨ ðåëÿòèâiñòñüêî¨ òåîði¨

ïîëÿ, â òîìó ÷èñëi i ðåëÿòèâiñòñüêî¨ êâàíòîâî¨ òåîði¨ ïîëÿ [9�11]).

5. Çàãàëüíà ôîðìà ðiâíÿííÿ Ëàãðàíæà äðóãîãî ðîäó íå çàëåæèòü âiä âè-

áîðó ñèñòåìè íåçàëåæíèõ êîîðäèíàò; iíøèìè ñëîâàìè, ðiâíÿííÿ Ëà-

ãðàíæà â íåçàëåæíèõ êîîðäèíàòàõ êîâàðiàíòíi âiäíîñíî òî÷êîâèõ ïåðå-

òâîðåíü (íàãàäà¹ìî, ùî òî÷êîâèì ïåðåòâîðåííÿì íàçèâàþòüñÿ ïåðåòâî-

ðåííÿ âiä îäíi¹¨ ñèñòåìè óçàãàëüíåíèõ êîîðäèíàò äî iíøî¨ ñèñòåìè çà
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äîïîìîãîþ äîâiëüíèõ îäíîçíà÷íèõ ôóíêöié).

2.5 Ïðèêëàäè îäåðæàííÿ ðiâíÿíü Ëàãðàíæà 2-ãî ðîäó

Ïðîiëþñòðó¹ìî îäåðæàííÿ ðiâíÿíü Ëàãðàíæà 2-ãî ðîäó äëÿ íàñòóïíèõ

íàéïðîñòiøèõ ìåõàíi÷íèõ ñèñòåì.

1. Ðóõ âiëüíî¨ ìàòåðiàëüíî¨ òî÷êè â äåêàðòîâèõ êîîðäèíàòàõ.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Äëÿ îäíi¹¨ âiëüíî¨ ìàòåðiàëüíî¨ òî÷êè N = 1, k = 0, òîìó

÷èñëî ñòåïåíåé âiëüíîñòi äîðiâíþ¹ s = 3N − k = 3. Ó ÿêîñòi óçàãàëüíåíèõ

êîîðäèíàò q1, q2, q3 âèáåðåìî äåêàðòîâi êîîðäèíàòè òî÷êè x, y, z: q1 = x, q2 =

y, q3 = z. Òîäi äëÿ êiíåòè÷íî¨ åíåðãi¨ ìà¹ìî

T =
1

2
m(ẋ2 + ẏ2 + ż2).

Îá÷èñëèìî ÷àñòèííi ïîõiäíi âiä êiíåòè÷íî¨ åíåðãi¨, ùî âõîäÿòü ó ðiâíÿííÿ

Ëàãðàíæà (2.25):

∂T

∂x
=

∂T

∂y
=

∂T

∂z
= 0,

∂T

∂ẋ
= mẋ;

∂T

∂ẏ
= mẏ;

∂T

∂ż
= mż.

Óçàãàëüíåíi ñèëè Qj (j = 1, 2, 3) ó öüîìó âèïàäêó äîðiâíþþòü (äèâ. (2.22)):

Q1 = F⃗
∂r⃗

∂x
= Fx,

Q2 = F⃗
∂r⃗

∂y
= Fy,

Q3 = F⃗
∂r⃗

∂z
= Fz,

äå Fx, Fy, Fz � êîìïîíåíòè âåêòîðà çàäàíî¨ ñèëè F⃗ . Ïiäñòàâèâøè îá÷èñëåíi

âèùå ïîõiäíi âiä êiíåòè÷íî¨ åíåðãi¨ òà óçàãàëüíåíi ñèëè â ðiâíÿííÿ (2.25),

ïðèéäåìî äî ðiâíÿíü ðóõó âiëüíî¨ ìàòåðiàëüíî¨ òî÷êè, ÿêi â äàíîìó âèïàäêó

ñïiâïàäàþòü ç ðiâíÿííÿìè Íüþòîíà:

d

dt
(mẋ) = Fx,

d

dt
(mẏ) = Fy,

d

dt
(mż) = Fz.

2. Ïëîñêèé ðóõ âiëüíî¨ ìàòåðiàëüíî¨ òî÷êè â ïîëÿðíèõ êîîðäèíàòàõ.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ðîçãëÿíåìî âiëüíó ìàòåðiàëüíó òî÷êó, ùî ðóõà¹òüñÿ â ïëî-

ùèíi XOY . Íà òî÷êó íàêëàäåíî îäèí çâ'ÿçîê (k = 1), ðiâíÿííÿ ÿêîãî z = 0.
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Òîìó ÷èñëî ñòåïåíåé âiëüíîñòi ñèñòåìè s = 3N − k = 2, à ïîëîæåííÿ òî÷êè

íà ïëîùèíi XOY ó äîâiëüíèé ìîìåíò ÷àñó çàäà¹òüñÿ êîîðäèíàòàìè x òà y.

Ðiâíÿííÿ ïåðåõîäó âiä x òà y äî ïîëÿðíèõ êîîðäèíàòàõ r òà φ, ÿêi â äàíié

çàäà÷i âèáåðåìî ó ÿêîñòi óçàãàëüíåíèõ êîîðäèíàò, ìà¹ âèãëÿä:

x = r cosφ,

y = r sinφ,

çâiäêè ïðîåêöi¨ øâèäêîñòi ẋ, ẏ ðiâíi:

ẋ = ṙ cosφ− rφ̇ sinφ,

ẏ = ṙ sinφ+ rφ̇ cosφ.

Âèðàçèìî êiíåòè÷íó åíåðãiþ T = 1
2m(ẋ2 + ẏ2) òî÷êè ÷åðåç óçàãàëüíåíi øâèä-

êîñòi ṙ, φ̇:

T =
1

2
m[ṙ2 + (rφ̇)2].

Óçàãàëüíåíi ñèëèQr iQφ ìîæíà îäåðæàòè, âèõîäÿ÷è ç ¨õ âèçíà÷åííÿ (2.22),

çãiäíî ç ÿêèì

Qr = F⃗
∂r⃗

∂r
= F⃗

r⃗

r
= Fr,

Qφ = F⃗
∂r⃗

∂φ
= F⃗ rn⃗ = rFφ.

Òóò âåêòîð ∂r⃗
∂φ íàïðÿìëåíèé âçäîâæ îäèíè÷íîãî âåêòîðà n⃗, ùî ïåðïåíäèêó-

ëÿðíèé ðàäióñ-âåêòîðó r⃗.

Îäåðæèìî òåïåð äâà ðiâíÿííÿ Ëàãðàíæà çà êîîðäèíàòàìè r òà φ. Äëÿ

êîîðäèíàòè r ìà¹ìî

∂T

∂r
= mrφ̇2,

∂T

∂ṙ
= mṙ,

d

dt

∂T

∂ṙ
= mr̈,

òîìó âiäïîâiäíå ðiâíÿííÿ ìà¹ âèãëÿä

mr̈ −mrφ̇2 = Fr.

Äðóãèé äîäàíîê â öüîìó ðiâíÿííi âèíèê âíàñëiäîê íàÿâíîñòi äîöåíòðîâîãî

ïðèñêîðåííÿ.

Äëÿ êîîðäèíàòè φ ìà¹ìî:

∂T

∂φ
= 0,

∂T

∂φ̇
= mr2φ̇,

d

dt
(mr2φ̇) = mr2φ̈+ 2mrṙφ̇,
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òîìó âiäïîâiäíå ðiâíÿííÿ ðóõó ïðèéìå âèä:

d

dt
(mr2φ̇) = mr2φ̈+ 2mrṙφ̇ = rFφ.

ßê áà÷èìî, ëiâà ÷àñòèíà öüîãî ðiâíÿííÿ ¹ ïîõiäíîþ çà ÷àñîì âiä êiíåòè÷íîãî

ìîìåíòó, à ïðàâà � ìîìåíò äiþ÷î¨ ñèëè. Òàêèì ÷èíîì, ìè ïðèéøëè äî âiäîìî¨

òåîðåìè ïðî çìiíó êiíåòè÷íîãî ìîìåíòó ìàòåðiàëüíî¨ òî÷êè.

3. Ìàòåìàòè÷íèé ìàÿòíèê.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íà ìàòåìàòè÷íèé ìàÿòíèê (N = 1) íàêëàäåíî äâà çâ'ÿçêè

(k = 2), ðiâíÿííÿ ÿêèõ ìàþòü âèãëÿä:

l2 − x2 − y2 − z2 = 0,

z = 0,

òîìó ÷èñëî ñòåïåíåé âiëüíîñòi äîðiâíþ¹ s = 3N − k = 1. Ó ïîëÿðíié ñèñòåìi

êîîðäèíàò â ÿêîñòi ¹äèíî¨ íåçàëåæíî¨ êîîðäèíàòè âèáåðåìî êóò φ (ðèñ.2.1):x = lsinφ,

y = lcosφ.

Êiíåòè÷íà i ïîòåíöiàëüíà åíåðãi¨ ìàÿòíèêà ðiâíi:

T =
m

2
(ẋ+ ẏ) =

ml2

2
φ̇2, U = −mgy = −mglcosφ.

Òîìó ÿâíèé âèä ôóíêöi¨ Ëàãðàíæà íàñòóïíèé

L = T − U =
ml2

2
φ̇2 +mglcosφ.

Çíàéäåìî ÷àñòèíi ïîõiäíi ôóíêöi¨ Ëàãðàíæà

∂L

∂q̇
=

∂L

∂φ̇
= mφ̇l2,

∂L

∂φ
= −mglsinφ.

Ó ðåçóëüòàòi îäåðæèìî òàêå ðiâíÿííÿ Ëàãðàíæà äðóãîãî ðîäó:

d

dt
mφ̇l2 +mglsinφ = 0

àáî

ml2φ̈ = −mglsinφ.
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Ðèñ. 2.1. Ìàòåìàòè÷íèé ìàÿòíèê.

çâiäêè îòðèìó¹ìî ðiâíÿííÿ ðóõó ìàòåìàòè÷íîãî ìàÿòíèêà

φ̈ = −g

l
sinφ,

ÿêå ëåãêî iíòåãðó¹òüñÿ â ðàçi ìàëèõ êîëèâàíü.

4. Çàïèñàòè ôóíêöiþ Ëàãðàíæà ìàòåìàòè÷íîãî ìàÿòíèêà ìàñè m i

äîâæèíè l, òî÷êà ïiäâiñó ÿêîãî ðóõà¹òüñÿ â ãîðèçîíòàëüíi ïëîùèíi ïî çà-

êîíó x = x(t) [12].

Ðèñ. 2.2. Ìàòåìàòè÷íèé ìàÿòíèê ç ðóõîìîþ òî÷êîþ ïiäâiñó.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ñèñòåìà ìà¹ îäíó ñòåïiíü âiëüíîñòi. Ó ÿêîñòi óçàãàëüíåíî¨

êîîðäèíàòè âiçüìåìî êóò φ âiäõèëåííÿ ìàÿòíèêà âiä âåðòèêàëi (Ðèñ. 2.2).

Êîîðäèíàòè òiëà ìàñè m â iíåðöiàëüíi ñèñòåìi âiäëiêó çàïèøóòüñÿ ó âèãëÿäi:X = x(t) + l sinφ,

Y = l cosφ.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ êiíåòè÷íî¨ åíåðãi¨ T ìàÿòíèêà îá÷èñëèìî ïðîåêöi¨ øâèäêî-
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ñòåé Ẋ, Ẏ Ẋ = ẋ(t) + φ̇l cosφ,

Ẏ = −lφ̇ sinφ.

ó ðåçóëüòàòi îäåðæèìî:

T =
m(Ẋ2 + Ẏ 2)

2
=

m

2

{
ẋ2(t) + 2ẋ(t)lφ̇ cosφ+ l2φ̇2 cos2 φ+ l2φ̇2 sin2 φ

}
,

àáî

T =
m

2

{
ẋ2(t) + 2ẋ(t)lφ̇ cosφ+ l2φ̇2

}
.

Ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ ìàÿòíèêà äîðiâíþ¹

U = −mgl cosφ.

Ó ðåçóëüòàòi äëÿ øóêàíî¨ ôóíêöi¨ Ëàãðàíæà îñòàòî÷íî îäåðæèìî:

L = T − U =
m

2

{
ẋ2(t) + 2ẋ(t)lφ̇ cosφ+ l2φ̇2

}
+mgl cosφ.

5. Çàïèñàòè ôóíêöiþ Ëàãðàíæà äëÿ ïëîñêîãî ìàÿòíèêà ç ìàñîþ m2,

òî÷êà ïiäâiñó ÿêîãî (ç ìàñîþ m1 â íié) ìîæå çäiéñíþâàòè ðóõ âçäîâæ ãî-

ðèçîíòàëüíî¨ ïðÿìî¨ [12].

Ðîçâ'ÿçÿííÿ. Ñèñòåìà ìà¹ äâi ñòåïåíi âiëüíîñòi. Ó ÿêîñòi óçàãàëüíåíèõ êî-

îðäèíàò çðó÷íî âèáèðàòè êîîðäèíàòó x òî÷êè ïiäâiñó ìàÿòíèêà òà êóò φ ìiæ

íèòêîþ ìàÿòíèêà i âåðòèêàëëþ (Ðèñ. 2.3). Òîäi êîîðäèíàòè x1, y1 ìàÿòíèêà

ìàñè m2 ìàòèìóòü âèä:

x1 = l sinφ+ x, y1 = l cosφ

Ïðîäèôåðåíöiþ¹ìî x1, y1 çà ÷àñîì, îäåðæèìî

ẋ1 = lφ̇ cosφ+ ẋ, ẏ1 = −lφ̇ sinφ

Äëÿ çíàõîäæåííÿ êiíåòè÷íî¨ åíåðãi¨ T ìàÿòíèêà îá÷èñëèìî ïðîåêöiþ øâèä-

êîñòi ẋ

ẋ21 = l2φ̇2 cos2 φ+ 2lφ̇ẋ cosφ+ ẋ2.

Ó ðåçóëüòàòi îäåðæèìî:

T =
m1

2
ẋ2+

m2

2
(l2φ̇2+2lφ̇ẋ cosφ+ ẋ2) =

m1 +m2

2
ẋ2+

m2

2
(l2φ̇2+2lφ̇ẋ cosφ).
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Ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ ìàÿòíèêà äîðiâíþ¹

U = −m2gl cosφ.

Ó ðåçóëüòàòi äëÿ øóêàíî¨ ôóíêöi¨ Ëàãðàíæà îñòàòî÷íî îäåðæèìî:

L = T − U =
m1 +m2

2
ẋ2 +

m2

2
(l2φ̇2 + 2lφ̇ẋ cosφ) +m2gl cosφ.

Ðèñ. 2.3. Ïëîñêèé ìàÿòíèê ç ðóõîìîþ òî÷êîþ ïiäâiñó.

6. Òðè ñòåðæíi îäíàêîâî¨ ìàñè m ç'¹äíàíi ìiæ ñîáîþ øàðíiðàìè. Ïåð-

øèé ñòåðæåíü ìîæå îáåðòàòèñÿ íàâêîëî íåðóõîìîãî øàðíiðà O, à äî âiëü-

íîãî êiíöÿ òðåòüîãî ñòåðæíÿ ïðèêëàäåíà ãîðèçîíòàëüíà ñèëà F⃗ , ÿêà óòðè-

ìó¹ âñþ ñèñòåìó â âåðòèêàëüíié ïëîùèíi â ðiâíîâàçi. Ïðè öüîìó ñòåðæíi

óòâîðþþòü ç âåðòèêàëëþ êóòè, âiäïîâiäíî ðiâíi φ1, φ2, φ3. Âèçíà÷èòè öi

êóòè, ÿêùî F = mg [13].

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i çàñòîñó¹ìî ïðèíöèï âiðòóàëüíèõ ïå-

ðåìiùåíü ó êîîðäèíàòíié ôîðìi (2.36). Áåðó÷è öåíòð øàðíiðà O çà ïî÷àòîê

êîîðäèíàò, êîîðäèíàòíi îñi íàïðàâëÿ¹ìî, ÿê ïîêàçàíî íà ðèñ. 2.4. Íà øiñòü

êîîðäèíàò òî÷îê A, B i C äàíî¨ ñèñòåìè íàêëàäåíî òðè çâ'ÿçêè (OA = const,

AB = const, BC = const); îòæå, ñèñòåìà ìà¹ s = 2N − k = 2 · 3 − 3 = 3

ñòåïåíåé âiëüíîñòi.

Òàêèì ÷èíîì, ïîëîæåííÿ äàíî¨ ñèñòåìè âèçíà÷à¹òüñÿ òðüîìà íåçàëåæíè-

ìè ïàðàìåòðàìè � òðüîìà êóòàìè φ1, φ2 i φ3 (äèâ. ðèñ. 2.4).

Ñèëó òÿæiííÿ êîæíîãî ñòåðæíÿ ðîçêëàäåìî íà äâi ñêëàäîâi, ïðèêëàäåíi

äî êiíöiâ ñòåðæíÿ; ó ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî ñèñòåìó ñèë, ïîêàçàíó íà ðèñ. 2.4.

Âèêîðèñòîâóþ÷è âèðàçè åëåìåíòàðíèõ ðîáiò çàäàíèõ ñèë, óìîâó ðiâíîâàãè

(2.36) öi¹¨ (ìåõàíi÷íî¨) ñèñòåìè ñèë ìîæíà âèðàçèòè â íàñòóïíîìó âèãëÿäi:

mgδxA +mgδxB +
mg

2
δxC + FδyC = 0.
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Ðèñ. 2.4. Ñèñòåìà òðüîõ ñòåðæíiâ, çðiâíîâàæåíà ãîðèçîíòàëüíîþ ñèëîþ F⃗ .

Âðàõîâóþ÷è, ùî çà óìîâîþ çàäà÷i F = mg, iç ïîïåðåäíüîãî âèðàçó îäåð-

æèìî

δxA + δxB +
1

2
δxC + δyC = 0. (2.43)

Ïîçíà÷èìî OA = a, AB = b i BC = c, òà âèðàçèìî êîîðäèíàòè òî÷îê A,

B i C ÷åðåç øóêàíi êóòè φ1, φ2, φ3:

xA = a cosφ1; xB = a cosφ1 + b cosφ2;

xC = a cosφ1 + b cosφ2 + c cosφ3; yC = a sinφ1 + b sinφ2 + c sinφ3.

Çàïèøåìî âàðiàöi¨ êîîðäèíàò öèõ òî÷îê ÷åðåç âàðiàöi¨ êóòiâ φ1, φ2, φ3:

δxA =− a sinφ1δφ1; δxB = −a sinφ1δφ1 − b sinφ2δφ2;

δxC =− a sinφ1δφ1 − b sinφ2δφ2 − c sinφ3δφ3;

δyC =a cosφ1δφ1 + b cosφ2δφ2 + c cosφ3δφ3;

Ïiäñòàâëÿþ÷è öi çíà÷åííÿ âàðiàöié êîîðäèíàò â ðiâíÿííÿ, ùî âèðàæà¹

óìîâó ðiâíîâàãè ñèñòåìè (2.43), i ãðóïóþ÷è ÷ëåíè, ùî ìiñòÿòü δφ1, δφ2 i δφ3,

îòðèìà¹ìî

a(cosφ1 − 2, 5 sinφ1)δφ1 + b(cosφ2 − 1, 5 sinφ2)δφ2+

+ c(cosφ3 − 0, 5 sinφ3)δφ3 = 0.



Ðiâíÿííÿ Ëàãðàíæà â íåçàëåæíèõ êîîðäèíàòàõ 37

Öÿ ðiâíiñòü ìà¹ âèêîíóâàòèñÿ ïðè áóäü-ÿêîìó ìîæëèâîìó ïåðåìiùåííi äà-

íî¨ ñèñòåìè, òîáòî ïðè áóäü-ÿêèõ çíà÷åííÿõ âàðiàöié δφ1, δφ2 i δφ3. Îñêiëüêè

öi âàðiàöi¨ íåçàëåæíi i êîæíà ç íèõ ìîæå ìàòè äîâiëüíå çíà÷åííÿ, òî öå ìî-

æëèâî ëèøå çà óìîâè, ùî êîåôiöi¹íò ïðè êîæíié ç öèõ âàðiàöié äîðiâíþ¹

íóëþ, òîáòî ìàþòü ìiñöå ðiâíîñòi:

cosφ1 − 2, 5 sinφ1 = 0,

cosφ2 − 1, 5 sinφ2 = 0,

cosφ3 − 0, 5 sinφ3 = 0,

àáî tgφ1 = 0, 4; tgφ2 = 0, 6667; tgφ3 = 2. Çâiäñè çíàõîäèìî

φ1 = 21◦48′, φ2 = 33◦40′, φ3 = 64◦25′.

7. ×åðåç áëîêè A i B ç íåðóõîìèìè îñÿìè ïåðåêèíóòèé øíóð, ùî ïiä-

òðèìó¹ ðóõîìèé áëîê C; ÷àñòèíi øíóðà, ùî íå ëåæàòü íà áëîêàõ, âåðòè-

êàëüíi. Áëîê C íàâàíòàæåíèé ãèðåþ ìàñîþ m = 4 êã, à äî êiíöiâ øíóðà

ïðèêðiïëåíi âàíòàæi âàãîþ m = 2 êã i m = 3 êã. Âèçíà÷èòè ïðèñêîðåííÿ

âñiõ òðüîõ âàíòàæiâ, íåõòóþ÷è ìàñàìè áëîêiâ òà øíóðà i òåðòÿì íà îñÿõ

(ðèñ. 2.5) [13].

Ðèñ. 2.5. Ñèñòåìà áëîêiâ, ç òðüîìà ðóõîìèìè âàíòàæàìè.



38 Ì.I. Êàðáîâàíåöü, Â.Þ. Ëàçóð, �.À. Íîäü

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ðîçòàøîâóþ÷è êîîðäèíàòíi îñi, ÿê çàçíà÷åíî íà ðèñ. 2.5, çà-

ñòîñîâó¹ìî çàãàëüíå ðiâíÿííÿ äèíàìiêè ó êîîðäèíàòíi ôîðìi∑[(
X −m

d2x

dt2

)
δx+

(
Y −m

d2y

dt2

)
δy +

(
Z −m

d2z

dt2

)
δz

]
= 0,

ÿêå â äàíîìó âèïàäêó ïðèéìà¹ âèä(
mg −mw

)
δx+

(
m1g −m1w1

)
δx1 +

(
m2g −m2w2

)
δx2 = 0,

äå w,w1, w2 � ïðîåêöi¨ øóêàíèõ ïðèñêîðåíü âàíòàæiâ íà âiñü x.

Âðàõîâóþ÷è, ùî äîâæèíà øíóðà ïîñòiéíà, î÷åâèäíî, ìà¹ìî

x1 + 2x+ x2 = const.

Òàêèì ÷èíîì, òðè êîîðäèíàòè x, x1 i x2, ùî âèçíà÷àþòü ïîëîæåííÿ äà-

íî¨ ñèñòåìè (ïåðåäáà÷à¹òüñÿ, ùî âñi âàíòàæi ïåðåìiùàþòüñÿ ïðÿìîëiíiéíî),

ïîâ'ÿçàíi îäíi¹þ óìîâîþ; îòæå, äàíà ñèñòåìà ìà¹ äâà ñòåïåíi âiëüíîñòi. Âà-

ðiþþ÷è îñòàííþ ðiâíiñòü, çíàõîäèìî çàëåæíiñòü ìiæ âàðiàöiÿìè êîîðäèíàò

òðüîõ âàíòàæiâ:

δx1 + 2δx+ δx2 = 0,

çâiäñè

δx = −1

2
(δx1 + δx2).

Ïiäñòàâëÿþ÷è öå çíà÷åííÿ δx â ðiâíÿííÿ Äàëàìáåðà-Ëàãðàíæà i âèíîñÿ÷è çà

äóæêè ìíîæíèêè δx1 i δx2, îäåðæèìî(
m1g −m1w − mg

2
+

m

2
w

)
δx1 +

(
m2g −m2w2 −

mg

2
+

m

2
w

)
δx2 = 0.

Öå ðiâíÿííÿ ìà¹ ìiñöå ïðè áóäü-ÿêèõ, íåçàëåæíèõ îäèí âiä îäíîãî çíà-

÷åííÿõ âàðiàöié δx1, i δx2, à öå ìîæëèâî ëèøå çà óìîâè, ùî êîåôiöi¹íò ïðè

êîæíié ç öèõ âàðiàöié äîðiâíþ¹ íóëþ. Îòæå, ìà¹ áóòè:

m

2
w −m1w1 =

mg

2
−m1g,

m

2
w −m2w2 =

mg

2
−m2g,

àáî, ïiäñòàâëÿþ÷è äàíi ÷èñëîâi çíà÷åííÿ ìàñ,

w − w1 = 0, 2w − 3w2 = −g.

Çâiäêè

w1 = w àáî w2 =
2

3
w +

g

3
.
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Ùîá îòðèìàòè òðåò¹ ðiâíÿííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ òðüîõ øóêàíèõ ïðèñêîðåíü,

ïðîäèôåðåíöiþ¹ìî äâi÷i ïî t ðiâíÿííÿ x1 + 2x+ x2 = const. Òîäi ìà¹ìî

d2x1
dt2

+ 2
d2x

dt2
+

d2x2
dt2

= 0,

àáî

w1 + 2w + w2 = 0.

Ïiäñòàâëÿþ÷è ñþäè çíà÷åííÿ w1 i w2, îäåðæó¹ìî

w + 2w +
2

3
w +

g

3
= 0.

Çâiäñè çíàõîäèìî

w = − g

11
i, îòæå,

w1 = − g

11
, w2 = − 2

33
g +

g

3
=

3

11
g.

Âiä'¹ìíå çíà÷åííÿ ïðèñêîðåíü w i w1, âêàçó¹ íà òå, ùî ¨õ íàïðÿìîê çáiãà¹-

òüñÿ ç âiä'¹ìíèì íàïðÿìîì îñi x, òîáòî ùî öi ïðèñêîðåííÿ ñïðÿìîâàíi âãîðó.

8. Ôóíêöiÿ Ëàãðàíæà äëÿ çàðÿäó â åëåêòðîìàãíiòíîìó ïîëi.

Iñíó¹ îäèí îñîáëèâî âàæëèâèé âèïàäîê íåïîòåíöiàëüíèõ ñèë, êîëè, íåçâà-

æàþ÷è íà öå, ìîæíà çàïèñàòè ðiâíÿííÿ ðóõó ó âèãëÿäi (2.29). Òàêèìè ñèëàìè

¹ ñèëè, ùî äiþòü íà çàðÿäæåíi ÷àñòèíêè ç áîêó åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ.

Ðiâíÿííÿ Íüþòîíà äëÿ ðóõó çàðÿäæåíî¨ ÷àñòèíêè â åëåêòðîìàãíiòíîìó

ïîëi ìà¹ âèãëÿä:

m¨⃗r = eE⃗ +
e

c

[
r⃗ × H⃗

]
. (2.44)

Åëåêòðîìàãíiòíå ïîëå, ùî õàðàêòåðèçó¹òüñÿ âåêòîðàìè E⃗ i H⃗, çàäîâîëüíÿ¹

ðiâíÿííÿ Ìàêñâåëëà:

rotH⃗ =
1

c
· ∂E⃗
∂t

+
4π

c
j⃗; (2.45)

rotE⃗ = −1

c
· ∂H⃗
∂t

; (2.46)

divH⃗ = 0; (2.47)

divE⃗ = 4πρ. (2.48)

Ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (2.47) ìà¹ âèãëÿä:

H⃗ = rotA⃗, (2.49)
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äå A⃗ � äîâiëüíèé âåêòîð, ùî íàçèâà¹òüñÿ âåêòîðíèì ïîòåíöiàëîì. Ïiäñòàâëÿ-

þ÷è (2.49) ó (2.46), çíàõîäèìî:

rotE⃗ = −1

c
· ∂

∂t
rotA⃗ = −rot1

c
· ∂A⃗
∂t

, (2.50)

àáî

rot

(
E⃗ +

1

c
· ∂A⃗
∂t

)
= 0. (2.51)

Ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (2.51) ìà¹ âèãëÿä

E⃗ +
1

c
· ∂A⃗
∂t

= −∇φ, (2.52)

äå φ � äîâiëüíà ñêàëÿðíà ôóíêöiÿ.

Îòæå, âåêòîðè E⃗ i H⃗ ìîæíà âèðàçèòè ÷åðåç âåêòîðíèé ïîòåíöiàë A⃗ i

ñêàëÿðíèé ïîòåíöiàë φ åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ.

Ðiâíÿííÿ (2.45) i (2.48), ùî çàëèøèëèñü, ïîòðiáíi äëÿ âèçíà÷åííÿ A⃗ i φ.

Òàêèì ÷èíîì, ¹ äâà ñïîñîáè îïèñó åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ: 1) çà äîïîìîãîþ

âåêòîðiâ åëåêòðè÷íî¨ i ìàãíiòíî¨ íàïðóæåíîñòåé E⃗ i H⃗; 2) çà äîïîìîãîþ âå-

êòîðíîãî ïîòåíöiàëó A⃗ i ñêàëÿðíîãî ïîòåíöiàëó φ. Ìiæ íèìè iñíó¹ çâ'ÿçîê, ùî

âèðàæà¹òüñÿ ôîðìóëàìè (2.49) i (2.52). Äî ðiâíÿíü Íüþòîíà (2.44) âõîäÿòü

âåêòîðè E⃗ i H⃗, à äî ôóíêöi¨ Ëàãðàíæà âõîäèòèìóòü A⃗ i φ.

Îá÷èñëèìî ïðîåêöiþ ðiâíÿííÿ (2.44) íà âiñü x:

mẍ = eEx +
e

c
[ẏHz − żHy] . (2.53)

Ïiäñòàâëÿþ÷è â (2.53) çíà÷åííÿ Ex, Hz i Hy, âèðàæåíi ÷åðåç A⃗ i φ çãiäíî

ôîðìóë (2.49) i (2.52), çíàéäåìî:

mẍ = −e
∂φ

∂x
− e

c
· ∂Ax

∂t
+

e

c

[
ẏ

(
∂Ay

∂x
− ∂Ax

∂y

)
− ż

(
∂Ax

∂z
− ∂Az

∂x

)]
=

= − ∂

∂x
eφ− e

c
· ∂Ax

∂t
+

e

c

∂

∂x
(ẋAx + ẏAy + żAz)−

− e

c

[
ẏ
∂Ax

∂y
+ ż

∂Ax

∂z
+ ẋ

∂Ax

∂x

]
.

(2.54)

Ó ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (2.54) ìè äîäàëè i âiäíÿëè ÷ëåíè e
c ẋ

∂Ax

∂x . Âèðàç
∂
∂x(ẋAx + ẏAy + żAz) ¹ íå ùî iíøå, ÿê ∂

∂x(v⃗ · A⃗); a

∂Ax

∂t
+ ẋ

∂Ax

∂x
+ ẏ

∂Ax

∂y
+ ż

∂Ax

∂z
=

d

dt
· ∂

∂ẋ
(v⃗ · A⃗).
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Êðiì òîãî, mẍ çàïèøåìî ó âèãëÿäi d
dt ·

∂
∂ẋ

mv2

2 . Âðàõîâóþ÷è âñå öå, ðiâíiñòü

(2.54) çàïèøåìî ó âèãëÿäi:

d

dt

[
∂

∂ẋ

(
mv2

2

)]
= − ∂

∂x

(
eφ− e

c
(v⃗ · A⃗)

)
+

+
d

dt

[
∂

∂ẋ

(
eφ− e

c
(v⃗ · A⃗)

)]
+

∂

∂x

mv2

2
.

(2.55)

Ïðè öüîìó ìè âðàõóâàëè, ùî ñêàëÿðíèé ïîòåíöiàë φ ÿâíî íå çàëåæèòü âiä

øâèäêîñòåé, à êiíåòè÷íà åíåðãiÿ ÿâíî íå çàëåæèòü âiä êîîðäèíàò. Îá'¹äíóþ÷è

âiäïîâiäíèì ÷èíîì ÷ëåíè â (2.55), çíàéäåìî:

d

dt

[
∂

∂ẋ

(
mv2

2
− eφ+

e

c
(v⃗ · A⃗)

)]
− ∂

∂x

(
mv2

2
− eφ+

e

c
(v⃗ · A⃗)

)
. (2.56)

Àíàëîãi÷íi ðiâíÿííÿ âèêîíóþòüñÿ äëÿ äâîõ iíøèõ ïðîåêöié.

Ïîðiâíþþ÷è (2.56) ç (2.29) áà÷èìî, ùî ôóíêöiÿ Ëàãðàíæà äëÿ çàðÿäæåíî¨

÷àñòèíêè â åëåêòðîìàãíiòíîìó ïîëi ìà¹ âèãëÿä

L =
mv2

2
− eφ(x, y, z) +

e

c
(v⃗ · A⃗(x, y, z)). (2.57)

Ìè ïîêàçàëè, ùî ó äóæå âàæëèâîìó âèïàäêó íåïîòåíöiàëüíî¨ ñèëè Ëî-

ðåíöà ðiâíÿííÿì (2.27) ìîæíà íàäàòè ôîðìè (2.29), êîëè íåïîòåíöiàëüíi ñè-

ëè âiäñóòíi. Îäíàê, êîëè íà ñèñòåìó äiþòü ñèëè òåðòÿ, òî çàïèñàòè ðiâíÿííÿ

Ëàãðàíæà äëÿ òàêî¨ ñèñòåìè ó ôîðìi (2.29) íåìîæëèâî. Ùîá ïîâíiñòþ îïèñà-

òè ðóõ ñèñòåìè, ïîòðiáíî, êðiì ôóíêöi¨ Ëàãðàíæà, çàäàòè òàêîæ ñèëè òåðòÿ.

Ñèëè òåðòÿ � öå ïî ñóòi íåïîòåíöiàëüíi ñèëè âçà¹ìîäi¨ ÷àñòèíîê, ùî âêëþ÷åíi

äî ñèñòåìè, ç îòî÷óþ÷èìè ÷àñòèíêàìè, ÿêi íå âêëþ÷åíi äî ñèñòåìè. Ç òî-

÷êè çîðó ìåõàíiêè, ó çàìêíåíèõ ñèñòåìàõ ñèë òåðòÿ íå ïîâèííî áóòè. Îäíàê

äîñëiä ïîêàçó¹, ùî ïðè íàÿâíîñòi áàãàòüîõ ÷àñòèíîê åíåðãiÿ ñèñòåìè ìîæå

çìiíþâàòèñü íå òiëüêè çà ðàõóíîê âèêîíàííÿ ðîáîòè, àëå é çà ðàõóíîê ïåðå-

òâîðåííÿ â òåïëî. Ñàìå çà äîïîìîãîþ ñèë òåðòÿ âðàõîâóþòü ïåðåòâîðåííÿ ìå-

õàíi÷íî¨ åíåðãi¨ â òåïëî. Ïðîòå ïîíÿòòÿ òåïëà ¹ âàæëèâèì òiëüêè äëÿ ñèñòåì

ç âåëèêîþ êiëüêiñòþ ñòåïåíåé âiëüíîñòi, i ñèëè òåðòÿ îïèñóþòü ïåðåòâîðåííÿ

óïîðÿäêîâàíîãî ìàêðîñêîïi÷íîãî ðóõó â åíåðãiþ õàîòè÷íîãî ìîëåêóëÿðíîãî

ðóõó, iíàêøå êàæó÷è, � â òåïëî.

Ìåõàíi÷íèé ðóõ çàìêíåíî¨ ñèñòåìè ç íåâåëèêèì ÷èñëîì ñòåïåíåé âiëüíî-

ñòi ìîæíà ïîâíiñòþ îïèñàòè çà äîïîìîãîþ ñèñòåì ðiâíÿü Ëàãðàíæà ó âèãëÿ-

äi (2.29), ÿêà åêâiâàëåíòíà ðiâíÿííÿì Íüþòîíà.
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3. Çàêîíè çáåðåæåííÿ óçàãàëüíåíîãî iìïóëüñó òà óçàãàëüíåíî¨

åíåðãi¨

3.1 Ñòðóêòóðà ðiâíÿíü ðóõó â íåçàëåæíèõ êîîðäèíàòàõ i ôóí-

êöiÿ Ëàãðàíæà

Ïåðø íiæ âåñòè ïîíÿòòÿ óçàãàëüíåíîãî iìïóëüñó i óçàãàëüíåíî¨ åíåðãi¨, à

òàêîæ ç'ÿñóâàòè çàêîíè ¨õ çìiíè i çáåðåæåííÿ, çàóâàæèìî íàñòóïíå. ßê âèäíî

ç íàâåäåíèõ â ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi ïðèêëàäiâ, ÿêùî äëÿ ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè

ìîæíà ñêëàñòè ëàãðàíæiàí, òîáòî ÿêùî ñèñòåìà ¹ ãîëîíîìíîþ i âîëîäi¹ çâè-

÷àéíèì U àáî óçàãàëüíåíèì U ïîòåíöiàëîì, òî iñíó¹ âåëüíè çðó÷íèé ñïîñiá

îäåðæàííÿ ðiâíÿíü ¨¨ ðóõó � ðiâíÿíü Ëàãðàíæà â íåçàëåæíèõ êîîðäèíàòàõ.

Çãiäíî öüîìó ìåòîäó íåîáõiäíî çàïèñàòè ôóíêöi¨ T i U (àáî U ) â óçàãàëüíå-

íèõ êîîðäèíàòàõ, óòâîðèòè ç íèõ ëàãðàíæiàí L i, ïiäñòàâèâøè éîãî â (2.29),

îäåðæàòè ðiâíÿííÿ ðóõó. Ïðè öüîìó ïåðåõiä âiä äåêàðòîâèõ êîîðäèíàò äî

óçàãàëüíåíèõ îäåðæó¹òüñÿ äëÿ ôóíêöié T i U çà äîïîìîãîþ ðiâíÿíü ïåðå-

òâîðåííÿ (2.4) i (2.10). Öÿ ïðîöåäóðà, â ñèëó âàæëèâîñòi îïòèìàëüíîãî âèáî-

ðó íåçàëåæíèõ óçàãàëüíåíèõ êîîðäèíàò ïðè ñêëàäàííi ðiâíÿíü ðóõó, âèìàãà¹

áiëüø ðåòåëüíîãî àíàëiçó. Ç öi¹þ ìåòîþ ìè ñòèñëî ðîçãëÿíåìî ñòðóêòóðó ðiâ-

íÿíü Ëàãðàíæà, ðîçïî÷àâøè çi ñòðóêòóðè êiíåòè÷íî¨ åíåðãi¨.

Êiíåòè÷íà åíåðãiÿ T ¹ îäíîðiäíîþ äîäàòíî-âèçíà÷åíîþ êâàäðàòè÷íîþ

ôîðìîþ âiä øâèäêîñòåé òî÷îê. Öå îçíà÷à¹, ùî T > 0 ïðè áóäü-ÿêèõ çíà÷å-

ííÿõ ïðîåêöié øâèäêîñòåé, âîäíî÷àñ íå ðiâíèõ íóëþ, à T = 0 òiëüêè â òîìó

âèïàäêó, ÿêùî âñi øâèäêîñòi v⃗i = 0 (i = 1, 2, ..., N). Îäíàê, êiíåòè÷íà åíåðãiÿ

ÿê ôóíêöiÿ óçàãàëüíåíèõ øâèäêîñòåé â çàãàëüíîìó âèïàäêó áóäå íåîäíîði-

äíîþ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ. Ó öüîìó ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ áåçïîñåðåäíüî, ïiä-

ñòàâëÿþ÷è â êiíåòè÷íó åíåðãiþ øâèäêîñòi òî÷îê, âèðàæåíi ÷åðåç óçàãàëüíåíi

êîîðäèíàòè. Âèêîðèñòîâóþ÷è (2.10), äëÿ êiíåòè÷íî¨ åíåðãi¨ T îäåðæèìî:

T = T (2) + T (1) + T (0), (3.1)

äå T (2), T (1) i T (0) ¹ îäíîðiäíèìè ôîðìàìè âiäïîâiäíî äðóãî¨, ïåðøî¨ i íóëüîâî¨
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ñòåïåíi âiäíîñíî óçàãàëüíåíèõ øâèäêîñòåé:

T (2) =
1

2

s∑
j,k=1

ajkq̇j q̇k,

T (1) =
s∑

j=1

aj q̇j,

T (0) =
1

2

N∑
i=1

mi

(
∂r⃗i
∂t

)2

.

(3.2)

äå ajk =
N∑
i=1

mi
∂r⃗i
∂qj

∂r⃗i
∂qk

, aj =
N∑
i=1

mi
∂r⃗i
∂qj

∂r⃗i
∂t . ßê âèäíî, âñi êîåôiöi¹íòè ajk, aj

i ôîðìà íóëüîâî¨ ñòåïåíi T (0) çàëåæàòü òiëüêè âiä óçàãàëüíåíèõ êîîðäèíàò i

÷àñó, à íåîäíîðiäíiñòü êiíåòè÷íî¨ åíåðãi¨ ÿê ôóíêöi¨ óçàãàëüíåíèõ øâèäêîñòåé

ìà¹ ìiñöå òiëüêè â òîìó âèïàäêó, ÿêùî ïåðåòâîðåííÿ (2.4) ÿâíî çàëåæèòü

âiä ÷àñó (íàïðèêëàä, â ðàçi ñèñòåìè ç íåñòàöiîíàðíèìè çâ'ÿçêàìè). ßêùî æ

ïåðåòâîðåííÿ (2.4) ïiäïîðÿäêîâó¹òüñÿ óìîâàì

∂r⃗i
∂t

= 0 (i = 1, 2, ..., N), (3.3)

òî êiíåòè÷íà åíåðãiÿ áóäå îäíîðiäíîþ ôîðìîþ óçàãàëüíåíèõ øâèäêîñòåé, òîá-

òî T = T (2). Óìîâè (3.3) âèêîíóþòüñÿ, çîêðåìà, äëÿ âèïàäêó ñòàöiîíàðíèõ

çâ'ÿçêiâ.

Ðîçãëÿäàþ÷è âëàñòèâîñòi T (2), ïåðø çà âñå çàóâàæèìî, ùî âñi êîåôiöi¹íòè

ajk ñèìåòðè÷íi çà iíäåêñàìè, òîáòî

ajk = akj (j, k = 1, 2, ..., s). (3.4)

Äàëi, ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ, ùî T (2) ¹ äîäàòíî-âèçíà÷åíîþ ôîðìîþ óçàãàëüíå-

íèõ øâèäêîñòåé. Äîäàòíà âèçíà÷åíiñòü T (2) âiäíîñíî q̇ îçíà÷à¹, ùî T (2) ≥ 0,

ïðè÷îìó T (2) = 0 òiëüêè â òîìó âèïàäêó, ÿêùî âñi q̇j = 0 (j = 1, 2, ..., s).

Äëÿ äîâåäåííÿ öüîãî òâåðäæåííÿ çàïèøåìî T (2) ó âèãëÿäi

T (2) =
1

2

N∑
i=1

mi

(
s∑

j=1

∂r⃗i
∂qj

q̇j

)2

.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî T (2) ¹ äîäàòíî-âèçíà÷åíîþ ôîðìîþ âiäíîñíî ñóì

s∑
j=1

∂r⃗i
∂qj

q̇j (i = 1, 2, ..., N).
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Iíàêøå êàæó÷è, ïðè áóäü-ÿêèõ çíà÷åííÿõ öèõ ñóì T (2) ≥ 0, ïðè÷îìó T (2) = 0

òiëüêè â òîìó âèïàäêó, ÿêùî âñi öi ñóìè äîðiâíþþòü íóëþ:

s∑
j=1

∂r⃗i
∂qj

q̇j = 0 (i = 1, 2, ..., N).

Iç ñïiââiäíîøåíü (3.1) i (3.2) çíàéäåìî òàêîæ

∂T

∂q̇j
=

s∑
k=1

ajkq̇k + aj (j = 1, 2, ..., s), (3.5)

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

d

dt

(
∂T

∂q̇j

)
=

s∑
k=1

ajkq̈k +
s∑

k=1

ȧjkq̇k + ȧj (j = 1, 2, ..., s), (3.6)

(âåëè÷èíè âèäó q̈ íàçèâàþòüñÿ óçàãàëüíåíèìè ïðèñêîðåííÿìè). Ç iíøîãî áîêó,

÷ëåíè ∂T
∂q̇j

íå çàëåæèòü âiä óçàãàëüíåíèõ ïðèñêîðåíü, íå çàëåæàòü âiä íèõ é

óçàãàëüíåíi ñèëè, îñêiëüêè âñi çàäàíi ñèëè F⃗i ¹ ôóíêöi¨ òiëüêè ïîëîæåíü,

øâèäêîñòåé òî÷îê i ÷àñó.

Ðîçãëÿíåìî óçàãàëüíåíî-ïîòåíöiàëüíi ñèëè âèäó (2.41). Âèðàæàþ÷è òóò

øâèäêîñòi òî÷îê i ¨õ ðàäióñè-âåêòîðè ÷åðåç óçàãàëüíåíi êîîðäèíàòè (äèâ. (2.4)

i (2.10)), îòðèìà¹ìî, ùî

U = U (1) + U (0), (3.7)

äå U (1) =
s∑

j=1

Uj q̇j � ëiíiéíà îäíîðiäíà ôîðìà óçàãàëüíåíèõ øâèäêîñòåé, U (0)

� ôîðìà íóëüîâî¨ ñòåïåíi (Uj i U (0) ¹ ôóíêöiÿìè òiëüêè êîîðäèíàò i ÷àñó). Íå-

âàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ñèëè Qj, âiäïîâiäíi óçàãàëüíåíîìó ïîòåíöiàëó (3.7),

ðiâíi:

Qj = −∂U (0)

∂qj
+

∂Uj

∂t
−

s∑
k=1

γjkq̇k, (3.8)

äå γjk =
∂Uk

∂qj
− ∂Uj

∂qk
� êîåôiöi¹íòè, àíòèñèìåòðè÷íi çà iíäåêñàìè.

Ïðè íàÿâíîñòi óçàãàëüíåíî-ïîòåíöiàëüíèõ Qj i äèñèïàòèâíèõ Qd ñèë ðiâ-

íÿííÿ Ëàãðàíæà â íåçàëåæíèõ êîîðäèíàòàõ ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi (2.42).

Ïiäêðåñëèìî, ùî L i âñi Qd
j â (2.42) ¹ ôóíêöiÿìè óçàãàëüíåíèõ êîîðäèíàò i

óçàãàëüíåíèõ øâèäêîñòåé. Ôóíêöiÿ Ëàãðàíæà L ¹ íåîäíîðiäíîþ êâàäðàòè-

÷íîþ ôîðìîþ âiäíîñíî óçàãàëüíåíèõ øâèäêîñòåé (äèâ. (3.1) i (3.7))

L = T (2) + (T (1) − U (1)) + (T (0) − U (0)). (3.9)
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3.2 Çàêîíè çáåðåæåííÿ óçàãàëüíåíîãî iìïóëüñó

Çàêîíè çáåðåæåííÿ óçàãàëüíåíîãî iìïóëüñó i óçàãàëüíåíî¨ åíåðãi¨ ¹ íà-

ñëiäêîì ðiâíÿíü Ëàãðàíæà. Çàïèøåìî ðiâíÿííÿ Ëàãðàíæà ïðè íàÿâíîñòi

óçàãàëüíåíî-ïîòåíöiàëüíèõ òà äèñèïàòèâíèõ ñèë â íåçàëåæíèõ êîîðäèíàòàõ

(2.42) ó âèãëÿäi
dpj
dt

=
∂L

∂qj
+Qd

j (j = 1, 2, ..., s), (3.10)

äå âåëè÷èíà pj =
∂L
∂q̇j

íàçèâà¹òüñÿ óçàãàëüíåíèì iìïóëüñîì, ùî âiäïîâiäà¹ êî-

îðäèíàòi qj. Ç (3.10) âèïëèâà¹, ùî óçàãàëüíåíèé iìïóëüñ pj çáåðiãà¹òüñÿ, ÿêùî

ôóíêöiÿ Ëàãðàíæà ÿâíî âiä êîîðäèíàòè qj íå çàëåæèòü i ÿêùî âiäïîâiäíà öié

êîîðäèíàòi äèñèïàòèâíà óçàãàëüíåíà ñèëà äîðiâíþ¹ íóëþ. Òàêèì ÷èíîì,

pj =
∂L

∂q̇j
= pj0, (3.11)

ÿêùî ∂L
∂qj

= 0 i Qd
j = 0. ßêùî æ âñi äèñèïàòèâíi ñèëè ðiâíi íóëþ, òî çà-

êîí (3.11) çáåðåæåííÿ óçàãàëüíåíîãî iìïóëüñó íàáóâà¹ âèãëÿäó

pj = pj0, ÿêùî
∂L

∂qj
= 0. (3.12)

Íàâåäåìî ðÿä íåâåëèêèõ ïðèêëàäiâ.

1. Ïðîñòîðîâèé îñöèëÿòîð.

Ôóíêöiÿ Ëàãðàíæà äëÿ ïðîñòîðîâîãî îñöèëÿòîðà â äåêàðòîâèõ êîîðäèíà-

òàõ ìà¹ âèãëÿä

L =
m

2

(
ẋ2 + ẏ2 + ż2

)
− κ

2

(
x2 + y2 + z2

)
,

à óçàãàëüíåíi iìïóëüñè

px =
∂L

∂ẋ
= mẋ, py =

∂L

∂ẏ
= mẏ, pz =

∂L

∂ż
= mż

¹ äåêàðòîâèìè ïðîåêöiÿìè iìïóëüñó òî÷êè. Æîäíà ç êîîðäèíàò x, y, z â äà-

íîìó âèïàäêó íå ¹ öèêëi÷íîþ, âiäïîâiäíî æîäåí ç óçàãàëüíåíèõ iìïóëüñiâ

px, py, pz íå çáåðiãà¹òüñÿ.

Òåïåð çàïèøåìî ëàãðàíæiàí ïðîñòîðîâîãî îñöèëÿòîðà â ñôåðè÷íèõ êîîð-

äèíàòàõ:

L =
m

2
(ṙ2 + r2θ̇2 + r2 sin2 θ · φ̇2)− κ

2
r2.
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Óçàãàëüíåíèìè iìïóëüñàìè òî÷êè â öèõ êîîðäèíàòàõ ¹

pr =
∂L

∂ṙ
= mṙ, pθ =

∂L

∂θ̇
= mr2θ̇, pφ =

∂L

∂φ̇
= mr2 sin2 θ · φ̇,

ïðè÷îìó óçàãàëüíåíèé iìïóëüñ pφ äîðiâíþ¹ Mz � ïðîåêöi¨ ìîìåíòà iìïóëüñó

òî÷êè íà âiñü Oz. Îñêiëüêè êîîðäèíàòà φ öèêëi÷íà, òî pφ çáåðiãà¹òüñÿ, òîáòî

mr2 sin2 θ · φ̇ = pφ0
.

2. Öèêëî¨äàëüíèé ìàÿòíèê.

Ëàãðàíæiàí öèêëî¨äàëüíîãî ìàÿòíèêà ìà¹ âèãëÿä

L =
m

2
ṡ2 − mg

8R
s2,

äå s ¹ äîâæèíà äóãè öèêëî¨äè âiä ïî÷àòêó êîîðäèíàò äî ìàòåðiàëüíî¨ òî÷êè,

ÿêà âèáèðà¹òüñÿ ó ÿêîñòi óçàãàëüíåíî¨ êîîðäèíàòè (s = 4R sin(φ/2)), R � ðà-

äióñ êîëà, ùî òâîðèòü öèêëî¨äó. Òóò êîîðäèíàòà s íåöèêëi÷íà i óçàãàëüíåíèé

iìïóëüñ

ps =
∂L

∂ṡ
= mṡ

íå çáåðiãà¹òüñÿ.

3.Çàðÿä â åëåêòðîñòàòè÷íîìó i ïîñòiéíîìó îäíîðiäíîìó ìàãíiòíîìó

ïîëi.

Âiçüìåìî çàðÿä, ùî ðóõà¹òüñÿ â åëåêòðîñòàòè÷íîìó ïîëi íåðóõîìîãî ÿäðà

i ïîñòiéíîìó îäíîðiäíîìó ìàãíiòíîìó ïîëi. Â öüîìó âèïàäêó êîîðäèíàòè ρ i

z íå öèêëi÷íi, à φ � öèêëi÷íà. Òîìó çàêîí çáåðåæåííÿ (3.12) ïðèâîäèòü äî

iíòåãðàëà

pφ =
∂L

∂φ̇
= mρ2(φ̇− ω) = pφ0

.

Âñòàíîâèìî ñòðóêòóðó óçàãàëüíåíîãî iìïóëüñó â çàãàëüíîìó âèïàäêó. Áå-

ðó÷è äî óâàãè âèçíà÷åííÿ óçàãàëüíåíîãî iìïóëüñó i ôîðìó ëàãðàíæiàíà L ,

çíàõîäèìî

pj =
∂L

∂q̇j
=

1

2

s∑
l,k=1

alk

[
∂q̇l
∂q̇j

q̇k + q̇l
∂q̇k
∂q̇j

]
+

s∑
l=1

al
∂q̇l
∂q̇j

=

=
1

2

s∑
l,k

alkq̇k +
1

2

s∑
l

ajkq̇l −
s∑

l=1

Ul
∂q̇l
∂q̇j

=
s∑

k=1

ajkq̇k + aj − Uj.

Îòæå,
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pj =
s∑

k=1

ajkq̇k + aj − Uj, (3.13)

äå ajk, aj � êîåôiöi¹íòè îäíîðiäíèõ ôîðì T (2) i T (1) êiíåòè÷íî¨ åíåðãi¨, Uj �

êîåôiöi¹íòè îäíîðiäíî¨ ôîðìè U (1) óçàãàëüíåíîãî ïîòåíöiàëó. Çâiäñè âèäíî,

ùî óçàãàëüíåíi iìïóëüñè ¹ íåîäíîðiäíèìè ëiíiéíèìè ôîðìàìè óçàãàëüíåíèõ

øâèäêîñòåé.

3.3 Çàêîí çìiíè óçàãàëüíåíî¨ åíåðãi¨

Çàêîí çìiíè óçàãàëüíåíî¨ åíåðãi¨ îòðèìà¹ìî ç ðiâíÿíü Ëàãðàíæà â íåçàëå-

æíèõ êîîðäèíàòàõ àíàëîãi÷íî òîìó, ÿê ç ðiâíÿíü Íüþòîíà îäåðæó¹òüñÿ çàêîí

çìiíè åíåðãi¨. Ïîìíîæèâøè êîæíå ç ðiâíÿíü (2.42) íà âiäïîâiäíó óçàãàëüíåíó

øâèäêiñòü i ñêëàäàþ÷è îòðèìàíi âèðàçè ïî âñiõ ñòåïåíÿõ âiëüíîñòi, çíàéäåìî

s∑
j=1

{
d

dt

(
∂L

∂q̇j

)
− ∂L

∂qj

}
q̇j =

s∑
j=1

Qd
j q̇j. (3.14)

ßê âèÿâëÿ¹òüñÿ, â öüîìó ðiâíÿííi ìîæíà âèäiëèòè ïîâíó ïîõiäíó çà ÷àñîì

âiä òàêî¨ ôóíêöi¨, ÿêà â îêðåìîìó âèïàäêó áóäå çáiãàòèñÿ ç åíåðãi¹þ ñèñòåìè.

Äiéñíî, âèêîðèñòîâóþ÷è î÷åâèäíå ñïiââiäíîøåííÿ

d

dt

(
∂L

∂q̇j

)
q̇j =

d

dt

(
∂L

∂q̇j
q̇j

)
− ∂L

∂q̇j
q̈j, (3.15)

ïðåäñòàâèìî ëiâó ÷àñòèíó ðiâíÿííÿ (3.14) ó âèãëÿäi

s∑
j=1

{
d

dt

(
∂L

∂q̇j

)
− ∂L

∂qj

}
q̇j =

d

dt

( s∑
j=1

∂L

∂q̇j
q̇j

)
−

s∑
j=1

(
∂L

∂qj
q̇j +

∂L

∂q̇j
q̈j

)
. (3.16)

Ïîòiì, âðàõîâóþ÷è, ùî ôóíêöiÿ Ëàãðàíæà ¹ ôóíêöi¹þ óçàãàëüíåíèõ êîîðäè-

íàò, øâèäêîñòåé i ÷àñó i, îòæå, ¨¨ ïîâíà ïîõiäíà çà ÷àñîì äîðiâíþ¹

dL

dt
=

s∑
j=1

(
∂L

∂qj
q̇j +

∂L

∂q̇j
q̈j

)
+

∂L

∂t
, (3.17)

çàìiñòü (3.14) îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ

dH

dt
= −∂L

∂t
+

s∑
j=1

Qd
j q̇j, (3.18)
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äå

H =
s∑

j=1

∂L

∂q̇j
q̇j − L . (3.19)

Öþ ôóíêöiþ óçàãàëüíåíèõ êîîðäèíàò, øâèäêîñòåé i ÷àñó áóäåìî íàçèâàòè

óçàãàëüíåíîþ åíåðãi¹þ ñèñòåìè, à ðiâíÿííÿ (3.18) � çàêîíîì çìiíè óçàãàëü-

íåíî¨ åíåðãi¨.

Ôóíêöiÿ H â îêðåìîìó âèïàäêó çáiãà¹òüñÿ ç ïîâíîþ åíåðãi¹þ ñèñòåìè E,

â ÷îìó ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ, ðîçãëÿäàþ÷è ñòðóêòóðó H. Ñïðàâäi, âèêîðèñòî-

âóþ÷è (3.13), à òàêîæ (3.2) i (3.7), çíàéäåìî, ùî

s∑
j=1

∂L

∂q̇j
q̇j = 2T (2) + T (1) − U (1).

Ïiäñòàâëÿþ÷è öåé âèðàç â (3.19) i âðàõîâóþ÷è ñòðóêòóðó ëàãðàíæèàíà (äèâ.

(3.9)), îòðèìà¹ìî

H = T (2) − T (0) + U (0). (3.20)

Çâiäñè âèäíî, ùî óçàãàëüíåíà åíåðãiÿ íå ìiñòèòü ëiíiéíèõ ôîðì óçàãàëüíåíèõ

øâèäêîñòåé, â òîé ÷àñ ÿê ïîâíà åíåðãiÿ âêëþ÷à¹ â ñåáå ôîðìó T (1)

E = T (2) + T (1) + T (0) + U (3.21)

(òóò U � çâè÷àéíà ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ).

Ç ïîðiâíÿííÿ (3.20) i (3.21) âèïëèâà¹, ùî óçàãàëüíåíà åíåðãiÿ ñèñòåìè i ¨¨

ïîâíà åíåðãiÿ çáiãàþòüñÿ â òèõ âèïàäêàõ, êîëè ðàäióñè-âåêòîðè òî÷îê ñèñòå-

ìè ÿê ôóíêöi¨ íåçàëåæíèõ êîîðäèíàò ÿâíî âiä ÷àñó íå çàëåæàòü, îñêiëüêè â

öüîìó âèïàäêó T = T (2) (T (1) = T (0) = 0), à U (0) = U ; çîêðåìà, öå ìà¹ ìiñöå

äëÿ ñèñòåì çi ñòàöiîíàðíèìè çâ'ÿçêàìè
(
∂r⃗i
∂t = 0, i = 1, 2, ..., N

)
.

Çàêîí çáåðåæåííÿ óçàãàëüíåíî¨ åíåðãi¨ áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç ðiâíÿí-

íÿ (3.18): óçàãàëüíåíà åíåðãiÿ ñèñòåìè çáåðiãà¹òüñÿ, ÿêùî ôóíêöiÿ Ëàãðàíæà

ÿâíî âiä ÷àñó íå çàëåæèòü, à äèñèïàòèâíi ñèëè âiäñóòíi, òîáòî

H = T (2) − T (0) + U (0) = H0 (3.22)

çà óìîâè, ùî ∂L
∂t = 0 i Qd

j = 0 (j = 1, 2, ..., s). Ïåðøå ç öèõ óìîâ íå îáîâ'ÿçêîâî

ïîâ'ÿçàíî ç óìîâîþ ∂r⃗i
∂t = 0 (i = 1, 2, ..., N). Ìîæå òðàïèòèñÿ, ùî ∂r⃗i

∂t ̸= 0 (i =

1, 2, ..., N), à ∂L
∂t = 0; òîäi çà âiäñóòíîñòi äèñèïàòèâíèõ ñèë ðiâíÿííÿ (3.18)

ïðèâîäèòü äî iíòåãðàëà ðóõó, ÿêèé íå çáiãà¹òüñÿ ç iíòåãðàëîì åíåðãi¨. ßêùî æ

ïîðÿä ç óìîâàìè çáåðåæåííÿ óçàãàëüíåíî¨ åíåðãi¨ âèêîíóþòüñÿ âèìîãè ∂r⃗i
∂t =
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0 (i = 1, 2, ..., N), òî çàêîíè çáåðåæåííÿ óçàãàëüíåíî¨ i ïîâíî¨ åíåðãié ñèñòåìè

çáiãàþòüñÿ, òîáòî H = E = E0.

Íà çàêií÷åííÿ âiäçíà÷èìî äîñèòü ïîøèðåíèé âèïàäîê ìåõàíi÷íî¨ ñèñòå-

ìè iç ñòàöiîíàðíèìè çâ'ÿçêàìè i äèñèïàòèâíèìè ñèëàìè, ëiíiéíèìè âiäíîñíî

øâèäêîñòåé òî÷îê. Äëÿ òàêî¨ ñèñòåìè ïîòóæíiñòü óçàãàëüíåíèõ äèñèïàòèâ-

íèõ ñèë äîðiâíþ¹
s∑

j=1

Qd
j q̇j = −2D(2). (3.23)

Âðàõîâóþ÷è, ùî êiíåòè÷íà åíåðãiÿ ñèñòåìè iç ñòàöiîíàðíèìè çâ'ÿçêàìè ÿâíî

âiä ÷àñó íå çàëåæèòü, ç ðiâíÿííÿ (3.18) çíàéäåìî

Ė =
∂U

∂t
− 2D(2). (3.24)
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4. Âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨ Ëàãðàíæà

1. Àäèòèâíiñòü ôóíêöi¨ Ëàãðàíæà.

Íåõàé ìåõàíi÷íà ñèñòåìà ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ çàìêíóòèõ ïiäñèñòåì A òà

B, ÿêi ìàëè á ÿê ôóíêöi¨ Ëàãðàíæà âiäïîâiäíî ôóíêöi¨ LA i LB. ßêùî ïiä-

ñèñòåìè ðîçãëÿäàòè ñïiëüíî, òî çàãàëüíà ôóíêöiÿ Ëàãðàíæà áóäå äîðiâíþ¹:

L = LA + LB. (4.1)

Âëàñòèâiñòü àäèòèâíîñòi ôóíêöi¨ Ëàãðàíæà âèñëîâëþ¹ òîé ôàêò, ùî ðiâíÿ-

ííÿ ðóõó êîæíî¨ ç íåâçà¹ìîäiþ÷èõ ÷àñòèí íå ìîæóòü ìiñòèòè âåëè÷èíè, ùî

âiäíîñÿòüñÿ äî iíøèõ ÷àñòèí ñèñòåìè (íåâçà¹ìîäiþ÷i ïiäñèñòåìè íå ìîæóòü

âïëèâàòè íà ðóõ îäíà îäíî¨).

2. Íåîäíîçíà÷íiñòü ôóíêöi¨ Ëàãðàíæà, òîáòî îäíó i òó æ ñèñòåìó ìîæíà

õàðàêòåðèçóâàòè ðiçíèìè ôóíêöiÿìè Ëàãðàíæà.

à) Ìóëüòèïëiêàòèâíà íåîäíîçíà÷íiñòü.

ßêùî ôóíêöiþ Ëàãðàíæà ñèñòåìè ïîìíîæèòè íà äîâiëüíó ïîñòiéíó, òî öå

íå âiäiá'¹òüñÿ íà ðiâíÿííÿõ ðóõó. Îäíàê íåîáõiäíî âðàõîâóâàòè âëàñòèâiñòü

àäèòèâíîñòi ôóíêöi¨ Ëàãðàíæà, òîáòî îäíî÷àñíî ìíîæèòè ôóíêöi¨ Ëàãðàíæà

ïiäñèñòåì, ùî âõîäÿòü â äàíó ñèñòåìó, íà çàäàíó ïîñòiéíó.

á) Àäèòèâíà íåîäíîçíà÷íiñòü.

Äî ôóíêöi¨ Ëàãðàíæà ìîæíà äîäàòè ïîâíó ïîõiäíó çà ÷àñîì âiä áóäü-ÿêî¨

ôóíêöi¨ êîîðäèíàò i ÷àñó i öå íå çìiíèòü ðiâíÿííÿ ðóõó. Îòæå, ôóíêöiÿ Ëà-

ãðàíæà âèçíà÷åíà ç òî÷íiñòþ äî äîäàâàííÿ äî íå¨ ïîâíî¨ ïîõiäíî¨ âiä ôóíêöi¨

êîîðäèíàò i ÷àñó.

Äîâåäåìî âëàñòèâiñòü àäèòèâíî¨ íåîäíîçíà÷íîñòi. Äëÿ öüîãî ïîðÿä ç ôóí-

êöi¹þ Ëàãðàíæà L (q, q̇, t) âiçüìåìî íîâó ôóíêöiþ L ′(q, q̇, t) ó âèãëÿäi:

L ′(q, q̇, t) = L (q, q̇, t) +
d

dt
F (q, t). (4.2)

Äiÿ S äëÿ ôóíêöi¨ Ëàãðàíæà L ìà¹ âèãëÿä

S =

∫ t2

t1

L (q, q̇, t)dt.

Òîäi äiÿ S ′ äëÿ ôóíêöi¨ Ëàãðàíæà L ′ ìàòèìå âèãëÿä:

S ′ =

∫ t2

t1

L ′(q, q̇, t)dt =

∫ t2

t1

L (q, q̇, t)dt+

∫ t2

t1

d

dt
F (q, t)dt =

=S + F (q(2), t2)− F (q(1), t1).
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ßêùî âçÿòè âàðiàöiþ âiä îáîõ ÷àñòèí öi¹¨ ðiâíîñòi, òî îòðèìà¹ìî:

δS ′ = δS + δF (q(2), t2)− δF (q(1), t1) = δS + 0− 0.

Îñòàííi äâà ÷ëåíà ïðè âàðiþâàííi çíèêàþòü, îñêiëüêè, çãiäíî ç ãðàíè÷íèì

óìîâàì, âàðiàöi¨ êîîðäèíàò íà êiíöÿõ iíòåðâàëó äîðiâíþþòü íóëþ. Îñêiëüêè

óìîâà δS ′ = 0 çáiãà¹òüñÿ ç óìîâîþ δS = 0, îòæå, âèä ðiâíÿííÿ ðóõó çàëèøà-

¹òüñÿ íåçìiííèì.

Âïðàâà 1.

Äëÿ îäíîâèìiðíîãî ðóõó òî÷êè ïðÿìèì îá÷èñëåííÿì äîâåñòè àäèòèâíó

íåîäíîçíà÷íiñòü ôóíêöi¨ Ëàãðàíæà L = L (x, ẋ, t).

Äîâåäåííÿ.

Ôóíêöiÿ Ëàãðàíæà L = L (x, ẋ, t) çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ Ëàãðàíæà 2-ãî

ðîäó
d

dt

(
∂L

∂ẋ

)
− ∂L

∂x
= 0. (4.3)

Ïåðåéäåìî äî íîâî¨ ôóíêöi¨ Ëàãðàíæà

L ′(x, ẋ, t) = L (x, ẋ, t) +
d

dt
f(x, t). (4.4)

Íåîáõiäíî äîâåñòè, ùî ôóíêöiÿ Ëàãðàíæà L ′ çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ

d

dt

(
∂L ′

∂ẋ

)
− ∂L ′

∂x
= 0, (4.5)

Äëÿ öüîãî ïîêàæåìî, ùî ðiâíÿííÿ (4.5) iç ôóíêöi¹þ Ëàãðàíæà L ′, ùî âèçíà-

÷åíà ñïiââiäíîøåííÿì (4.4), ïðèâîäèòü äî ðiâíÿííÿ Ëàãðàíæà (4.3) íà ôóí-

êöiþ L .

Ïåðø çà âñå, îá÷èñëèìî ïîâíó ïîõiäíó çà ÷àñîì âiä ôóíêöi¨ F (x, t) â ïðàâié

÷àñòèíi (4.4). Ìà¹ìî:

d

dt
f(x, t) =

∂f

∂x

dx

dt
+

∂f

∂t
=

∂f

∂x
ẋ+

∂f

∂t
. (4.6)

Îñêiëüêè ôóíêöiÿ F (x, t) íå çàëåæèòü âiä øâèäêîñòi ẋ, òî

∂

∂ẋ

(
d

dt
f(x, t)

)
=

∂f

∂x
. (4.7)

Êðiì òîãî
d

dt

(
∂L ′

∂ẋ

)
=

d

dt

(
∂L

∂ẋ

)
+

d

dt

(
∂f

∂x

)
. (4.8)
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Àëå
d

dt

(
∂f

∂x

)
=

∂2f

∂x2
ẋ+

∂2f

∂t∂x
, (4.9)

òîìó çàìiñòü (4.8) îäåðæèìî:

d

dt

(
∂L ′

∂ẋ

)
=

d

dt

(
∂L

∂ẋ

)
+

∂2f

∂x2
ẋ+

∂2f

∂t∂x
. (4.10)

Îá÷èñëèìî òåïåð ∂L ′

∂x , âèêîðèñòîâóþ÷è ïðåäñòàâëåííÿ (4.4); îäåðæèìî:

∂L ′

∂x
=

∂L

∂x
+

∂

∂x

d

dt

(
f(x, t)

)
=

∂L

∂x
+

+
∂

∂x

{
∂f

∂x
ẋ+

∂f

∂t

}
=

∂L

∂x
+

∂2f

∂x2
ẋ+

∂2f

∂x∂t
.

(4.11)

Ïiäñòàâèâøè (4.10), (4.11) â (4.5), îäåðæèìî:

d

dt

(
∂L

∂ẋ

)
+

∂2f

∂x2
ẋ+

∂2f

∂t∂x
− ∂L

∂x
− ∂2f

∂x2
ẋ− ∂2f

∂x∂t
= 0, (4.12)

àáî
d

dt

(
∂L

∂ẋ

)
− ∂L

∂x
= 0,

òîáòî ðiâíÿííÿ Ëàãðàíæà (4.3).

Òàêèì ÷èíîì, âëàñòèâiñòü àäèòèâíî¨ íåîäíîçíà÷íîñòi ôóíêöi¨ Ëàãðàíæà

äîâåäåíî.

Âïðàâà 2.

Ñïðîñòèòè ôóíêöiþ Ëàãðàíæà L ′ = 1
2(q̇ + t)2

L ′ =
1

2
(q̇ + t)2 =

1

2
q̇2 + q̇t+

1

2
t2.

Âíàñëiäîê àäèòèâíî¨ íåîäíîçíà÷íîñòi ôóíêöi¨ Ëàãðàíæà ÷ëåí 1
2t

2 = d
dt

(
t3

6

)
îïóñêà¹ìî, òîäi

L ′ =
1

2
q̇2 +

d

dt
(qt)− q.

Çíîâó îïóñêà¹ìî ÷ëåí d
dt(qt) ÷åðåç àäèòèâíî¨ íåîäíîçíà÷íîñòi ôóíêöi¨ Ëà-

ãðàíæà. Â ðåçóëüòàòi ìà¹ìî

L ′ =
1

2
q̇2 − q.
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5. Iíòåãðàëüíi âàðiàöiéíi ïðèíöèïè ìåõàíiêè i ðiâíÿííÿ ðóõó.

5.1 Ïðèíöèï Ãàìiëüòîíà (ïðèíöèï íàéìåíøî¨ äi¨)

Ó ðîçäiëi 2 ðiâíÿííÿ ðóõó ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè (ðiâíÿííÿ Ëàãðàíæà 2-ãî

ðîäó) áóëè îäåðæàíi iç ½äèôåðåíöiàëüíîãî ïðèíöèïó� (ïðèíöèï Äàëàìáåðà

íà îñíîâi äðóãîãî çàêîíó Íüþòîíà). Ïðîòå ðiâíÿííÿ ðóõó ìîæíà îäåðæàòè i

ç ½iíòåãðàëüíîãî ïðèíöèïó� (ïðèíöèï Ãàìiëüòîíà àáî ïðèíöèï íàéìåíøî¨ äi¨),

â ÿêîìó ðîçãëÿäà¹òüñÿ ðóõ ñèñòåìè çà ñêií÷åíèé ïðîìiæîê ÷àñó. Öåé ïðèí-

öèï äà¹ íàéáiëüø çàãàëüíå ñôîðìóëþâàííÿ çàêîíó ðóõó ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè i

ìîæå áóòè ïîêëàäåíèé â îñíîâó êëàñè÷íî¨ ìåõàíiêè çàìiñòü çàêîíiâ Íüþòîíà.

Ïåðåâàãà ïðèíöèïó Ãàìiëüòîíà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî éîãî ìîæíà ïîøèðèòè íà

ñèñòåìè, ÿêi íå ¹ ÷èñòî ìåõàíi÷íèìè (íàïðèêëàä, íà ïðóæíi ñåðåäîâèùà, åëå-

êòðîìàãíiòíi ïîëÿ òîùî), à òàêîæ óçàãàëüíèòè íà ðåëÿòèâiñòñüêó ìåõàíiêó

òà ðåëÿòèâiñòñüêó êâàíòîâó òåîðiþ ïîëÿ.

Çíàéäåìî iíòåãðàëüíèé âàðiàöiéíèé ïðèíöèï äëÿ ìåõàíi÷íèõ ñèñòåì ç

óçàãàëüíåíî-ïîòåíöiàëüíèìè ñèëàìè òà iäåàëüíèìè ãîëîíîìíèìè çâ'ÿçêàìè

(ïðèíöèï Ãàìiëüòîíà). Öüîìó ïðèíöèïó ïiä÷èíÿ¹òüñÿ ôóíêöiÿ äi¨ S, ÿêà çà-

äà¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííþ

S =

∫ t2

t1

L (q, q̇, t)dt, (5.1)

äå L (q, q̇, t) = L (q1, q2, ..., qs, q̇1, q̇2, ..., q̇s, t) � ôóíêöiÿ Ëàãðàíæà ìåõàíi÷íî¨

ñèñòåìè.

Ïåðø íiæ âèâåñòè ïðèíöèï Ãàìiëüòîíà, çàóâàæèìî íàñòóïíå. Ó êîæíèé

ìîìåíò ÷àñó êîíôiãóðàöiÿ ñèñòåìè çàäà¹òüñÿ çíà÷åííÿìè óçàãàëüíåíèõ êî-

îðäèíàò q1, q2, ..., qs i, ÿêùî ðîçãëÿäàòè öi ÷èñëà ÿê êîîðäèíàòè â äåÿêîìó

s-âèìiðíîìó ïðîñòîði, òî êîæíié êîíôiãóðàöi¨ ñèñòåìè áóäå âiäïîâiäàòè äå-

ÿêà òî÷êà öüîãî ïðîñòîðó. Òàêèé s-âèìiðíèé ïðîñòið íàçèâà¹òüñÿ ïðîñòîðîì

êîíôiãóðàöié. Iç ÷àñîì ñòàí ñèñòåìè çìiíþþòüñÿ i òî÷êà, ùî çîáðàæó¹ öþ ñè-

ñòåìó, îïèñó¹ â ïðîñòîði êîíôiãóðàöi¨ äåÿêó êðèâó, ùî ìà¹ íàçâó òðà¹êòîðiþ

ðóõó ñèñòåìè. Ïðèíöèï Ãàìiëüòîíà ìîæíà âèâåñòè, ñïiâñòàâëÿþ÷è çíà÷åííÿ

äi¨ S íà äiéñíi òðà¹êòîði¨ ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè iç ¨¨ çíà÷åííÿìè íà âiðòóàëüíèõ

òðà¹êòîðiÿõ. Ç öi¹þ ìåòîþ ðîçãëÿíåìî ó ïðîñòîði êîíôiãóðàöi¨ áëèçüêi îäíà

äî îäíî¨ äiéñíó i âiðòóàëüíi òðà¹êòîði¨ ñèñòåìè, ââàæàþ÷è, ùî â ïî÷àòêî-

âèé t0 i êiíöåâèé t1 ìîìåíòè ÷àñó âñi öi òðà¹êòîði¨ ïåðåñiêàþòüñÿ. Íàãàäà¹ìî,

ùî äiéñíà òðà¹êòîðiÿ âèçíà÷à¹òüñÿ ôóíêöiÿìè r⃗i(t), ùî çàäîâîëüíÿþòü ÿê
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Ðèñ. 5.1. Ñõåìàòè÷íå çîáðàæåííÿ òðà¹êòîðié ñèñòåìè â ïðîñòîði

êîíôiãóðàöié äëÿ äiéñíîãî ðóõó (ñóöiëüíà êðèâà) òà âiðòóàëüíîãî ðóõó

(ïóíêòèðíà êðèâà).

ðiâíÿííÿ ðóõó, òàê i ðiâíÿííÿ çâ'ÿçêiâ. Ó òîé æå ÷àñ, âiðòóàëüíi òðà¹êòîði¨

âèçíà÷àþòüñÿ ôóíêöiÿìè r⃗i(t, ε), ùî çàäîâîëüíÿþòü òiëüêè ðiâíÿííÿ çâ'ÿçêiâ,

ïðè÷îìó r⃗i(t, ε)|ε=0 = r⃗i(t). Çàäàìî âiðòóàëüíi ïåðåìiùåííÿ òî÷îê ñèñòåìè ó

âèãëÿäi

δr⃗i(t, ε) = r⃗i(t, ε)− r⃗i(t) (i = 1, 2, ..., N). (5.2)

Äëÿ òîãî ùîá äiéñíå i âiðòóàëüíi ïåðåìiùåííÿ ñèñòåìè ñïiâïàäàëè îäíå ç

îäíèì ó ïî÷àòêîâèé i êiíöåâèé ìîìåíò ÷àñó, ïîâèííi âèêîíóâàòèñÿ óìîâè:

δr⃗i(t0) = 0; δr⃗i(t1) = 0; i = 1, 2, ..., N (5.3)

Äëÿ äiéñíèõ ïåðåìiùåíü â êîæíié òî÷öi òðà¹êòîði¨ çàäîâîëüíÿ¹òüñÿ çà-

ãàëüíå ðiâíÿííÿ ìåõàíiêè (2.3)

N∑
i=1

(mi
¨⃗ri − F⃗i)δr⃗i = 0, (5.4)

ùî ¹ íåîáõiäíîþ i äîñòàòíiìè óìîâàìè ðóõó ñèñòåìè ó âiäïîâiäíîñòi ç ðiâíÿ-

ííÿìè ðóõó. Ùî ñòîñó¹òüñÿ âiðòàëüíîãî ½ðóõó�, òî äëÿ íüîãî íå ñïðàâåäëèâå

çàãàëüíå ðiâíÿííÿ ìåõàíiêè.

Äëÿ ïîäàëüøîãî àíàëiçó ïåðøó ñóìó â ðiâíÿííi (5.4) çðó÷íî çàïèñàòè ó
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âèãëÿäi

N∑
i=1

mi
¨⃗rδr⃗i =

N∑
i=1

mi
d

dt
( ˙⃗ri)δr⃗i =

N∑
i=1

mi
d

dt
( ˙⃗riδr⃗i)−

N∑
i=1

mi
˙⃗ri
d

dt
(δr⃗i) =

=
d

dt

(
N∑
i=1

mi
˙⃗riδr⃗i

)
−

N∑
i=1

mi
˙⃗riδ ˙⃗ri.

(5.5)

Ïðè îäåðæàíi (5.5) ìè ñêîðèñòàëèñÿ êîìóòàòèâíiñòþ îïåðàöié äèôåðåíöiþ-

âàííÿ çà ÷àñîì i âàðiþâàííÿ ïðè ôiêñîâàíîìó t: d
dtδqj = δ(

dqj
dt ) ≡ δq̇j (j =

1, 2, ..., s). Ïiäñòàâèâøè òåïåð ðåçóëüòàò (5.5) ó çàãàëüíå ðiâíÿííÿ ìåõàíiêè

(5.4), îäåðæèìî

d

dt

(
N∑
i=1

mi
˙⃗riδr⃗i

)
=

N∑
i=1

mi
˙⃗riδ ˙⃗ri −

N∑
i=1

F⃗iδr⃗i. (5.6)

Àëå äîäàíîê
N∑
i=1

mi
˙⃗riδ ˙⃗ri äîðiâíþ¹ âàðiàöi¨ êiíåòè÷íî¨ åíåðãi¨ δT :

δT = δ
N∑
i=1

mi

2
˙⃗r2i =

N∑
i=1

mi
˙⃗riδ ˙⃗ri. (5.7)

Òîìó ðiâíÿííÿ (5.6) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi:

δT + δA =
d

dt

(
N∑
i=1

mi
˙⃗riδr⃗i

)
, (5.8)

äå δA =
N∑
i=1

F⃗iδr⃗i � âiðòóàëüíà ðîáîòà çàäàíèõ ñèë. Iíòåãðóþ÷è îáèäâi ÷àñòèíè

(5.8) ïî t, îòðèìà¹ìî

t1∫
t0

(δT + δA)dt =
N∑
i=1

mi
˙⃗riδr⃗i|t1t0 =

N∑
i=1

mi
˙⃗riδr⃗i(t1)−

N∑
i=1

mi
˙⃗riδr⃗i(t0). (5.9)

Âðàõóâàâøè (5.3), îñòàòî÷íî îäåðæèìî iíòåãðàëüíó óìîâó

t1∫
t0

(δT + δA)dt = 0

δr⃗i(t0) =δr⃗i(t1) = 0, (i = 1, 2, ..., N),

(5.10)
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ÿêà ðàçîì iç ðiâíÿííÿìè çâ'ÿçêiâ (1.20) âèçíà÷à¹ iíòåãðàëüíèé âàðiàöiéíèé

ïðèíöèï äëÿ ñèñòåì ç áóäü-ÿêèìè çàäàíèìè ñèëàìè i iäåàëüíèìè ãîëîìíè-

ìè çâ'ÿçêàìè. Âèêîðèñòîâóþ÷è óçàãàëüíåíi êîîðäèíàòè, ÿêi ïåðåòâîðþþòü

ðiâíÿííÿ ãîëîíîìíèõ çâ'ÿçêiâ ó òîòîæíîñòi, öåé ïðèíöèï ìîæíà çàïèñàòè ó

âèãëÿäi:

t1∫
t0

(δT + δA)dt = 0,

δqj(t0) = 0; δqj(t1) = 0 (j = 1, 2, ..., s).

(5.11)

Òàêèì ÷èíîì, ìè âèâåëè âàðiàöiéíèé ïðèíöèï (5.11) äëÿ ìåõàíi÷íèõ ñèñòåì

ç iäåàëüíèìè ãîëîíîìíèìè çâ'ÿçêàìè.

Ðîçãëÿíåìî âàæëèâèé âèïàäîê, êîëè çàäàíi ñèëè ¹ óçàãàëüíåíî-ïîòåíöiàëü-

íèìè ñèëàìè, òîáòî ìîæóòü áóòè ïðåäñòàâëåíi ó âèãëÿäi (2.41):

Qj =
d

dt

(
∂U

∂q̇j

)
− ∂U

∂qj
, (5.12)

äå U � óçàãàëüíåíèé ïîòåíöiàë. Òîäi åëåìåíòàðíà ðîáîòà δA â (5.11) íàáóäå

âèãëÿäó

δA =
s∑

j=1

Qjδqj =
s∑

j=1

{
d

dt

(
∂U

∂q̇j

)
− ∂U

∂qj

}
δqj. (5.13)

Ïåðåòâîðèìî âèðàç ó ïðàâié ÷àñòèíi (5.13):

d

dt

(
∂U

∂q̇j

)
δqj =

d

dt

(
∂U

∂q̇j
δqj

)
− ∂U

∂q̇j

dδqj
dt

. (5.14)

Ïiäñòàâëÿþ÷è (5.14) â (5.13), îäåðæèìî:

δA =
s∑

j=1

d

dt

(
∂U

∂q̇j
δqj

)
−

s∑
j=1

(
∂U

∂qj
δqj +

∂U

∂q̇j
δq̇j

))
,

àáî

δA =
s∑

j=1

d

dt

(
∂U

∂q̇j
δqj

)
− δU (5.15)

Ïiäñòàâèìî òåïåð (5.15) â iíòåãðàë (5.11), îòðèìà¹ìî:

t1∫
t0

(δT − δU )dt+
s∑

j=1

t1∫
t0

d

dt

(
∂U

∂q̇j
δqj

)
dt = 0,
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çâiäêè, â ñèëó óìîâ δqj(t0) = δqj(t1) = 0, ìà¹ìî

t1∫
t0

(δT − δU )dt = −
s∑

j=1

∂U

∂q̇j
δqj

∣∣∣∣t1
t0

= 0. (5.16)

Êðiì òîãî, âèêîðèñòîâóþ÷è îçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ Ëàãðàíæà L = T − U (2.28)

i äi¨ S (5.1), iç âèðàçó (5.16) çíàéäåìî:

t1∫
t0

δL dt = δ

t1∫
t0

L dt = δS = 0,

àáî îñòàòî÷íî

δS = 0,

δqj(t0) = δqj(t1) = 0 (j = 1, 2, ..., s).
(5.17)

Ôîðìóëè (5.17) çàäàþòü iíòåãðàëüíèé âàðiàöiéíèé ïðèíöèï Ãàìiëüòîíà äëÿ

ñèñòåìè ç óçàãàëüíåíî-ïîòåíöiàëüíèìè ñèëàìè. Çãiäíî öüîãî ïðèíöèïó ôóí-

êöiÿ äi¨ S íà äiéñíié òðà¹êòîði¨ ìà¹ åêñòðåìàëüíå çíà÷åííÿ ó ïîðiâíÿíi iç ¨¨

çíà÷åííÿìè íà âiðòóàëüíèõ òðà¹êòîðiÿõ, òî÷êè ÿêèõ ó ïî÷àòêîâèé i êiíöåâèé

ìîìåíòè ÷àñó ñïiâïàäàþòü âiäïîâiäíî ç ïî÷àòêîâèì i êiíöåâèì ïîëîæåííÿìè

ñèñòåìè.

Ïîêàæåìî, ùî äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ iíòåðâàëiâ ÷àñó t1−t0 âàðiàöiÿ äðóãîãî

ïîðÿäêó δ2S > 0 i òîìó íà äiéñíèõ òðà¹êòîðiÿõ ìà¹ ìiñöå ìiíiìóì äi¨. Ñïðàâäi,

äðóãà âàðiàöiÿ ôóíêöi¨ äîðiâíþ¹

δ2S =

t1∫
t0

δ2L dt, (5.18)

äå

δ2L =
1

2

s∑
j,k=1

∂2L

∂q̇j∂q̇k
δq̇jδq̇k +

s∑
j,k=1

∂2L

∂q̇j∂qk
δq̇jδqk +

1

2

s∑
j,k=1

∂2L

∂qj∂qk
δqjδqk. (5.19)

Âèêîðèñòîâóþ÷è îöiíêó âàðiàöié êîîðäèíàò [14]

|δqj(t)| = |
t∫

t0

δq̇j(t)| < (t− t0)max|δq̇j|,

j = 1, 2, ..., s; t0 < t < t1,
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i íåõòóþ÷è â (5.19) âñiìà ÷ëåíàìè, ÿêi ëiíiéíi i êâàäðàòè÷íi âiäíîñíî ìàëîãî

iíòåðâàëó t1 − t0, îäåðæèìî:

δ2S ≈ 1

2

t1∫
t0

s∑
j,k=1

∂2L

∂q̇j∂q̇k
δq̇jδq̇kdt. (5.20)

Îñêiëüêè
∂2L

∂q̇j∂q̇k
= ajk,

òî ïiäiíòåãðàëüíèé âèðàç â (5.20) áóäå äîäàòíî âèçíà÷åíîþ ôîðìîþ âàðiàöié

óçàãàëüíåíèõ øâèäêîñòåé, ùî i äîâîäèòü óìîâó δ2L > 0 äëÿ ïîðiâíÿíî ìàëèõ

iíòåðâàëiâ ÷àñó. Òàêèì ÷èíîì, iç ïðèíöèïó Ãàìiëüòîíà âèïëèâà¹, ùî ðiçíèöÿ

ìiæ óñåðåäíåíèìè çà ÷àñîì êiíåòè÷íîþ åíåðãi¹þ i óçàãàëüíåíèì ïîòåíöiàëîì

íà äiéñíèõ òðà¹êòîðiÿõ äîñÿãà¹ ìiíiìóìó min(T − U ).

5.2 Ðiâíÿííÿ Ëàãðàíæà äðóãîãî ðîäó ÿê âíàñëiäîê ïðèíöèïó

Ãàìiëüòîíà

Ïîêàæåìî, ùî äèíàìiêó ìåõàíi÷íèõ ñèñòåì ìîæíà ïîáóäóâàòè, âèõîäÿ÷è

ç ïðèíöèïó Ãàìiëüòîíà (5.17) ÿê iç îñíîâíîãî ïîñòóëàòó, ùî çàìiíþ¹ çàêîíè

Íüþòîíà.

Ïåðåéäåìî äî âèâåäåííÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü Ëàãðàíæà, ÿêi âèõî-

äÿòü ç âèðàçó äëÿ âàðiàöi¨ δS ôóíêöiîíàëà (5.1).

Íåõàé q = q(t) ¹ ôóíêöiÿ, äëÿ ÿêî¨ äiÿ S ìà¹ åêñòðåìóì íà âiäðiçêó ÷àñó

âiä t1 äî t2 (ðèñ.5.1). Çàóâàæèìî, ùî ÿêáè áóâ ìiíiìóì, òîäi S çðîñòàëà ïðè

çàìiíi q(t) íà áóäü-ÿêó âàðiþâàíó ôóíêöiþ âèäó:

q′(t) = q(t) + δq(t),

äå q(t) � ïîçíà÷à¹ äiéñíó òðà¹êòîðiþ ñèñòåìè, q′(t) � ïîçíà÷à¹ áëèçüêó äî

äiéñíî¨ òðà¹êòîðiþ (öå âiðòóàëüíà àáî ïðîáíà òðà¹êòîðiÿ, ïðè÷îìó iñíó¹ íå-

ñêií÷åííà êiëüêiñòü òàêèõ òðà¹êòîðié), δq(t) � ñèíõðîííà âàðiàöiÿ ôóíêöi¨

q(t).

Íàêëàäåìî ãðàíè÷íi óìîâè. Ïðè t = t1 i t = t2 âñi ôóíêöi¨ q′(t) ïîâèííi

ïðèéìàòè îäíi i òi æ çíà÷åííÿ q(1) i q(2), âiäïîâiäíî. Òîìó:

δq(t1) = δq(t2) = 0.
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Ðîçãëÿíåìî âñi ìîæëèâi òðà¹êòîði¨, ùî ïåðåâîäÿòü ñèñòåìó ç äàíîãî ïî-

÷àòêîâîãî ïîëîæåííÿ q(1) â äàíå êiíöåâå ïîëîæåííÿ q(2) çà îäèí i òîé æå

iíòåðâàë ÷àñó ∆t = t2 − t1. Îäíàê òiëüêè äëÿ äiéñíî¨ (iñòèííî¨) òðà¹êòîði¨

q(t) ìà¹ áóòè δS = 0.

Çìiíà äi¨ S ïðè âàðiþâàííi ôóíêöi¨ q(t), òîáòî çàìiíè q(t) íà q(t) + δq(t),

çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ:

δS = δ

∫ t2

t1

L (q, q̇, t)dt =

∫ t2

t1

δL (q, q̇, t)dt.

Òóò âðàõóâàëè íàñòóïíå. Îñêiëüêè âàðiþâàííÿ ñèíõðîííå, òî îïåðàöi¨ âàðiþ-

âàííÿ i iíòåãðóâàííÿ êîìóòàòèâíi.

Ó ñâîþ ÷åðãó çìiíà ôóíêöi¨ L ïðè çàìiíi q → q(t) + δq âèçíà÷à¹òüñÿ

ðiçíèöåþ:

δL (q, q̇, t) = L (q + δq, q̇ + δq̇, t)− L (q, q̇, t),

i íàçèâà¹òüñÿ âàðiàöi¹þ ôóíêöi¨ Ëàãðàíæà. Ïåðøèé ÷ëåí öi¹¨ ðiçíèöi ðîçêëà-

äåìî â ðÿä çà ñòåïåíÿìè δq i δq̇ ç òî÷íiñòþ äî ÷ëåíiâ ïåðøîãî ïîðÿäêó, ùî

äîïóñòèìî, îñêiëüêè δq ïðÿìó¹ äî íóëÿ:

L (q + δq, q̇ + δq̇, t) = L (q, q̇, t) +
∂L (q, q̇, t)

∂q
δq +

∂L (q, q̇, t)

∂q̇
δq̇,

òóò ìà¹òüñÿ íà óâàçi ïiäñóìîâóâàííÿ çà ñòåïåíÿìè âiëüíîñòi. Òîäi äëÿ âàðiàöi¨

ôóíêöi¨ Ëàãðàíæà îòðèìà¹ìî:

δL (q, q̇, t) =
∂L

∂q
δq +

∂L

∂q̇
δq̇.

Òîìó ç óðàõóâàííÿì òåîðåìè íà åêñòðåìóì ôóíêöiîíàëó ìîæåìî çàïèñàòè:

δS =

∫ t2

t1

(
∂L

∂q
δq +

∂L

∂q̇
δq̇

)
dt =

∫ t2

t1

(
∂L

∂q
δq +

∂L

∂q̇

d

dt
δq

)
dt = 0.

Â îñòàííié ðiâíîñòi âðàõîâóâàëè, ùî äëÿ ñèíõðîííîãî âàðiþâàííÿ îïåðàöi¨

âàðiþâàííÿ i äèôåðåíöiþâàííÿ êîìóòàòèâíi. Â äàíîìó âèðàçi ïðîiíòåãðó¹ìî

äðóãèé ÷ëåí iíòåãðàëà ïî ÷àñòèíàõ:∫ t2

t1

∂L

∂q̇

d

dt
δqdt =

∣∣∣∣∣ u = ∂L
∂q̇

dv = d
dtδqdt

∣∣∣∣∣ = ∂L

∂q̇
δq|t2t1 −

∫ t2

t1

δq
d

dt

(
∂L

∂q̇

)
dt,

äå ïåðøèé ÷ëåí äîðiâíþ¹ 0 â ñèëó ãðàíè÷íèõ óìîâ. Îòæå:

δS =

∫ t2

t1

(
∂L

∂q
− d

dt

∂L

∂q̇

)
δqdt = 0.
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Îñêiëüêè iíòåãðàë äîðiâíþ¹ 0, òî â ñèëó äîâiëüíîñòi âèáîðó âàðiàöi¨ δq, ïi-

äiíòåãðàëüíèé âèðàç òàêîæ ìà¹ îáåðòàòèñÿ â íóëü. Òèì ñàìèì ç ïðèíöèïó

íàéìåíøî¨ äi¨ âèõîäÿòü ðiâíÿííÿ âèäó (2.29):

d

dt

∂L

∂q̇
− ∂L

∂q
= 0,

ÿêi, ÿê óæå áóëî ñêàçàíî, íàçèâàþòüñÿ ðiâíÿííÿìè Ëàãðàíæà äðóãîãî ðîäó.

Çàóâàæåííÿ. Îñêiëüêè q ¹ q1, q2, ..., qs, òî ïîâèííi âàðiþâàòèñÿ s ðiçíèõ

ôóíêöié qi.

Îòæå äiÿ S íàáóâà¹ åêñòðåìàëüíèõ çíà÷åíü ëèøå äëÿ òàêèõ êðèâèõ (òðà-

¹êòîðié) q(t), ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ Ëàãðàíæà äðóãîãî ðîäó.

Òàêèì ÷èíîì, ïðèíöèï Ãàìiëüòîíà ïðèâîäèòü äî ñèñòåìè äèôåðåíöiàëü-

íèõ ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó (2.29). ßñíî, ùî öi ðiâíÿííÿ ìàþòü áóòè åêâi-

âàëåíòíèìè ðiâíÿííÿì Íüþòîíà, à ïðè âèêîðèñòàííi äåêàðòîâèõ êîîðäèíàò

ìàòåðiàëüíèõ òî÷îê çáiãàòèñÿ ç ðiâíÿííÿìè Íüþòîíà. Öå äîçâîëÿ¹ âñòàíîâè-

òè çâ'ÿçîê ìiæ öèìè ïiäõîäàìè, çîêðåìà, çíàéòè âèãëÿä ôóíêöi¨ Ëàãðàíæà

äëÿ êîíêðåòíèõ ìåõàíi÷íèõ ñèñòåì (äèâ. ðîçäië 2.).
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6. Çàêîíè çáåðåæåííÿ i ñèìåòði¨ ïðîñòîðó i ÷àñó. Òåîðåìà Íüîòåð

Ïðîñòið â êëàñè÷íi ìåõàíiöi ïîñòóëþ¹òüñÿ îäíîðiäíèì òà içîòðîïíèì, à

÷àñ � îäíîðiäíèì. Ç öèìè âëàñòèâîñòÿìè ñèìåòði¨ ïðîñòîðó i ÷àñó â ëàãðàíæî-

âîìó ôîðìàëiçìi ïîâ'ÿçàíå iñíóâàííÿ ôóíäàìåíòàëüíèõ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ

iìïóëüñó, ìîìåíòó iìïóëüñó òà åíåðãi¨ äëÿ çàìêíóòî¨ ñèñòåìè ìàòåðiàëüíèõ

òî÷îê. Ïiä çàìêíóòîþ ñèñòåìîþ ìàòåðiàëüíèõ òî÷îê ðîçóìi¹òüñÿ ñèñòåìà, íà

ÿêó íå òiëüêè íå äiþòü çîâíiøíi ñèëè, àëå i â ÿêié íå âiäáóâàþòüñÿ ïåðåòâî-

ðåííÿ ìåõàíi÷íî¨ åíåðãi¨ â iíøi âèäè åíåðãié, íàïðèêëàä, â òåïëîâó åíåðãiþ

àáî â åíåðãiþ åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ.

Äëÿ çàìêíóòî¨ ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè âíàñëiäîê îäíîðiäíîñòi ÷àñó âñi ìîìåí-

òè ÷àñó îäíàêîâi. Òîìó ôóíêöiÿ Ëàãðàíæà íå ïîâèííà ÿâíî çàëåæàòè âiä

÷àñó. Â ðîçäiëi 3 áóëî ïîêàçàíî, ùî ó âèïàäêó êîëè ôóíêöiÿ Ëàãðàíæà íå

çàëåæèòü ÿâíî âiä ÷àñó, ìåõàíi÷íà åíåðãiÿ çáåðiãà¹òüñÿ, òîáòî iç îäíîðiäíîñòi

÷àñó âèïëèâà¹ çàêîí çáåðåæåííÿ åíåðãi¨ äëÿ çàìêíóòî¨ ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè.

Âíàñëiäîê îäíîðiäíîñòi ïðîñòîðó äëÿ çàìêíóòî¨ ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè âñi

òî÷êè ïðîñòîðó ðiâíîïðàâíi. Òîìó ¨¨ ôóíêöiÿ Ëàãðàíæà íå ìà¹ çàëåæàòè âiä

ïîëîæåííÿ ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè â ïðîñòîði. Âîíà ìîæå çàëåæàòè òiëüêè âiä

âiäíîñíèõ âiäñòàíåé ìiæ ìàòåðiàëüíèìè òî÷êàìè ñèñòåìè.

Çàêîí çáåðåæåííÿ ìîìåíòó iìïóëüñó çàìêíóòî¨ ñèñòåìè ìàòåðiàëüíèõ òî-

÷îê â ëàãðàíæîâîìó ôîðìàëiçìè âèâîäèòüñÿ iç içîòðîïíîñòi ïðîñòîðó. Âíàñëi-

äîê içîòðîïíîñòi ïðîñòîðó îði¹íòàöiÿ ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè âiäíîñíî ïðîñòîðó

íå ïîâèííà âïëèâàòè íà ¨¨ ìåõàíi÷íi âëàñòèâîñòi.

Â äåÿêèõ âèïàäêàõ îêðåìi ôóíäàìåíòàëüíi çàêîíè çáåðåæåííÿ âèêîíó¹-

òüñÿ äëÿ ñèñòåì ìàòåðiàëüíèõ òî÷îê, ÿêi âçà¹ìîäiþòü ç iíøèìè òiëàìè. ßêùî

çîâíiøí¹ ïîëå âîëîäi¹ äåÿêèìè âëàñòèâîñòÿìè ñèìåòði¨, òî ¨ì âiäïîâiäàþòü

çàêîíè çáåðåæåííÿ. Íàïðèêëàä, â öåíòðàëüíîìó ñèìåòðè÷íîìó ïîëi çáåðiãà-

¹òüñÿ ìîìåíò iìïóëüñó ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè, ÿêèé âèçíà÷åíèé âiäíîñíî öåíòðà

ñèìåòði¨ ïîëÿ. Öå âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî ïîâîðîòè ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè âiäíîñíî

îñi, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç öåíòð ñèìåòði¨ ïîëÿ, íå âïëèâàþòü íà ðóõ ìåõàíi÷íî¨

ñèñòåìè.

Ñåðåä iíòåãðàëiâ ðóõó îñîáëèâå çíà÷åííÿ ìàþòü àäèòèâíi iíòåãðàëè ðóõó.

Öå òàêi âåëè÷èíè, ùî ¨õ çíà÷åííÿ äëÿ ñèñòåìè, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç ÷àñòèí, âçà-

¹ìîäi¹þ ÿêèõ ìîæíà çíåõòóâàòè, äîðiâíþ¹ ñóìi çíà÷åíü äëÿ êîæíî¨ ç ÷àñòèí

îêðåìî.

Àäèòèâíi çàêîíè çáåðåæåííÿ âèÿâëÿþòüñÿ ïîâ'ÿçàíèìè ç âëàñòèâîñòÿìè
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ñèìåòði¨ ïðîñòîðó i ÷àñó. Öå âèïëèâà¹ ç äîâåäåíî¨ â ìàòåìàòèöi òåîðåìè Åììè

Íüîòåð (1918 ð.), ÿêó äëÿ ïîòðåá ìåõàíiêè ìîæíà ñôîðìóëþâàòè íàñòóïíèì

÷èíîì [15]: Áóäü-ÿêîìó îáîðîòíîìó íåïåðåðâíîìó ïåðåòâîðåííþ êîîðäèíàò,

ïðè ÿêîìó ôóíêöiÿ äi¨ àáî ëàãðàíæiàí ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè çàëèøà¹òüñÿ iíâà-

ðiàíòíîþ âåëè÷èíîþ, âiäïîâiäà¹ àäèòèâíèé iíòåãðàë ðóõó öi¹¨ ñèñòåìè.

Îòæå, çàêîíè çáåðåæåííÿ ïîâ'ÿçàíi ç ïðèíöèïàìè iíâàðiàíòíîñòi, â ÿêèõ

çíàõîäÿòü ñâî¹ âèðàæåííÿ ãåîìåòðè÷íi ñèìåòði¨ ïðîñòîðó i ÷àñó àáî æ âíó-

òðiøíi ñèìåòði¨ âçà¹ìîäi¨. Çâiäñè âèïëèâà¹ âàæëèâiñòü çàêîíiâ çáåðåæåííÿ ÿê

ç ïðàêòè÷íî¨, òàê i ç òî÷êè çîðó ñâiòîãëÿäó.

Â êëàñè÷íié ìåõàíiöi ðîçãëÿäàþòüñÿ ãåîìåòðè÷íi ñèìåòði¨, ÿêi ïîâ'ÿçàíi ç

òàêèìè âëàñòèâîñòÿìè ïðîñòîðó i ÷àñó, ÿê îäíîðiäíiñòü i içîòðîïíiñòü ïðîñòî-

ðó òà îäíîðiäíiñòü ÷àñó. Îñêiëüêè iíøèõ âëàñòèâîñòåé ïðîñòîðó i ÷àñó íåìà¹,

öå ïðèâåëî Àíði Ïóàíêàðå äî ôîðìóëþâàííÿ òåîðåìè, çãiäíî ç ÿêîþ â ìåõà-

íiöi iñíó¹ ëèøå ñiì àíàëiòè÷íèõ àäèòèâíèõ iíòåãðàëiâ ðóõó:

1) åíåðãiÿ E, ÿêà ¹ íàñëiäêîì îäíîðiäíîñòi ÷àñó;

2) 3 ïðîåêöi¨ iìïóëüñó px, py, pz, ÿêi ¹ íàñëiäêîì îäíîðiäíîñòi ïðîñòîðó;

3) 3 ïðîåêöi¨ ìîìåíòó iìïóëüñó Mx,My,Mz, ÿêi ¹ íàñëiäêîì içîòðîïíîñòi

ïðîñòîðó.

Îñêiëüêè âëàñòèâîñòi ñèìåòði¨ ïðîñòîðó i ÷àñó ¹ òî÷íèìè, òî âiäïîâiäíi çà-

êîíè çáåðåæåííÿ ¹ ñòðîãèìè. Çáåðåæåííÿ åëåêòðè÷íîãî, ëåïòîííîãî, áàðiîí-

íîãî òà iíøèõ çàðÿäiâ, ùî çóñòði÷àþòüñÿ ó ôiçèöi åëåìåíòàðíèõ ÷àñòèíîê, ¹

íàñëiäêîì âëàñòèâîñòåé ñèìåòði¨ åëåêòðîìàãíiòíî¨, ñëàáêî¨ i ñèëüíî¨ âçà¹ìî-

äié. Äåÿêi iç ñèìåòðié âçà¹ìîäié íå ¹ òî÷íèìè, òîìó ó ôiçèöi åëåìåíòàðíèõ

÷àñòèíîê çóñòði÷àþòüñÿ i íàáëèæåíi çàêîíè çáåðåæåííÿ.

6.1 Òåîðåìà Íüîòåð

Âåëèêå çíà÷åííÿ öi¹¨ òåîðåìè â ðîçâèòêó ñó÷àñíî¨ òåîðåòè÷íî¨ ôiçèêè îá-

óìîâëåíî òèì, ùî â íié âñòàíîâëþ¹òüñÿ äîñèòü çàãàëüíèé çâ'ÿçîê ìiæ ïåðå-

òâîðåííÿìè, ùî çàëèøàþòü äiþ iíâàðiàíòíîþ, i çàêîíàìè çáåðåæåííÿ.

Òåîðåìà Íüîòåð â íàéáiëüø ïðîñòîìó âèïàäêó çâîäèòüñÿ äî òâåðäæåí-

íÿ ïðî òå, ùî áóäü-ÿêîìó íåïåðåðâíîìó îáîðîòíüîìó êîîðäèíàò, ïðè ÿêîìó

ôóíêöiÿ äi¨ S äàíî¨ ãàìiëüòîíîâî¨ ñèñòåìè çàëèøà¹òüñÿ iíâàðiàíòíîþ, âiä-

ïîâiäà¹ ïåðøèé iíòåãðàë ðiâíÿíü Ëàãðàíæà öi¹¨ ñèñòåìè.

Íåõàé çàäàíî íåïåðåðâíå îáîðîòíå ïåðåòâîðåííÿ

q′j = q′j(q, t, ε) (j = 1, 2, ..., s), (6.1)
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ÿêå çàëåæèòü âiä äåÿêîãî íåñêií÷åííî ìàëîãî ïàðàìåòðà ε , ïðè÷îìó ÿêùî

ε = 0 , òî ïåðåòâîðåííÿ ïåðåõîäèòü â òîòîæíå, òîáòî

q′j|ε=0 = qj, (j = 1, 2, ..., s), (6.2)

âèêîðèñòîâóþ÷è ìàëiñòü ïàðàìåòðà ε

q′j = q′j(q, t, ε)
∣∣∣
ε=0

+

(
∂q′j
∂ε

) ∣∣∣
ε=0

· ε+ 1

2

∂2q′j
∂ε2

∣∣∣
ε=0

· ε2 + .... (6.3)

Îòæå, âàðiàöi¨ êîîðäèíàò q, âiäïîâiäíi ïåðåòâîðåííÿ (6.1), ðiâíi

δqj = q′j − qj =

(
∂q′j
∂ε

) ∣∣∣
ε=0

· ε. (6.4)

Óâåäåìî äiþ S, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì

Îá÷èñëèìî âàðiàöiþ äi¨ S =
∫ t1
t0

L (q, q̇, t)dt:

δS = δ

∫ t1

t0

L (q, q̇, t)dt =

∫ t1

t0

δL (q, q̇, t)dt. (6.5)

Çíàéäåìî âàðiàöiþ ôóíêöi¨ Ëàãðàíæà â (6.5):

δL (q, q̇, t) =
s∑

j=1

∂L

∂qj
δqj +

s∑
j=1

∂L

∂q̇j
δq̇j (6.6)

Ïåðåòâîðèìî äðóãèé äîäàíîê ó ïðàâié ÷àñòèíi ñïiââiäíîøåííÿ (6.6). Ìà-

¹ìî:

∂L

∂q̇j
δq̇j ≡

∂L

∂q̇j
δ
dqj
dt

=
∂L

∂q̇j

d

dt
δqj =

d

dt

(
∂L

∂q̇j
δqj

)
− d

dt

(
∂L

∂q̇j

)
δqj (6.7)

Ïiäñòàâèâøè (6.7) ó (6.6), îäåðæèìî:

δL =
s∑

j=1

[
∂L

∂qj
− d

dt

(
∂L

∂q̇j

)]
δqj +

s∑
j=1

d

dt

(
∂L

∂q̇j
δqj

)
(6.8)

Òóò âèðàç ó êâàäðàòíèõ äóæêàõ â ñèëó ðiâíÿííÿ Ëàãðàíæà äðóãîãî ðîäó

äîðiâíþ¹ íóëþ:
d

dt

(
∂L

∂q̇j

)
− ∂L

∂qj
= 0 (Qd

j = 0),

òîìó äëÿ âàðiàöi¨ ôóíêöi¨ Ëàãðàíæà iç (6.8) ìà¹ìî

δL =
s∑

j=1

d

dt

(
∂L

∂q̇j
δqj

)
. (6.9)
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Ïiäñòàâèâøè (6.9) ó (6.5), äëÿ âàðiàöi¨ äi¨ îäåðæèìî:

δS =
s∑

j=1

t1∫
t0

d

dt

(
∂L

∂q̇j
δqj

)
dt =

s∑
j=1

∂L

∂q̇j
δqj

∣∣∣∣t1
t0

,

àáî, âèêîðèñòîâóþ÷è (6.3), çíàéäåìî âàðiàöiþ äi¨ íà äiéñíié òðà¹êòîði¨

δS = ε
s∑

j=1

∂L

∂q̇j

(
∂q′j
∂ε

)
ε=0

∣∣∣∣t1
t0

. (6.10)

Àëå çà óìîâîþ òåîðåìè äiÿ S ¹ iíâàðiàíòíîþ ïðè ïåðåòâîðåííi (6.1), òîáòî

δS = 0. Òîìó iç (6.10) âèïëèâà¹ ðiâíiñòü

s∑
j=1

∂L

∂q̇j

(
∂q′j
∂ε

)
ε=0

∣∣∣∣
t1

=
s∑

j=1

∂L

∂q̇j

(
∂q′j
∂ε

)
ε=0

∣∣∣∣
t0

. (6.11)

Îñêiëüêè ìîìåíòè ÷àñó t0 i t1 � äîâiëüíi, òî îäåðæèìî, ùî ïåðåòâîðåííþ (6.1)

âiäïîâiäà¹ ïåðøèé iíòåãðàë ðiâíÿíü Ëàãðàíæà

s∑
j=1

∂L

∂q̇j

(
∂q′j
∂ε

)
ε=0

= const. (6.12)

Òåîðåìà äîâåäåíà.

6.2 Ôiçè÷íi íàñëiäêè iç òåîðåìè Íüîòåð.

6.2.1 Çàêîí çáåðåæåííÿ iìïóëüñó äëÿ çàìêíóòî¨ âiëüíî¨ ñè-

ñòåìè. Îäíîðiäíiñòü ïðîñòîðó. Îäåðæèìî çàêîíè çáåðåæåííÿ äëÿ çà-

ìêíóòî¨ âiëüíî¨ ñèñòåìè, ëàíãðàíæiàí ÿêî¨ â iíåðöiàëüíié ñèñòåìi âiäëiêó

ìà¹ âèãëÿä

L =
N∑
i=1

mi

2
v2i −

∑
i<j

Uij(|−→r i −−→r j|). (6.13)

Öåé ëàãðàíæiàí, à îòæå i äiÿ S, iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî íåñêií÷åííî ìàëîãî

ïàðàëåëüíîãî ïåðåíîñó ε ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè (â öüîìó ïðîÿâëÿ¹òüñÿ îäíîði-

äíiñòü ïðîñòîðó). Íàïðàâèìî ε óçäîâæ îñi Ox; òîäi äëÿ ïåðåòâîðåííÿ êîîð-

äèíàò òî÷îê ñèñòåìè ìà¹ìî:

x′i = xi + ε, y′i = yi, z′i = zi (i = 1, 2, ..., N). (6.14)
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Ó öüîìó âèïàäêó
∂q′j
∂ε

⇒ ∂x′i
∂ε

= 1;
∂y′i
∂ε

=
∂z′i
∂ε

= 0

i âiäïîâiäíèé ïåðåòâîðåííþ (6.14) iíòåãðàë ðóõó (6.12) ìà¹ âèä

N∑
i=1

∂L

∂ẋi

(
∂x′i
∂ε

)
ε=0

=
N∑
i=1

miẋi = Px0. (6.15)

∂L

∂ẋi
=

N∑
l=1

ml

2
· 2 · ẋl · δli = miẋl, (6.16)

òóò δli � ñèìâîë Êðîíåêåðà (2.12). Ïiäñòàâèìî (6.16) â (6.12) i îäåðæèìî (6.15).

Âèêîðèñòîâóþ÷è äîâiëüíiñòü âåêòîðà ε , àíàëîãi÷íî ïåðåêîíà¹ìîñÿ â çáå-

ðåæåííi ïðîåêöié iìïóëüñó ñèñòåìè íà âiñü Oy:

x′i = xi, z′i = zi, y′i = yi + ε (i = 1, 2, ..., N).

Îäåðæèìî:

N∑
i=1

∂L

∂ẏi

(
∂y′i
∂ε

)
ε=0

=
N∑
i=1

miẏi = Py0. (6.15′)

Íà îñi Oz

x′i = xi, y′i = yi, z′i = zi + ε, (i = 1, 2, ..., N).

Îäåðæèìî:

N∑
i=1

∂L

∂żi

(
∂z′i
∂ε

)
ε=0

=
N∑
i=1

miżi = Pz0. (6.15′′)

Òàêèì ÷èíîì, iìïóëüñ çàìêíóòî¨ ñèñòåìè çáåðiãà¹òüñÿ.

6.2.2 Çàêîí çáåðåæåííÿ ìîìåíòó iìïóëüñó. Içîòðîïíiñòü ïðî-

ñòîðó. Ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî (6.6) iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî íåñêií÷åííî ìàëîãî

äîâiëüíîãî ïîâîðîòó ε. Ðîçãëÿíåìî ïîâîðîò ε íàâêîëî îñi Oz, ïðè ÿêîìó

x′i = xi − εyi,

y′i = yi + εxi,

z′i = zi (i = 1, 2, ..., N),

(6.17)
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i âiäïîâiäíèé iíòåãðàë ðóõó

N∑
i=1

[
∂L

∂ẋi

(
∂x′i
∂ε

)
ε=0

+
∂L

∂ẏi

(
∂y′i
∂ε

)
ε=0

]
=

N∑
i=1

mi(xiẏi − yiẋi) = Mz0. (6.18)

Àíàëîãi÷íî çíàéäåìî iíøi iíòåãðàëè Mx0 òà My0 i òèì ñàìèì ïåðåêîíà¹-

ìîñÿ â çáåðåæåíi êiíåòè÷íîãî ìîìåíòó ñèñòåìè.

6.2.3 Çàêîí çáåðåæåííÿ åíåðãi¨. Îäíîðiäíiñòü ÷àñó. Íàðå-

øòi, ôóíêöiÿ Ëàãðàíæà (6.13), ÿêà íå çàëåæèòü ÿâíî âiä ÷àñó, iíâàðiàíòíà

âiäíîñíî íåñêií÷åííî ìàëîãî ½çìiùåííÿ� ñèñòåìè â ÷àñi, òîáòî iíâàðiàíòíîþ

ùîäî ïåðåòâîðåííÿ

t′ = t+ ε (6.19)

(â öüîìó ïðîÿâëÿ¹òüñÿ îäíîðiäíiñòü ÷àñó). Îñêiëüêè â äàíîìó âèïàäêó âàði-

àöiÿ ÷àñó âiäìiííà âiä íóëÿ i äîðiâíþ¹ δt = t′ − t = ε, ïîòðiáíî ñêîðèñòàòèñÿ

ïîâíîþ âàðiàöi¹þ äi¨, êîëè âàðiþþòüñÿ íå ëèøå ïî÷àòêîâå i êiíöåâå ïîëî-

æåííÿ ñèñòåìè, àëå i ïî÷àòêîâèé i êiíöåâèé ìîìåíòè ÷àñó. Âèêîðèñòîâóþ÷è

âèçíà÷åííÿ (5.1), äëÿ ïîâíî¨ âàðiàöi¨ äi¨ S îäåðæèìî:

δS =

∫ t1

t0

s∑
j=1

{
∂L

∂qj
δqj +

∂L

∂q̇j
δq̇j

}
dt+

∫ t1

t0

(
dL

dt
δt

)
dt, (6.20)

äå ïåðøèé iíòåãðàë ïîâ'ÿçàíèé iç çìiíîþ âèäó ôóíêöié qj(t), à äðóãèé � iç çìi-

íîþ ¨¨ àðãóìåíòó t. Ïåðåòâîðèìî äðóãèé äîäàíîê â ôiãóðíèõ äóæêàõ (6.20),

âèêîðèñòîâóþ÷è êîìóòàòèâíiñòü îïåðàöi¨ âàðiþâàííÿ ç îïåðàöi¹þ äèôåðåíöi-

þâàííÿ çà ÷àñîì:

∂L

∂q̇j
δq̇j =

∂L

∂q̇j

d

dt
δqj =

d

dt

(
∂L

∂q̇j
δqj

)
− d

dt

(
∂L

∂q̇j

)
δqj. (6.21)

Êðiì òîãî, îá÷èñëèìî äðóãèé iíòåãðàë â ïðàâié ÷àñòèíi (6.20). Ìà¹ìî∫ t1

t0

(
dL

dt
δt

)
dt =

∫ t1

t0

dL δt =

∫ t1

t0

d(L δt)−
∫ t1

t0

L dδt = L δt

∣∣∣∣t1
t0

−
∫ t1

t0

L dδt.

Àëå δt = t′− t = ε i dδt = 0. Òîìó iç ïîïåðåäíüîãî ñïiââiäíîøåííÿ îäåðæèìî,

ùî ∫ t1

t0

(
dL

dt
δt

)
dt = L δt

∣∣∣∣t1
t0

. (6.22)
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Ïiäñòàâëÿþ÷è âèðàçè (6.21) i (6.22) ó (6.20), îòðèìà¹ìî

δS =

∫ t1

t0

s∑
j=1

{
∂L

∂qj
− d

dt

(
∂L

∂q̇j

)}
δqjdt+

+

∫ t1

t0

s∑
j=1

d

(
∂L

∂q̇j
δqj

)
+ L δt

∣∣∣∣t1
t0

.

(6.23)

Âðàõîâóþ÷è, ùî ìiæ çìiíàìè ïî÷àòêîâîãî i êiíöåâîãî ïîëîæåííÿ ñèñòåìà

ðóõà¹òüñÿ ïî äiéñíèì òðà¹êòîðiÿì ó âiäïîâiäíîñòi ç ðiâíÿííÿìè Ëàãðàíæà

(2.29), ïðèðiâíÿ¹ìî äî íóëÿ âèðàç ó ôiãóðíèõ äóæêàõ â (6.23) i òèì ñàìèì

çíàéäåìî, ùî

δS =
s∑

j=1

∂L

∂q̇j
δqj

∣∣∣∣t1
t0

+ L δt

∣∣∣∣t1
t0

.

Âèêîðèñòîâóþ÷è îçíà÷åííÿ óçàãàëüíåíîãî iìïóëüñó pj, à ñàìå pj = ∂L
∂q̇j

(3.11), îäåðæàíèé âèùå âèðàç äëÿ ïîâíî¨ âàðiàöi¨ äi¨ ìîæíà ïîäàòè ó òàêîìó

âèãëÿäi:

δS =
s∑

j=1

pj1 δqj(t1)−
s∑

j=1

pj0 δj(t0) + L1 δt1 − L0 δt2. (6.24)

Òóò L1 � çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ L â ìîìåíò t1, L0 � çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ L â

ìîìåíò t0, δt1 i δt0 � âàðiàöi¨ êiíöåâîãî i ïî÷àòêîâîãî ìîìåíòiâ ÷àñó; pj1 i pj0
� óçàãàëüíåíi iìïóëüñè âiäïîâiäíî â ìîìåíòè ÷àñó t1 i t0, à δqj(t1) i δqj(t0) �

âàðiàöi¨ ôóíêöié qj(t) â ìîìåíò ÷àñó t1 i t0. Ïiäêðåñëèìî ùå ðàç, ùî öi âàðiàöi¨

ïîâ'ÿçàíi òiëüêè çi çìiíîþ âèäó ôóíêöié qj(t) i íà âiäìiíó âiä ïîâíèõ âàðiàöié

áåðóòüñÿ ïðè ôiêñîâàíîìó ÷àñi t.

Äëÿ ïîâíèõ âàðiàöié δqj0 i δqj1 ìà¹ìî:

δqj0 = δqj(t0) + q̇j(t0)δt0, (6.25)

i

δqj1 = δqj(t1) + q̇j(t1)δt1. (6.26)

Ïiäñòàâèâøè âèðàçè äëÿ ïîâíèõ âàðiàöié (6.25) i (6.26) ó ïîâíó âàðiàöiþ äi¨

(6.24), îäåðæèìî:

δS =
s∑

j=1

pj1δqj1 −
s∑

j=1

pj1q̇j(t1) δt1−

−
s∑

j=1

pj0 δqj0 +
s∑

j=1

pj0q̇j(t0) δt0 + L1 δt1 − L0 δt0

(6.27)
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àáî

δS =
s∑

j=1

pj1 δqj1 −H1 δt1 −
s∑

j=1

pj0 δqj0 +H0 δt0, (6.28)

äå H(q, p, t) � óçàãàëüíåíà åíåðãiÿ (3.19) ÿê ôóíêöiÿ çìiííèõ q, p i t (òîáòî

ôóíêöiÿ Ãàìiëüòîíà):

H(q, p, t) =

{
s∑

i=1

piq̇i − L

}
q̇→q̇(q,p,t)

. (6.29)

Àëå δt0 = δt1 = ε, à δq0 = δq1 = 0, òîìó iç (6.28) ìà¹ìî:

δS = (−H1 +H0)ε = 0, (6.30)

àáî â ñèëó äîâiëüíîñòi ε ̸= 0.

Ðèñ. 6.1. Äâi ½òðà¹êòîði¨� ñèñòåìè â ïðîñòîði q, t; îäíà ç öèõ ½òðà¹êòîðié�

ïðîõîäèòü ÷åðåç ½òî÷êó� q0, t0, à äðóãà � ÷åðåç q0 + δq0, t0 + δt0.

Äëÿ ðîçãëÿíóòî¨ ñèñòåìè ôóíêöiÿ Ãàìiëüòîíà i ïîâíà åíåðãiÿ ñïiâïàäàþòü,

òîìó iç (6.30) çíàéäåìî:

δS = (E0 − E1)ε = 0, (6.31)

çâiäêè âèïëèâà¹ çáåðåæåííÿ ïîâíî¨ åíåðãi¨ ñèñòåìè:

N∑
i=1

miv
2
i

2
+

N∑
i<j=1

Uij = E0. (6.32)
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7. Ëàãðàíæåâèé ôîðìàëiçì â ñïåöiàëüíié òåîði¨ âiäíîñíîñòi

Âè÷åðïíîìó âèêëàäó ñïåöiàëüíî¨ òåîði¨ âiäíîñíîñòi ïðèñâÿ÷åíî ÷èñëåííi

ìîíîãðàôi¨, îãëÿäè òà íàóêîâi ñòàòòi, ÷àñòèíà ç ÿêèõ íàâåäåíà ó ïåðåëiêó ðå-

êîìåíäîâàíî¨ ëiòåðàòóðè (äèâ. íàïðèêëàä, [9,10,16]). Ìè æ ó äàíîìó ðîçäiëi

îñíîâíó óâàãó ñïðÿìó¹ìî íà òå, ùîá ïîêàçàòè, ÿê ñïåöiàëüíà òåîðiÿ âiäíî-

ñíîñòi (ÑÒÂ) ìîæå áóòè óâåäåíà â êëàñè÷íîìó ìåõàíiêó. Òîìó ìè íàâåäåìî

îñíîâíi ïîëîæåííÿ i ðåçóëüòàòè ÑÒÂ ëèøå â òié ìiði, ÿêà íåîáõiäíà íàì äëÿ

âêàçàíî¨ ìåòè.

7.1 Ïîñòóëàòè ñïåöiàëüíî¨ òåîði¨ âiäíîñíîñòi

ßê âiäîìî, â îñíîâó ÑÒÂ ïîêëàäåíî äâà ïîñòóëàòè, ñôîðìóëüîâàíi À. Åéí-

øòåéíîì ó 1905 ðîöi:

1. Ïðèíöèï âiäíîñíîñòi Åéíøòåéíà: âñi ôiçè÷íi ÿâèùà â óñiõ iíåðöiàëü-

íèõ ñèñòåìàõ âiäëiêó (IÑÂ) ïðè îäíàêîâèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâàõ ïðîòiêàþòü

îäíàêîâî. Öå îçíà÷à¹, ùî ðiâíÿííÿ, ÿêi îïèñóþòü ôiçè÷íi ÿâèùà áóäü-ÿêî¨

ïðèðîäè, îäíàêîâi â óñiõ IÑÂ.

2. Ïðèíöèï ñòàëîñòi øâèäêîñòi ñâiòëà: ñâiòëî ó âàêóóìi çàâæäè ïî-

øèðþ¹òüñÿ ç ïîñòiéíîþ øâèäêiñòþ c = 2, 998 · 108ì/ñ, íåçàëåæíî âiä ñòàíó

âèïðîìiíþþ÷îãî òiëà.

Ìåõàíiêà Íüþòîíà ãðóíòó¹òüñÿ íà ïðèïóùåíi ïðî ìèòò¹âó ïåðåäà÷ó âçà¹-

ìîäié âiä îäíîãî òiëà äî iíøîãî. Ñïåöiàëüíà æ òåîðiÿ âiäíîñíîñòi âñòàíîâëþ¹

ãðàíè÷íó øâèäêiñòü ïîøèðåííÿ âçà¹ìîäié, ùî äîðiâíþ¹ øâèäêîñòi ñâiòëà c.

Ìåõàíiêó ïîáóäîâàíó íà ïîñòóëàòàõ Åéíøòåéíà, íàçèâàþòü ðåëÿòèâiñò-

ñüêîþ, òîäi ÿê ìåõàíiêó Íüþòîíà íàçèâàþòü êëàñè÷íîþ.

Â êëàñè÷íié ìåõàíiöi ìîæíà çíåõòóâàòè âïëèâîì ñêií÷åííîñòi øâèäêîñòi

ïîøèðåííÿ âçà¹ìîäi¨, ÿêùî v << c. Öå îçíà÷à¹, ùî â ãðàíèöi c → ∞ ðåëÿòè-

âiñòñüêà ìåõàíiêà ìà¹ ïåðåõîäèòè â êëàñè÷íó ìåõàíiêó Íüþòîíà.

Ïåðåòâîðåííÿ Ëîðåíöà. Âèõîäÿ÷è iç ñôîðìóëüîâàíèõ âèùå ïîñòóëà-

òiâ òåîði¨ âiäíîñíîñòi Åéíøòåéíà, ìîæíà çíàéòè çàêîí ïåðåòâîðåííÿ, ÿêèé

çâ'ÿçó¹ ìiæ ñîáîþ ïðîñòîðîâi êîîðäèíàòè i ÷àñ ó äâîõ ñèñòåìàõ âiäëiêó, ùî

ðóõàþòüñÿ ïðÿìîëiíiéíî i ðiâíîìiðíî îäíà âiäíîñíî îäíî¨. Ç öi¹þ ìåòîþ ðîç-

ãëÿíåìî äâi ñèñòåìè âiäëiêó K i K ′, ùî ðóõàþòüñÿ îäíà âiäíîñíî îäíî¨ çi

ñòàëîþ øâèäêiñòþ v⃗ âçäîâæ îñåé x i x′ (ðèñ. 7.1). Ââàæà¹ìî, ùî ó ïî÷à-

òêîâèé ìîìåíò ÷àñó ïî÷àòêè âiäëiêó ñèñòåì K i K ′ ñïiâïàäàþòü. Ïðè öüîìó



70 Ì.I. Êàðáîâàíåöü, Â.Þ. Ëàçóð, �.À. Íîäü

íåìà æîäíèõ ïiäñòàâ ââàæàòè, ùî ÷àñ t′ â ñèñòåìi K ′ ñïiâïàäà¹ ç ÷àñîì t â

ñèñòåìi K, ÿê öå áåççàñòåðåæíî ïðèéìàëîñÿ â êëàñè÷íié ôiçèöi. Íåõàé äå-

ÿêèé êiíåìàòè÷íèé ïðîöåñ âèâ÷à¹òüñÿ ñïîñòåðiãà÷åì, ÿêèé ðóõà¹òüñÿ ðàçîì ç

ñèñòåìîþ K ′ i îïèñó¹ éîãî çà äîïîìîãîþ âåëè÷èí (x′, y′, z′, t′). Íåîáõiäíî çíà-

éòè çàêîí ïåðåòâîðåííÿ öèõ âåëè÷èí, ÿêèé ïðèâîäèòü äî ïðàâèëüíîãî îïèñó

äîñëiäæóâàíîãî ïðîöåñó â çìiííèõ (x, y, z, t), ùî âèêîðèñòîâóþòüñÿ ñïîñòåði-

ãà÷åì, ÿêèé ðóõà¹òüñÿ ðàçîì ç ñèñòåìîþ K.

Ðèñ. 7.1

Àíàëiòè÷íèé çâ'ÿçîê ìiæ âåëè÷èíàìè (x, y, z, t) i (x′, y′, z′, t′) âïåðøå îòðè-

ìàâ Ëîðåíö. Îäåðæàíi íèì ôîðìóëè, ÿêi íîñÿòü íàçâó ïåðåòâîðåíü Ëîðåíöà,

ìàþòü âèãëÿä (äèâ. [10]):

x′ =
x− vt√
1− v2

c2

; y′ = y; z′ = z; t′ =
t− v

c2x√
1− v2

c2

. (7.1)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ïðèíöèï âiäíîñíîñòi Åéíøòåéíà ùîäî ðiâíîïðàâíîñòi ñè-

ñòåì âiäëiêó K i K ′, íåâàæêî îäåðæàòè ôîðìóëè i îáåðíåíîãî ïåðåòâîðåííÿ

êîîðäèíàò i ÷àñó âiä ñèñòåìè âiäëiêó K äî ñèñòåìè âiäëiêó K ′:

x =
x′ + vt′√
1− v2

c2

; y = y′; z = z′; t =
t′ + vx′

c2√
1− v2

c2

. (7.2)

Ïðè îäåðæàííi ïåðåòâîðåíü (7.2) áóëî âðàõîâàíî, ùî íàïðÿì øâèäêîñòi

ñèñòåìè âiäëiêó K âiäíîñíî K ′ áóäå çâîðîòíiì (òîáòî, −v⃗).

Âàæëèâîþ îñîáëèâiñòþ ïåðåòâîðåíü Ëîðåíöà ¹ òå, ùî ïðè âiäíîñíèõ øâèä-

êîñòÿõ ðóõó, íàáàãàòî ìåíøèõ øâèäêîñòi ñâiòëà (v << c), âîíè ïåðåõîäÿòü ó

ïåðåòâîðåííÿ Ãàëiëåÿ:

x ≈ x′ + vt; t′ = t,

ÿêi çàñòîñîâíi ó êëàñè÷íié ìåõàíiöi.
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Iíòåðâàë. Îäíà iç îñíîâíèõ çàäà÷, ÿêà ïîñòà¹ ïåðåä òåîði¹þ âiäíîñíîñòi,

ïîëÿãà¹ ó çíàõîäæåííi àáñîëþòíèõ, íå çàëåæíèõ âiä âèáîðó IÑÂ âåëè÷èí,

ÿêi õàðàêòåðèçóþòü äîñëiäæóâàíi ôiçè÷íi ÿâèùà i ïðîöåñè. Ïåðøîþ ç òàêèõ

âåëè÷èí, ÿê öå ñëiäó¹ iç äðóãîãî ïîñòóëàòó ÑÒÂ, ¹ óíiâåðñàëüíà øâèäêiñòü

ðîçïîâñþäæåííÿ âçà¹ìîäi¨ � øâèäêiñòü ñâiòëà c. Iíøèì âàæëèâèì iíâàðiàíòîì

òåîði¨ âiäíîñíîñòi ¹ òàê çâàíèé iíòåðâàë, ïîíÿòòÿ ÿêîãî óçàãàëüíþ¹ çâè÷àéíi

ïîíÿòòÿ iíòåðâàëó (òîáòî âiäñòàíi) ìiæ äâîìà òî÷êàìè ïðîñòîðó i iíòåðâàëó

÷àñó ìiæ äâîìà ïîäiÿìè ó êëàñè÷íié ìåõàíiöi.

Ðîçãëÿíåìî ïîíÿòòÿ iíòåðâàëó áiëüø äåòàëüíî. Íåõàé â IÑÂ K âiäáóëèñÿ

äåÿêi äâà ôiçè÷íi ÿâèùà, ÿêi áóäåìî íàçèâàòè ïîäiÿìè. Ââàæà¹ìî, ùî ïåðøà

ïîäiÿ âiäáóëàñÿ â òî÷öi ïðîñòîðó ç êîîðäèíàòàìè (x1, y1, z1) ó ìîìåíò ÷àñó t1,

à äðóãà � ó òî÷öi ç êîîðäèíàòàìè (x2, y2, z2) ó ìîìåíò ÷àñó t2. Òîäi iíòåðâàëîì

ìiæ öèìè äâîìà ïîäiÿìè íàçèâàþòü âåëè÷èíó

s12 =
√
c2(t2 − t1)2 − (x2 − x1)2 − (y2 − y1)2 − (z2 − z1)2. (7.3)

Â iíøié IÑÂ K ′ öi ïîäi¨ çàäàþòüñÿ ñâî¨ìè íàáîðàìè ïðîñòîðîâèõ i ÷àñî-

âèõ êîîðäèíàò (x′1, y
′
1, z

′
1), t

′
1 i (x

′
2, y

′
2, z

′
2), t

′
2. Òîìó â öié IÑÂ K ′ iíòåðâàë ìiæ

ïîäiÿìè äîðiâíþ¹:

s′12 =
√

c2(t′2 − t′1)
2 − (x′2 − x′1)

2 − (y′2 − y′1)
2 − (z′2 − z′1)

2.

Iíâàðiàíòíiñòü iíòåðâàëà âiäíîñíî ïåðåòâîðåíü Ëîðåíöà ìîæå áóòè ïåðåâiðå-

íà áåçïîñåðåäíiì îá÷èñëåííÿì. Äiéñíî, ïiäñòàâèâøè ôîðìóëè ïåðåòâîðåííÿ

Ëîðåíöà (7.1) â iíòåðâàë s′12 i âèêîíàâøè åëåìåíòàðíi îá÷èñëåííÿ, îäåðæèìî:

s′12 = s12.

Òàêèì ÷èíîì, ïðè ïåðåõîäi âiä îäíi¹¨ IÑÂ äî iíøî¨ iíòåðâàë ìiæ äâîìà

ïîäiÿìè íå çìiíþ¹òüñÿ, òîáòî ¹ iíâàðiàíòîì. Òîìó òâåðäæåííÿ: ½ Äâi ôiçè÷íi

ïîäi¨ ðîçäiëåíi iíòåðâàëîì s� ìà¹ àáñîëþòíèé õàðàêòåð i ñïðàâåäëèâå äëÿ

âñiõ iíåðöiàëüíèõ ñèñòåì âiäëiêó. Ó òîé æå ÷àñ â êëàñè÷íié ìåõàíiöi òàêèìè

iíâàðiàíòíèìè ïðè ïåðåõîäi âiä îäíi¹¨ IÑÂ äî iíøî¨ âåëè÷èíàìè ¹ ïîîêðåìî

âiäñòàíi i ïðîìiæêè ÷àñó.

×àñòî ðîçãëÿäàþòü iíòåðâàë ìiæ äâîìà ïîäiÿìè, ÿêi âiäáóâàþòüñÿ â íå-

ñêií÷åííî áëèçüêèõ òî÷êàõ ÷åðåç íåñêií÷åííî ìàëèé ÷àñ. Ó öüîìó âèïàäêó

iíòåðâàë ìiæ äâîìà ïîäiÿìè äîðiâíþ¹

ds =
√

c2dt2 − dx2 − dy2 − dz2. (7.4)
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7.2 Ëàãðàíæåâèé ôîðìàëiçì â ñïåöiàëüíié òåîði¨ âiäíîñíîñòi

Ïåðåéäåìî òåïåð äî ðåëÿòèâiñòñüêîãî óçàãàëüíåííÿ êëàñè÷íèõ ðiâíÿííÿ

Ëàãðàíæà (2.25) àáî (2.29). Ïåðø æ çà âñå çàóâàæèìî, ùî â ðåëÿòèâiñòñüêîìó

âèïàäêó âàæêî îòðèìàòè ðiâíÿííÿ Ëàãðàíæà, âèõîäÿ÷è òiëüêè ç ïðèíöèïó

Äàëàìáåðà. Ñïðàâà, â òîìó, ùî õî÷à ðiâíiñòü (äèâ. (2.3))

N∑
i=1

(F⃗i − ˙⃗pi) · δr⃗i = 0 (7.5)

ñïðàâåäëèâà íå òiëüêè â êëàñè÷íié, àëå i â ðåëÿòèâiñòñüêié ìåõàíiöi, ïðîòå

âñi ïåðåòâîðåííÿ, âèêîíàíi â ðîçäiëi 2, áóäóòü ó ðåëÿòèâiñòñüêîìó âèïàäêó íå

âiðíi, îñêiëüêè iìïóëüñè p⃗i òåïåð íå äîðiâíþâàòèìóòü mv⃗i.

Iíøèé øëÿõ îäåðæàííÿ ðåëÿòèâiñòñüêèõ ðiâíÿíü Ëàãðàíæà áàçó¹òüñÿ íà

âàðiàöiéíîìó ïðèíöèïi, ÿêèé ¹ çàãàëüíèì ïðèíöèïîì, çàñòîñîâíèì äî áóäü-

ÿêèõ ôiçè÷íèõ ñèñòåì. Ó ðîçäiëi 5 ìè äåòàëüíî ðîçãëÿíóëè îñíîâíi iäå¨ îäíî-

ãî iç òàêèõ ïðèíöèïiâ � ïðèíöèïó íàéìåíøî¨ äi¨, ñòîñîâíî çàäà÷ êëàñè÷íî¨

ìåõàíiêè. Çîêðåìà, áóëî âñòàíîâëåíî, ùî äiéñíîìó ðóõó ñèñòåìè âiäïîâiä-

à¹ ìiíiìóì äi¨, ÿêèé äîñÿãà¹òüñÿ çà óìîâè, ùî ôóíêöiÿ Ëàãðàíæà çàäîâîëü-

íÿ¹ äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ Ëàãðàíæà 2-ãî ðîäó (2.25). Òàêèì ÷èíîì, äëÿ

îäåðæàííÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ðóõó ñèñòåìè i çàêîíiâ çáåðåæåííÿ äè-

íàìi÷íèõ âåëè÷èí â êëàñè÷íié ìåõàíiöi äîñòàòíüî çíàòè ôóíêöiþ Ëàãðàíæà

ñèñòåìè.

Ç'ÿñó¹ìî ïèòàííÿ ïî ìîæëèâiñòü çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó Ëàãðàíæà ó äèíà-

ìiöi ðåëÿòèâiñòñüêî¨ ÷àñòèíêè. ßê âiäîìî (äèâ. ðîçäië 2), ðiâíÿííÿ Ëàãðàíæà

íå çàëåæàòü íi âiä âèáîðó ñèñòåìè âiäëiêó, íi âiä êîíêðåòíèõ âëàñòèâîñòåé

ñèñòåìè, íi âiä âëàñòèâîñòåé ïðîñòîðó i ÷àñó. Ïðè âèâåäåíi öèõ ðiâíÿíü íå íà-

êëàäàëèñÿ æîäíi óìîâè íà âèä i ñòðóêòóðó ôóíêöi¨ Ëàãðàíæà. Òîìó ðiâíÿííÿ

Ëàãðàíæà ìîæíà çàñòîñîâóâàòè i â ÑÒÂ.

Âëàñòèâîñòi ñèìåòði¨ ïðîñòîðó i ÷àñó (îäíîðiäíiñòü òà içîòðîïíiñòü) ïðî-

ÿâëÿ¹òüñÿ i â ðåëÿòèâiñòñüêié îáëàñòi ðóõó, òîìó â ÑÒÂ çàêîíè çáåðåæåííÿ

ìîæíà òàêîæ îäåðæàòè, âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä Ëàãðàíæà.

Ó öüîìó âèïàäêó ïîáóäîâà ðiâíÿíü ðóõó i âåëè÷èí, ùî çáåðiãàþòüñÿ, ó

ñïåöiàëüíié òåîði¨ âiäíîñíîñòi çâîäèòüñÿ äî ïîáóäîâè ðåëÿòèâiñòñüêî¨ ôóíêöi¨

Ëàãðàíæà, ÿêà ïîâèííà çàäîâîëüíÿòè òàêèì óìîâàì:

1) ôóíêöiÿ Ëàãðàíæà ïîâèííà áóòè iíâàðiàíòîì ïåðåòâîðåííÿ Ëîðåíöà

(ïðèíöèï âiäíîñíîñòi);
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2) ôóíêöiþ Ëàãðàíæà ïîòðiáíî áóäóâàòè iç âðàõóâàííÿì âëàñòèâîñòåé

ïðîñòîðó i ÷àñó;

3) ó âèïàäêó, êîëè øâèäêiñòü òiëà íàáàãàòî ìåíøà øâèäêîñòi ñâiòëà, ôóí-

êöiÿ Ëàãðàíæà ïîâèííà íàáóâàòè âiäîìîãî iç íåðåëÿòèâiñòñüêî¨ ìåõàíiêè âè-

ãëÿäó (ïðèíöèï âiäïîâiäíîñòi).

Íàãàäà¹ìî, ùî â íåðåëÿòèâiñòñüêié ìåõàíiöi, áàçîâàíié íà íüþòîíiâñüêèõ

óÿâëåííÿõ ïðî âëàñòèâîñòi ïðîñòîðó i ÷àñó, ïðèíöèïè äàëüíîäi¨ i âiäíîñíîñòi,

ôóíêöiÿ Ëàãðàíæà âiëüíî¨ ÷àñòèíêè â äåêàðòîâèõ êîîðäèíàòàõ äîðiâíþ¹

L =
mv2

2
, (7.6)

äå m � ìàñà ÷àñòèíêè, v⃗ � ¨¨ øâèäêiñòü.

7.2.1 Ôóíêöiÿ Ëàãðàíæà, åíåðãiÿ òà iìïóëüñ âiëüíî¨ ðåëÿ-

òèâiñòñüêî¨ ÷àñòèíêè. Ïîáóäîâó ðåëÿòèâiñòñüêî¨ ôóíêöi¨ Ëàãðàíæà ðîçïî-

÷íåìî iç âiëüíî¨ ÷àñòèíêè. Çà îçíà÷åííÿì, ôóíêöiÿ Ëàãðàíæà ìîæå çàëåæàòè

âiä ÷àñó, øâèäêîñòi i êîîðäèíàòè ÷àñòèíêè. Ïðîòå â ñèëó îäíîðiäíîñòi ïðîñòî-

ðó i ÷àñó äiÿ S äëÿ âiëüíî¨ ÷àñòèíêè íå ìîæå ìiñòèòè ïiä iíòåãðàëîì â ÿâíîìó

âèãëÿäi êîîðäèíàòè i ÷àñ. Içîòðîïíiñòü ïðîñòîðó âèêëþ÷à¹ i çàëåæíiñòü äi¨ âiä

íàïðÿìó øâèäêîñòi ÷àñòèíè. Êðiì òîãî, äiÿ äëÿ ðåëÿòèâiñòñüêî¨ ÷àñòèíêè ìà¹

áóòè iíâàðiàíòíà i âiäíîñíî ïåðåòâîðåííÿ Ëîðåíöà. Çíà÷èòü, ïiä iíòåãðàëîì

äi¨ ïîâèíåí çíàõîäèòèñÿ ëîðåíö-iíâàðiàíòíèé ñêàëÿð ó âèãëÿäi äèôåðåíöiàëó

ïåðøî¨ ñòåïåíi.

Äëÿ âiëüíî¨ ÷àñòèíêè iñíó¹ ¹äèíà âåëè÷èíà, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ öi óìîâè �

öå íåñêií÷åííî ìàëèé iíòåðâàë ds:

ds2 = c2dt2 − dx2 − dy2 − dz2 = c2dt2
(
1− v2

c2

)
. (7.7)

Òîäi äëÿ äi¨ S ìîæåìî çàïèñàòè:

S =

∫
αds =

∫
αc

√
1− v2

c2
dt, (7.8)

äå α � ñòàëèé êîåôiöi¹íò ïðîïîðöiéíîñòi. Ïîðiâíþþ÷è (7.8) ç âèçíà÷åííÿ äi¨

(5.1), îäåðæèìî ôóíêöiþ Ëàãðàíæà ðåëÿòèâiñòñüêî¨ âiëüíî¨ ÷àñòèíêè ç òî-

÷íiñòþ äî ñòàëîãî ìíîæíèêà α:

L = αc

√
1− v2

c2
, (7.9)
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Êîíñòàíòó α çíàéäåìî, âèêîðèñòîâóþ÷è ïðèíöèï âiäïîâiäíîñòi, çãiäíî ÿêî-

ãî ïðè øâèäêîñòÿõ v << c âèðàç (7.9) ïîâèíåí ïåðåéòè â (7.6). Äëÿ öüîãî

ðîçêëàäåìî ôóíêöiþ (7.9) â ðÿä çà ñòåïåíÿìè v2

c2 << 1:

L = αc

(
1− 1

2

v2

c2
+ ...

)
≈ αc− 1

2

αv2

c
.

Îñêiëüêè ôóíêöiÿ Ëàãðàíæà âèçíà÷åíà ç òî÷íiñòþ äî äåÿêî¨ àäèòèâíî¨

ñòàëîþ, ÿêà íå çìiíþ¹ ðiâíÿííÿ ðóõó (äèâ. ðîçä. 4), òî ïåðøèé äîäàíîê ó

ïîïåðåäíüîìó ðîçêëàäi ìîæíà âiäêèíóòè, ó ðåçóëüòàòi ÷îãî îäåðæèìî

L = −1

2

αv2

c
. (7.10)

Ïîðiâíÿííÿ îñòàíüîãî âèðàçó iç (7.6) ïîêàçó¹, ùî ïðèíöèï âiäïîâiäíîñòi

âèêîíóâàòèìåòüñÿ, ÿêùî

α = −mc. (7.11)

Ïiäñòàâèâøè (7.11) â (7.9), îòðèìà¹ìî ðåëÿòèâiñòñüêèé âèðàç äëÿ ôóíêöi¨

Ëàãðàíæà âiëüíî¨ ÷àñòèíêè

L = −mc2
√

1− v2

c2
. (7.12)

Âèðàç (7.12) äëÿ ôóíêöi¨ Ëàãðàíæà ðåëÿòèâiñòñüêî¨ ÷àñòèíêè óçãîäæó¹òüñÿ

ç âèìîãàìè ñèìåòði¨ ïðîñòîðó i ÷àñó. Äiéñíî, â ñèëó îäíîðiäíîñòi ÷àñó i ïðî-

ñòîðó öÿ ôóíêöiÿ íå çàëåæèòü âiä ÷àñó i âiä êîîðäèíàò. À â ñèëó içîòðîïíîñòi

ïðîñòîðó ôóíêöiÿ Ëàãðàíæà (7.12) íå çàëåæèòü âiä íàïðÿìó âåêòîðà øâèä-

êîñòi.

Çíàþ÷è âèãëÿä ôóíêöi¨ Ëàãðàíæà (7.12), çíàéäåìî iìïóëüñ p⃗ i åíåðãiþ E

âiëüíî¨ ðåëÿòèâiñòñüêî¨ ÷àñòèíêè, ÿêi çáåðiãàþòüñÿ. Iìïóëüñîì ÷àñòèíêè íà-

çèâà¹òüñÿ, ÿê âiäîìî, âåêòîð p⃗ = ∂L
∂v⃗ (∂L

∂v⃗ � ñèìâîëi÷íå ïîçíà÷åííÿ âåêòîðà,

êîìïîíåíòè ÿêîãî äîðiâíþþòü ïîõiäíèì âiä L ïî âiäïîâiäíèì êîìïîíåíòàì

(ïðîåêöiÿì) âåêòîðà øâèäêîñòi v⃗: pi = ∂L
∂vi

, (i ≡ x, y, z)). Çà äîïîìîãîþ ôîð-

ìóëè (7.12) çíàéäåìî

p⃗ =
∂L

∂v⃗
= −1

2

mc2√
1− v2/c2

(
−2v⃗

c2

)
=

mv⃗√
1− v2/c2

. (7.13)

Ïðè ìàëèõ øâèäêîñòÿõ v << c i â ãðàíèöi ïðè c → ∞ öåé âèðàç ïåðåõîäèòü

ó êëàñè÷íèé iìïóëüñ âiëüíî¨ ÷àñòèíêè p⃗ = mv⃗.
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Åíåðãiÿ E ÷àñòèíêè âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì (äèâ. (3.19)

E = v⃗p⃗− L .

Ïiäñòàâèâøè ñþäè âèðàçè (7.12) i (7.13) äëÿ L i p⃗, îäåðæèìî:

E =v⃗p⃗− L =
mv2√

1− v2/c2
+mc2

√
1− v2/c2 =

=
mv2 +mc2(1− v2/c2)√

1− v2/c2
=

mc2√
1− v2/c2

.

(7.14)

Iç âèðàçó äëÿ åíåðãi¨ (7.14) âèïëèâà¹, ùî â ðåëÿòèâiñòñüêi ìåõàíiöi åíåð-

ãiÿ âiëüíî¨ ÷àñòèíêè íå ïåðåòâîðþþòüñÿ â íóëü ïðè v = 0, à çàëèøà¹òüñÿ

ñêií÷åííîþ âåëè÷èíîþ, ÿêà äîðiâíþ¹

E0 = mc2. (7.15)

�¨ íàçèâàþòü åíåðãi¹þ ñïîêîþ ÷àñòèíêè.

Ðîçêëàäàþ÷è (7.14) ïðè ìàëèõ øâèäêîñòÿõ (v << c) ðÿä çà ñòåïåíÿìè
v2

c2 << 1, äëÿ åíåðãi¨ ÷àñòèíêè îäåðæèìî:

E ≈ mc2 +
mv2

2
,

ùî ç òî÷íiñòþ äî åíåðãi¨ ñïîêîþ ñïiâïàäà¹ ç êëàñè÷íèì âèðàçîì äëÿ êiíå-

òè÷íî¨ åíåðãi¨ ÷àñòèíêè. Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî êiíåòè÷íîþ åíåðãi¹þ ðåëÿòè-

âiñòñüêî¨ ÷àñòèíêè íàçèâàþòü âåëè÷èíó, ÿêà äîðiâíþ¹ ðiçíèöi ïîâíî¨ åíåðãi¨

E ÷àñòèíêè i ¨¨ åíåðãi¨ ñïîêîþ E0:

T = E − E0 =
mc2√

1− v2/c2
−mc2. (7.16)

Âïðàâà

Çíàéòè ôóíêöiþ Ëàãðàíæà âiëüíî¨ ðåëÿòèâiñòñüêî¨ ÷àñòèíêè, äëÿ ÿêî¨

ñïðàâåäëèâi ñïiââiäíîøåííÿ:

∂L
∂vi

= pi =
m0vi√
1−v2/c2

,

∂L
∂xi

= Fi = − ∂U
∂xi

.

Ðîçâ'ÿçàííÿ.
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Îñêiëüêè L = L (x, y, z, vx, vy, vz), òî

dL =
∂L

∂x
dx+

∂L

∂y
dy +

∂L

∂z
dz+

+
∂L

∂vx
dvx +

∂L

∂vy
dvy +

∂L

∂vz
dvz,

àáî

dL = −∂U

∂x
dx− ∂U

∂y
dy − ∂U

∂z
dz+

+m0
vx√

1− v2/c2
dvx +m0

vy√
1− v2/c2

dvy +m0
vz√

1− v2/c2
dvz,

çâiäêè

L = m0

∫
vxdvx√
1− v2/c2

−
∫

∂U

∂x
dx+m0

∫
vydvy√
1− v2/c2

−
∫

∂U

∂y
dy+

+m0

∫
vzdvz√
1− v2/c2

−
∫

∂U

∂z
dz.

Îá÷èñëèìî iíòåãðàë ïî vx:

I =
m0

2

∫
dv2x√

1− v2x+v2y+v2z
c2

=
m0c

2

∫
dv2x√

(c2 − v2y − v2z)− v2x

=
m0c

2

∫
dξ√
a− ξ

,

äå a = c2 − v2y − v2z ; ξ = v2x.

Òîäi

I1 = −m0c

2

∫
d(a− ξ)√

a− ξ
= −m0c

√
a− ξ =

= −m0c
√
c2 − v2x − v2y − v2z = −m0c

2

√
1− v2

c2
.

Îñòàòî÷íî,

L = −m0c
2

√
1− v2

c2
− U.

7.2.2 Ôóíêöiÿ Ëàãðàíæà, åíåðãiÿ òà iìïóëüñ çàìêíóòî¨ ñè-

ñòåìè íåâçà¹ìîäiþ÷èõ ÷àñòèíîê. Íåõàé çàìêíóòà ñèñòåìà ñêëàäà¹òüñÿ ç

N ÷àñòèíîê, ÿêi íå âçà¹ìîäiþòü îäíà ç îäíîþ. Ïîçíà÷èìî ìàñó i-î¨ ÷àñòèíêè

mi, à ¨¨ øâèäêiñòü � vi (â äåÿêié ñèñòåìi âiäëiêó K). Ôóíêöiÿ Ëàãðàíæà äëÿ
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áóäü-ÿêî¨ ç ÷àñòèíîê ìà¹ âèãëÿä

Li = −mic
2

√
1− v2i

c2
. (7.17)

Äëÿ çàìêíóòî¨ ñèñòåìè íåâçà¹ìîäiþ÷èõ ìiæ ñîáîþ ÷àñòèíîê ôóíêöiÿ Ëàãðàí-

æà äîðiâíþ¹ ñóìi îäíî÷àñòèíêîâèõ ôóíêöié (7.17) (âëàñòèâiñòü àäèòèâíîñòi)

Li = −
N∑
i=1

mic
2

√
1− v2i

c2
. (7.18)

Åíåðãiÿ òà iìïóëüñ çàìêíóòî¨ ñèñòåìè íåâçà¹ìîäiþ÷èõ ÷àñòèíîê.

Îñêiëüêè ôóíêöiÿ Ëàãðàíæà òàêî¨ ñèñòåìè äîðiâíþ¹ ñóìi îäíî÷àñòèíêîâèõ

ôóíêöié, òî iç îçíà÷åííÿ ïîâíî¨ åíåðãi¨ (7.14) âèäíî, ùî åíåðãiÿ âñi¹¨ ñèñòåìè

áóäå ðiâíà ñóìi åíåðãié îêðåìèõ ÷àñòèíîê.

E =
N∑
i=1

mic
2√

1− v2i /c
2
=

N∑
i=1

Ei = const (7.19)

Äëÿ iìïóëüñó âñi¹¨ ñèñòåìè, ÿêèé çáåðiãà¹òüñÿ â ñèëó îäíîðiäíîñòi ïðîñòî-

ðó, îäåðæèìî ñóìó iìïóëüñiâ âñiõ ÷àñòèíîê

P⃗ =
N∑
i=1

miv⃗i√
1− v2i /c

2
=

N∑
i=1

pi = const. (7.20)

7.2.3 Ðåëÿòèâiñòñüêà ÷àñòèíêà ó çîâíiøíîìó ïîëi. Ôóíêöiÿ

Ëàãðàíæà. Ôóíêöiþ Ëàãðàíæà äëÿ ðåëÿòèâiñòñüêî¨ ÷àñòèíêè ó çîâíiøíüî-

ìó ïîòåíöiàëüíîìó ïîëi çíàéäåìî, âiäøòîâõóþ÷èñü âiä ¨¨ âèãëÿäó (7.12) äëÿ

âiëüíî¨ ÷àñòèíêè i çàñòîñîâóþ÷è ïðèíöèï âiäïîâiäíîñòi (äèâ. ïiäðîçäië 7.2).

Îñêiëüêè äëÿ ÷àñòèíêè, ÿêà çíàõîäèòüñÿ ó çîâíiøíüîìó ïîëi, ìîæíà çàäà-

òè ¨¨ ïîòåíöiàëüíó åíåðãiþ U(x, y, z), ùî çàëåæèòü âiä êîîðäèíàò ÷àñòèíêè â

ïîëi, òî êëàñè÷íà ôóíêöiÿ Ëàãðàíæà ó öüîìó âèïàäêó âiäîìà i ìà¹ âèãëÿä

(ïîðiâíÿéòå ç (2.28)):

L =
mv2

2
− U.

Òîìó, ÿêùî âçÿòè äëÿ ðåëÿòèâiñòñüêî¨ ÷àñòèíêè â çîâíiøíüîìó ïîëi âèðàç

L = −mc2
√

1− v2

c2
− U, (7.21)

òî òàêå âèçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ Ëàãðàíæà çàäîâîëüíÿ¹ ïðèíöèï âiäïîâiäíîñòi i â

ãðàíèöi v << c äà¹ ïðàâèëüíèé ïåðåõiä äî êëàñè÷íî¨ ìåõàíiêè.
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Çàóâàæèìî, ùî ëàãðàíæiàí ðåëÿòèâiñòñüêî¨ ÷àñòèíêè (7.21) íå äîðiâíþ¹

ðiçíèöi ¨¨ êiíåòè÷íî¨ T (äèâ. (7.16)) i ïîòåíöiàëüíî¨ U åíåðãié, ÿê öå ìà¹ ìiñöå â

êëàñè÷íié ìåõàíiöi. Ïðîòå, ÿê ïîêàçàíî íèæ÷å, âií ïðèâîäèòü äî ïðàâèëüíèõ

ðiâíÿíü ðóõó.

Ðiâíÿííÿ ðóõó. Äëÿ îòðèìàííÿ íåîáõiäíîãî ðiâíÿííÿ ðóõó äîñèòü ïiä-

ñòàâèòè (7.21) â ðiâíÿííÿ ðóõó Ëàãðàíæà (2.29). Âèêîíà¹ìî îá÷èñëåííÿ:

∂L

∂v⃗
=

mv⃗√
1− v2

c2

= p⃗, (7.22)

∂L

∂r⃗
= −∂U

∂r⃗
= F⃗ , (7.23)

äå âèêîðèñòàíå ïîçíà÷åííÿ äëÿ iìïóëüñó p⃗ (7.13).

Ïiäñòàâèâøè (7.22) i (7.23) â ðiâíÿííÿ ðóõó Ëàãðàíæà (2.29), îòðèìà¹ìî

d

dt

mv⃗√
1− v2

c2

= F⃗ . (7.24)

Öå i ¹ ðiâíÿííÿ ðóõó ðåëÿòèâiñòñüêî¨ ÷àñòèíêè â çîâíiøíüîìó ïîëi. ßêùî

ñêîðèñòàòèñÿ îçíà÷åííÿì iìïóëüñó p⃗ (7.13), òî ðiâíÿííÿ (7.24) íàáóâà¹ âèãëÿ-

äó
d

dt
p⃗ = F⃗ . (7.25)

Çàêîí çáåðåæåííÿ åíåðãi¨. Íåõàé çîâíiøí¹ ïîëå íå çàëåæèòü ÿâíî âiä

÷àñó, òîáòî âîíî ñòàöiîíàðíå:
∂U

∂t
= 0. (7.26)

Òîäi ôóíêöiÿ Ëàãðàíæà (7.21) iíâàðiàíòíà âiäíîñíî ïåðåòâîðåííÿ çñóâó ÷àñó.

Çíà÷èòü, iñíó¹ âåëè÷èíà, ùî çáåðiãà¹òüñÿ � åíåðãiÿ:

W = v⃗
∂L

∂v⃗
− L = const.

Ïiäñòàâèâøè â öþ ôîðìóëó çíà÷åííÿ L ç (7.21) i âðàõîâóþ÷è (7.22), îäåð-

æèìî

W = v⃗
mv⃗√
1− v2

c2

−

(
−mc2

√
1− v2

c2
− U

)
=

m(v2 + c2 − v2)√
1− v2

c2

+ U =

=
mc2√
1− v2

c2

+ U = E + U.

(7.27)



Ëàãðàíæåâèé ôîðìàëiçì â ÑÒÂ 79

Ïåðøèé äîäàíîê � öå åíåðãiÿ âiëüíî¨ ðåëÿòèâiñòñüêî¨ ÷àñòèíêè E (7.14), à

äðóãèé äîäàíîê � ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ öi¹¨ ÷àñòèíêè â çîâíiøíüîìó ïîòåíöi-

àëüíîìó ïîëi. Âñþ åíåðãiþ ðåëÿòèâiñòñüêî¨ ÷àñòèíêè â çîâíiøíüîìó ïîëi W

áóäåìî íàçèâàòè ïîâíîþ åíåðãi¹þ.

Îòæå, ïîâíà åíåðãiÿ ðåëÿòèâiñòñüêî¨ ÷àñòèíêè â çîâíiøíüîìó ñòàöiîíàð-

íîìó ïîòåíöiàëüíîìó ïîëi çáåðiãà¹òüñÿ

dW

dt
=

d

dt
(E + U) =

d

dt
E +

d

dt
U =

dE

dt
+

∂U

∂r⃗

dr⃗

dt
+

∂U

∂t
= 0.

Ïåðåïèøåìî öåé âèðàç, âðàõîâóþ÷è óìîâó (7.26):

dE

dt
= −∂U

∂r⃗
v⃗. (7.28)

Òàêèì ÷èíîì, õî÷à ïîâíà åíåðãiÿ i çáåðiãà¹òüñÿ, ¨¨ êîìïîíåíòè E i U çìiíþ-

þòüñÿ.

Ðîçïèøåìî çàêîí çáåðåæåííÿ åíåðãi¨ (7.28) ç óðàõóâàííÿì âèçíà÷åííÿ ñè-

ëè (7.23)
dE

dt
= F⃗ v⃗. (7.29)

Âèðàç â ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi ¹ ðîáîòà, âèêîíàíà ïîëåì íàä ÷àñòèíêîþ

çà îäèíèöþ ÷àñó, òîáòî öå ïîòóæíiñòü ñèëè, ùî âèçíà÷à¹ øâèäêiñòü çìiíè

ðåëÿòèâiñòñüêî¨ åíåðãi¨ ÷àñòèíêè E.

Ëàãðàíæiàí (7.21) ìîæíà ëåãêî ïîøèðèòè íà ñèñòåìó, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç

N ìàòåðiàëüíèõ òî÷îê. Ïðè öüîìó äîöiëüíî ïåðåéòè âiä äåêàðòîâèõ êîîð-

äèíàò xi (i = 1, 2, ..., 3N) äî óçàãàëüíåíèõ êîîðäèíàòàõ qj, (j = 1, 2, ..., s).

Óçàãàëüíåíi iìïóëüñè, ÿê i ðàíiøå, âèçíà÷àòèñÿ ðiâíiñòþ

pj =
∂L

∂q̇j
,

i òîìó iìïóëüñè, ùî âiäïîâiäàþòü öèêëi÷íèì êîîðäèíàòàìè, ÿê i â íåðåëÿòè-

âiñòñüêié ìåõàíiöi, áóäóòü çáåðiãàòèñÿ. Ùî ñòîñó¹òüñÿ òåîðåìè ïðî çáåðåæå-

ííÿ åíåðãi¨, òî âîíà òóò òàêîæ áóäå ìàòè ìiñöå, àëå ¨¨ îäåðæàííÿ äîâåäåòüñÿ

äåùî çìiíèòè. Ðàíiøå (äèâ. ïiäðîçäië 3.3) áóëî ïîêàçàíî, ùî ó âèïàäêó, êîëè

L íå çàëåæèòü ÿâíî âiä ÷àñó, ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü∑
q̇jpj − L = H,

äå H � äåÿêà ïîñòiéíà. Öåé âèñíîâîê áóäå, çâè÷àéíî, ñïðàâåäëèâèé i çàðàç,

îñêiëüêè, äîâîäÿ÷è íàïèñàíó ðiâíiñòü, ìè âèõîäèëè ëèøå iç çàãàëüíîãî âè-

ãëÿäó ðiâíÿííÿ Ëàãðàíæà òà iç ñïiââiäíîøåííÿ pj = ∂L
∂q̇j

. Îäíàê ïîäàëüøèé
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íàø âèñíîâîê, ùî H ¹ ïîâíà åíåðãiÿ, òåïåð íå ìîæíà áóäå îòðèìàòè òàê ñàìî,

ÿê ðàíiøå, áî L âæå íå äîðiâíþâàòèìå T − U , à
∑

q̇jpj íåáóäå ðiâíîþ 2T .

Öåé âèñíîâîê, òèì íå ìåíø, çàëèøà¹òüñÿ â ñèëi, â ÷îìó ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ,

ðîçãëÿäàþ÷è ïðèêëàä ç îäíi¹þ ìàòåðiàëüíîþ òî÷êîþ, äå H äîðiâíþ¹

H =
∑
i

mv2i√
1− β2

+mc2
√

1− β2 + U,

ùî ïiñëÿ íåñêëàäíîãî ïåðåòâîðåííÿ ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

H =
mc2√
1− β2

+ U = T + U = E.

Òàêèì ÷èíîì, ìè áà÷èìî, ùî H ÿê i ðàíiøå äîðiâíþ¹ ïîâíié åíåðãi¨ E.

I îñòàíí¹ çàóâàæåííÿ, ùî ñòîñó¹òüñÿ ðåçóëüòàòiâ âñüîãî ðîçäiëó. Îñêiëüêè

âñi ôóíêöi¨ Ëàãðàíæà áóëè îòðèìàíi ç óðàõóâàííÿì ïðèíöèïó âiäïîâiäíîñòi,

òî âñi îäåðæàíi çà ¨õ äîïîìîãîþ äèíàìi÷íi âåëè÷èíè (åíåðãi¨ òà iìïóëüñè)

i ðiâíÿííÿ (7.24), (7.25), (7.28) òà (7.29) òàê ñàìî çàäîâîëüíÿþòü ïðèíöèï

âiäïîâiäíîñòi i â ãðàíè÷íîìó âèïàäêó ìàëèõ øâèäêîñòåé v << c ïåðåõîäÿòü

ó âiäïîâiäíi âèðàçè íüþòîíiâñüêî¨ ìåõàíiêè.

Óâåäåííÿ ïîòåíöiàëiâ, ùî çàëåæàòü âiä øâèäêîñòi, òàêîæ íå ñòàíîâèòü òóò

îñîáëèâèõ òðóäíîùiâ. Òàê, íàïðèêëàä, ëàãðàíæiàí ÷àñòèíêè, ùî çíàõîäèòüñÿ

â åëåêòðîìàãíiòíîìó ïîëi, ìà¹ âèãëÿä

L = −mc2
√
1− β2 − qφ+

q

c
A⃗ · v⃗, (7.30)

à âiäïîâiäíèé óçàãàëüíåíèé iìïóëüñ äîðiâíþ¹

pi =
mvi√

1− v2/c2
+

q

c
Ai (i = x, y, z). (7.31)

ßê ìè áà÷èìî, âií íå äîðiâíþ¹ mvi√
1−v2/c2

, à âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä íüîãî äîäàíêîì,

ùî âèíèêà¹ âiä òi¹¨ ÷àñòèíè ïîòåíöiàëó, ÿêà çàëåæèòü âiä øâèäêîñòi.

Òàêèì ÷èíîì, ìàéæå âñi ñïåöiàëüíi ìåòîäè, ñòâîðåíi íàìè äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ

çàäà÷ êëàñè÷íî¨ ìåõàíiêè, ìîæíà ïåðåíåñòè íà ðåëÿòèâiñòñüêó ìåõàíiêó.
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äîêòîð ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê, ïðîôåñîð, ñòàðøèé íàóêîâèé ñïiâðîáiòíèê

âiääiëó åëåêòðîííèõ ïðîöåñiâ i åëåìåíòàðíèõ âçà¹ìîäié IÅÔ ÍÀÍ Óêðà¨íè

Ãàéñàê Ì.I.

Âiäïîâiäàëüíèé çà âèïóñê:

äîêòîð ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê, ïðîôåñîð,

äåêàí ôiçè÷íîãî ôàêóëüòåòó

Ëàçóð Â.Þ.

Ïîñiáíèê ñòâîðåíî íà áàçi ÷àñòèíè ëåêöiéíîãî êóðñó ½Òåîðåòè÷íà ìåõàíi-

êà� i ½Ïðèêëàäíà ìåõàíiêà òà ìåõàòðîíiêà�, ùî ÷èòà¹òüñÿ ñòóäåíòàì ñïåöiàëü-

íîñòåé ½Ñåðåäíÿ îñâiòà. Ôiçèêà�, ½Ôiçèêà òà àñòðîíîìiÿ�, ½Ïðèêëàäíà ôiçèêà

i íàíîìàòåðiàëè� òà ½Òåëåêîìóíêàöi¨ òà ðàäiîòåõíiêà� ôiçè÷íîãî ôàêóëüòåòó

ÓæÍÓ. Âií ìiñòèòü ðÿä îñíîâíèõ iäåé i ìåòîäiâ àíàëiòè÷íî¨ ìåõàíiêè â îáñÿçi,

äîñòàòíüîìó äëÿ ¨õ ïîäàëüøîãî çàñòîñóâàííÿ â êóðñàõ òà ñïåöêóðñàõ iç çà-

ãàëüíî¨ òà òåîðåòè÷íî¨ ôiçèêè. Íàâåäåíî çàâäàííÿ ðiçíî¨ ñòåïåíi ñêëàäíîñòi,

÷àñòèíó ç ÿêèõ ìîæíà âèêîðèñòàòè â ÿêîñòi çìiñòîâíèõ äîïîâíåíü äî êóðñiâ iç

òåîðåòè÷íî¨ ìåõàíiêè, åëåêòðîäèíàìiêè, êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè, òåîði¨ êîëèâàíü

òîùî.

Ïîñiáíèê ðîçðàõîâàíî íà ñòóäåíòiâ ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ òà iíæåíåðíî-

òåõíi÷íèõ ñïåöiàëüíîñòåé óíiâåðñèòåòiâ.

Ðåêîìåíäîâàíî äî äðóêó ìåòîäè÷íîþ êîìiñi¹þ ôiçè÷íîãî ôàêóëüòåòó
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