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ВСТУП 

 Прогрес фізики вимагає для її теоретичного формулювання все більш і 

більш витонченої математики. З цього приводу наведемо одну фразу, висловле-

ну англійським фізиком-теоретиком, лауреатом Нобелівської премії П. Діраком, 

у 1930 році у відомій статті, в якій він теоретично передбачив існування анти-

частинок (див. [1]): "Здається ймовірним, що цей процес неперервного абстра-

гування буде продовжуватися і в майбутньому, і що успіх фізики повинен у бі-

льшій мірі спиратися на неперервні модифікації і узагальнення аксіом на мате-

матичній основі, аніж на логічний розвиток якої-небудь однієї вітки математи-

ки у фіксованих рамках." Подальший розвиток теоретичної фізики, особливо 

квантової теорії поля, повністю підтвердив це висловлювання Дірака. 

 Побудова та дослідження математичних моделей різноманітних фізичних 

процесів та явищ складає предмет математичної фізики. Метод дослідження, 

що характеризує цю галузь науки, є математичним за своєю сутністю. Однак 

постановка задач математичної фізики, будучи тісно пов’язаною з вивченням 

фізичних проблем, має свої специфічні риси. 

 Математична фізика почала інтенсивно розвиватися з часів Ісаака Нью-

тона паралельно з розвитком фізики та математики. У кінці XVII ст. було ство-

рено диференціальне та інтегральне числення (І. Ньютон, В. Лейбніц) і сфор-

мульовано основні закони класичної механіки та закон всесвітнього тяжіння (І. 

Ньютон). У XVIIІ ст. методи математичної фізики почали формуватися при ви-

вченні процесів коливань струн і стержнів, а також задач, пов’язаних з акусти-

кою та гідродинамікою; започатковуються основи аналітичної механіки 

(Ж.Д’Аламбер, Л.Ейлер, Д.Бернуллі, Ж.Лагранж, П.Лаплас). У XIX ст. ідеї ма-

тематичної фізики набули нового розвитку у зв’язку із задачами теплопровід-

ності, дифузії, пружності, оптики, електродинаміки, нелінійних хвильових про-

цесів тощо; створюються теорія потенціалу та теорія стійкості руху (Ж.Фур’є, 

С.Пуассон, К.Гаус, О.Коші, М.В.Остроградський, П.Діріхле, Б.Ріман, 

С.В.Ковалевська, Д.Стокс, А.Пуанкаре, А.М.Ляпунов, В.А.Стеклов, 

Д.Гільберт). У XX ст. у математичну фізику включаються задачі квантової фі-

зики і теорії відносності, а також нові проблеми газової динаміки, перенесення 

частинок та фізики плазми. 

 Багато задач класичної математичної фізики зводяться до крайових задач 

для диференціальних (інтегро-диференціальних) рівнянь – рівнянь математич-

ної фізики. Основними математичними засобами дослідження цих задач слу-

жать теорія диференціальних рівнянь (включаючи споріднені області: інтегра-

льні рівняння та варіаційне числення), теорія функцій, функціональний аналіз, 

теорія ймовірностей, наближені методи та обчислювальна математика. 

 Вивчення математичних моделей квантової фізики викликало залучення 

нових областей математики, таких, як теорія узагальнених функцій, теорія фун-

кцій багатьох комплексних змінних, топологічних і алгебраїчних моделей. У 

створенні і розвитку сучасної математичної фізики визначну роль відіграли ро-

боти французького математика Л.Шварца, українських та російських математи-

ків М.М. Боголюбова, І.Н. Векуа, В.С. Владімірова, М.В. Келдиша, Л.В. Канто-
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ровича, М.О. Лаврентєва, О.А. Самарського, С.Л. Соболєва, Ю.О. Митрополь-

ського, П.Г. Петровського та багатьох інших. 

 З появою в середині минулого століття електронних обчислювальних 

машин (ЕОМ) значно розширився клас математичних моделей, котрі допуска-

ють детальний аналіз; з'явилася реальна можливість ставити комп’ютерні екс-

перименти. У цій інтенсивній взаємодії теоретичної фізики і сучасної матема-

тики створюються якісно нові класи моделей сучасної математичної фізики. 

 Серед задач математичної фізики слід виділити важливий клас коректно 

поставлених задач, тобто задач, для яких розв’язок існує, єдиний і неперервно 

залежить від даних задачі. Хоча ці вимоги, на перший погляд, здаються цілком 

природними, їх, тим не менше, необхідно доводити в рамках прийнятої матема-

тичної моделі. Доведення коректності – це перша апробація математичної мо-

делі: модель несуперечлива (розв’язок існує), модель однозначно описує фізич-

ний процес (розв’язок єдиний), модель малочутлива до похибок вимірювань фі-

зичних величин (розв’язок неперервно залежить від даних задачі). 

 Таким чином, завдання курсу "Методи математичної фізики" полягає у 

побудові для фізичних процесів математичних моделей у вигляді диференціа-

льного, інтегрального чи інтегро-диференціального рівняння, коректній поста-

новці задачі для цього рівняння та її розв’язуванні. 

 У пропонованому навчальному посібнику вивчаються, в основному, ко-

ректно поставлені крайові задачі для диференціальних рівнянь класичної мате-

матичної фізики. Значну увагу приділено питанням координації і узгодження 

курсу математичної фізики з іншими курсами теоретичної фізики, які вивча-

ються на фізичних факультетах університетів, а також фізичній інтерпретації 

одержаних результатів і використанню фізичних уявлень та аналогій. До деяких 

розділів подано короткі історичні відомості. 

 У посібнику для скорочення запису заміст слів "існує", "для довільного", і 

"слідує" використовуються відповідно такі логічні символи:  ,, . 
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1. РІВНЯННЯ МАТЕМАТИЧНОЇ ФІЗИКИ 

 

При дослідженні різноманітних процесів та явищ часто користуються ма-

тематичними моделями у вигляді рівнянь, до яких, окрім незалежних змінних і 

залежних від них шуканих функцій, входять також похідні шуканих функцій. 

Такі рівняння називаються диференціальними (термін “диференціальне рівнян-

ня” запровадив у 1676 р. В. Лейбніц). 

Диференціальне рівняння називається звичайним, якщо невідома функція 

є функцією однієї змінної, і диференціальним рівнянням у частинних похідних, 

якщо невідома функція є функцією багатьох змінних. 

Переважна більшість задач математичної фізики приводить до диферен-

ціальних рівнянь у частинних похідних другого порядку, чим і пояснюється не-

обхідність детального вивчення та аналізу саме цього класу диференціальних 

рівнянь. їх класифікацію розглянемо нижче. 

 

1.1. Класифікація диференціальних рівнянь у частинних похідних  

другого порядку 

 

Означення. Співвідношення, що пов’язує незалежні змінні yx, , невідому 

функцію  yxU ,  та її частинні похідні за змінними yx, , називається диферен-

ціальним рівнянням у частинних похідних: 

  0,...,,,,,,,  yyxyxxyx UUUUUUyx .                         (1.1) 

У рівнянні (1.1) запроваджено наступні позначення для частинних похідних: 

yx

U
U

x

U
U

y

U
U

x

U
U xyxxyx





















2

2

2

,,,  і т.д. 

Рівняння (1.1) може не містити явно yx,  або  yxU , , але обов’язково 

має містити хоча б одну частинну похідну невідомої функції  yxU ,  (у проти-

лежному випадку воно не буде диференціальним рівнянням). 

Порядок найвищої похідної невідомої функції, що входить у диференціа-

льне рівняння (1.1), називають порядком цього рівняння. 

 Функція  yxU , , неперервна в області D  разом із її частинними похід-

ними, що входять у рівняння (1.1), яка при підстановці у це рівняння обертає 

його у тотожність за незалежними змінними, називається регулярним або кла-

сичним розв’язком рівняння (1.1). 

 Надалі будемо розглядати диференціальні рівняння другого порядку. 

 Рівняння називається лінійним відносно старших похідних, якщо воно 

має вигляд 

  0,,,,2 221211  yxyyxyxx UUUyxFUaUaUa ,                  (1.2) 
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де 221211 ,, aaa  - задані функції x  і y . Якщо ж коефіцієнти 221211 ,, aaa  зале-

жать не тільки від x  і y , а, подібно до F , є функціями yx UUUyx ,,,, , то таке 

рівняння називається квазілінійним. 

 Рівняння називається лінійним, якщо воно лінійне як відносно старших 

похідних yyxyxx UUU ,, , так і відносно невідомої функції U  та її перших похід-

них yx UU , : 

fcUUbUbUaUaUa yxyyxyxx  21221211 2 ,               (1.3) 

де fcbbaaa ,,,,,, 21221211  - функції тільки x  і y . Термін “лінійне рівняння” 

пояснюється тим, що невідома функція U  та її похідні yyxyxxyx UUUUU ,,,,  

входять у рівняння лінійно. 

 Рівняння виду (1.3), коефіцієнти якого не залежать від x  і y , називається 

лінійним рівнянням зі сталими коефіцієнтами. Рівняння (1.3) називають ліній-

ним неоднорідним, якщо   0, yxf , і лінійним однорідним, якщо 

  0, yxf . 

 

1.2. Типи рівнянь другого порядку 

 

Відомо (див., наприклад [2]), що криві другого порядку  

02 21
2

2212
2

11  cybxbyaxyaxa                          (1.4) 

поділяються на три суттєво різні типи (гіперболічний, еліптичний та параболіч-

ний) в залежності від знака дискримінанта 2211
2
12 aaa   квадратичної фор-

ми 
2

2212
2

11 2 yaxyaxa  , а запровадження нових змінних дозволяє рівняння 

кривої (1.4) записати у найпростішій (канонічній) формі. Аналогічно, в основу 

класифікації квазілінійних диференціальних рівнянь другого порядку з двома 

незалежними змінними  

  0,,,,2 221211  yxyyxyxx UUUyxFUaUaUa                    (1.5) 

покладемо його дискримінант 2211
2
12 aaa  , а спрощення – зведення до ка-

нонічного виду – досягається також за допомогою заміни незалежних змінних 

x  і y .  

Кажуть, що рівняння (1.5) у точці  yx,  буде гіперболічного типу, якщо 

  0, 2211
2
12  aaayx ; параболічного типу, якщо   0,  yx ; еліптичного 

типу, якщо   0,  yx . У тому випадку, коли умови   0,  yx ,   0,  yx , 

  0,  yx  виконуються у кожній точці  yx,  області D , говорять, відповід-

но, що в області D  рівняння (1.5) буде гіперболічного, параболічного, еліптич-

ного типу. Якщо коефіцієнти 221211 ,, aaa  рівняння (1.5) в області D  сталі, дис-

кримінант   constyx  , , тип рівняння буде один і той самий у всіх точках 
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області D . Проте, якщо дискримінант залежить від  yx, , то може виявитися, 

що в одній частині області D  має місце нерівність   0,  yx , тобто рівняння 

буде гіперболічного типу, в іншій частині   0,  yx  - еліптичного типу, а на 

кривій   0,  yx  відбувається виродження типу рівняння. У цьому випадку 

криву   0,  yx  називають лінією параболічного виродження. Так, напри-

клад, рівняння 

fcUUbUbUUxU yxyyxyxx  2152  

має дискримінант    xaaayx 51, 2211
2
12  . Це рівняння буде гіперболі-

чного типу при 051  x , еліптичного типу при 051  x , а на лінії 
051  x  виникає параболічне виродження типу. 

 Проведена вище класифікація рівнянь другого порядку може бути пере-

несена і на більш загальний випадок n  незалежних змінних 2n . 

 

1.3. Інваріантність типу диференціального рівняння 

 

Розглянемо в області D  квазілінійне диференціальне рівняння другого 

порядку з двома незалежними змінними yx, : 

  0,,,,2 221211  yxyyxyxx UUUyxFUaUaUa .              (1.6) 

Надалі будемо вважати, що коефіцієнти  2,1, jiaij  - неперервні в області D  

функції і покажемо, що тип рівняння інваріантний відносно перетворень неза-

лежних змінних. 

Перейдемо в рівнянні (1.6) до нових незалежних змінних за формулами 

   yxyx ,,,   ,                                          (1.7) 

де    yxyx ,,,   є неперервними функціями разом з частинними похідними 

до другого порядку включно. Припустимо, що перетворення (1.7) невироджене, 

тобто система (1.7) однозначно розв’язна в околі будь-якої точки   Dyx , . 

Це буде мати місце, якщо якобіан перетворення (1.7) не обертається в нуль у 

жодній точці області D : 

 
 

0
,

,






yx

yx

yx 


.                                      (1.8) 

Розглядаючи тепер   ,U  як складену функцію від  yx, , знайдемо частинні 

похідні yyxyxxyx UUUUU ,,,,  і підставимо отримані вирази у рівняння (1.6). В 

результаті отримаємо: 

  0,,,,2 221211    UUUFUaUaUa ,               (1.9) 

де запроваджено позначення 
2

2212
2

1111 2 yyxx aaaa   , 

  yyxyyxxx aaaa  22121112  , 
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2
2212

2
1122 2 yyxx aaaa   . 

Зауважимо, що у випадку, коли вихідне рівняння (1.6) лінійне, тобто 

  fcUUbUbUUUyxF yxyx  21,,,, , 

F  має вигляд 

  fUcUbUbUUUF   21,,,, . 

Таким чином, перетворене рівняння (1.9) також залишається лінійним. 

Обчислимо тепер дискримінант рівняння (1.9); одержимо 

       

   
 

















yx
aaa

aaaaaa xyyx

,

,

,

2211
2
12

2

2211
2
122211

2
12





.   (1.10) 

Таким чином, 
 
 

2

,

,














yx


. Звідси видно, що, якщо коефіцієнти 

221211 ,, aaa  неперервні в околі точки  yx, , а перетворення (1.7) невироджене, 

то знаки дискримінантів   і   в околі відповідних точок  yx,  і   ,  збіга-

ються, отже тип рівняння зберігається. 

 

1.4. Зведення рівнянь другого порядку до канонічного вигляду 

 

Природно виникає питання: як вибрати змінні   і   , щоб рівняння в цих 

змінних мало найпростішу – канонічну форму? У цьому розділі ми дамо відпо-

відь на поставлене питання для рівняння (1.6), лінійного відносно старших по-

хідних з двома незалежними змінними x  і y . 

Спробуємо вибрати за змінні   і   такі функції, щоб у перетвореному рі-

внянні (1.9) оберталися у нуль коефіцієнти біля U  і U : 

02 2
2212

2
1111  yyxx aaaa  ,                            (1.11) 

02 2
2212

2
1122  yyxx aaaa  .                            (1.12) 

Обидва рівняння (1.11), (1.12), по суті, збігаються, а тому нам необхідно знайти 

два незалежні розв’язки одного рівняння:  

02

2

2212

2

11 



































y
a

yx
a

x
a


,                     (1.13) 

де через   позначено одну із функцій  , . Нехай  yx,   - деякий час-

тинний розв’язок рівняння (1.13). Тоді, поклавши  yx,  , одержимо із 

(1.11), що 011 a . Таким чином, задача про вибір нових незалежних змінних 

зводиться до інтегрування рівняння (1.13). 

Означення. Звичайне диференціальне рівняння  
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02 2
2212

2
11  dxadydxadya ,                               (1.14) 

яке відповідає рівнянню (1.13), називається характеристичним, а його інтеграли 

– характеристиками рівняння у частинних похідних (1.6). 

Поклавши  yx,  , де   constyx ,  є загальним інтегралом рів-

няння (1.14), ми занулимо коефіцієнт біля другої похідної U . Аналогічно, 

якщо   constyx ,  є другим загальним інтегралом рівняння (1.14), незалеж-

ним від  yx, , то, поклавши  yx,  , ми перетворимо у нуль і коефіцієнт 

біля U .  

Припустимо надалі, що серед коефіцієнтів рівняння (1.6) хоча б один від-

мінний від нуля. Нехай 011 a . Розв’яжемо рівняння (1.14) відносно y : 

11

2211
2
1212

a

aaaa
y


 , 

11

2211
2
1212

a

aaaa
y


 .                  (1.15) 

 В залежності від значення дискримінанта   2211
2
12, aaayx   в розг-

лядуваній області значень yx,  можливі три випадки. 

1. Гіперболічний тип,   0,  yx . Праві частини в рівняннях (1.15) 

дійсні і різні, тому загальні інтеграли 

    21 ,,, CyxCyx                                          (1.16) 

цих рівнянь дійсні і незалежні. Прийнявши за нові незалежні змінні 

   yxyx ,,,    характеристики (1.16) рівняння (1.6), зведемо його до 

вигляду 

  0,,,,2 12    UUUFUa .                                (1.17) 

Але запровадження нових змінних не змінює тип рівняння, і тому, як видно із  

(1.10), 02211
2
12  aaa . За побудовою 02211  aa , отже 012 a . Поділивши 

рівняння (1.17) на 122a , перепишемо його у вигляді 

  0,,,,1    UUUFU ,                                  (1.18) 

який називають першим канонічним виглядом рівняння гіперболічного типу 

(рівнянням у характеристичних змінних). 

Якщо запровадити нові незалежні змінні за формулами  1 , 

 1 , то рівнянню (1.18) можна надати іншої форми запису 

  0,,,,
111111 111    UUUFUU ,                       (1.19) 

яка називається другим канонічним виглядом рівняння гіперболічного типу. 

2. Еліптичний тип,   0,  yx . У цьому випадку праві частини в рів-

няннях (1.15) комплексні і спряжені, тому загальні інтеграли цих рівнянь  

            21 ,,,,,,, CyxiyxyxCyxiyxyx    

також будуть комплексно спряженими. Якщо ввести нові змінні, як і у випадку 

рівнянь гіперболічного типу, за допомогою співвідношень 
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   yxyx ,,,   , то в результаті перетворення рівняння (1.6) запишеть-

ся у вигляді 

  0,,,,2    UUUFU .                               (1.20) 

Але, на відміну від гіперболічного випадку, тут   і   - комплексні змінні. Ба-

жаючись залишатися в області дійсних змінних, запровадимо нові незалежні 

змінні  yx,
2

1 


 


 ,  yx
i

,
2

1 


 


 . Перетворюючи похідні до 

нових змінних замість (1.20) одержимо рівняння вигляду 

  0,,,,
111111 113    UUUFUU ,                     (1.21) 

який називають канонічним виглядом рівняння еліптичного типу. 

3. Параболічний тип,   0,  yx . Праві частини в рівняннях (1.15), а, 

значить, і їх інтеграли (характеристики рівняння (1.6)) збігаються – існує лише 

одна сім’я характеристик   Cyx , . Нові змінні запровадимо рівностями 

   yxyx ,,,   , де  yx,  - характеристики рівняння (1.6), а  yx,  

- довільна двічі неперервно диференційовна функція, незалежна від  yx, ; 

зручно вибрати x , або y . 

Функція  yx,   є розв’язком рівняння (1.13), тому 

02 2
2212

2
1111  yyxx aaaa  . 

Тип рівняння не змінюється в результаті перетворення, тому 

02211
2

12  aaa . Але 011 a , значить 012 a  і перетворене рівняння 

(1.9), після ділення на 22a , зводиться до канонічного вигляду 

  0,,,,1    UUUFU .                          (1.22) 

Узагальнюючи викладене, можемо зробити такі висновки. Рівняння гіпе-

рболічного типу (   0,  yx ) має дві сім’ї незалежних характеристик 

    21 ,,, CyxCyx   ; через кожну точку   Dyx ,  проходить по одній 

характеристиці з кожної сім’ї. Якщо за нові незалежні змінні вибрати характе-

ристики, то рівняння (1.6) перетвориться до першого канонічного вигляду 

(1.18). Характеристичні напрями (напрями, дотичні до характеристик) визна-

чаються рівностями (1.15). 

Рівняння еліптичного типу (   0,  yx ) дійсних характеристик не має. 

Якщо за нові змінні вибрати дійсну та уявну частини комплексної характерис-

тики       Cyxiyxyx  ,,,  , то рівняння (1.6) зводиться до каноніч-

ного вигляду (1.21). 

Рівняння параболічного типу (   0,  yx ) має одну сім’ю характеристик 

  Cyx , ; характеристичний напрямок визначається рівністю 1112 / aay  . 

Якщо за нові змінні вибрати    yxyx ,,,   , де  yx,  не залежить 

від  yx, , то рівняння (1.6) зводиться до канонічного вигляду (1.22). 
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У випадку, коли незалежних змінних більше двох, можна довести, що в 

кожній точці  nxxx ,...,, 21  квазілінійне рівняння другого порядку залежно від 

типу зводиться до однієї з наступних канонічних форм: 

 txxtn

n

i
xxtt UUUUxxxFUU

nii
,,...,,,,,...,

11
1




  (гіперболічний тип); 

 
nii xxn

n

i
xxt UUUxxFUU ,...,,,,...,

11
1




  (параболічний тип); 

  0,...,,,,...,
11

1




nii xxn

n

i
xx UUUxxFU   (еліптичний тип). 
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2. ОСНОВНІ РІВНЯННЯ МАТЕМАТИЧНОЇ ФІЗИКИ 

 

Із різноманітних рівнянь у частинних похідних найбільш часто зустріча-

ються, а, отже, і найбільш докладно вивченими є цілком певні рівняння, відомі 

під назвою основних рівнянь математичної фізики. До останніх відносяться: 

 

2.1. Рівняння коливань 

 

Багато задач механіки (коливання струн, стержнів, мембран і тривимір-

них об’ємів) та фізики (електромагнітні коливання) описується рівнянням ко-

ливань вигляду 

 
 

          txFtxUxqtxgradUxpdiv
t

txU
x ,,,

,
2

2





 ,     (2.1) 

де невідома функція  txU ,  залежить від  3,2,1nn  просторових координат 

 nxxxx ,...,, 21  і часу t ; коефіцієнти  x ,  xp  та  xq  визначаються влас-

тивостями середовища, в якому відбувається коливний процес; вільний член 

 txF ,  характеризує інтенсивність зовнішнього збурення. У рівнянні (2.1), у 

відповідності із означенням операторів div і grad , 

  

















 i

n

i i x

U
p

x
pgradUdiv

1

. 

 Якщо  x ,   constxp   і   0xq , поклавши 

 
 txf

txF
a

p
,

,
,2 


, перейдемо до хвильового рівняння 

 txf
x

U

x

U
a

t

U

n

,...
2

2

2
1

2
2

2

2




























.                         (2.2) 

Запровадивши стандартне позначення для диференціального оператора Лапласа 

2

2

2
1

2

...
nxx 







 , 

можемо хвильове рівняння подати у еквівалентному вигляді 

 

 txfUa
t

U
,2

2

2





. 

Різноманітні коливні процеси описуються рівнянням гіперболічного типу. 

 

2.2. Рівняння теплопровідності 

 

 Процеси поширення теплоти або дифузії частинок в середовищі опису-

ються наступним рівнянням параболічного типу: 



 14 

 

 
 

          txFtxUxqtxgradUxpdiv
t

txU
x ,,,

,





 .       (2.3) 

Зокрема, якщо  x ,   constxp   і   0xq , то рівняння (3.3) набуває вигля-

ду 

 txfUa
t

U
,2 




. 

Це рівняння називається рівнянням теплопровідності. 

 

2.3. Стаціонарні рівняння 

 

 Якщо процеси, що описуються рівнянням коливань або теплопровідності, 

не залежать від часу (        xFtxFxUtxU  ,,, ) – стаціонарні процеси – 

то ми приходимо до рівняння еліптичного типу 

          xFxUxqxgradUxpdiv  .                       (2.4) 

При   constxp   і   0xq  рівняння (3.4) називається рівнянням Пуассона: 

p

F
ffU  , .                                         (2.5) 

При відсутності зовнішнього збурення (   0xf ) рівняння (2.5) зводиться до 

рівняння Лапласа 
0U .                                                (2.6) 

 

2.4. Рівняння Гельмгольца 

 

 До важливих рівнянь еліптичного типу ми приходимо, якщо будемо шу-

кати розв’язок хвильового рівняння 

UaU tt  2
                                           (2.7) 

у вигляді добутку 

     tTxVtxU , .                                       (2.8) 

Підставивши (2.8) у (2.7), одержимо  

       xVtTatTxV  2
,                                  (2.9)  

а поділивши обидві частини (2.9) на    tTxVa2
, прийдемо до рівності 

 
 

 

 tTa

tT

xV

xV
2





,                                       (2.10) 

яка може мати місце тільки у випадку, коли відношення сталі, бо ліва частина 

(2.10) не залежить від t , а права - від x . Прирівнюючи відношення до сталої  , 

для  tT  і  xV  відповідно одержимо рівняння 

    02  tTatT  ,                                     (2.11) 
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    0 xVxV  .                                     (2.12) 

Рівняння еліптичного типу для визначення  xV  називають рівнянням 

Гельмгольца.  

 

2.5. Рівняння Максвела 

 

Нехай у деякому середовищі наявне змінне електромагнітне поле. Позна-

чимо через    321 ,,, EEEtxE 


 - напруженість електричного поля, 

   321 ,,, HHHtxH 


 - напруженість магнітного поля,  x  - густину елект-

ричних зарядів,   - діелектричну проникність середовища,    - магнітну про-

никність середовища,    321 ,,, IIItxI 


 - струм провідності. Тоді ці величини 

задовольняють наступній (лінійній) системі диференціальних рівнянь, які нази-

вають рівняннями Максвела: 

   4Ediv


,    0Hdiv


 ,                          (2.13) 

 

 
t

H

c
Erot







 1

,                                     (2.14) 

 

 
I

ct

E

c
Hrot
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 ,                                 (2.15) 

де  /c103 8 ìc   - швидкість світла у вакуумі. 

 Рівняння (2.14) виражає закон Фарадея, а (2.15) – закон Ампера. 

 Відмітимо деякі важливі у застосуваннях випадки рівнянь Максвела. 

 а) EIconstconst


  ,,,0  (закон Ома), const . Застосо-

вуючи до рівнянь (2.14) і (2.15) оператор rot  і використовуючи рівняння (2.13), 

для компонент векторів E


 і H


 одержимо так зване телеграфне рівняння  

□а 0
4







t

U
U




, 



c
a  ,                               (2.16) 

де  □а  - хвильовий оператор (оператор Даламбера): 

□а 



 2

2

2

a
t

. 

б) 0,,  Iconstconst


 . Запровадивши чотирикомпонентний еле-

ктромагнітний потенціал    3210 ,,,,  


, зобразимо розв’язок рівнянь 

Максвела у вигляді 

tc
gradE









 1
0 , 




rotH

1
 .                         (2.17) 
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При цьому компоненти електромагнітного потенціалу повинні задовольняти 

хвильовим рівнянням 

□а 





2

2

0

4 c
 ,            □а 0


,                            (2.18) 

та умові Лоренца 

00 





 
div

tc
.                                       (2.19) 

 в) Якщо процес стаціонарний, то рівняння Максвела перетворюються у 

рівняння електростатики 

   4Ediv


, 0Erot


 

і в рівняння магнітостатики 

  0Hdiv


 , I
c

Hrot
 4

 . 

При const  електростатичний потенціал 0  задовольняє, в силу (2.18), рів-

нянню Пуассона (2.5) при 


4
f . 

 При перетворенні рівнянь Максвела ми користувалися наступними фор-

мулами векторного аналізу: ,,  graddivrotrotdivgrad  ,0rotgrad  

0divrot . 

 

2.6. Рівняння Шредінґера 

 

Вивчення фізичних властивостей атомів, молекул і їх складових привело 

на початку ХХ ст. дослідників до переконання, що в мікросвіті діють свої зако-

ни, якісно відмінні від законів макросвіту. Поступово сутність цих законів була 

розкрита і в кінці двадцятих років в атомній фізиці склалася струнка логічна 

система – квантова механіка. 

Основне твердження квантової механіки полягає в тому, що поведінка 

будь-якої мікрочастинки (скажімо, електрона) описується деякою (взагалі ка-

жучи, комплексною) функцією координат і часу  tx, , причім, квадрат її мо-

дуля характеризує густину ймовірності, тобто ймовірність знаходження части-

нки в одиниці об’єму простору в момент часу t . 

Нехай квантова частинка маси 0m  рухається у зовнішньому силовому по-

лі з потенціалом  xV . Тоді хвильова функція  tx,  цієї частинки задоволь-

няє так званому рівнянню Шредінґера 





V

mt
i

0

2

2


 ,                                 (2.20) 

де ñåðã 2710054,1  - стала Планка. 
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 Якщо енергія E  частинки має певне значення, то такий стан її називаєть-

ся стаціонарним. У цьому випадку хвильова функція  tx,  має вигляд: 

   xEt
i

tx 










exp, , 

де хвильова функція  x , в силу (2.20), задовольняє стаціонарному рівнянню 

Шредінґера 

 EV
m0

2

2


.                                 (2.21) 

При 0V  (вільна частинка) рівняння Шредінгера (2.21) перетворюється в од-

норідне рівняння Гельмгольца (2.12). 

Як і в рівнянні Гельмгольца, в задачах розсіювання на потенціалі V  не-

обхідно вимагати виконання умов випромінювання Зоммерфельда на нескін-

ченності (при 0E ; див., наприклад, Л.Д.Ландау, Е.М.Лифшиц [3], гл.ІІІ і 

ХVIII). 

Рівняння Шредінґера є основним диференціальним рівнянням нереляти-

вістської квантової механіки і, отже, одним із самих поширених типів рівнянь в 

частинних похідних математичної фізики. 

 

2.7. Рівняння Кляйна-Гордона та рівняння Дірака 

 

Хвильова функція    32100 ,,,,, xxxxctxxx  , де с – швидкість сві-

тла у вакуумі, яка описує вільну релятивістську (псевдо) скалярну частинку ма-

си 0m , задовольняє рівнянню Кляйна-Гордона-Фока 

(□ + m0
2)φ = 0.                                            (2.22) 

Для описання вільної релятивістської частинки маси 0m  зі спіном 1/2 

(електрон, протон, нейтрон, нейтрино та інші) служить чотирикомпонентна 

хвильова функція (спінор) 

 





























4

3

2

1

0 , xx . 

Вона задовольняє рівняння Дірака – систему чотирьох лінійних диференціаль-

них рівнянь у частинних похідних першого порядку: 

  0,0

3

0
0 















xxIm
x

i
k k

k ,                             (2.23) 

 де I  - одинична матриця, а 
k  - матриці Дірака (у реалізації Паулі): 
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Рівняння Дірака є результатом матричної факторизації рівняння Клейна-

Гордона-Фока 

















3

0
0

k k

k Im
x

i  















3

0
0

k k

k Im
x

i  = - (□ + m0
2) I  

(див. [4]). 

 Зауважимо, що у рівняннях (2.22) і (2.23) змінні 0x  і  321 ,, xxxx   вхо-

дять рівноправним чином. Тому виклад квантової теорії із самого початку стає 

релятивістськи коваріантним. 
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3. РІВНЯННЯ ГІПЕРБОЛІЧНОГО ТИПУ 

 

 Рівняння з частинними похідними другого порядку гіперболічного типу 

найчастіше зустрічаються у фізичних задачах, пов’язаних з процесами коли-

вань. Характерною особливістю цих процесів є скінчена швидкість їх поши-

рення. 

  

3.1. Найпростіші задачі, які приводять до рівнянь гіперболічного типу. 

Рівняння поперечних коливань струни 

 

 Продемонструємо вивід рівняння гіперболічного типу на прикладі малих 

поперечних коливань струни. Струною будемо називати тонку, гнучку, пружну 

нитку, закріплену своїми кінцями у двох точках. 

 У процесі одержання рівняння малих поперечних коливань струни буде-

мо виходити з таких припущень: 

 а) товщиною і вагою струни нехтуємо; 

б) сили пружності, які виникають у струні, підкоряються закону Гука (си-

ла пружності прямо пропорційна відносному видовженню); 

в) струна абсолютно гнучка (не чинить опір згинанню; з математичної 

точки зору ця умова означає, що сили натягу, які виникають у струні, 

завжди напрямлені по дотичних до її миттєвого профілю); 

г) всі точки струни здійснюють коливання в одній площині в напрямку, 

перпендикулярному до стану рівноваги; 

д) відхилення точок струни і кути її нахилу до положення рівноваги малі. 

В основу виведення покладемо принцип Даламбера: рівнодійна всіх сил, 

які діють на систему, включаючи і сили інерції, дорівнює нулю. Нехай у пло-

щині  Ux,  струна здійснює малі поперечні коливання в околі свого положен-

ня рівноваги, що збігається з віссю абсцис Ох. Величину відхилення струни від 

положення рівноваги в точці з абсцисою x  у момент часу t  позначимо через 

 txU ,  , так що  txUU ,  - рівняння форми струни у момент часу t . 

Нехай на одиницю довжини струни задані:   x  - лінійна густина струни 

в точці x ;  txF ,  - густина зовнішніх сил, що діють на струну в точці x  в мо-

мент часу t  і напрямлених перпендикулярно осі ОХ в площині  Ux, ; 

 
t

U
xk




  - густина сили опору середовища, пропорційна швидкості руху то-

чок струни tU . 

Позначимо через  txT ,  величину сили натягу струни в точці з абсцисою x  у 

момент часу t ,  tx,  - кут між дотичною до кривої  txUU ,  у точці з абс-

цисою x  та віссю Ох при фіксованому t , ds  диференціал довжини дуги стру-

ни. Обмежуючись розглядом лише малих коливань струни (умова (д)), нехтує-
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мо величинами вищого порядку малості у порівнянні з xU
x

U
tg 




 . Тоді в 

межах прийнятої нами точності одержимо: 

dxdxUdxUds xx 







 ...

2

1
11 22

, 

   
 

1...
2

1
1

1

1
cos, 2

2



 xx U

xtg
xUxtg


 , 

 
 

 
xxx

x

x UUU
U

U

xtg

xtg
x 














 ...

2

1
1

11
sin 2

22


 ; 

тут ми скористалися розвиненням   2/121


 xU  у ряд Тейлора за степенями xU . 

Виділимо уявно деякий малий елемент струни з проекцією  21, xx , а від-

кинуті частини замінимо силами натягу  txT ,1


 і  txT ,2


, напрямленими по 

дотичним до струни у точках з координатами 21, xx , відповідно (рис.3.1). Дов-

жина дуги виділеної ділянки рівна 

  12
2

21

2

1

2

1

1, xxdxdxUxxs
x

x

x

x

x    . 

Таким чином, у межах нашого наближення довжина струни не змінюється з ча-

сом і, отже, сила натягу  txT ,  не залежить від t . 

 

 
 

 

Рисунок 3.1. 

 

 Покажемо також, що сила натягу не залежить і від x , тобто 

  constxT  . Проектуючи на вісь ОХ сили, що діють на виділений елемент 

струни  21, xx , за принципом Даламбера одержимо  

         0coscos 2211  xxTxxT  , 

звідки  

U

1x x2x

 txU ,1

 txU ,2

 txT ,1

 txT ,2

)( 1x

)( 2x
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       2211 coscos xxTxxT   . 

Але      1coscos 21  xx  , тому    21 xTxT  , тобто сила натягу  txT ,  

не залежить від x . Таким чином, з точністю до малих другого порядку маємо 

  constTtxT , . Зауважимо, що хоча сила натягу вздовж струни стала за 

модулем, вона у відхиленій струні змінюється від точки до точки за напрямком. 

 Принагідно зауважимо, що проекція сил натягу на вісь Ou  буде рівна  

    
















 21

2
cos

2
cos xTxT 





 

     21 sinsin xxT   

      txUtxUT xx ,, 21  

 
2

1

,
x

x

xx dxtxTU . 

Оскільки за припущенням сили інерції, зовнішні сили та сили опору на-

прямлені вздовж вертикальної осі Ou , то проекція результуючої сили на вісь 
Ou  буде 

       0,
2

1

 dxUxUxktxFTU
x

x

tttxx  .                   (3.1) 

Вважаючи підінтегральну функцію неперервною, застосуємо теорему про 

середнє значення інтеграла, скоротивши одержану при цьому рівність на 

 12 xx   та перейшовши до границі при xxxx  21 , . В результаті одер-

жимо диференціальне рівняння поперечних коливань струни 

      0,  tttxx UxUxktxFTU  .                         (3.2) 

Запровадивши позначення 

 
 
 

 
 

 txf
x

txF
k

x

xk
a

x

T
,

,
,, 1

2 


, 

перепишемо рівняння вимушених коливань струни в середовищі з опором у ви-

гляді 

 txfUaUkU xxttt ,2
1  .                                     (3.3) 

Зокрема, якщо   0xk , одержимо хвильове рівняння в одновимірному прос-

торі 1E , що описує вимушені коливання в середовищі без опору 

 txfUaU xxtt ,2  ;                                         (3.4) 

тут  txf ,  – густина зовнішніх сил, віднесена до одиниці маси струни. 

 Однорідне хвильове рівняння   0, txf  у просторі 1E  

xxtt UaU 2                                                (3.5) 

описує вільні коливання струни. 
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3.2. Граничні і початкові умови 

 

 При математичному описанні фізичного процесу перш за все потрібно 

поставити задачу, тобто сформулювати умови, достатні для однозначного ви-

значення процесу. 

 Диференціальне рівняння із звичайними, а тим більше із частинними по-

хідними має, взагалі кажучи, незліченну множину розв’язків. Для того, щоб із 

всієї сукупності розв’язків виділити конкретний, що описує даний процес, не-

обхідно до рівняння приєднати додаткові умови, характер яких суттєво зале-

жить від типу рівняння. Вказані додаткові умови поділяються на граничні та 

початкові. 

 Граничні умови. На коливання струни, що описуються рівнянням (3.3), 

істотно впливає характер закріплення її кінців, тобто граничні умови. 

 Будемо говорити, що закріплення точки струни в напрямі вектора 


 жор-

стке, якщо ця точка в напрямі 


 або в протилежному йому напрямі, не може 

переміщуватися, м’яке – якщо переміщення вільне, пружне – якщо переміщен-

ня на величину   у цьому напрямі викликає у вузлі кріплення реакцію 

0, 11  kkR  .                                         (3.6) 

У формулу (3.6) для реакції пружного закріплення можна включити жорстке 

кріплення, поклавши у цьому випадку 1k , і м’яке, поклавши 01 k . Нада-

лі будемо вважати закріплення кінців струни lxx  ,0  уздовж осі Ох жор-

стким. 

 Знайдемо умови, що накладаються вузлами кріплення на коливання стру-

ни. Виокремимо елемент струни  lxxxx  210 , який містить один із її 

кінців, а відкинуті кріплення і частину струни замінимо реакцією у вузлі кріп-

лення    tUkR ,00 1       tlUklR ,1  і силою натягу T  в іншому кінці. 

Проекція на вісь Ou  сил, які діють на елемент  1,0 x  (на елемент  lxx , ) буде: 

в околі точки 0x  

               
1 1 1

0 0 0

111 ;0,,cos,0
x x x

ttt dxUxdxUxkdxtxFOuxTxTtUk   (3.7) 

в околі точки lx   

               
l

x

l

x

l

x

ttt dxUxdxUxkdxtxFOuxTxTtlUk

2 2 2

0,,cos, 221  . (3.8) 

Але     txUOuxT x ,,cos 11  ,     txUOuxT x ,,cos 22  . Підставивши 

останні вирази у рівності (3.7), (3.8) і перейшовши до границі при 01 x  (при 

lx 2 ), знайдемо граничну ( або крайову) умову у точці 0x  (у точці lx  ): 

    0,0,01  tTUtUk x ;                                        (3.9) 

    0,,1  tlTUtlUk x .                                      (3.10) 
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Таким чином, у випадку рівняння коливання струни в залежності від режиму на 

її кінцях ( 0x  і lx  ) розглядають три основні типи крайових умов: 

Крайові умови І роду. Поклавши у формулах (3.9) і (3.10) 1k , знай-

демо умови жорсткого закріплення кінців:  

    0,;0,0  tlUtU .                                     (3.11) 

Якщо кінці струни рухаються за заданими законами    tt 21 ,  , то граничні 

умови будуть неоднорідними: 

        0,,;,0 21  tttlUttU  .                          (3.12) 

Крайові умови ІІ роду. Поклавши у формулах (3.9) і (3.10) 01 k , знай-

демо умови м’якого закріплення (кінці вільно рухаються уздовж осі Ou ):  

    0,;0,0  tlUtU xx .                                   (3.13) 

Геометрично це означає, що кут нахилу струни до осі Ох у вузлах кріплення 

дорівнює нулю. Якщо до кінців струни прикладені сили, які діють у напрямку 

коливань, крайові умови записуються у вигляді: 

        0,,;,0 21  tttlUttU xx  ,                       (3.14) 

де  t1  і  t2  - задані функції часу t . 

 Крайові умови ІІІ роду. Кінці струни закріплені пружно (  11 ,0 kk ). 

Запровадимо позначення: 11 / hTk   - для лівого кінця струни і 22 / hTk  - для 

правого кінця струни. Тоді граничні умови у випадку пружного закріплення за-

пишуться у вигляді 

        0,,;0,0,0 21  tlUhtlUtUhtU xx .             (3.15) 

 Початкові умови. Оскільки процес коливання струни залежить від її по-

чаткової форми та розподілу швидкостей точок струни, слід задати “початкові 

умови”: 

   

    







,,

,,

0

0

xtxU

xtxU

t 


                                       (3.16) 

де  x  і  x  - задані функції точки x . Таким чином, додаткові умови скла-

даються із граничних і початкових умов. У подальшому ми покажемо, що ці 

умови цілком визначають розв’язок рівняння коливання струни (3.3). 

 

3.3. Рівняння поздовжніх коливань стержня 

 

 Процес поздовжніх коливань можна описати однією функцією  txU , , 

яка зображає в момент часу t  зміщення точки, що мала в положенні стійкої рі-

вноваги абсцису x . При поздовжніх коливаннях це зміщення здійснюється уз-

довж осі стержня. Тоді хвильове рівняння в просторі 1E  

 


E
atxfUaU xxtt  22 ;,                            (3.17) 
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описує також малі поздовжні коливання пружного стержня. Тут   - об’ємна 

густина стержня, E  - модуль пружності (модуль Юнга) матеріалу,  txf ,  - гу-

стина зовнішніх сил, віднесена до одиниці маси. 

 

3.4. Рівняння поперечних коливань мембрани 

 

 Нехай мембрана у ненапруженому стані розташована у площині 21xOx , 

 txU ,  - відхилення точки  21, xx  мембрани від положення рівноваги в перпе-

ндикулярному напрямі. Вимушені малі поперечні коливання мембрани опису-

ються неоднорідним хвильовим рівнянням в просторі 2E  (двох геометричних 

змінних) 

   


T
atxxfUUaU xxxxtt  2

21
2 ;,,

2211
.              (3.18) 

Тут   - поверхнева густина мембрани, T  - сила натягу, розрахована на одини-

цю довжини границі мембрани,  txxf ,, 21  - густина зовнішніх сил, діючих в 

напрямі, перпендикулярному положенню рівноваги, віднесена до одиниці маси. 

 

3.5. Коливання тривимірного середовища 

 

 Неоднорідне хвильове рівняння в просторі 3E  

 

   txxxfUUUaU xxxxxxtt ,,, 321
2

332211
              (3.19) 

описує малі пружні коливання твердих тіл, коливання газу, звукові коливання, 

електромагнітні коливання, тощо. 



 25 

4. МЕТОД ФУР’Є 

 

Метод Фур’є, або метод відокремлення змінних, є одним з найпоширені-

ших методів розв’язування багатовимірних крайових задач для рівнянь матема-

тичної фізики. У цьому розділі метод Фур’є застосовується до розв’язання мі-

шаної задачі для рівняння гіперболічного типу. Обґрунтування методу Фур’є 

для розв’язання мішаної задачі для рівняння параболічного типу та крайової за-

дачі для рівняння еліптичного типу буде дано у наступних розділах даного по-

сібника. 

У класичних працях самого Фур’є та його послідовників метод Фур’є був 

пов'язаний із відокремленням змінних у диференціальному рівнянні з частин-

ними похідними. У більш загальному розумінні, метод Фур’є є методом 

розв’язування мішаних задач та задач Коші, який ґрунтується на використанні 

спектральних властивостей оператора, що входить в дане рівняння. 

 

4.1. Задача Штурма-Ліувілля 

 

(загальна теорія одновимірної задачі на власні значення та власні функції) 

 

Нехай оператор L  визначається диференціальним виразом 

            lxxXxqxXxpxLX ,0, 
 , 

де, стосовно задач про коливання та дифузії, будемо вважати  

       ;0,,01  xplCxp               0,,0  xqlCxq . 

Розглянемо рівняння 

              ,xXxxXxqxXxpxLX 
                (4.1) 

         0,,0,,0  xqlCxqlx , 

яке залежить від довільного числового параметра  . 

Побудуємо розв’язки рівняння (4.1), що задовольняють граничні умови 

     

      ,0

,000

2

1





lXlXxXÃ

XXxXÃ




                                  (4.2) 

де  ,,,  – сталі і 0,0 2222   . 

Задача на побудову нетривіального розв’язку рівняння (4.1), що задоволь-

няє граничні умови (4.2), має назву крайової задачі Штурма-Ліувілля. Значення 

параметра  , для яких задача (4.1), (4.2) має нетривіальні розв’язки, назива-

ються власними числами, або власними значеннями, а розв’язки, що їм відпові-

дають, – власними функціями задачі Штурма-Ліувілля. Множину власних зна-

чень   називають спектром задачі (4.1), (4.2). Повне число   rr 1  лі-

нійно незалежних власних функцій, що відповідають даному власному значен-

ню  , називають кратністю цього власного значення; якщо кратність 1r , то 
  називають простим власним значенням. 
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Якщо позначити через  ,
1

xX  і  ,
2

xX  лінійно незалежні розв’язки рів-

няння (4.1), то його загальний розв’язок буде визначатися рівністю 

      ,,,
2

2

1

1 xXCxXCxX  .                              (4.3) 

Сталі 1C  і 2C  та параметр   доберемо так, щоб розв’язок (4.3) задоволь-

няв граничні умови (4.2). Підставивши (4.3) в (4.2), дістанемо відносно 1C  і 2C  

лінійну однорідну систему, а прирівнявши до нуля визначник цієї системи, 

знайдемо умову існування нетривіального розв’язку для 1C  і 2C . Розв’язуючи 

одержане рівняння відносно  , знайдемо власні значення крайової задачі, тоб-

то такі значення параметра  , при яких задача Штурма-Ліувілля (4.1), (4.2) має 

нетривіальні розв’язки – власні функції. 

Запровадимо тепер поняття ортогональності з вагою. Система функцій 

     lxxXxX ,0,...,, 21   називається ортогональною на відрізку  l,0  з ва-

гою   0x , якщо 

     













l

kk

sk

ksX

ks

dxxXxXx
0 22

.,

,,0



                        

)5.4(

)4.4(

 

 

 

4.2. Властивості власних значень та власних функцій 

 

Властивість 1. (без доведення). Крайова задача (4.1), (4.2) має зліченну 

множину власних значень і всі вони дійсні; якщо власні значення розмістити у 

порядку їх зростання: ......21  n  , то 


n
n

lim . 

Властивість 2. Всі власні значення задачі Штурма-Ліувілля (4.1), (4.2) – 

прості, тобто кожному власному значенню відповідає тільки одна власна функ-

ція.  

Доведення. Припустимо, що деякому   відповідають дві лінійно незалежні 

власні функції  ,
1

xX  і  ,
2

xX . Тоді їх лінійна комбінація 

      ,,,
2

2

1

1 xXCxXCxX                                  (4.6) 

також буде розв’язком лінійного однорідного рівняння (4.1), який задовольняє 

умови (4.2). Зокрема, при будь-яких 1C  і 2C  матимемо: 

    0,0,0   XX .                                        (4.7) 

З іншого боку, (4.6) є загальним розв’язком рівняння (4.1) (оскільки 

 ,
1

xX  і  ,
2

xX  - лінійно незалежні), отже, можна знайти 1C  і 2C  такі, що 
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   ,0X , а     ,0X . Але тоді, згідно (4.7), одержимо 022   , 

що суперечить умовам, накладеним на   і   умовами (4.2). 

 Властивість 3. Власні функції, що відповідають різним власним значен-

ням, ортогональні на відрізку  l,0  з вагою  x . 

Доведення. Нехай k  і s  – різні власні значення, а  xX k  і  xX s  – вла-

сні функції, що їм відповідають. Функції  xX k  і  xX s  задовольняють рів-

няння 

           

            .0

,0







xXxqxxXxp

xXxqxxXxp

sss

kkk




 

Віднімаючи від першого рівняння друге, попередньо помноживши їх від-

повідно на  xX s  і  xX k , та інтегруючи обидві частини одержаної рівності за 

x  від 0 до l, дістанемо 

           

        .

])()([

0

0





l

skks

l

skks

dxxXxXx

dxxXxpxXxXxpxX



 

Скориставшись очевидною тотожністю 

             

           ,xXxXxXxXxp
dx

d

xXxpxXxXxpxX

skks

skks







 

обчислимо інтеграл в лівій частині останньої рівності: 

          

        .
0

0




l

skks

l

skks

dxxXxXx

xXxXxXxXxp


 

Функції  xX k  і  xX s  задовольняють граничні умови (4.2), тому можна запи-

сати 

   

   







.000

,000

ss

kk

XX

XX




 

Ці нерівності можна розглядати, як однорідну систему відносно   і  . Оскіль-

ки ця система має ненульовий розв’язок (за умовою 022   ), то її визна-

чник дорівнює нулю 

        .00000 
kssk XXXX                               (4.8) 

Аналогічно можна довести рівність 

        .0 lXlXlXlX kssk                                 (4.9) 

З рівностей (4.8) і (4.9) випливає, що  



 28 

        0
0

 
l

skks dxxXxXx . 

Оскільки 0 ks  , то 

      0
0


l

sk dxxXxXx , 

тобто власні функції  xX k  і  xX s  при sk  ортогональні. 

Властивість 4. Якщо граничні умови такі, що 

      0
0


l
xXxXxp ,                                       (4.10) 

то всі власні значення невід’ємні. 

Доведення. Нехай  xX k  – власна функція, що відповідає власному зна-

ченню k . Помножимо обидві частини тотожності  

            0
 xXxqxxXxp kkk   

на  xX k  та проінтегруємо одержану рівність на відрізку  l,0 ; одержимо 

    


l l l

kkkkk dxqXdxXdxXpX
0 0 0

22 0 . 

 Інтегруючи перший доданок частинами, дістанемо 

         
l l l

kkkk

l

kk dxqXdxXdxXpxXxXxp
0 0 0

222

0
0 . 

З цієї рівності випливає, що 0k  (оскільки перший доданок недодатний, а 

      0,0,0  xqxpx ). 

Наслідок. Якщо граничні умови мають вигляд 

1°.     ;0,00  lXX  

2°.     ;0,00  lXX  

3°.         0,,0,000 2121  hhlXhlXXhX ,  

то всі власні значення 0k . 

Доведення. Перевіримо виконання умови (4.10), наприклад, для випадку 

3°: 
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         ,000

000

000

2
1

2
2

22
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kkkk

kkkk

l

kk

XphlXlph

XhXplXhlXlp

XXplXlXlp

xXxXxp

 

оскільки    lxxp ,0,0  .  

Аналогічно можна пересвідчитись у виконанні умови (4.10) для випадків 

1° і 2°. 

Приведемо без доведення наступну 

Властивість 5. Число 0 буде власним значенням крайової задачі (4.1), 

(4.2) тоді і тільки тоді, коли       0 i0,0  xxxq  , тобто для задачі: 

       00,0 
 lXXXXxp  . 

Тепер сформулюємо без доведення теореми про розклад функції  x  в 

ряд Фур’є за власними функціями крайової задачі (4.1), (4.2). 

Теорема Стеклова. Якщо функція  x : 

1° на відрізку  l,0  має неперервну першу похідну і кусково-неперервну другу; 

2° задовольняє граничні умови (4.2), 

то вона розкладається в рівномірно та абсолютно збіжний ряд Фур’є за власни-

ми функціями крайової задачі (4.1), (4.2): 

   





1k

kk xXx .                                        (4.11) 

Прийнявши дану теорему буз доведення, зупинимося коротко на визначенні 

функції  x , а саме знайдемо коефіцієнти Фур’є k  функції  x . Помно-

жимо обидві частини рівності (4.11) на    xXx n  і результат почленно проін-

тегруємо на відрізку  l,0 . Враховуючи рівності (4.4) і (4.5) (тобто властивість 

ортогональності 3), дістанемо 

          
l l

nnn dxxXxdxxXxx
0 0

2 , 

звідки для коефіцієнтів Фур’є одержимо 

          
l

nnn

l

n

n dxxXxXdxxXxx
X 0

22

0
2

;
1

 . 

Теорема. Якщо функція  x  на відрізку  l,0  сумовна з квадратом, то її 

ряд Фур’є  





1k

kk xX  збігається до  x  в середньому з вагою  x , тобто 

       











l n

k
k

n
dxxxx

0

2

1

0lim  . 
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Приймемо дану теорему без доведення. 

Зауваження 1. Теореми розкладання функції  x  в ряд за власними фу-

нкціями крайової задачі мають місце і у випадку, коли граничні умови мають 

характер періодичності 

       .0;0 lXXlXX   

Зауваження 2. Кінцева точка відрізку  l,0  називається сингулярною, як-

що у цій точці коефіцієнт при старшій похідній в рівнянні обертається в нуль. 

Гранична умова в сингулярному кінці довільним чином задаватися не може і, 

як правило, зводиться до вимоги обмеженості розв’язку. 

 

4.3. Розв’язання рівняння поперечних коливань струни 

 

 Продемонструємо сутність методу Фур’є на прикладі розв’язання рівнян-

ня малих поперечних коливань струни. Знайдемо розв’язок рівняння (3.5) віль-

них коливань струни 

   
2

2
2

2

2 ,,

x

txU
a

t

txU









,                                   (4.12) 

який задовольняє крайові умови: 

  0,0 tU ,                                               (4.13) 

  0, tlU ,                                               (4.14) 

   xxU 0, ,                                           (4.15) 

 
 x

t

txU

t






0

,
.                                      (4.16) 

 Для знаходження нетривіального частинного розв’язку рівняння (4.12), 

що задовольняє крайові умови (4.13)-(4.16), використаємо метод відокремлення 

змінних. А саме, представимо шукану функцію  txU ,  у вигляді 

     tTxXtxU , .                                       (4.17) 

 Підставивши вираз (5.25) у рівняння (4.12), одержимо рівність 

 
 

 
 xX

xX

tTa

tT 



2

.                                         (4.18) 

Оскільки права частина вказаної рівності не залежить від t , а ліва - від x , то 

(4.18) має місце тільки у випадку, коли відношення сталі, тобто 

 
 

 
 

0,
2








xX

xX

tTa

tT
, 

В результаті для визначення  xX  і  tT , відповідно, одержимо звичайні дифе-

ренціальні рівняння  

    0 xXxX  ,                                         (4.19) 

    02  tTatT  .                                        (4.20) 
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Загальні розв’язки рівнянь (4.19) і (4.20), відповідно, мають вигляд 

     xBxAxX  sincos  ,                               (4.21) 

     taDtaCtT  sincos  ,                              (4.22) 

де DCBA ,,,  - довільні сталі.  

 Підставивши вирази (4.21), (4.22) у формулу (4.17), одержимо 

           taDtaCxBxAtxU  sincossincos,  . (4.23) 

 Для визначення довільних сталих A  і B , що містяться у виразі (4.23), ви-

користаємо граничні умови (4.13), (4.14). Відокремимо змінні tx,  у граничних 

умовах (4.13), (4.14). Оскільки функція  tT  тотожно не рівна нулю (у против-

ному випадку одержимо тривіальний розв’язок   0, txU ), то із граничних 

умов (4.13), (4.14) слідує, що  

    0,00  lXX .                                      (4.24) 

Враховуючи співвідношення (4.24), із виразу (4.23) одержимо систему алгебра-

їчних рівнянь на коефіцієнти A  і B :  

010  BA , 

   lBlA  sincos0  , 

звідки одержимо наступні співвідношення:   0sin,0  xBA  . Оскільки 

0n  (бо інакше   0xX , а, отже, і   0, txU ), то повинна виконуватися 

умова   0sin l , звідки 

 ,...3,2,1,  n
l

n
                                    (4.25) 

(зауважимо, що 0n , бо у цьому випадку   0xX  і   0, txU ). 

 Таким чином, для функції  xX  одержимо вираз 

  







 x

l

n
BxX


sin .                                          (4.26) 

 Зауважимо, що коли вибрати 0 , для функції  xX  одержимо рівнян-

ня виду     02  xXkxX  ( 02 k ), загальний розв’язок якого 

  kxkx BeAexX   задовольняє граничним умовам, лише у випадку, коли 

  0xX .  

 Із врахуванням (4.25), перепишемо розв’язок (4.22) у вигляді 

  


















l

tan
D

l

tan
CtT


sincos .                              (4.27) 

 Тепер для функції  txU ,  одержимо наступний вираз (для конкретного 

значення  ,...3,2,1n ; окрім того, константа B  включена у нові сталі nC  і 

nD ):  
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tan
D

l

tan
C

l

xn
txU nnn


sincossin, ,                  (4.28) 

 Оскільки рівняння (4.12) лінійне і однорідне, то сума розв’язків виду 

(4.28) також буде його розв’язком, тобто 

    















11

sincossin,,
n

nn
n

n
l

tan
D

l

tan
C

l

xn
txUtxU


. (4.29) 

Для визначення сталих nC  і nD  надамо змінній t  у виразі (4.29) значення 

0t  і використаємо початкову умову (4.15): 

    





1

sin0,
n

n
l

xn
CxxU


 .                            (4.30) 

 Якщо функція  x  така, що на інтервалі  l,0  її можна розкласти в ряд 

Фур’є, то умова (4.30) буде виконуватися, якщо 

 
l

n dx
l

xn
x

l
C

0

sin
2 
 .                                  (4.31) 

 Далі диференціюємо (4.29) за t  і підставляємо 0t . Із початкової умови 

(4.15) одержимо рівність  

  





1

sin
n

n
l

xn

l

an
Dx


 . 

Визначаємо коефіцієнти Фур’є цього ряду: 

 
l

n dx
l

xn
x

an
D

0

sin
2 




.                                (4.32) 

Таким чином, ми довели, що ряд (4.29), у якому коефіцієнти nC  і nD  ви-

значаються співвідношеннями (4.31) та (4.32), якщо він допускає двократне по-

членне диференціювання, зображає функцію  txU , , що є розв’язком рівняння 

(4.12) і задовольняє крайові умови (4.13)-(4.16). 
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5. РІВНЯННЯ ПАРАБОЛІЧНОГО ТИПУ 

 

 Процеси поширення теплоти або дифузії частинок у середовищі опису-

ються рівняннями параболічного типу. Виведемо рівняння поширення теплоти. 

 

5.1. Рівняння теплопровідності 

 

 Розглянемо процес поширення теплоти в середовищі з густиною 

   321 ,,, xxxxx  , питомою теплоємністю  xc  і коефіцієнтом теплопро-

відності   0xk ; середовище рахуємо ізотропним – теплопровідність зале-

жить лише від координат і не залежить від напрямку. Позначимо через  txU ,  

температуру середовища в точці x  в момент часу t . Знайдемо рівняння, якому 

повинна задовольняти функція  txU , . В основу виводу покладемо закон збе-

реження енергії і емпіричний закон Фур’є, згідно якому кількість теплоти dQ , 

що протікає за малий проміжок часу dt  через площадку d  в напрямку векто-

ра нормалі   до цієї площадки, буде 

  dtd
U

xkdQ 



 .                                        (5.1)  

Величина теплового потоку в напрямку   рахується додатою (від’ємною), як-

що температура  txU ,  спадає (зростає) у цьому напрямку, тобто 0






U
 

( 0






U
). Припускаємо, що в тілі наявні теплові джерела (наприклад, прохо-

дить електричний струм або відбувається хімічна реакція), розподілені з густи-

ною  txF , , віднесеною до одиниці об’єму. 

 Виділимо в тілі об’єм D , обмежений довільною гладкою поверхнею   з 

вектором зовнішньої нормалі    xx ,  і підрахуємо тепловий баланс у цьо-

му об’ємі за проміжок часу 21 ttt  . Позначимо через 1Q  кількість теплоти, 

яку виділяють в тілі об’єму D  теплові джерела за проміжок часу 12 tt  , 2Q  - 

кількість теплоти, витраченої на підвищення температури тіла за цей час, і 3Q  - 

кількість теплоти, що розповсюдилась через поверхню   в напрямку вектора 

зовнішньої нормалі   за проміжок часу 12 tt  . Згідно закону збереження енер-

гії будемо мати: 

321 QQQ  .                                               (5.2) 

У результаті дії теплових джерел в елементі об’єму 321 dxdxdxdx   за 

час dt  виділиться кількість теплоти  dxdttxFdQ , ; інтегруючи dQ  по 

об’єму D  і по часу від 1t  до 2t , знайдемо 
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D

t

t

dxtxFdtQ ,
2

1

1 .                                          (5.3) 

Згідно з законом Фур’є, кількість теплоти 2Q , що розповсюджується че-

рез поверхню   в напрямку вектора зовнішньої нормалі  , буде  

  
 












d
txU

xkdtQ
t

t

,2

1

2 .                                 (5.4) 

Кількість теплоти 3dQ , витраченої на підвищення температури елементу 

об’єму dx  від  1, txU  до  2, txU , дорівнює добутку маси  dxx  цього еле-

менту на питому теплоємність  xc  і на приріст температури 

   12 ,, txUtxU  :  

          123 ,, txUtxUxcdxxdQ   

   
 







2

1

,
t

t

dt
t

txU
dxxxc  .                                     (5.5) 

Інтегруючи (5.5) по об’єму D , знайдемо 

   
 

 





2

1

,
3

t

t D

dx
t

txU
xxcdtQ  .                            (5.6) 

Підставивши вирази для 1Q , 2Q , і 3Q  у рівність (5.2), одержимо 
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txU
xxcdtd

txU
xkdtdxtxFdt
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1

2

1

2

1




. 

Перетворимо інтеграл по  . Записавши похідну по напрямку в розгорнутому 

вигляді, будемо мати 
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1

,cos
,

j
j

j

dx
x

U
kd

txU
xk .                     (5.8) 

Якщо тепер у формулі Гауса-Остроградського 

  dx
x

A
dxA

D j j

j

j
jj 
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U
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 ,  ,3,2,1j  

то одержимо 
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U
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x
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Підставивши у (5.7) вираз для інтегралу по   і зібравши всі члени під одним 

інтегралом, прийдемо до інтегрального рівняння для  txU , :  

        










































2

1

0,
3

1

t

t D j jj

dt
t

U
xxc

x

U
k

x
txFdt  .        (5.9) 

Щоб одержати рівняння теплопровідності у диференціальній формі, припустимо, 

що підінтегральний вираз у (5.9) є неперервною функцією від  tx, . Застосовую-

чи теорему про середнє значення інтегралу, одержимо рівність 

        0, 12

3

1













































 Dtt
t

U
xxc

x

U
k

x
txF

cp

cp

tt

xxj jj

 .  (5.10) 

Скоротивши (5.10) на  Dtt 12  , де D  – об’єм області D , перейшовши до гра-

ниці при ttt 21 ,  і стягнувши одночасно об’єм тіла D  в точку  321 ,, xxxx  , 

одержимо диференціальне рівняння теплопровідності для функції  txU , : 

     
 
























3

1

,
j jj t

U
xxctxF

x

U
k

x
 .                       (5.11) 

Розглянемо частинні випадки цього рівняння. Якщо середовище однорідне, 

тобто c,  і k  – сталі, то рівняння (5.11) прийме вигляд 

 txfUa
t

U
,2 




,                                         (5.12) 

 
 
 c

txF
txf

c

k
a

,
,,2  , 

де 
2a  - коефіцієнт теплопровідності, 

2
3

2

2
2

2

2
1

2

xxx 












  - оператор Лапласа. 

 Якщо теплові джерела відсутні, тобто   0, txf , то рівняння теплопро-

відності прийме простий вигляд: 

UaU t  2
.                                                (5.13) 

 Якщо температура  txxxU ,,, 321  не залежить від 32 , xx  (залишається 

незмінною у кожній площині, перпендикулярній до осі 1OX ), то для одновимі-

рного випадку рівняння теплопровідності (5.12) буде 

 txfUaU xxt ,1
2

11
 .                                        (5.14) 

Цей випадок може бути реалізований на тонкому стержні, теплоізольованому з 

бічної поверхні. 

 Зауваження. Можна показати, що рівняння (5.12) описує також процес 

переносу речовини, дифузії; але у цьому випадку, природно, коефіцієнти у 

(5.12) мають інший фізичний зміст: 
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c

txF
txf

c

k
a

,
,,2  , 

де 
2a  - коефіцієнт дифузії, c  - коефіцієнт поруватості,  txF ,  - густина джерел 

дифундуючої речовини. 

 Постановка крайових задач. Для виокремлення єдиного розв’язку рівнян-

ня теплопровідності необхідно до рівняння приєднати початкові та граничні 

умови. 

 Початкова умова на відміну від рівняння гіперболічного типу полягає 

тільки у заданні значень функції  txU ,  у початковий момент часу 0t  (рівняння 

(5.12) містить похідну за часом тільки першого порядку): 

   xtxU
tt


 0

, .                                          (5.15) 

 Граничні умови можуть буди різними в залежності від теплового режиму 

на границі  . Розглядають три типи граничних (крайових) умов: 

Крайова умова І роду. На поверхні   тіла D  підтримується задана тем-

пература 

    


 xtxtxU ,,, .                                     (5.16) 

Крайова умова ІІ роду. На поверхні   заданий тепловий потік (кількість 

теплоти, що протікає за одиницю часу через поверхню одиничної площі). У 

цьому випадку маємо 

 
  

 





xtx

txU
,,

,
.                                    (5.17) 

Тут   – вектор зовнішньої нормалі до поверхні  . 

Крайова умова ІІІ роду. Середовище, у якому міститься тіло D , має зада-

ну температуру  tx, ; теплообмін між тілом і оточуючим середовищем від-

бувається згідно закону Ньютона: тепловий потік Q  через поверхню   у на-

прямку вектора зовнішньої нормалі   пропорційний різниці температур 

      0,,,,   xtxtxUQ , 

де   - коефіцієнт теплообміну. 

 З іншого боку, за законом Фур’є, в одиницю часу через одиничну площа-

дку поверхні   у напрямку вектора   розповсюджується тепловий потік 






U
kQ . Прирівнюючи вирази для потоку, одержимо граничну умову 

 
     












txtxU
txU

k ,,
,

 

 
   txtxhU

txU
,,

,


 














,  0,  hx  .                 (5.18) 

 Розглянемо одновимірний випадок, коли тіло D  - теплоізольований з бі-

чної поверхні тонкий стержень довжини l . У точці 0x  напрямок вектора зо-
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внішньої нормалі   до перерізу стержня збігається з від’ємним напрямком осі 

Ох, тому 

  000  













xxx x

U

x

UU


 

і умова (5.18) запишеться у вигляді 

 tUh
x

U

x

1

0
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,  01 h .                                (5.19) 

У точці lx   напрямок вектора нормалі до перерізу співпадає з напрямком осі 

Ох, тому 

lxlx x

UU

 









 і гранична умова (5.18) прийме вигляд 

 tUh
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,  02 h .                            (5.20) 

 Таким чином, будь-яку граничну умову для задачі про поширення тепло-

ти у стержні можна записати у вигляді  
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x                   (5.21) 

де 21,...,  - сталі. Формально граничні умови записуються у тому ж вигляді, 

що і у задачі про коливання струни. 

 Крайові задачі для рівняння параболічного типу. Крайові задачі будемо 

формулювати для випадку однієї геометричної (просторової) змінної 0x . 

 Мішана задача. У прямокутнику    TlH ,0,0   знайти регулярний 

розв’язок рівняння 

 txfUaU xxt ,2  ,                                         (5.22) 

що задовольняє граничним умовам (5.21) і початковій умові 

   xtxU
t


0

, .                                            (5.23) 

 Задача (5.22), (5.21), (5.23) буде однорідною, якщо 

      0,,, 21 tttxf  , і неоднорідною у випадку, коли хоча б одна із цих фу-

нкцій не рівна тотожно нулеві. 

 В залежності від характеру граничних умов говорять, що мішана задача 

буде першого роду, якщо 1,0  kk  : 

       ;,;,0 21 ttlUttU    

другого роду, якщо 0,1  kk  : 
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третього роду, якщо 0,,,1 2211  kk hhh  : 
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x

tlU
ttUh

x

tU
2211 ,

,
;,0

,0
 









. 

 

5.2. Розв’язання рівняння теплопровідності для нескінченного стержня  

  

Нехай у початковий момент часу задана температура у різних перерізах 

нескінченого стержня. Вимагається визначити розподіл температури стержня у 

довільний момент часу. До задачі про розподіл теплоти у нескінченому стержні 

приводять фізичні задачі у тому випадку, коли стержень настільки довгий, що 

температура у внутрішніх точках стержня у довільний момент часу слабо зале-

жить від умов на кінцях стержня. 

 Якщо стержень співпадає з віссю Ох, то математично задача формулю-

ється наступним чином: у області 0,  tx  знайти розв’язок рів-

няння 

2

2
2

x

U
a

t

U









,                                              (5.24) 

який задовольняє початкову умову 

   xxU 0, .                                                (5.25) 

Застосуємо до знаходження нетривіального частинного розв’язку рівняння 

(5.24), що задовольняє початковій умові (5.25), метод відокремлення змінних. А 

саме, представимо шукану функцію  txU ,  у вигляді 

     tTxXtxU , ,                                          (5.26) 

 Підставивши вираз (5.26) у рівняння (5.24), одержимо рівність 

 
 

 
 

2

2







xX

xX

tTa

tT
.                                     (5.27) 

Кожне із вказаних співвідношень не може залежати ні від x , ні від t , тому ми і 

прирівняли їх до сталої 
2 . Знак мінус при 

2  має простий фізичний зміст: 

оскільки функція  tT  є скінченною при довільному значенні t , якщо скінче-

ною є функція  x , то відношення TT /  повинне бути від’ємним, чим і дик-

тується необхідність від’ємного значення константи відокремлення у виразі 

(5.27). Із (5.27) для визначення  xX  і  tT , відповідно, одержимо звичайні 

диференціальні рівняння  

    022  tTatT  ,                                        (5.28) 

    02  xXxX  .                                         (5.29) 

 

Розв’язуючи їх, одержимо: 

  taCetT
22 , 
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     xBxAxX  sincos  , 

де CBA ,,  - довільні сталі.  

 Підставивши знайдені вирази у формулу (5.26), одержимо 

          xBxAetxU ta 
 sincos,

22

 
.           (5.30) 

Тут стала C  включена у  A  і  B . 

 Для кожного значення   ми одержуємо розв’язок виду (5.30). Довільні 

сталі A  і B  для кожного значення   мають певні значення, тому можемо вва-

жати їх функціями  . Сума розв’язків виду (5.27) 

         



  xBxAe ta sincos
22

 

у силу лінійності рівняння (5.24) також є його розв’язком. Інтегруючи вираз 

(5.30) за параметром   в межах від 0  до  , одержимо загальний розв’язок рів-

няння (5.24) у виді: 

            dxBxAetxU ta



 
0

sincos,
22

.             (5.31) 

Величини  A  і  B  повинні бути такими, щоб існували інтеграл (5.31), йо-

го похідна за t , друга похідна за x , причому вказані похідні обчислюються 

шляхом диференціювання інтегралу за t  і x . Підберемо  A  і  B  так, щоб 

розв’язок  txU ,  задовольняв початкову умову (5.25). Поклавши у рівності 

(5.31) 0t  на основі умови (5.25) одержимо 

              dxBxAxxU 



0

sincos0, .        (5.32) 

Нехай функція  x  така, що її можна представити інтегралом Фур’є 

      


 ddxx  
 












0

cos
1

, 

або 

      


 dxdxdx  
 
















0

sinsincoscos
1

. (5.33) 

Порівнюючи праві частини виразів (5.29) та (5.33), одержимо 

   

   


























..sin
1

,cos
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dB

dA

                                 (5.34) 

Підставляючи знайдені вирази для  A  і  B   у формулу (5.28), знайдемо 
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dxd

xdetxU

ta
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або, змінюючи порядок інтегрування, остаточно одержимо 

      


 ddxetxU ta
 

























0

cos
1

,
22

.            (5.35) 

Вираз (5.35) і є розв’язком поставленої задачі. 

 Запровадивши в інтегралі у круглих дужках виразу (5.35) підстановки 




 



ta

x
zta , ,                                       (5.36) 

перепишемо його у вигляді 

  
 

 
0 0

cos
1

cos
222

zdze
ta

dxe zta 
.                    (5.37) 

Позначимо 

  



0

cos
2

zdzeK z  .                                       (5.38) 

Диференціюючи останній вираз за  , знайдемо 

  



0

sin
2

zdzzeK z  . 

Інтегруючи частинами, одержимо 

  






 
00

cos
2

sin
2

1 22

zdzezeK zz 


 , 

або 

   


 KK
2

 . 

Інтегруючи дане диференціальне рівняння, одержимо 

  4

2




 CeK .                                           (5.39) 

Визначимо сталу C . Із (5.38) випливає: 
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0 2

0
2 
dzeK z

, 

тому стала C  у (5.39) має бути рівною 
2


C . Отже, 

  4

2

2







 eK .                                           (5.40) 

Значення (5.40) інтегралу (5.38) підставляємо у вираз (5.37), одержимо 
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22
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1
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 e

ta
dxe a

. 

Підставляючи замість   його значення (5.36), остаточно одержимо для інтег-

ралу (5.37) 
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4 2

2

22

2

1
cos ta

x

a e
ta

dxe



 
 .                      (5.41) 

Підставляючи цей вираз інтегралу у розв’язок (5.35), остаточно одержимо:  

   
 









 




de
ta

txU ta

x

2

2

4

2

1
, .                          (5.42) 

 Ця формула, яка має назву інтеграла Пуассона, зображає розв’язок поста-

вленої задачі про розподіл теплоти у необмеженому стержні. 
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6. РІВНЯННЯ ЕЛІПТИЧНОГО ТИПУ 

 

6.1. Основні поняття. Постановка крайових задач 

 При дослідженні стаціонарних (не залежних від часу) процесів різної фі-

зичної природи (коливання, теплопровідності, дифузії та ін.) зазвичай прихо-

дять до рівнянь еліптичного типу. Найпоширенішими рівняннями еліптичного 

типу є рівняння Лапласа 

0...
2

2

2
1

2












nx

U

x

U
U                                 (6.1) 

і рівняння Пуассона 

 n

n

xxF
x

U

x

U
U ,...,... 12

2

2
1

2










 .                        (6.2) 

 Ми будемо розглядати задачі для рівнянь еліптичного типу у просторі 

nEn  - незалежних змінних ( 3,2n ). Запровадимо такі позначення: 

     nnnn yxyxyyyxxx  ,...,,,...,,,..., 1111 ;  nn yxyxxy  ...11  

- скалярний добуток векторів x  і y ;    22

11 ... nn yxyxyx   - 

відстань між x  і y ; якщо x  – фіксована і y  - змінна координати точки, то 

ryx   - сфера  rx,  із центром у точці x  радіуса r ; ryx   - куля 

 rxK ,  із центром у точці x  радіуса r . 

 Область D  в nE  називається обмеженою, якщо існує 0R  таке, що 

 RKD ,0 , а у протилежному випадку – необмеженою, що містить нескін-

ченно віддалену точку. Однозв’язна замкнута поверхня   ділить простір nE  на 

дві області: 
D  - внутрішню і 

D  - зовнішню, яка містить нескінченно відда-

лену точку. 

 Функція  xU  називається гармонічною у області D , якщо вона непере-

рвна у цій області разом зі своїми похідними до другого порядку включно і за-

довольняє рівнянню Лапласа. 

 Розв’язок  xU  рівняння Лапласа називається регулярним на нескінчен-

ності, якщо він у околі нескінченно віддаленої точки обмежений у 2E , спадає 

не повільніше 
x

C
 в 3E , тобто задовольняє умові,   3,2,

2



n

x

C
xU

n
, де 

n  - розмірність простору, а С – деяка стала. 

 Сформулюємо основні крайові задачі для рівняння Лапласа. Нехай гладка 

поверхня   ділить простір nE  на 
D  і 

D .  
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 Перша крайова задача – внутрішня (задача 
D ). У області 

D  необхідно 

знайти гармонічну функцію як розв’язок  рівняння (6.1), неперервний аж до 

границі  , який задовольняє умові 

   xfxU 


,                                                 (6.3) 

де  xf  - задана функція.  

Друга крайова задача – внутрішня (задача 
N ). У області 

D  необхідно 

знайти гармонічну функцію, неперервно диференційовну аж до границі  , яка 

задовольняє умові 

 xf
U







,                                                  (6.4) 

де 


U
 - похідна по зовнішній нормалі до поверхні  . 

 Перша крайова задача – зовнішня (задача 
D ). У області 

D  необхідно 

знайти гармонічну функцію, неперервну аж до границі  , регулярну на нескін-

ченності, яка задовольняє умові 

   xfxU 


.                                               (6.5) 

Друга крайова задача – зовнішня (задача 
N ). У області 

D  необхідно 

знайти гармонічну функцію, неперервно диференційовну аж до границі  , ре-

гулярну на нескінченності яка задовольняє умові 

 xf
U







.                                               (6.6) 

 Першу крайову задачу для рівняння Лапласа часто називають задачею 

Діріхле, а другу крайову задачу – задачею Неймана.  

 

6.2. Рівняння Лапласа у криволінійній системі координат 

 

 Нехай у тривимірному просторі замість декартових координат 321 ,, xxx  

запроваджено криволінійні координати 321 ,, qqq  за допомогою співвідношень 

     321333212232111 ,,,,,,,, xxxfqxxxfqxxxfq  .            (6.7) 

Розв’язуючи (6.7) відносно змінних 321 ,, xxx , знайдемо 

     321333212232111 ,,,,,,,, qqqxqqqxqqqx   .           (6.8) 



 44 

Поклавши 332211 ,, CqCqCq  , де 321 ,, CCC  - сталі, одержимо три 

сім’ї координатних поверхонь: 

      332132321213211 ,,,,,,,, CxxxfCxxxfCxxxf  .   (6.9) 

Лінії перетину двох координатних поверхонь називаються координатними ліні-

ями. Доволі очевидно, що через кожну точку простору проходять по три коор-

динатні поверхні, які взаємно перетинаються і по три координатні лінії. 

 Якщо криволінійна система координат володіє тією властивістю, що у 

будь-якій точці простору через неї проходять три  взаємно перпендикулярні ко-

ординатні лінії, то система координат називається ортогональною. Зрозуміло, 

що різні векторні і тензорні співвідношення мають у ортогональних системах 

координат більш простий вигляд, ніж у довільних неортогональних системах 

координат. А тому корисно сформулювати умови, яким повинні задовольняти 

функції      321332123211 ,,,,,,,, qqqqqqqqq  , щоб координатна сис-

тема була ортогональною. 

 Як відомо із аналітичної геометрії, умова перпендикулярності двох пря-

мих, що утворюють з осями координат кути  ,,  і   ,, , зводиться до 

рівності: 

0coscoscoscoscoscos   .                         (6.10) 

Оскільки косинуси кутів між дотичною до координатної лінії iq  з прямокутни-

ми осями координат 321 ,, xxx  пропорційні відповідним частинним похідним 

iii qqq 









 321 ,,


, то ми одержимо наступні умови взаємної перпендикуляр-

ності координатних кривих iq  і jq : 

0332211 


























jijiji qqqqqq


   ji  .               (6.11) 

Щоб криволінійна система координат 321 ,, qqq  була ортогональною, її коорди-

натні лінії повинні зображати собою три взаємно перпендикулярні сім’ї кривих, 

а, отже, функції      321332123211 ,,,,,,,, qqqqqqqqq   повинні задо-

вольняти три умови типу (6.11). 

 Виразимо елемент дуги ds  у нових координатах. У прямокутних коорди-

натах, як відомо, 

2
3

2
2

2
1

2 dxdxdxds  .                                    (6.12) 

Диференціюючи рівності (6.8), одержимо: 
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 3,2,1,3

3

2

2

1

1















 idq

q
dq

q
dq

q
dx iii

i


.              (6.13) 

Підставляючи (6.13) у (6.12) і приймаючи до уваги умову ортогональності 

(6.11), знаходимо, що  

2
3

2
3

2
2

2
2

2
1

2
1

2 dqHdqHdqHds  ,                           (6.14) 

де 321 ,, HHH  - так звані коефіцієнти Ляме, які визначаються наступним вира-

зом: 

2

3

2

2

2

12









































iii

i
qqq

H


.                         (6.15) 

 Розглянемо в нових координатах елемент об’єму, обмежений трьома па-

рами координатних поверхонь. Уздовж кожного із ребер елементарного об’єму 

змінюється тільки одна координата, тому для довжини цих ребер згідно форму-

ли (6.14) будемо мати: 

333222111 ,, dsHdsdqHdsdqHds  ,                 (6.16) 

так що елемент об’єму дорівнює 

321321321 dqdqdqHHHdsdsdsdV  .                     (6.17) 

Розглянемо тепер основні диференціальні операції у криволінійних координа-

тах. За означенням, градієнт скалярної функції   зображає вектор grad , про-

екція якого на довільний напрямок l  дорівнює похідній від   по цьому напря-

мку: 

l
grad l







 .                                         (6.18) 

Нехай вектор grad  задано у деякій точці простору М. Через неї проходять 

три взаємно перпендикулярні лінії 321 ,, qqq . Проведемо у точці М дотичні до 

цих ліній і уздовж цих дотичних відкладемо одиничні орти 321 ,, eee


. Ця трійка 

ортогональних ортів, що називається базисом (або репером), утворює локальну 

прямокутну систему координат. Проекція вектора grad  на напрямок коорди-

натних ліній (тобто на дотичні до цих ліній у точці М) дорівнює: 

 
i

q
s

grad
i 





 ,                                      (6.19) 

де довжина дуги координатної кривої iii dqHds  . 



 46 

Отже, градієнт скалярної функції у деякій точці простору визначається в криво-

лінійній системі координат трьома проекціями на координатні лінії, що прохо-

дять через цю точку: 

 3

33

2

22

1

11

111
e

qH
e

qH
e

qH
grad



















 .                (6.20) 

Розглянемо деяке векторне поле  321 ,, xxxA


. Обчислимо Adiv


, що визнача-

ється відомою формулою векторного аналізу 

dV

dN
Adiv 


.                                              (6.21) 

Тут dV  - елемент об’єму, який виражається у криволінійних координатах фор-

мулою (6.17), а dN  визначає потік вектора через малу замкнуту поверхню  , 

яка обмежує об’єм dV : 







dAdN n . 

У якості елементарного об’єму dV  виберемо криволінійний кубик, гранями 

якого є ділянки координатних поверхонь. Розглянемо дві грані, перпендикуляр-

ні 1q - ліву 1 і праву 2. Площа грані 1 рівна: 

    3213121 dqdqqHqHd  , 

а площа грані 2 запишеться так: 

    321131122 dqdqdqqHdqqHd  . 

Нехай змінний вектор A


 у точках елементарної грані 1 приймає значення 

 1qA


, а у точках грані 2 – відповідно  11 dqqA 


. Оскільки координатна лінія 

1q  перпендикулярна до обох цих граней, то нормальні проекції векторів  1qA


 

і  11 dqqA 


 з урахуванням напрямків нормалі приймають значення:  11
qAq  

і  111
dqqAq  . Тому результуючий потік уздовж 1q  дорівнює: 

     32131211
dqdqqHqHAdN qq  

      32113112111
dqdqdqqHdqqHdqqAq  , 

або, користуючись формулою Тейлора і нехтуючи малими вищих порядків, 

32132

1

)(
11

dqdqdqHHA
q

dN qq



 . 

Повний же потік через усі грані кубика визначається рівністю: 
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    .32121
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32

1321

dqdqdqAHH
q

AHH
q

AHH
q

dNdNdNdN

qq

qqqq

























               (6.22) 

Підставляючи це співвідношення у (6.21) і приймаючи до уваги (6.16), одержу-

ємо вираз для дивергенції у криволінійних координатах: 
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                       (6.23) 

Щоб одержати вираз для оператора Лапласа у криволінійних координатах ско-

ристаємося співвідношенням  

divgradUU  .                                     (6.24) 

Позначимо Agrad


 . Тоді згідно (6.19) 

AdivU
q

U

H
A

ii

qi







 ,

1
. 

Використовуючи формулу (6.23), у яку замість 
iqA  підставимо 

ii q

U

H 

1
, прихо-

димо до шуканого виразу для рівняння Лапласа у ортогональних криволінійних 

координатах: 
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                    (6.25) 

 Розглянемо два частинні випадки. 

1. Сферичні координати. У цьому випадку криволінійні координати 

  321 ,, qqrq  пов’язані з декартовими координатами співвідно-

шеннями 

,cos

,sinsin

,cossin

3

2

1







rx

rx

rx







                                          (6.26) 
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тому 

sin,,1 321 rHrHH  .                             (6.27) 

Підставивши (6.27) у формулу (6.25), одержимо рівняння Лапласа у сферичних 

координатах 
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                   (6.28) 

 

2. Циліндричні координати. У даному випадку zqqq  321 ,,   і  

 

,

,sin

,cos
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2
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1,,1 321  HHH  . 

Рівняння Лапласа у циліндричних координатах має вигляд 
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                                     (6.29) 

 

Якщо шукана функція U  не залежить від z , то рівняння (6.29) спрощується: 

.0
1

1

2

2

2
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U

U
Uz

                                     (6.30) 

  

Великий інтерес становлять також розв’язки рівняння Лапласа, що володіють 

сферичною або циліндричною симетрією, тобто залежать тільки від однієї 

змінної r  або  . 
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6.3. Фундаментальний розв’язок рівняння Лапласа 

 

 Розв’язок рівняння Лапласа, яке залежить лише від однієї геометричної 

змінної – від відстані до параметричної точки  nyyy ,...,1  - називається фу-

ндаментальним, або елементарним. 

 Знайдемо фундаментальний розв’язок  yxn ,  в nE .  

 Випадок 2n . 

 Запровадивши нові змінні 

yxyxyx   ,sincos 2211 , запишемо рівняння Лап-

ласа у полярних координатах 
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2

,,

































U

U
Uz

                                (6.31) 

За означенням фундаментальний розв’язок залежить тільки від  , отже 

0






U
 і для такого розв’язку рівняння (6.31) набуває вигляду  

211 ln;0
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CCUC
d

dU
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dU
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.     (6.32) 

Вибравши 11 C ,  02 C , запишемо фундаментальний розв’язок у вигляді 

     222
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112 ;
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ln, yxyxyx
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 .    (6.33) 

 

Випадок 3n . 

 Запровадивши сферичні координати  
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запишемо рівняння Лапласа у вигляді 
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1
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                (6.34) 

За означенням фундаментальний розв’язок залежить тільки від yxr  , а 

тому для такого розв’язку рівняння (6.34) набуває вигляду  

2
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Вибравши 11 C , 02 C , запишемо фундаментальний розв’язок у вигляді 
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yxU



1

, . 

 Таким чином, фундаментальний розв’язок у  3,2nEn  буде  

 




















.3,
1

;2,
1

ln

,

n
yx

n
yx

yxn                                  (6.35) 

 Як видно із формули (6.35), фундаментальний розв’язок є гармонічною 

функцією в усьому просторі, за виключенням точки yx  . Відмітимо також, 

що  yxn ,  буде розв’язком рівняння Лапласа і по координатам параметричної 

точки y  при фіксованій x :     yxyxyx nynx  ,0,, . 

Окрім того, із (6.35) випливає, що в 3E  фундаментальний розв’язок  регуляр-

ний, а у 2E  має логарифмічну особливість на нескінченності. 

 Фундаментальний розв’язок рівняння Лапласа допускає просте фізичне 

тлумачення. Функція  yx,3  з точність до множника пропорціональності збі-

гається із потенціалом електростатичного поля, створеного точковим зарядом 

e , розташованим у точці  321 ,, yyyy  . Аналогічно, функція  yx,2  з точ-

ність до множника збігається із потенціалом електростатичного поля, створено-

го зарядами, розподіленими на прямій зі сталою густиною  , віднесеною до 

одиниці довжини (цей потенціал називається логарифмічним). 
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6.4. Гармонічні функції і аналітичні функції комплексної змінної 

 

 Загальним методом розв’язання двовимірних задач для рівняння Лапласа 

є метод, що використовує функції комплексної змінної. Нехай 

     yxiVyxUzfW ,,   

- деяка функція комплексної змінної iyxz  , причому U  і V  є дійсними 

функціями x  і y . Найбільший інтерес становлять т.з. аналітичні функції, для 

яких існує похідна 

   
z

zfzzf

z

W

dz

dW

ZZ 









 00
limlim .                      (6.36) 

Приріст yixz  , очевидно, може прямувати до нуля багатьма способа-

ми, для кожного з яких, взагалі кажучи, може вийти своє значення границі. 

Проте, якщо функція  zfW   аналітична, то границя (6.36) не залежить від 

способу прямування z  до нуля. 

Необхідними і достатніми умовами аналітичності функції є т.з. умови Коші-

Рімана 

.

,

xy

yx

VU

VU




                                                  (6.37) 

Ці умови можна одержати наступним чином. Нехай  zfiVUW   - ана-

літична функція. Обчислимо похідні 

 

 
.

,

dz

dW
iz

z

zW
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dz

dW
z

z

zW
iVUW

yyyy

xxxx













 

Із цих рівностей одержуємо 

xyxx iUViVU  , 

звідки і випливають умови Коші-Рімана. 

 Диференціюючи першу рівність у (6.37) по x , а другу – по y , одержимо: 

0 yyxx UU ,  

або  

02  U . 

Подібним же чином, міняючи порядок диференціювання, знаходимо: 
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0 yyxx VV ,  

або  

02  V . 

Таким чином, дійсна та уявна частини аналітичної функції задовольняють рів-

нянню Лапласа. Тому кажуть, що функції U  і V , які задовольняють умовам 

Коші-Рімана, є спряженими гармонічними функціями. 

 

6.5. Перетворення Кельвіна 

 

Розглянемо перетворення, важливість якого полягає у тому, що воно до-

зволяє зводити зовнішню (внутрішню) крайову задачу до внутрішньої (зовніш-

ньої) і дає можливість проводити оцінки на нескінченності для довільної гар-

монічної функції. 

Перетворення інверсії. Точки  321 ,, xxxx   і  321 ,, xxxx   називаються 

симетричними відносно сфери   axxxx 
213

2
2
2

2
1 , якщо вони лежать на 

одному промені, який виходить із центра сфери, а добуток відстаней від 

 321 ,, xxxx   і  321 ,, xxxx   до центру дорівнює квадрату радіуса цієї 

сфери: 

2axx  .                                                  (6.38) 

Точку x  називають зворотним, або інверсним зображенням точки x , а саме 

перетворення називають перетворенням інверсії. При цьому, якщо точка x  ле-

жить усередині сфери, то її інверсне зображення x обов’язково буде лежати 

поза сферою, і навпаки. 

 Дану сферу називають сферою інверсії, а її центр – полюсом, або центром 

інверсії. Величина 
2a  є степенем інверсії. Термін “інверсія” походить від лати-

нського слова inversio – перетворення, перестановка. 

Із означення перетворення інверсії випливає, що одиничні вектори 
x

x

x

x




,  

дорівнюють один одному: 

x
x

x
xx

x

x
x

x

x

x

x














, .                   (6.39) 

Враховуючи (6.38), перепишемо (6.39) у вигляді 
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                       (6.40) 

 Перетворенням Кельвіна функції  xU  називають функцію 

   xU
a

x
xV

n 2











 ,                                          (6.41) 

де xx ,  - точки, симетричні відносно сфери ax  . Використовуючи формули 

(6.38), (6.40), можна надати іншу форму запису перетворення Кельвіна: 
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,                                    (6.42) 
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.                                      (6.43) 

Тепер переконаємося у тому, що гармонічна функція  xU  перетворен-

ням Кельвіна переводиться у гармонічну функцію  xV  . 

 Розглянемо функцію  xU , гармонічну у 2E . Згідно (6.43) 

 













 x

x

a
VxU

2

2

.                                             (6.44) 

Запровадимо полярні координати. Точки xx ,  лежать на одному промені, тому 

 

 .,,

,sin,cos

,,,

,sin,cos
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У полярній системі координат перетворення Кельвіна запишеться у вигляді 

    ,, UV  . Враховуючи рівність 
2

2 aaxx   , обчислимо 
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Перейшовши до змінних   і  , 
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одержимо 
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Але   ,U  гармонічна функція, тому 

    0,0,    VU xx , 

тобто   ,V  - гармонічна функція по координатам точки   ,x . 

 Міркуючи аналогічно, можна переконатися у тому, що перетворення Ке-

львіна 

   xU
a

x
xV   

у 3E  також переводить гармонічну функцію  xU  у гармонічну функцію 

 xV  . 

 

6.6. Розв’язання задачі Діріхле 

 

Кільце зі сталим значенням шуканої функції  

на внутрішньому і зовнішньому колах 

 Знайдемо розв’язок рівняння Лапласа в області D  (кільце), обмеженій 

колами 
2
1

22
1 : RyxK   і 

2
2

22
2 : RyxK  , який набуває наступних грани-

чних значень: 
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                                                (6.45) 

де 1U  і 2U  - сталі. 

 Розв’язуємо задачу у полярних координатах. Доцільно шукати розв’язок, 

не залежний від  . Рівняння (6.30) при цьому набуде вигляду: 

0
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2













UU
                                          (6.46) 

Інтегруючи рівняння (6.46), знайдемо: 

21 ln CCU   .                                         (6.47) 

Сталі 21,CC  визначимо із умов (6.45): 

2111 ln CRCU  , 

2212 ln CRCU  . 

Звідси знаходимо: 
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Підставляючи знайдені значення 21,CC  у формулу (6.47), одержимо кінцевий 

результат: 
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 .                                      (6.48) 

Зауваження. Фактично, ми розв’язали наступну задачу: знайти функцію U , яка 

задовольняє рівнянню Лапласа в області, обмеженій поверхнями (в циліндрич-

них координатах): HzzRR  ,0,, 21  , і задовольняє граничні 

умови: 
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(задача Діріхле-Неймана). Очевидно, що шуканий розв’язок не залежить ні від 

z , ні від   і дається формулою (6.48).  

 

Задача Діріхле для круга 

 Нехай у площині Oxy  є круг радіуса R  із центром у початку координат і 

на його границі задана деяка функція  f , де   – полярний кут. Необхідно 

знайти функцію   ,U  неперервну в крузі, включаючи його границю, яка 

всередині круга задовольняє рівнянню Лапласа (в полярних координатах) 

0
2

2

2

2
2 





















UUU
,                                 (6.49) 

і на границі круга приймає задані значення 

 


fU
R



.                                            (6.50) 

Для знаходження шуканого розв’язку застосуємо метод відокремлення змінних, 

поклавши 

       RU , .                                       (6.51) 

Підстановка виразу (6.50) у рівняння (6.48) приводить нас до двох рівнянь на 

функції    та  R : 

    02    k ,                                          (6.52) 

      022   RkRR ,                               (6.53) 

де  2k  - константа відокремлення змінних. 

 Загальний розв’язок рівняння (6.52) буде 

   kBkA sincos  .                                   (6.54) 

Розв’язок рівняння (6.53) шукаємо у вигляді   mR   , підстановка якого у 

рівняння (6.53) дає: 

  01 2122   mmm kmmm  , 

або 

022  km . 

Таким чином, загальним розв’язком рівняння (6.53) буде 

  kk DCR   .                                         (6.55) 

Підставляючи (6.54) і (6.55) у (6.51), одержимо: 

  k
k

k
kkkk DCkBkAU   sincos .                  (6.56) 

Функція (6.56) буде розв’язком рівняння (6.49) при довільному ненульовому 

значенні k . У випадку, коли 0k , рівняння (6.52) і (6.53) приймають вигляд 

  0   ,     0  RR , тому 

   ln00000 DCBAU  .                              (6.57) 
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Умова періодичності розв’язку по   вимагає, щоб 00 B . Крім того, у центрі 

круга розв’язок повинен бути скінченим, тому у (6.55) 00 D , а у формулі 

(6.56) - 0kD . Перепозначивши сталі 
2

0
00

A
CA  , із (6.57) одержимо 

2

0
0

A
U  .                                                 (6.58) 

Із врахуванням (6.56) і (6.58) для загального розв’язку   ,U  задачі одержи-

мо наступний вираз: 

   





1

0 sincos
2

,
n

n
nn nBnA

A
U                   (6.59) 

(стала nC  включена у nA  і nB ). Підберемо зараз довільні сталі nA  і nB  так, 

щоб задовольнити крайову умову (6.50). Підставляючи в рівність (6.59) R , 

на основі (6.50) одержимо:  

   





1

0 sincos
2 n

n
nn RnBnA

A
f  .                (6.60) 

Для виконання останньої рівності необхідно, щоб функцію  f  можна було 

розкласти у ряд Фур’є на інтервалі   ,  і щоб 
n

nRA  і 
n

nRB  були її коефі-

цієнтами Фур’є. Таким чином, nA  і nB  повинні визначатися формулами: 
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nnnn          (6.61) 

Отже, ряд (6.59) із коефіцієнтами (4.7.17) буде розв’язком нашої задачі при 

умові, що він допускає почленне двократне диференціювання по   і  . Підс-

тавивши у (6.59) замість nA  і nB  їх вирази із (6.61) у результаті нескладних 

тригонометричних перетворень прийдемо до наступного виразу для    ,U : 
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                 (6.62) 

Вираз у квадратних дужках в останньому виразі можна звести до вигляду 

 
  22

22

1 cos2
cos21




















 



 tRR

R
tn

Rn

n

, 

в результаті чого (4.7.18) прийме кінцевий вигляд: 
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cos22

1
,

22

22

dt
tRR

R
tfU            (6.63) 

Формула (6.63) носить назву інтегралу Пуассона. Шляхом її аналізу можна до-

вести, що у випадку неперервної функції  tf  функція   ,U , визначена ін-

тегралом (6.63), задовольняє рівнянню (6.49) і    


fU
R
 


, , тобто 

  ,U  є розв’язком поставленої задачі Діріхле для круга. 
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7. ФУНКЦІЯ ГРІНА ОПЕРАТОРА ЛАПЛАСА ДЛЯ ЗАДАЧІ ДІРІХЛЕ 

 

7.1. Означення та основні властивості функції Гріна 

 

До цих пір ми розв’язували диференціальні рівняння в частинних похідних 

методом відокремлення змінних. Іншим поширеним у математичній фізиці ме-

тодом розв’язання таких рівнянь є метод функцій Гріна. Цей метод дає зручний 

математичний апарат аналітичного зображення розв’язків крайових задач. У 

даному розділі приведемо визначення та основні властивості функції Гріна для 

оператора Лапласа, а також наведемо приклади на побудову функцій Гріна для 

найпростіших областей (круг, куля, напівпростір). 

Нехай скінчена область D  обмежена гладкою поверхнею   і функція 

     DCDCyu 21  . Для функцій розглядуваного класу має місце інтегра-

льне зображення  
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,(7.1) 

де n – площа одиничної сфери в nE  (довжина одиничного кола в 2E ), а 

 yxEn , – фундаментальний розв’язок рівняння Лапласа в nE : 

 





















.3,
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,2,
1

ln

,

n
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n
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yxEn  

Для гармонічної в області D  функції  yu  (   Dyyu  ,0 ) класу 

 DC1
 останній доданок в рівності дорівнює нулю і формула Гріна (7.1) вира-

жає значення гармонічної в області D  функції  xu  через її значення та зна-

чення її нормальної похідної на границі цієї області. Але в задачі Діріхле на 

границі   задається тільки функція  


yu , а її нормальна похідна 



u
 неві-

дома. Тому формулу Гріна (7.1) не можна безпосередньо використовувати для 

розв’язуванні задачі Діріхле. Однак, якщо б нам вдалося перетворити формулу 

(7.1) так, щоб під знаком поверхневого інтеграла зникла нормальна похідна, то-

ді ця формула (при   Dyyu  ,0  ) дозволяла б знайти гармонічну функ-

цію   Dxxu , , як тільки задані її граничні значення  


yu . Інакше кажучи, 

можна було б відразу записати  розв’язок задачі Діріхле. 
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Уведемо в розгляд гармонічну по Dy  функцію    DCyxg 1,  , яка 

залежить від параметричної точки x . Застосувавши до функцій 

     DCDCyu 21   і  yxg ,  формулу Гріна, можемо записати  

 
 

 
 

     





















 D

y dyyuyxgd
yxg

yu
yu

yxg ,
,

,0 .     (7.2) 

Додамо до рівності (7.1) рівність (7.2), помножену на n1 . Одержимо 

співвідношення 

   
 

 
 

     


















 


 Dn

y

n

dyyuyxGd
yxG

yu
yu

yxGxu ,
1,

,
1

,(7.3) 

де запроваджено позначення 

      DyDxyxgyxEyxG n  ,,,,, . 

Якщо функцію  yxg ,  підібрати так, що   0, 
y

yxG , то нормальну 

похідну 
 



 yu
 можна виключити з-під поверхневого інтеграла. 

Визначення. Функція  yxG ,  називається функцією Гріна оператора Лап-

ласа в області D , якщо вона задовольняє двом умовам: 

1°  yxG ,  зображається у вигляді суми фундаментального розв’язку 

 yxEn ,  рівняння Лапласа і гармонічної по y  в області D  функції 

   DCyxg 1,  : 

     yxgyxEyxG n ,,,  .                                        (7.4) 

2° на границі   області D  функція  yxG ,  задовольняє граничну умову  

  0, 
y

yxG  .                                              (7.5) 

Перерахуємо найпростіші властивості функції Гріна  yxG , , що безпосе-

редньо випливають з її визначення. 

Властивість 1. Функція  yxG ,  гармонічна і неперервна по y  в області D  

при Dxy  , тобто   DxyyxGy  ,0, . 

Властивість 2. Побудова функції Гріна зводиться до розв’язування задачі 

Діріхле   Dyyxgy  ,0, ;     DxyxEyxg
yny




,,,


. 

Властивість 3. Якщо функція Гріна існує, то вона єдина. 

Доведення. Припустимо, що існують дві функції Гріна в області D .  

     yxgyxEyxG n ,,, 11  , 

     yxgyxEyxG n ,,, 22  . 
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Тоді функція          yxgyxgyxGyxGyxg ,,,,, 2121   гармоніч-

на в області D  і задовольняє умову   0, 
y

yxg . Із принципу максимально-

го значення випливає, що      yxGyxGxg ,,0 21  . 

Властивість 4. Функція Гріна для області D  додатна в цій області. 

Доведення. У виколотому околі точки Dxy   фундаментальний 

розв’язок  yxEn ,  необмежено зростає при xy  , функція  yxg ,  непере-

рвна й обмежена. Тому знайдеться 0 , таке, що на сфері    xy  

матимемо: 

       0,,, 
   yny

yxgyxEyxG . 

Окрім того,   0, 
y

yxG . Звідсіля, на основі принципу максимального 

значення, робимо висновок: в області, обмеженій поверхнями  i , гармо-

нічна функція  yxG ,  додатна. 

Властивість 5. Функція Гріна оператора Лапласа симетрична відносно сво-

їх змінних, тобто    xyGyxG ,,  . 

Із симетрії функції Гріна  yxG ,  випливає наступна властивість: функція 

Гріна задовольняє рівняння Лапласа по координатам кожної точки при фіксо-

ваній іншій точці: 

 при фіксованому xyDyx  ,,  маємо 

  0,  yxGy ; 

 при фіксованому yxDxy  ,,  маємо 

  0,  yxGx . 

Будемо вважати тепер, що у формулі (7.3)  yxG ,  є функцією Гріна для 

області D . Тоді, маючи на увазі, що   0, 
y

yxG , знайдемо для довільної 

функції      DCDCxu 21   інтегральне зображення 

   
 

   dyyuyxGd
yxG

yuxu
Dn

y

n













  ,

1,1




 

.     (7.6) 

Із цієї рівності випливають очевидні твердження. 

Якщо в області D  існує функція Гріна та існує розв’язок задачі Діріхле для 

рівняння Пуассона 

       xfxuxFxu 


, ,                                 (7.7) 

що має неперервну нормальну похідну на σ, то цей розв’язок можна записати у 

вигляді: 

   
 

   dyyxGyFd
yxG

yfxu
Dn

y

n

 



 ,

1,1




 

.             (7.8) 
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Зокрема, із (7.7), (7.8) маємо: якщо в області D  існують функція Гріна та 

розв’язок задачі Діріхле для рівняння Лапласа 

     xfxuxu 


,0 ,                                   (7.9) 

що володіє неперервною нормальною похідною на σ, то цей розв’язок можна 

зобразити у вигляді 

   
 

y

n

d
yxG

yfxu 
 







,1
.                            (7.10) 

Як видно з формул (7.6)–(7.9), розв’язання задачі Діріхле зводиться до по-

будови функції Гріна, а точніше – до розв’язування спеціальної задачі Діріхле 

 

    DxyxEyxg

yxg

yny

y






,,,

,0,



 

Знайдені формули (7.8) і (7.10), на перший погляд, можуть здатися не ко-

рисними через те, що одну задачу Діріхле зводять до іншої. Проте, це не так – 

для багатьох важливих областей функцію Гріна, а відповідно і розв’язок задачі 

Діріхле (7.7), або (7.9) вдається побудувати в явному вигляді.  

 

7.2. Фізична інтерпретація функції Гріна 

Фундаментальний розв’язок  
yx

yxE



1

3  рівняння Лапласа в E3 

можна розглядять як потенціал в довільній точці  321 ,, yyyy  , що створю-

ється електричним зарядом, розміщеним в параметричній точці 

   Dxxxx 321 ,, . Розподілимо заряди в 
D  так, щоб потенціал  yxg ,  цих 

зарядів на границі σ області 
D  збігався з потенціалом  yxE ,3 , але мав про-

тилежний знак, тобто    
 


yny

yxEyxg ,, . 

Функція  yxg ,  по координатам точки y  гармонічна в 
D , через те, що 

вона з потенціалом зарядів у точках, що не належать 
D . 

Розглянемо функцію      yxgyxEyxG ,,, 3  , що задовольняє наступ-

ні умови: 

1°. є сумою гармонічної в області 
D  функції, (  yxg ,  

(    Dyyxgy ,0, , x  – фіксоване) і фундаментального розв'язку  yxE ,3  

рівняння Лапласа в Е3; 

2°. на границі σ області 
D  перетворюється в нуль: 

       0,,, 3 
  yy

yxgyxEyxG . 

Визначена таким чином функція  yxG ,  є, очевидно, функцією Гріна для 

області 
D . Точки області 

D , в яких розподілені заряди, що створюють поте-
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нціал  yxg , , та величини цих зарядів називаються електростатичним зобра-

женням заряду, розміщеного в точці 
Dx . 

Отже, для того щоб побудувати функцію Гріна для області 
D , достатньо 

знайти електростатичне зображення одиничного заряду, розміщеного в точці 
Dx . Аналогічне фізичне тлумачення функції Гріна можна привести і для 

площинних областей, що містяться в Е2. Використовуючи приведену електрос-

татичну інтерпретацію, побудуємо функцію Гріна для деяких областей. 

 

Приклади на побудову функції Гріна. Метод електростатичних зображень. 

 

Для побудови функції Гріна для області з достатньо широкою групою си-

метрії дуже ефективним виявляється метод електростатичних зображень. Цей 

метод ми проілюструємо на низці прикладів. 

а) Функція Гріна для напівпростору. Побудуємо функцію Гріна в Е3 для 

напівпростору  03  yD . Границею σ області 
D  буде площина 

 0321 yyOy . Помістимо в точку    Dxxxx 321 ,,  одиничний заряд, 

який створює в необмеженому просторі електростатичне поле з потенціалом 

  yxyxE  13 . Якщо в точку  321

1
,, xxxx  , що симетрична до точки 

 321 ,, xxxx   відносно площини  03 y , помістимо заряд, рівний за вели-

чиною і протилежний за знаком заряду в точці x , то він створює поле, потенці-

ал якого визначається функцією 

  )(

||

1
,

1

3
1

yxE

yx

yxg 



 . 

Ця функція гармонічна всюди поза точкою 
1
x , отже вона гармонічна і в 

області 
D . Із міркувань симетрії випливає (див. рис. 7.1), що на границі σ об-

ласті 
D  функція  yxg ,  приймає значення, рівні за величиною та протилежні 

за знаком потенціалу  yxE ,3 : 

       0)(,,,
1

333 















y
y

yxEyxEyxgyxE . 

Таким чином, функція 

   
||

1

||

1
)(,,

1

1

33

yxyx
yxEyxEyxG





                   (7.11) 
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1. зображається в області 
D  і вигляді суми фундаментального 

розв’язку рівняння Лапласа  yxE ,3  і гармонічної в цій області функції 

)(
1

3 yxE  ; 

2. на границі σ області 
D  

    0
||

1

||

1
)(,,

1

1

33 







































y
y

y
yxyx

yxEyxEyxG . 

Звідси випливає, що функція (7.11) є функцією Гріна для напівпростору 

03 y  в Е3. 

Повторюючи міркування, які призвели до побудови функції Гріна (7.11) 

для напівпростору в Е3, можна показати, що подібна формула має місце і для 

функції Гріна напівпростору в Е2, тобто для на півплощини 02 y : 

 
||

1
ln

||

1
ln,

1
yxyx

yxG





 ,                             (7.12) 

де      2121

1

21 ,,,,, yyyxxxxxx  . 

Перепишемо в розгорнутому вигляді функцію Гріна для на півпростору: 

в Е3:  

 

 
           233

2

22

2

11

2

33

2

22

2

11

11
,

yxyxyxyxyxyx
yxG





 , 

в Е2: 

 
           233

2

22

2

11

2

33

2

22

2

11

11
,

yxyxyxyxyxyx
yxG





 . 

 

б) Функція Гріна для кулі. При побудові функції Гріна для кулі скористає-

мось перетворенням інверсії. Нехай куля 
D  обмежена сферою  ay  || , 

а фіксовані точки    Dxxxx 321 ,,  і 









 Dxxxx 3

1

2

1

1

11
,,  симетричні від-

носно σ при перетворенні інверсії: 

.||||,
||

,
||

211

21

2

2

2
1

axxx
x

a
xx

x

a
x                            (7.13) 
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Рисунок 7.1. 

 

Доведемо спочатку допоміжне твердження. 

Лема. Відношення відстаней від довільної точки сфери σ до двох фіксова-

них та симетричних відносно цієї сфери точок x  і
1
x є величина постійна. 

Доведення. Скалярний добуток вектора на себе дорівнює квадрату довжи-

ни цього вектора: 

21
2

12121
2)(|| yyxxyxyx  . 

Користуючись рівностями (7.13), можемо записати 
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при фіксованих x  і
1
x . 

Перепишемо цю рівність у вигляді 







y
yxx

a

yx ||

1

||||

1
1

.                               (7.14) 

Тепер можна стверджувати, що функція  

D

y

1y
1
x

x

O

D



3y

2y
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                     (7.15) 

і є шуканою функцією Гріна для кулі 
D , оскільки  

||

1

||
,

1
yxx

a
yxg


  – га-

рмонічна функція, що має особливості в точці 
 Dx

1
; крім цього на сфері σ 

  0
||

1

||||

1
,

1






























y

y
yxx

a

yx
yxG . 

Функцію (7.15) можна інтерпретувати, як потенціал одиничного заряду в 

точці x та його електростатичного зображення в 
1
x . 

Скориставшись рівністю (7.13), виконаємо перетворення: 
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Тепер функцію Гріна для кулі   3|| Eay   запишемо у вигляді 
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, 33 .    (7.16) 

в) Функція Гріна для круга. Нехай круг 
D  обмежений колом 

 ay  || ; фіксована точка 
 Dxxx ),( 2

1

1

11
 симетрична до точки 

 Dxxx ),( 21  відносно σ, ),( 21 yyy   – довільна точка в Е2. 

Функція Гріна для круга може бути одержана в тим же способом, що і фу-

нкція Гріна для кулі. У цьому випадку функцію  yxG ,  слід шукати у вигляді 

суми фундаментального розв’язку  
||

1
ln,2

yx
yxE


  рівняння Лапласа в Е2 

і гармонічної по 
Dy â  функції  

||

1

||
ln,

1
yxx

a
yxg


 : 

     
||||

ln
||

1
ln,,,

12

yxx

a

yx
yxgyxEyxG





 . 

Неважко переконатися в тому, що визначена таким способом функція 

 yxG ,  перетворюється в нуль на границі σ: 
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  0
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Отже,  yxG ,  – функція Гріна для круга 2ED . 

Скориставшись рівністю (7.13), виконаємо перетворення  
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Тепер функцію Гріна для круга   2|| Eay   можемо записати у вигляді 
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7.3. Розв’язання задачі Діріхле за допомогою функції Гріна 

 

а) Задача Діріхле для кулі в Еn ( 3,2n ). Використовуючи функцію Гріна, 

знайдемо розв’язок внутрішньої задачі Діріхле для кулі 
D , обмеженої сферою 

 ax  || : 

  0
2

2

2
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2












nx

U

x

U
xU  ,                                     (7.18) 

     


CxfxU
x




.                                          (7.19) 

Якщо розв’язок крайової задачі (7.18), (7.19) існує, то він дається формулою 

(7.10): 
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,                                 (7.20) 

де функція Гріна  
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EyxEyxG nnn    (7.21) 

 Обчислимо похідну функції Гріна 
v

G




 на сфері. Напрямок вектора зов-

нішньої нормалі   в точці y  збігається з напрямком радіуса, що йде від 
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центра Î  до точки y  (рис. 7.2). Позначивши   kkOyy , , можемо записати 

a

yk
k cos . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 7.2. 

 

Введемо скалярні сталі ÂÀ,  і обчислимо в точці y  похідну за напря-

мком вектора зовнішньої нормалі  : 
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Таким чином, 
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Поклавши тепер axBxaA |||,|  , одержимо 
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За властивістю функції Гріна  
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Враховуючи цю рівність, для похідної одержуємо вираз 
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.                           (7.23) 

Тепер, скориставшись (7.22), (7.23), знайдемо похідну функції Гріна (7.21).  

При 3n : 
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при 2n : 
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Підставивши у формулу (7.20) значення похідної 
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G




, зобразимо загаль-

них розв’язок задачі Діріхле (7.18), (7.19) для кулі ax ||  (при 3n ) і для кру-

га ax ||  (при 2n ) у вигляді 
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,                       (7.24) 

де  4,2 32  . Формулу (7.24) називають інтегралом Пуассона.  

Надамо інтегралові Пуассона (7.24) іншої форми запису. Позначимо через 

  кут між променями OyOx i  (рис.7.2). Тоді з трикутника, що з’єднує точки 
DxO,  та y , знайдемо 

222 ||cos||2|| xxaayx   . 

При 3n  введемо сферичну систему координат з початком в центрі сфери 

σ. Нехай ),,( a  – сферичні координати точки  321 ,, yyyy  , а ),,( 000 r  – 

сферичні координати точки  321 ,, xxxx  : 
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Тоді формулу (7.24) можна переписати у вигляді 
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де 

 000 cossinsincoscoscos   .                 (7.26) 

 

У тому випадку, коли задача Діріхле є плоскою, а областю визначення фу-

нкції  xU  є круг радіуса a , інтеграл Пуассона набуває більш простого вигля-

ду: 
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де ),( a  – полярні координати точки  21, yyy  , що лежать на колі σ, а 

),( 00   – координати точки  21, xxx  : 



 71 

.sin,cos

;,sin,cos

002001

21









xx

dadayay y
 

б) Зовнішня задача Діріхле. В області  axD  ||  знайти гармонічну 

функцію  xU , яка регулярна на нескінченості і задовольняє граничну умову 

     


CxfxU
x




. 

Єдина відмінність у міркуваннях при розв’язанні зовнішньої задачі зво-

диться до того, що вектор зовнішньої нормалі направлений по радіусу до 

центра сфери σ. Отже 
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і розв’язок знову запишеться у вигляді інтеграла Пуассона: 
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в) Задача Діріхле для півпростору. Використовуючи функцію Гріна, знай-

демо розв’язок задачі Діріхле для півпростору  0
nyD : 

  ,0
2

2

2
1

2












nx

U

x

U
xU                                      (7.29) 

        .
||

1
0,

20 









 nx x
xfCxfxU

n
                      (7.30) 

Якщо розв’язок задачі (7.29), (7.30) існує, то він зображається у вигляді 
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.                        (7.31) 

Для півпростору функція Гріна визначається формулами (7.11) і (7.12): 
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Вектор зовнішньої нормалі   до площини 0ny , має напрямок, проти-

лежний осі nOy , тому 
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При 3n  маємо: 
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 (7.32) 

 

Аналогічно, при 2n  знайдемо 
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.                                (7.33) 

Підставляючи вирази (7.32) і (7.33) для похідної у (7.31), запишемо 

розв’язок задачі Діріхле для півпростору у вигляді інтеграла Пуассона 
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Перепишемо формулу Пуассона у розгорнутому вигляді. 

Для півплощини 02 y : 
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Для півпростору 03 y : 
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