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ВСТУП  

 

 Операційне числення – це сукупність методів розв’язання різноманітних 

математичних задач, у першу чергу диференціальних рівнянь, який отримав до-

волі широке застосування в задачах механіки, математичної фізики, електроте-

хніки, автоматики. В основі операційних методів лежить ідея інтегральних пе-

ретворень, яка пов’язана із співставленням розв’язку )(tf  вихідної задачі де-

якої функції )(pF  комплексної змінної таким чином, що звичайному диферен-

ціальному рівнянню для функції )(tf  ставиться у відповідність алгебраїчне рі-

вняння для )(pF . Аналогічно рівнянню в частинних похідних для функції двох 

дійсних змінних можна співставити звичайне диференціальне рівняння і т.д. 

Метод операційного числення ґрунтується на перетворенні Лапласа, із 

з’ясування властивостей якого ми і розпочнемо вивчення основ операційних 

методів. 

 Пропонований навчальний посібник призначений для студентів фізично-

го факультету спеціальностей “Телекомунікації та радіотехніка”, “Середня 

освіта. Фізика”, “Фізика та астрономія”, “Прикладна фізика і наноматеріали” та 

“Кібербезпека” (ОП “Системи технічного захисту інформації”), що вивчають 

курси “Теорія функцій комплексної змінної та операційне числення”, “Спеціа-

льні розділи математики” та “Методи математичної фізики”. Він містить мате-

ріал з операційного числення, який, на думку авторів, важливий для математи-

чної підготовки спеціалістів з фізики і технології матеріалів та компонентів 

електронної техніки. Посібник також буде корисний студентам-фізикам при ви-

вченні курсів: “Вища математика”, “Диференціальні та інтегральні рівняння”, 

“Основи радіоелектроніки”, “Основи теорії кіл, сигнали та процеси в електро-

ніці”, а також студентам інженерно-технічного факультету і факультету мате-

матики та цифрових технологій при вивченні окремих розділів фахових дисци-

плін. 

 Даний навчальний посібник не претендує на повноту – поза його межами 

залишився розгляд дискретних перетворень Лапласа. Окрім того, у посібнику, 

як правило, подано тільки формулювання теорем, а їх доведення читач, при по-

требі, знайде у наведеній у переліку літературі. 
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1. ПЕРЕТВОРЕННЯ ЛАПЛАСА 

 

1.1. Означення і основні властивості перетворення Лапласа 

 Перетворення Лапласа ставить у відповідність функції )(tf  дійсної змін-

ної t  функцію )( pF  комплексної змінної p  за допомогою співвідношення 

.)()(
0

dttfepF pt



  

Оскільки даний інтеграл має зміст не для довільної функції )(tf , визначимо 

клас функцій )(tf , для яких вказане інтегральне перетворення можна завідомо 

реалізувати. Нехай функція )(tf  визначена для всіх значень дійсної змінної 

 t  і задовольняє умови: 

1. При 0t    .0)( tf  

2. При 0t функція )(tf  є кусково-неперервною, тобто на будь-якому скін-

ченому проміжку осі t  функція )(tf  має скінчене число точок розриву 

першого роду. 

3. При t  функція )(tf  має обмежений показник росту, тобто для кожної 

із функцій )(tf  існують додатні числа M  і s  такі, що для всіх 0t  
stMetf )( .                                                   (1.1) 

Точна нижня межа тих значень s , для яких виконується нерівність (1.1), нази-

вається показником росту функції )(tf . 

Означення. Перетворенням Лапласа заданої функції )(tf  дійсної змін-

ної t  називається перетворення, що ставить у відповідність функції )(tf  дійс-

ної змінної t  функцію )( pF  комплексної змінної p , визначену за допомогою 

інтегралу 

.)()(
0

dttfepF pt



                                           (1.2) 

Інтеграл (1.2) є невласним інтегралом, що параметрично залежить від змінної 

p . 

Якщо 0)(lim 


tf
t

, а 0Re p , то інтеграл (1.2) розбіжний. Відповідь на 

питання про область збіжності інтеграла (1.2), а отже і про область визначення 

функції )( pF , дає наступна теорема. 

Теорема 1. Інтеграл (1.2) збіжний в області sp Re , де s - показник ро-

сту функції )(tf , причому в області sxp  0Re  цей інтеграл рівномірно 

збіжний (доведення теореми 1 див. [2], стор.212). 

Можна показати (див. [2], стор.213), що за допомогою перетворення Лап-

ласа (1.2) функція )( pF  комплексної змінної p  визначена у півплощині ком-

плексної площини p  правіше прямої sp Re , яка паралельна уявній осі. 
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Функція )( pF , яка визначена за допомогою перетворення (1.2), назива-

ється зображенням Лапласа функції )(tf  (або L -зображенням, або просто 

зображенням функції )(tf ). Функція )(tf  називається оригіналом функції 

)( pF , або початковою функцією. Символічно зв’язок функцій )(tf  і )( pF  

позначається у вигляді 

)()( pFtf   або )()( tfpF  .                                   (1.3) 

Деколи зручніше користуватися таким символічним позначенням 

  )()( pFtfL  .                                               (1.4) 

 

Сформулюємо теореми, необхідні для подальшого розгляду. 

 

Теорема 2. Зображення Лапласа функції )(tf  є аналітичною функцією 

комплексної змінної p  в області sp Re , де s  – показник росту функції )(tf  

(доведення теореми 2 див. [2], стор.214). 

 

 В силу аналітичності функції )( pF  в області sp Re  її похідні можуть 

бути обчислені диференціюванням підінтегральної функції в (1.2) за парамет-

ром p . 

Теорема 3. Якщо дві неперервні функції )(t  і )(t  мають одне і те ж 

L–зображення, то )()( tt   . 

Ця теорема має винятково важливе значення у подальшому розгляді, бо 

вона гарантує єдиність розв’язку заданих рівнянь. 

 

1.2. Зображення деяких елементарних функцій 

 

а) Одинична функція Хевісайда )(0 t . 

Нехай 










.0,0

,0,1
)()( 0

t

t
ttf                                                 (1.5) 

Використовуючи (1.2), одержимо: 

  


 
0

0

1
)(

p
dtetL pt . 

Отже,  

p
t

1
)(0  ,         0Re p .                                           (1.6) 

 У подальшому під функцією )(tf  будемо розуміти добуток )()( 0 ttf  , 

тобто функцію, яка тотожно дорівнює нулю при 0t , не відмічаючи це спеці-

ально у відповідних формулах. 
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б) Нехай .sin)( ttf   Тоді   .
1

1
sinsin

0
2







p
tdtetL pt

 Отже, 

tsin .
1

1
2 p

                                                  (1.7) 

в) Нехай .cos)( ttf   За означенням (1.2)   .
1

coscos
0

2







p

p
tdtetL pt

 

Таким чином,  

.
1

cos
2 


p

p
t                                                     (1.8) 

 

 

1.3. Зображення функцій зі зміненим масштабом незалежної змінної 

Теорема 4 (теорема подібності). Якщо )()( pFtf  , sp Re , то 

,
1

)( 












p
Ftf     ,const    ,0    sp Re .                   (1.9) 

Доведення. Справді,   .
1

)(
1

)(
0









 

 










p
FdfetfL

p

 Теорема 

доведена. 

Використовуючи властивість (1.9), одержимо: 

,)sin(
22 







p
t                                            (1.10) 

.)cos(
22 





p

p
t                                           (1.11) 

 

1.4. Властивість лінійності зображення 

Теорема 5. Зображення суми декількох функцій ),...,2,1(),( nitfi  , по-

множених на задані дійсні або комплексні числа iC , рівне сумі зображень 

)( pFi  цих функцій, помножених на відповідні сталі iC , тобто, якщо 

)()(
1

tfCtf i

n

i
i



 ,          ),()( tfpF       ),()( tfpF ii            (1.12) 

то 

),()()(
11

tfCpFCpF i

n

i
ii

n

i
i 



        isp maxRe  ,                  (1.13) 

де is  - показники росту функцій )(tfi  (доведення теореми 5 див.[2], стор.217, 

[3], стор.415). 
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Приклад 1.1. Знайти зображення функції tttf 5cos24sin3)(  . 

Розв’язання. Використовуючи вирази (1.10), (1.11) і властивість лінійно-

сті зображення (1.13), одержимо 

 
25

2

16

12

5
2

4

4
3)(

222222 











p

p

pp

p

p
tfL . 

 

1.5. Теорема зміщення зображення 

Теорема 6. Якщо )( pF  є зображенням функції )(tf , то )( pF  є зо-

браженням функції )(tfe t
, тобто, якщо )()( tfpF  , то 

 

)()( tfepF t  ,     .)Re( sp                    (1.14) 

 

Доведення. Дійсно,   )()()(
0

)(   


 pFdttfetfeL tpt
. Теорема 

доведена. 

 Знайдемо зображення функцій 
te 
, tsh , tch , te t  sin

, te t  cos
, 

користуючись вказаними вище властивостями зображення: 

а) Використовуючи вирази (1.6) і (1.14), одержимо 

te
p








1
,                                          (1.15) 

te
p








1
,  ReRe p .                                (1.16) 

 

б) Знайдемо піврізницю виразів (1.16) і (1.15): 

)(
2

1
)

11
(

2

1 tt ee
pp











,  

або 

tsh
p







 22
,      ReRe p .                             (1.17) 

Аналогічно можна показати, що 

tch
p

p





 22
,      ReRe p .                             (1.18) 

в) Використовуючи вирази (1.10),(1.11) і (1.14), безпосередньо одержимо: 

22)(
sin









p
te t

,     )Im(ReRe  p ,            (1.19) 

22)(
cos











p

p
te t

,     )Im(ReRe  p .            (1.20) 
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1.6. Зображення похідних 

Теорема 7. Якщо функція )(tf   задовольняє умови існування зображен-

ня і ),()( pFtf   sp Re , то 

)0()()( fppFtf  .                                    (1.21) 

Доведення. За означенням  

  dttfetfL pt )()(
0

 



. 

Інтегруючи частинами, одержимо 

  )()0()(
0

)()()(
00

ppFfdttfeptfedttfetfL ptptpt 


 






 

(оскільки 0)(lim 


tfe pt

t
), що і доводить теорему 7. 

Аналогічно можна довести і теорему про зображення похідної n -го порядку 

 tf n)(
.  

Теорема 8. Якщо функція  tf n)(
 задовольняє умови існування зобра-

ження і )()( pFtf  , то 

 

 )0(...)0()0()()( )1(21)(   nnnnn ffpfppFptf , sp Re . (1.22) 

Зауваження 1.1. У важливому для застосувань випадку 2n  маємо 

)0()0()()( 2 fpfpFptf  .                          (1.23) 

Зауваження 1.2. Якщо 0)0(...)0()0( )1(  nfff , вирази (1.21)-

(1.23) спрощуються: 

)()( ppFtf  ,                                       (1.21`) 

)()( 2 pFptf  ,                                      (1.23`) 

)()()( pFptf nn  .                                    (1.22`) 

Доведена властивість (1.21) дозволяє замінити диференціювання оригіналу 

множенням зображення на незалежну змінну і знаходить численні застосування 

(див. розділ 3). 

 

1.7. Диференціювання зображення 

 

Теорема 9. Якщо )()( tfpF  , то 

.Re),()()1( sptftpF
dp

d n

n

n
n                            (1.24) 

(доведення теореми 9 див.[2], стор.223, [3], стор.418). 
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Теорема 9 дозволяє знайти зображення степеневої функції 
nttf )( . Дійсно, із 

(1.24) для 1n  одержимо 

t
pdp

d











1
)1( , або t

p


2

1
. 

Для довільного цілого n  вираз (1.25) приводить до такого співвідношення: 

1

!



n

n

p

n
t .                                                 (1.25) 

Приклад 1.2. Знайти зображення функції tttf sin)(  . 

Розв’язання. Застосовуючи формулу (1.24) до виразу (1.10), маємо: 

22222 )(

2
)1(sin
















p

p

pdp

d
tt . 

Отже, 





 ImRe,

)(

2
sin

222



 p

p

p
tt .                          (1.26)  

 

Аналогічно можна показати, що 





 ImRe,

)(
cos

222

22





 p

p

p
tt .                           (1.27) 

 

1.8. Теорема згортання 

 Згорткою двох функцій  tf1  і  tf2  називається функція  t , яка ви-

значена співвідношенням 

           
t t

dftfdtftft
0 0

2121  .                  (1.28) 

Справедливість останньої рівності легко встановлюється за допомогою заміни у 

лівому інтегралі змінної zt  . Операція отримання згортки (1.28) назива-

ється згортанням двох функцій. Наступна теорема є корисною при розв’язанні 

диференціальних рівнянь операційним методом. 

Теорема 10. Якщо    pFtf 11  ,  1Re sp   і     pFtf 22  , 

2Re sp  , то 

         

 .,maxRe

,

21

0

2121

ssp

pFpFdtfft
t



  
                      (1.29) 

Доведення. За означенням зображення 

        












t

pt
t

dtffdtedtffL
0

21

00

21   
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   








 dttfedf pt
2

0

1 . 

Здійснивши у внутрішньому інтегралі заміну змінної zt  , одержимо 

         

   ,21

0 0 0

2121

pFpF

dzzfedfedtfft
t

pzpt



   
 

 
 

що і доводить теорему 10. 

Одержана формула (1.29) наведена у таблиці властивостей зображень (за 

№6). Вона часто застосовується для знаходження оригінала за відомим зобра-

женням, коли задане зображення вдається розбити на співмножники із відоми-

ми оригіналами. 

Приклад 1.3. Знайти оригінал функції  
 222 






p

p
pF . 

Розв’язання. Маємо 

 
 

  












t

t
t

dtt

p

p

pp

p
pF

0

2222222

.sin
2

cossin 









 

Відповідь:   t
t

tf sin
2

 . 

1.9. Зображення інтеграла 

 Використовуючи теорему згортання, знайдемо зображення інтегралу від 

даної функції. Нехай sppFtf  Re),()( . Покажемо, що 

)(
1

)(
0

pF
p

df
t

  .                                           (1.30) 

Дійсно, запровадимо функції:       1, 21  tftftf  та їх зображення: 

      .
1

, 21
p

pFpFpF   Підстановка даних виразів у формулу (1.29) при-

водить до виразу (1.30). 

Узагальнення результату (1.30) має вид: 

)(
1

)(...
1

0

1

0

2

0

1 pF
p

dttfdtdt
nn

nt

n

tt




,   sp Re .      (1.30`) 

Вирази (1.30), (1.30`) мають широке застосування в обчисленнях зображень різ-

них функцій. 
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1.10. Теорема запізнення 

 Нехай функція  tf  при 0t  тотожно рівна нулю (рис.1.1(а)). Тоді фун-

кція  0ttf   тотожно рівна нулю при 0tt   (рис.1.1(б)). Наступна теорема дає 

можливість знаходити зображення функції  0ttf   за відомим зображенням 

 pF  функції  tf . 

 
Рис. 1.1. 

Теорема 11. Якщо  pF  є зображенням функції  tf , то  pFe
pt0

 є 

зображенням функції  0ttf  , тобто, якщо    tfpF  , то 

   0
0 ttfpFe

pt



. 

Доведення. За означенням 

    

    













0

0 0

00

0

00

.
t

t

ptpt

pt

dtttfedtttfe

dtttfettfL

                        (1.29) 

Оскільки при 0tt   оригінал   00  ttf , то   0
0

0

0 
 dtttfe

t
pt

. У другому 

інтегралі в (1.29) перейдемо до змінної 0ttz  ; матимемо: 

      

   













0

00

0

0
0

.pFedzzfee

dzzfettfL

ptpzpt

tzp

 

Отже, 

   0
0 ttfpFe

pt



.                                        (1.30) 

Теорема доведена. 

Приклад 1.4. Знайти зображення одиничної функції Хевісайда  ht 0 , 

визначеної наступним чином (рис.1.2.): 
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 









.,0

,,1
0

ht

ht
ht  

 

 
Рис. 1.2. 

Розв’язання. Оскільки  
p

t
1

0  , то згідно теореми запізнення (1.30) 

  phe
p

ht 
1

0 . 

1.11. Інтегрування зображення 

Теорема 12. Якщо функція 
 
t

tf
 задовольняє умови існування зображен-

ня і     sppFtf  Re, , то 

   
  

 
 

0 p

pt dqqFdt
t

tf
e

t

tf
.                             (1.31) 

Доведення. Позначимо 

 
 





0

dt
t

tf
epI pt

.                                        (1.32) 

Згідно теореми 2 функція  pI  є аналітичною у області sp Re , причому 

  0I . Знайдемо похідну функції  pI , диференціюючи (1.32) за парамет-

ром p :  

     pFdttfepI
dp

d pt  




0

, 

звідки (з урахуванням умови   0I ) одержимо 

       





p

p

dppFdppFIpI , 

що і доводить теорему. 

Приклад 1.5. Знайти зображення функції   t
t

tf sin
1

 . 
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Розв’язання. Оскільки 
22

sin








p
t , то згідно (1.31) маємо: 








p

p
arctgdp

p
t

t 








2
sin

1
22

.                        (1.33) 

Використовуючи результати (1.30) та (1.33), знайдемо також зображення функ-

ції інтегральний синус  tsi , яка визначається співвідношенням: 

  
t

dtsi
0

sin





. Маємо:  

   

















  parctg
pt

t
L

p
dtsi

t

2

1sin1sin

0







.             (1.34) 

 

1.12. Зображення періодичної функції 
 Розглянемо важливий випадок періодичного (з періодом 2Т) оригіна-

лу  tf :     0,2  ttfTtf . Поряд із  tf  запровадимо також допоміж-

ну функцію  tf0  таку, що (див. рис.1.3) 

 
   

 








.,2,0

,2,0,
0

Tt

Tttf
tf                                            (1.35) 

 
Рис. 1.3. 

Знайдемо її зображення    tfpF 00  . Згідно означення зображення Лапласа 

функції  tf0  маємо: 

         


 
0

2

0

000

T
ptpt dttfedttfetfLpF .                (1.36) 

Але      Ttftftf 20  , тому за властивістю лінійності зображення оде-

ржимо 

        TtfLtfLtfL 20  , 

що, згідно теореми запізнення (1.30), приводить до наступного результату: 

     pFepFpF Tp2
0

 . 

Звідси 

 
 

Tpe

pF
pF

2

0

1 
 . 
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Таким чином, враховуючи (1.36), для періодичного оригінала остаточно маємо: 

      





T
pt

Tp
dttfe

e
tfLpF

2

0
21

1
.                         (1.37) 

Приклад 1.6. Знайти зображення функції   ttf sin . 

Розв’язання. Функції   ttf sin  є періодичною з періодом  . Із (1.37) 

маємо: 

  






 












00

sin
1

1
sin

1

1
sin tdte

e
dtte

e
tL pt

p

pt

p
.          (1.38) 

Враховуючи, що        


 Ctt
e

dtte
t

t 





 cossinsin
22

, для ін-

теграла у попередньому виразі одержимо 

 
1

1

0
cossin

1
sin

22
0 











p

e
ttp

p

e
tdte

ppt
pt

 
. 

Підставивши цей вираз у (1.38), знайдемо зображення функції   ttf sin : 

 
p

p

e

e

p
tL

















1

1

1

1
sin

2
. 

 

1.13. Зображення полігональної функції 

 Знайдемо зображення полігональної функції, тобто кусково-аналітичної 

функції, елементами якої є лінійні функції виду   kkk btatf  , де 

1 kk t  . Графік полігональної функції утворений відрізками прямих; при 

цьому стрибки функції у вузлах стикування визначаються виразами: 

   

,

,

1

11









kkk

kkkkkkk

aa

baba




                             (1.39) 

де, у свою чергу, 111111 , aba   . 

У випадку, коли   01  tfm  при 1 mt  , графік полігональної функції 

складається із m  відрізків прямих. Поклавши  mmmm ba   11  , 

mm a1 , запишемо полігональну функцію у вигляді: 

 

 

 

 



















.,,0

,,1,,,

,0,0

1

1

1

m

kkkk

t

mktbta

t

tf







                 (1.40) 

Зображення функції (1.40) можна подати у вигляді: 
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   
















1

1
2

m

k

pkk ke
pp

tfL


,                                (1.41) 

 Частинним випадком полігональної функції є ступінчата функція, графік 

якої складається із відрізків прямих, паралельних осі абсцис. Оскільки для сту-

пінчатої функції всі 0k , то її зображення матиме вигляд: 

   







1

1

1 m

k

pk
ke

p
tfL

 .                                   (1.42) 

Приклад 1.7. Знайти зображення ступінчатої функції: 

 

 

 

 

 

 
























.,5,0

,5,3,1

,3,2,0

,2,1,3

,1,0,2

t

t

t

t

t

tf  

Розв’язання. Визначимо значення параметрів :k   

01   12   23   34   55   

21   52   33   14   15   

 

За формулою (1.42) знаходимо зображення заданої функції: 

    





5

1

532352
11

k

pppppk
k eeee

p
e

p
tfL

 . 

Приклад 1.8. Знайти зображення полігональної функції, заданої графічно 

на рис. 1.4: 

 
Рис. 1.4. 

Розв’язання. Задану графічно полігональну функцію запишемо в аналі-

тичному вигляді: 
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 

 
 

 

 
 

 





























.,,0

,,,

,,,

,,0,0

3

32

23

3

21

12

1

1














t

t
th

t
th

t

tf  

Обчислимо необхідні значення параметрів k  та k : 

 

     
  

 
.,0

;,0

;,0

23

3

23

33
3

1223

13

1223

2

12

12

23

23
2

12

1

12

11
1








































































hh

hhhhh

hh

 

Шукане зображення заданої функції  tf  знайдемо за допомогою формули 

(1.41). Остаточний результат має вигляд: 

  
 

 
    

.3
2

23

2
2

1223

13

1
2

12

pp

p

e
p

h
e

p

h

e
p

h
tfL



























 

 

 Підсумовуючи сказане вище, наведемо таблицю розглянутих властивос-

тей зображень і таблицю зображень ряду елементарних функцій, які найчастіше 

зустрічаються у застосуваннях. 
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1.14. Таблиця властивостей зображень 

 

 

 

№ 
)()( pFtf   

1  
 


n

i
iiii

n

i
iii constCpFtfpFCtfC

1 1

),()(),()(  

2 0,),(
1

)(  


 const
p

Ftf  

3 








  )()(,

),(

,,0
)( pFetf

ttf

t
tf p





 

4 











n

n
nn

p

f

p

f
pFptf

)0(
...

)0(
)()(

)1(
)(

 

5  
t

pF
p

df
0

)(
1

)(   

6  
tt

pFpFdftfdtff
0

21212

0

1 )()()()()()(   

7 )()1()()( tftpF nnn   

8 



p t

tf
dppF

)(
)(  

9 )()( tfepF t   
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1.15. Таблиця зображень 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

№ )(tf  )( pF  

 

1 

 

1 0Re,
1

p
p

 

 

2 

 
nt  

0Re,
!

1



p

p

n
n

 

 

3 

 
te  




ReRe,
1




p
p

 

 

4 

 

tsin  



ImRe,

22



p

p
 

 

5 

 

tcos  


ImRe,
22




p
p

p
 

 

6 

 

tsh  



ReRe,

22



p

p
 

 

7 

 

tch  


ReRe,
22




p
p

p
 

 

8 

 
tnet 
 




ReRe,
)(

!
1


 

p
p

n
n

 

 

9 

 

tt sin  



ImRe,

)(

2
222




p
p

p
 

 

10 

 

tt cos  



ImRe,

)( 222

22





p

p

p
 

 

11 

 

te t  sin  
)Im(ReRe,

)( 22








p

p
 

 

12 

 

te t  cos  
)Im(ReRe,

)( 22










p

p

p
 



 20 

Завдання до розділу 1 

У задачах 1-25 визначити зображення )( pF  за відомим оригіналом )(tf : 

1.   



n

k

k
ktatf

0

,   







 




n

k
kk

p

k
apF

0
1

!
. 2.   ttetf  . 3.   tettf 2 . 

4.   tnettf  . 5.   tttf sin . 6.   tttf cos . 7.   tttf sin2 . 

8.   tttf cos2 . 9.   tshtf  . 10.   tchtf  . 11.   tetf t  sin . 

12.   tetf t  cos . 13.   tshetf t  . 14.   tchetf t  . 

15.   ttf 2sin ,  
 













4

2
2pp

pF . 

16.   ttf 2cos ,  
 















4

2
2

2

pp

p
pF . 

17.   ttf 3sin ,  
  













91

6
22 pp

pF . 

18.   ttf 3cos ,  
  















91

7
22

3

pp

pp
pF . 

19.   tshtf 2 ,  
 













4

2
2pp

pF . 

20.   tchtf 2 ,  
 















4

2
2

2

pp

p
pF . 

21.   tetf t 3sin ,  
     

















9111

6
22

pp
pF . 

22.   tetf t 32 cos ,  
   

     


















9212

272
22

3

pp

pp
pF . 

23.   tshetf t 2 ,  
    

















411

2
2

pp
pF . 

24.   tchetf t 2 ,  
 

    


















411

21
2

2

pp

p
pF . 



 21 

У задачах 25-36 відтворити оригінал )(tf  за відомим зображенням )( pF : 

25.  
ap

A
pF


 ,   atAetf  . 

26.  
 kap

A
pF


 ,  

 










  atk et

k
Atf 1

!1

1
. 

27.  
21

2 apap

BAp
pF




 , 

    
 

  


































 2/12
122/12

12

1
2/12

12
2

1

4/sin
4/

2/
4/cos aat

aa

AaB
aatAetf

t
a

. 

28.  
 


pp

pF
1

. 29.  
 222

1

app
pF


 . 30.  

1272 


pp

p
pF . 

31.  
    4321

12






pppp

p
pF . 32.    1ln 2  ppF . 

33.  
p

ee
pF

pp 52  
 . 34.  

  92

2
2





p

p
pF . 35.  

  22
 


p

p
pF . 

36.  
  22

41

1






p

p
pF .37.  

 1

4
2

2






pp

pp
pF . 

38.  
   


pp

pF
1

. 39.  
  221

1
22 


ppp

pF . 
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Знайти зображення  pF  функцій  tf , заданих графічно: 

40. 

 

Відповідь:   









2
1

p
cth

p

A
pF . 

41. 

 

Відповідь:  
2

p
th

p

A
pF  . 

42. 

 
 

Відповідь:  
22

p
th

p

A
pF  . Вказівка: оригінал у даній задачі визнача-

ється як   
t

tdtf
0

, де  tf  є оригіналом із задачі 41. 
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43. 

 
 

Відповідь:  
    














 

 p

h
e

p

h
e

p

hh

e
pF pp

p

0

2

0

2
1

1

1 

 
. 

 

44. 

 
 

Відповідь:      












 ppp
eee

p

h
pF 32

23

1

1
2

1
1

1 


. 
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2. ВИЗНАЧЕННЯ ОРИГІНАЛА ЗА ЗОБРАЖЕННЯМ 

 

 Розглянуті у розділі 1 методи визначення оригінала за зображенням ма-

ють характер підбору. Нижче розглянемо загальний метод побудови оригінала 

за зображенням. 

 

2.1. Формула Мелліна 

 

Нехай задано функцію )( pF  комплексної змінної p , яка є зображенням 

кусково-гладкої функції )(tf  дійсної змінної t  із обмеженим показником росту 
stMetf )( , причому значення сталої s  відоме. Необхідно за даною функці-

єю )( pF  побудувати шукану функцію )(tf . 

Теорема 13. Нехай відомо, що задана функція )( pF  в області sp Re  є 

зображенням кусково-гладкої функції )(tf  дійсної змінної t  і має показник ро-

сту s  ))(( stMetf  . Тоді 

iyxpsxdppFe
i

tf
ix

ix

pt  




,,)(
2

1
)(


.                      (2.1) 

Інтегрування в (2.1) здійснюється в комплексній площині p  уздовж прямої, яка 

паралельна уявній осі і проходить справа від прямої sp Re  (доведення тео-

реми 13 див. [2], стор.228). 

Формула (2.1), що має назву формули Мелліна, обернена перетворенню 

Лапласа (1.2). 

Наступна теорема надає можливість визначити зображення добутку за ві-

домими зображеннями співмножників.  

Теорема 14. Нехай )()( 11 pFtf  , 1Re sp   і )()( 22 pFtf  , 

2Re sp  . Тоді 

 

,)()(
2

1
)()(

2

1

)()()()(

2121

21

 











ix

ix

ix

ix

dqqFqpF
i

dqqpFqF
i

pFtftftf



 

 

причому функція )( pF  визначена і аналітична в області 21Re ssp  , а інте-

грування здійснюється уздовж будь-якої прямої, яка паралельна уявній осі і ле-

жить справа від прямих 1Re sp   і 2Re sp   (доведення теореми 13 див. [2], 

стор.229). 

Приклад 2.1. Нехай ttfttf  )(),cos()( 21  . Знайти зображення функ-

ції )cos()( tttf  . 
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Розв’язання. Оскільки ,
1

,)cos(
222 p

t
p

p
t 





  то 




 


ix

ix qpq

qdq

i
pF

222 ))((2

1
)(


,                             (2.2) 

де ImRe p , а інтегрування здійснюється вздовж будь-якої прямої, яка па-

ралельна уявній осі і лежить справа від прямої ImRe q . В якості такої 

прямої інтегрування виберемо пряму, що проходить лівіше точки pq  . Розг-

лянемо на комплексній площині q  замкнутий контур Г, який складається із ві-

дрізка  iRxiRx  ,  даної прямої і дуги півкола Rxq  , що замикає вка-

заний відрізок у правій півплощині. Всередині контура Г підінтегральна функ-

ція в (2.2) аналітична всюди, окрім точки pq  , яка є полюсом 2-го порядку 

даної функції. Точка q  є нулем третього порядку цієї функції. Тому зна-

чення інтеграла (2.2) визначається лишком в особливій точці підінтегральної 

функції. Здійснюючи обхід контура Г у від’ємному напрямку, отримаємо: 

222

22

22 )(
)(





 













 

p

p

q

q

dq

d
pF pq . 

Отже, 
222

22

)(
)cos(











p

p
tt , що співпадає з формулою (10) таблиці зобра-

жень. 

 

 

2.2. Умови існування оригінала 

 

Теорема 15. Нехай функція )( pF  комплексної змінної iyxp   задо-

вольняє наступні умови: 

1. )( pF  – аналітична функція в області sp Re ; 

2. В області sp Re  функція )( pF  прямує до нуля при p  рівномір-

но відносно parg ; 

3. Для всіх sxp Re  збігається інтеграл 

.,)( sxMdypF
ix

ix






                                          (2.3) 

Тоді функція )( pF  при sp Re  є зображенням функції )(tf  дійсної змін-

ної t , яка визначається виразом 

.,)(
2

1
)( sxdppFe

i
tf

ix

ix

pt  



                                    (2.4) 

(доведення теореми 15 див. [2], стор.231). 
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Зауваження 2.1. Умови 1-3 є достатніми умовами, при яких задана функ-

ція )( pF  комплексної змінної p  є зображенням деякої функції )(tf  дійсної 

змінної t . 

Зауваження 2.2. Інтеграл (2.3) є невласним інтегралом першого роду 

вздовж прямої xp Re  від дійсної функції )( pF . 

Зауваження 2.3. При доведенні теореми 15 невласний інтеграл (2.4) об-

числюється вздовж прямої xp Re  і розуміється у змісті головного значен-

ня, тобто 

dppFedppFe
iAx

iAx

pt

A

ix

ix

pt )(lim)( 









 . 

 

2.3. Обчислення інтеграла Мелліна. Приклади 

 

 У багатьох важливих для застосувань випадках інтеграл (2.1), (2.4) може 

бути обчислений за допомогою методів обчислення контурних інтегралів від 

функції комплексної змінної. Нехай функцію )( pF , задану в області sp Re , 

можна аналітично продовжити на всю площину p . Нехай її аналітичне продо-

вження задовольняє при sp Re  умови леми Жордана [2]. Тоді при 0t  




RdppFe

RC

pt ,0)( ,                                     (2.5) 

де RC   – дуга півкола Rxp   у лівій півплощині. 

У цьому випадку інтеграл (2.4) може бути обчислений за допомогою теорії ли-

шків. Продемонструємо спосіб обчислення інтегралу Мелліна (2.4) на конкрет-

них прикладах. 

Приклад 2.2. Знайти оригінал функції 

0,0Re,)( 2

22



 




p

p
pF . 

Розв’язання. Згідно формули (2.1) маємо 
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1
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p

e
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pt






. 

Аналітичним продовженням функції )( pF  у ліву півплощину 0Re p  є фун-

кція 
22 



p
, яка задовольняє умови леми Жордана і має дві особливі точки - 

полюси першого порядку при ip 2,1 . Тому при 0t  

0;sin
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1
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










 tt
i

e

i

e
p

p
estf

titi

k
k

pt 










 

. 
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 Наступний приклад значно складніший і стосується випадку, коли умова 

3 теореми 15 не виконується.  

Приклад 2.3. Знайти оригінал функції ,/1)( 1 ppF  

0Re,01  p .  

Розв’язання. Вказана функція є многозначною у розглядуваній області. 

Тому під функцією )( pF  будемо розуміти ту гілку даної многозначної функції, 

котра є безпосереднім аналітичним продовженням в область 0Re p  дійсної 

функції 
1/1 x  дійсної змінної 0x . У цьому випадку 0arg p  при 

0,  xxp . Хоча функція )( pF  і не задовольняє умову 3 теореми 15, пока-

жемо, проте, що функція 

 

0,
1

2

1
)(

1
 






xdp
p

e
i

tf
ix

ix

pt


                              (2.6) 

є оригіналом заданої функції )( pF . 

 Аналітичне продовження функції )( pF  на ліву півплощину 0Re p  є 

багатозначною функцією, що має точки розгалуження 0p  та p . Будемо 

розглядати в області G , що утворена комплексною площиною p  із розрізом 

вздовж від’ємної частини дійсної осі, ту гілку багатозначної функції 
1/1 p , 

яка є безпосереднім аналітичним продовженням функції )( pF , що спочатку 

була задана у правій півплощині 0Re p . У області G  розглянемо замкнутий 

контур Г, який складається із відрізка прямої   0,,  xRixRix , відрізків 

 xR  на берегах розрізу і замикаючих їх дуг кола C , p , і дуг 

кола RC  , Rxp  , які з’єднують береги розрізу з вертикальним відрізком 

 RixRix  ,  (див.рис.2.1). Оскільки функція 
1/ pe pt
 в області G  не має 

особливих точок, то згідно теореми Коші інтеграл від цієї функції по контуру Г 

рівний нулю [2,4]. Спрямуємо R  до нескінченності, а   – до нуля. В силу ле-

ми Жордана інтеграли вздовж кривих RC   дадуть у границі нуль. Оцінимо інте-

грал по колу C , поклавши 
 iep  : 


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



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de
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e
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C

pt cos

1 2

1

2

1
. 

 

Оскільки 01   , то інтеграл уздовж C  також прямує до нуля при 

0 . Тому залишаються лише інтеграли вздовж прямолінійних ділянок кон-

туру інтегрування. Зауважимо, що на нижньому березі розрізу parg , а на 

верхньому parg . Тому одержимо 
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Рисунок 2.1. 

 

Виконавши в інтегралі (2.7) заміну змінної інтегрування sxt  , одержимо 

 
 

 

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


sin

ttf , 

де    - гамма-функція. Скориставшись рівністю 

   
 







sin
1 , 

одержимо кінцеву формулу 

 
 



 


 1

1
1

t
tf

p
,                                        (2.8) 

що є узагальненням формули (2) таблиці зображень. 
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Завдання до розділу 2 

 

 За допомогою інтеграла Мелліна знайти оригінали  tf  функцій: 

45. ,)(
22 


p

p
pF     0,0Re 2  p . 

 

Відповідь:   ttf cos . 

 

46. ,
1

)(
p

e
p

pF


     0,0Re  p . 

 

Відповідь: 











t
e

p
pF

p

2
1

1
)(


, 0Re,0  p , де функція 

  


z

dez
0

22





 - т.з. інтеграл ймовірностей (див. [2], стор. 236, [3], стор. 

490). 

 

47. Знайти зображення  pF  функції   tttf cos2 , користуючись теоремою 

згортки. 
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3. РОЗВ’ЯЗАННЯ ЗАДАЧ ДЛЯ ЛІНІЙНИХ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ 

РІВНЯНЬ ОПЕРАЦІЙНИМ МЕТОДОМ 

 

3.1. Звичайні диференціальні рівняння 

 

Як зазначалося у Вступі, методи операційного числення дозволяють зве-

сти задачу Коші із заданими початковими умовами для лінійного диференціа-

льного рівняння до простої алгебраїчної задачі для зображення. Розглянемо лі-

нійне диференціальне рівняння n –го порядку зі сталими коефіцієнтами 

naaa ,...,, 10 виду: 
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



 ,      (3.1) 

де  tf  - задана функція. 

 Задача полягає у знаходженні розв’язку )(tx  рівняння (3.1) при 0t , 

який при 0t  задовольняє початкові умови: 
)1(

0
)1(

00 )0(,...,)0(,)0(   nn xxxxxx .                    (3.2) 

Застосуємо методи операційного числення до розв’язання задачі Коші 

(3.1), (3.2). Знайдемо L  – зображення розв’язку )(tx  рівняння (3.1), який задо-

вольняє початкові умови (3.2): )()( txpX  . Для цього помножимо (3.1) на 
pte  і проінтегруємо за t в межах від 0  до  : 
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або 
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Використовуючи вирази (1.21)-(1.23), одержимо 
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        (3.3) 

Рівняння (3.3) називається допоміжним рівнянням для даного диференціаль-

ного рівняння (3.1). Невідомою величиною в (3.3) є зображення розв'язку 

)( pX . Вираз (3.3) можна переписати у вигляді 

       pFpBpXpA  ,                                 (3.4) 

де 
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                         (3.7) 

Розв’язавши рівняння (3.4) відносно  pX , одержимо 
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 .                                        (3.8) 

Запровадимо позначення: 
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і перепишемо (3.8) у вигляді 

  )()()( pSpRpFpX  .                                  (3.10) 

Якщо 0... )1(
0000  nxxxx , то 0)( pB  і формула (3.10) набу-

де вигляду:   )()( pRpFpX  , або 
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.                   (3.11) 

 Якщо ж диференціальне рівняння (3.1) однорідне (   0tf ), то зобра-

ження   0pF  і рівняння (3.10), що визначає зображення розв’язку  pX  у 

цьому випадку, прийме вид 

 pA

pB
pX

)(
)(  .                                              (3.12) 

Величини    pSpR ,  є раціональними дробами, які відомими спосо-

бами можна розкласти на елементарні дроби. За допомогою теореми про згорт-

ку одержимо 

        
t

tsdtrftx
0

 .                                 (3.13) 

Таким чином, ми одержали загальний розв’язок диференціального рів-

няння (3.1), який містить n  довільних сталих, роль яких виконують початкові 

значення шуканої функції  tx  та її 1n  похідних. Конкретна форма розв’язку 

буде залежати від того, якими будуть корені характеристичного рівняння 
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0)( pA .                                                 (3.14) 

Розглянемо деякі можливі випадки. 

 І. Усі корені рівняння (3.14) дійсні і різні: 

    nn ppppppapA  ...)( 21 .                       (3.15) 

У цьому випадку одержимо 
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де сталі коефіцієнти kr  і ks  визначаються наступними співвідношеннями 
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Таким чином, 
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Підставивши (3.16) у (3.13), одержимо 
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ІІ. У випадку нульових коренів рівняння (3.14) маємо: 
n

n papA )(                                                (3.18) 

і, отже, 
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У цьому випадку рівняння (3.13) прийме вигляд 
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ІІІ. Усі корені рівняння (3.14) дійсні і рівні між собою, тобто: 

 nn ppapA 1)(  ,                                      (3.20) 
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де kc  - лінійні однорідні функції початкових умов, які можна визначити за до-

помогою відомих способів розкладання раціональних дробів на елементарні. 

Знайдемо 
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У цьому випадку вираз (3.13) набуде вигляду: 

   
   

   













n

k

k
ktp

t

n

tpn

k

tc
ed

na

et
ftx

1

1

0

11

!1!1







.                (3.21) 

У загальному випадку розгляд вельми громіздкий, тому обмежимося на-

веденими вище випадками. 

Приклад 3.1. Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння 

1)(
)(

 tx
dt
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, що задовольняє умову: 00 x  при 0t . 

Розв’язання. У нашому випадку  
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Використовуючи формули (1) і (3) таблиці зображень, знайдемо розв’язок 
tetx 1)( . 

Відповідь: 
tetx 1)( . 

Приклад 3.2. Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння 

19
2
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 x
dt

xd
, що задовольняє умову: 000  xx  при 0t . 

Розв’язання. Запишемо допоміжне рівняння 
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Розкладаючи на елементарні дроби, отримаємо: 

pp

p

pX 9
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9
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)(
2


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

 . 

На основі формул (1) і (5) таблиці зображень знаходимо розв’язок: 

9

1
3cos

9

1
)(  ttx . 

Відповідь: 
9

1
3cos

9

1
)(  ttx . 

 

3.2. Системи диференціальних рівнянь першого порядку 

 

Операційний метод застосовують також і для розв’язання задачі Коші для 

систем лінійних диференціальних рівнянь. Отож розглянемо систему лінійних 

диференціальних рівнянь зі сталими коефіцієнтами: 

         

         

         


















,...

......................................................................

......................................................................

,...

,...

2211

222221212

112121111

tftxatxatxatx

tftxatxatxatx

tftxatxatxatx

nnnnnnn

nn

nn

             (3.22) 

із початковими умовами 

  .,...,2,1,0 0 nixx ii                                       (3.23) 

Тут  tfi  - задані функції незалежної змінної t . 

Помножимо кожне із рівнянь системи (3.22) на 
pte  і проінтегруємо за t  в ме-
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або 
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  (3.24) 

де         .,...,2,1,, nitfpFtxpX iiii  . 

Розв’язавши систему рівнянь (3.24) відносно  pX i
, одержимо: 
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- головний визначник системи рівнянь (3.24), 
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- мінор головного визначника, який одержуємо викреслюванням j -го рядка та 

i -го стовпчика. Таким чином, формула (3.25) може бути зображена у вигляді: 
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- раціональні дроби відносно p ; степінь чисельника  pji  не менш, ніж на 

одиницю менша степені знаменника  p , яка дорівнює n . Для розкладання 

 pD ji  на елементарні дроби необхідно знати корені рівняння   0 p . Після 

визначення функцій  pX i  із (3.26) для  txi  одержимо 
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0 . 

 Аналогічно можна розв’язувати і системи лінійних диференціальних рів-

нянь вищих порядків. 

 

3.3. Системи двох диференціальних рівнянь першого порядку 

 Застосуємо розглянутий вище загальний метод розв’язання системи n  

диференціальних рівнянь до системи двох лінійних диференціальних рівнянь зі 

сталими коефіцієнтами 
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із початковими умовами 
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Помножимо (3.27) на 
pte  і проінтегруємо за t в межах від 0  до  : 
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або 
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де             2,1,,,  itfpFtypYtxpX ii . 

Розв’яжемо систему рівнянь (3.29) відносно  pX  та  pY : 
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Тут  p  - так звана передаточна функція: 

     1

211222112211
2 

 aaaapaapp .                   (3.31) 
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Нехай передаточна функція  p  є зображенням оригінала  t , тобто 

   pt  . Тоді 
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переходячи в (3.30) до оригіналів, одержимо розв’язок задачі Коші (3.27), 

(3.28): 
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Якщо початкові умови є однорідними, тобто 

    000  yx ,                                           (3.33) 

то розв’язок задачі Коші (3.27), (3.33), згідно (3.32), запишемо у вигляді: 
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



                (3.34) 

 Продемонструємо застосування викладеного вище підходу на конкретних 

прикладах. 

Приклад 3.3. Знайти розв’язок системи диференціальних рівнянь 













,034

,123

y
dt

dy

dt

dx
dt

dy
x

dt

dx

 

що задовольняє початкові умови: 000  yx  при 0t .  

Розв’язання. Позначимо через    pYpX ,  зображення шуканих 

розв’язків    tytx , , відповідно:        pYtypXtx  , . Запишемо си-

стему допоміжних рівнянь:  
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     

     










.034

,
1

23

pYpppX

p
ppYpXp

 

Розв’язавши одержану систему алгебраїчних рівнянь, знайдемо: 

 
  

 
  

.
1611

1

,
6111

34









pp
pY

ppp

p
pX

 

Розкладаючи одержані раціональні дроби на прості дроби, дістанемо: 

 
   

  .
611

11

1

1

5

1

,
61110

33

15

1

2

1






















pp
pY

ppp
pX

 

За знайденими зображеннями знаходимо оригінали, тобто шукані розв’язки си-

стеми диференціальних рівнянь: 

 

 



































.
5

1

,
10

3

5

1

2

1

11

6

11

6

t
t

t
t

eety

eetx

 

Приклад 3.4. Знайти розв’язок задачі Коші: 

 

 
 

 
 












,

,2

2ttx
dt

tdy

ety
dt

tdx t

                                          (3.35) 

    .20,10  yx  

Розв’язання. Запишемо передаточну функцію у нашому випадку: 

  

















1

1

1

1

2

1

1

1
2 ppp

p . 

Її оригінал  t  та похідна  t   відповідно рівні: 

   

   .
2

1

,
2

1

tt

tt

eet

ee












 

Запровадимо наступні позначення для інтегралів: 
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   

      

 









t t

t t
t

dtedtfetI

deedtfetI

0 0

2

222

0 0

111

.

,2









 

     

    

 

 



t t
t

t t

deedtfetI

dtedtfetI

0 0

121

0 0

2

212

.2

,









 

 Розв’язок даної задачі Коші згідно (3.35) набуде вигляду: 

          

          





























.
2

1

2

3
2

1

,
2

1

2

3
2

1

12222111

22211211

tt

tt

ee

tItItItIty

ee

tItItItItx

 

 Обчисливши інтеграли 2,1,, jiI ij , одержимо: 

.222;222

;;2
2

22
2

21

1211



 

tt

ttt

ettIettI

eeIteI
 

 Отже, 

   

   







.22

,23 2

tetty

tettx
t

t

 

 

 

3.4. Крайова задача для рівняння в частинних похідних 

 

 Застосуємо операційний метод для розв’язання крайової задачі для дифе-

ренціального рівняння в частинних похідних. Для цього розглянемо рівняння  

       txftxuLtxuPn ,,, 2  ,                                (3.36) 

де  uPn  – лінійний диференціальний оператор зі сталими коефіцієнтами виду 

 
t

u
a

t

u
a

t

u
auP nn

n

n

n

n













 



11

1

10 ... ; 

 uL2  - лінійний диференціальний оператор другого порядку виду 



 40 

       uxb
x

u
xb

x

u
xbuL 212

2

02 








 , 

коефіцієнти  xbi якого є функціями лише однієї незалежної змінної x ;  txf ,  

- задана функція змінних x , t , достатньо гладка в області розв’язання задачі. 

Шукаємо розв’язок  txu ,  рівняння (3.36) в області 0t , bxa  , який за-

довольняє початкові  

   

   

   xx
t

u

xx
t

u

xxu

nn

n

11

1

1

0

0,

......................

,0,

,0,























 

 

і граничні умови 

 

     ttauta
x

u
111 ,,  




, 

     ttbutb
x

u
222 ,,  




. 

 

 Вважаємо, що початкові і граничні умови задачі, а також функція  txf ,  

такі, що існують зображення Лапласа по t  функції  txu ,  і всіх її похідних, які 

містяться в рівнянні (3.36): 

     



0

,,, dttxuepxUtxu pt
, 

 
dt

x

txu
e

x

u pt














0

,
                                (3.37) 

 

і т.д., причому будемо вважати, що умови обмеженості показника росту по t  

функції  txu ,  і її похідних не залежать від x . Тоді в силу рівномірної збіжнос-

ті за параметром x  інтеграла (3.37) одержимо 

   
x

pxU

x

txu








 ,,
, 

   
2

2

2

2 ,,

x

pxU

x

txu









 

і 

 
       xxpxppxUp

t

txu
k

kkk

k

k

11
2

0
1 ...,

,


 



 . 
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Окрім цього вважатимемо, що існують зображення по t  функцій 

     tttxf  ,,, 1 : 

 

           ptptpxFtxf 2211 ,,,,   . 

 

Тоді, перейшовши в рівнянні (3.36) до зображень, одержимо звичайне дифере-

нціальне рівняння для функції  pxU ,  за незалежною змінною x : 

 

          pxFpxFpxULpxUpPn ,,,, 02  ,                 (3.38) 

 

де 

     





1

0
10 ,

n

k
knk xpPpxF  , 

 

а поліноми  pPk  визначаються виразом 

 

     
 1

2
1

1
0 ... 

  kn
knkn

k apapapP . 

 

 Рівняння (3.38) необхідно розв’язати з граничними умовами 

 

     ppaUpaU x 111 ,,  , 

(3.39) 

       
 

.
,

,,,, 222
x

pxU
pxUppbUpbU xx




   

 

Крайова задача (3.38), (3.39), у якій p  відіграє роль параметра, 

розв’язується відомими методами розв’язання крайових задач для звичайних 

диференціальних рівнянь. Обернений перехід від зображення  pxU ,  до 

розв’язку вихідної задачі може бути здійснений за допомогою формули обер-

нення (2.4). 

 

3.5. Рівняння теплопровідності 

 

 Застосуємо одержані у попередньому розділі результати до розв’язання 

крайових задач для рівняння теплопровідності на прикладі розповсюдження те-

плоти по напівнескінченному стержні (розповсюдження крайового режиму по 

напівнескінченному стержні). 

 Нехай необхідно знайти розподіл температури у напівнескінченному сте-

ржні  x0 , якщо починаючи з моменту часу 0t  на його лівому кінці 

0x  підтримується заданий температурний режим. Початкова температура 
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стержня рівня нулю. Математично задача полягає у визначенні обмеженого для 

 x0 , 0t  розв’язку  txu ,  рівняння теплопровідності [2,3] 

    0,0,,, 2  txtxuatxu xxt                               (3.40) 

з додатковими умовами  

     tqtuxu  ,0,00, ,                                  (3.41) 

де  tq  - задана функція часу, для якої існує перетворення Лапласа. 

 Вважатимемо, що шуканий розв’язок  txu ,  і його похідні 

2

2

,
x

u
u

t

u
u xxt









  задовольняють умовам існування перетворення Лапласа 

по t , причому умови обмеженості показника росту по t  функції  txu ,  і її по-

хідних не залежать від x . Тоді одержимо 

   

   

   .,,

,,,

,,,

pxUtxu

pxpUtxu

pxUtxu

xxxx

t







                                     (3.42) 

Друга із формул (3.42) одержана з урахуванням нульової початкової умови 

(3.41). 

 Перейшовши до зображень, замість задачі (3.40), (3.41) для функції 

 txu ,  одержимо крайову задачу для зображення  pxU , : 

   

      .,,,0

,0,,
2

MpxUpQpU

pxU
a

p
pxU xx




                          (3.43) 

Задача (3.43) – це крайова задача для звичайного диференціального рівняння, у 

якому змінна p  відіграє роль параметра. Не важко бачити, що розв’язок задачі 

(3.43) має вигляд 

   
x

a

p

epQpxU


, .                                  (3.44) 

Розв’язок  txu ,  задачі (3.40), (3.41) можна знайти за його зображенням (3.44) 

за допомогою формули Мелліна, однак у випадку довільної функції  pQ  об-

числення відповідного інтеграла може бути вельми складним. Для того, щоб 

уникнути прямого обчислення інтеграла Мелліна для визначення оригіналу фу-

нкції (3.44), скористаємося знайденим вище оригіналом для функції (див. зада-

чу 38) 
















t

p
de

t
e

p
2

22

2
1

1



 



.                    (3.45) 

Тому, записавши 
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   
p

pepQpxU
x

a

p
1

,


  

і врахувавши, що згідно (3.45) 

 txG
ta

x
e

p

x
a

p

,
2

1
1













,                          (3.46) 

на основі теорем про зображення похідної та згортки одержимо 

         dqtxG
t

txupxU
t





  ,,,

0

. 

 Підставивши явний вираз (3.46) функції  txG ,  і виконавши диференці-

ювання, одержимо розв’язок задачі (3.40), (3.41) у вигляді 

     

 



 

t
ta

x

d
t

q
e

a

x
txu

0
23

24

2

2
, 








.                           (3.47) 
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Завдання до розділу 3 

 Знайти частинні розв’язки диференціальних рівнянь при вказаних почат-

кових умовах: 

48. 0;23 002

2

 xxtx
dt

dx

dt

xd
 при 0t . 

Відповідь:   tt eettx 2

4

1

4

3

2

1   . 

49. 2,1;sin52 002

2

 xxtx
dt

dx

dt

xd
 при 0t . 

Відповідь:   ttttetx t sin
5

1
cos

10

1
2sin

20

29
2cos

10

11









 

. 

50. 10,6;034 002

2

 xxx
dt

dx

dt

xd
 при 0t . 

Відповідь:   tt eetx 324  . 

51. 15,0;0294 002

2

 xxx
dt

dx

dt

xd
 при 0t . 

Відповідь:   tetx t 5sin3 2 . 

52. 0,2;044 002

2

 xxx
dt

dx

dt

xd
 при 0t . 

Відповідь:    tetx

t




22 . 

53. 5,5,3;415164 00
2

3

2

2




xxex
dt

dx

dt

xd t

 при 0t . 

Відповідь:    
tt

eettx 2

5

2

3

21


 . 

54. 2,3,1;61810102 00
2

2

2

 xxttx
dt

dx

dt

xd
 при 0t . 

Відповідь:     84,02,23sin28,03cos16,0 2  ttttetx t
. 

55.   1,1;12 002

2

 xxt
dt

dx

dt

xd
 при 0t . 

Відповідь:   2tetx t  . 

56.   2,2;32 00
2

2

2

 xxtte
dt

dx

dt

xd t
 при 0t . 

Відповідь:    12  tteetx tt
. 
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57. 1,1;02sin 002

2

 xxt
dt

dx

dt

xd
 при 0t . 

Відповідь:   ttttx cossin
3

1
2sin

3

1
 . 

58. 0,0;122 002

2

 xxx
dt

dx

dt

xd
 при 0t . 

Відповідь:  
2

sin
2

cos1 22
t

e
t

etx

tt

 . 

59. 0;23 002

2

 xxtx
dt

dx

dt

xd
 при 0t . 

Відповідь:   tt eettx 2

4

1

4

3

2

1   . 

60. 2,1;sin52 002

2

 xxtx
dt

dx

dt

xd
 при 0t . 

Відповідь:   ttttetx t sin
5

1
cos

10

1
2sin

20

29
2cos

10

11









 

. 

61. 0;3sin4 002

2

 xxtx
dt

xd
 при 0t . 

Відповідь:   tttx 3sin
5

1
2sin

10

3
 . 

62. 0;2cos 002

2

 xxttx
dt

xd
 при 0t . 

Відповідь:   







 ttttttx 2cos2sin

2

1

3

1
2sin

18

5
sin

9

5
. 

63. 2,1;023 002

2

 xxx
dt

dx

dt

xd
 при 0t . 

Відповідь:   tt eetx 234   . 

64. 00
22

2

2

,;0)(2 xxxxxba
dt

dx
a

dt

xd
  при 0t . 

Відповідь:     btaxxbtbx
b

e
tx

at

sincos 000  . 

65. 2,1;23 00
5

2

2

 xxex
dt

dx

dt

xd t
 при 0t . 
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Відповідь:   ttt eeetx 25

3

2

4

1

12

1
 . 

66. 00
2

2

2

,;cos xxxxnta
dt

dx
m

dt

xd
  при 0t . 

Відповідь:     mt
m

x
mtnt

nm

a
tx sincoscos 0

22





 . 

67. 0,0; 00
2

2

2

 xxt
dt

dx

dt

xd
 при 0t . 

Відповідь:   22
3

1
2 23  tttetx t

. 

68. 0;1 0003

3

 xxxx
dt

xd
 при 0t . 

Відповідь:  
2

3
cos

3

2

3

1
1 2

t
eetx

t

t  
. 

69. 1,0,2; 0003

3

 xxx
dt

dx

dt

xd
 при 0t . 

Відповідь:   ttx cos1 . 

70. 1,1,2;022 000
2

2

2

3

3

  xxxe
dt

dx

dt

xd

dt

xd t
 при 0t . 

Відповідь:   tt eetx 234   . 

71.   1;23 000
2

3

3

 xxxt
dt

dx

dt

xd
 при 0t . 

Відповідь:   3tetx t  . 

72. 8,3,1;0 0003

3

 xxxx
dt

xd
 при 0t . 

Відповідь:   







  tteetx

t

t

2

3
sin

3

11

2

3
cos2 2 . 

73. 1,0,2;0 0002

2

3

3

 xxx
dt

xd

dt

xd
 при 0t . 

Відповідь:   tettx 1 . 

74. 0;
2

1
000

2

3

3

 xxxetx
dt

xd t
 при 0t . 
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Відповідь:   22

2

3
sin3

2

3
cos

3

1

24

1

2

3
3

4

1
t

tt e
tt

eetttx 
















 

. 

75. 0;sin2 00002

2

4

4

 xxxxtx
dt

xd

dt

xd
 при 0t . 

Відповідь:       ttetetx tt sin222
8

1
 

. 

76. 
  2,1,0,1,0; 4
000005

5

 xxxxx
dt

dx

dt

xd
 при 0t . 

Відповідь:   2cos  tetx t
. 

 

 Знайти розв’язки систем диференціальних рівнянь при заданих початко-

вих умовах: 

77. 














,0

,1

2

2

2

2

x
dt

yd

y
dt

xd

 

00000  yxyx  при 0t . 

Відповідь: 

   

   















.1
4

1
cos

2

1

,
4

1
cos

2

1

tt

tt

eetty

eettx
 

78. 













,3

,22

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 

1,0 00  yx  при 0t . 

Відповідь: 

   

 



















.
2

1

3

2

,
3

2

4

4

tt

tt

eety

eetx
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79. 













,1

,1

x
dt

dy

y
dt

dx

 

0,2 00  yx  при 0t . 

Відповідь:  

 

 










.1

,1
t

t

ety

etx
 

80. 













,

,2

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 

1,1 00  yx  при 0t . 

Відповідь: 

 

 







.cos

,sincos

tty

tttx
 

81. 













,0113

,072

y
dt

dy
x

dt

dx

y
dt

dy
x

dt

dx

 

1,1 00  yx  при 0t . 

Відповідь: 

 

 




































.
8

17

17

1

8

17

,
8

17

17

9

8

17

8

1

8

1

tshtchety

tshtchetx

t

t

 

 

82. 













,496

,22

tyx
dt

dy

tyx
dt

dx
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3,1 00  yx  при 0t . 

Відповідь: 

 

 




































.
36

19

3

1

2

97

97

265

2

97
127

36

1

,
72

61

6

7

8

97

97

2539

2

97
277

72

1

2

7

2

7

ttshtchety

ttshtchetx

t

t

 

 

83. 














,045

,023

2

2

2

2

y
dt

dy

dt

yd
x

dt

dx

y
dt

dy
x

dt

dx

dt

xd

 

1,0 0000  yyxx  при 0t . 

Відповідь: 

   

   















.36101021011
30

1

6

1

,12101051013
30

1

6

5

tshtcheety

tshtcheetx

tt

tt

 

 

84. 














,6

,14

4

2

2

2

2

te
dt

dy

dt

yd
x

dt

dx

y
dt

dy

dt

dx

dt

xd

 

00000  yxyx  при 0t . 

Відповідь: 

   

   















.49
6

1
1

,532
30

1

2

24

ttt

ttt

eeety

eeetx
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85. 




















,

,

,

zyx
dt

dz

yxz
dt

dy

xyz
dt

dx

 

0,1 000  zyx  при 0t . 

Відповідь: 

 

 

 

























.
3

1

3

1

,
2

1

6

1

3

1

,
2

1

6

1

3

1

2

22

22

tt

ttt

ttt

eetz

eeety

eeetx

 

86. 




















,

,

,

yx
dt

dz

zx
dt

dy

zy
dt

dx

 

0,1,1 000  zyx  при 0t . 

Відповідь: 

 

 

 
















.0

,

,

tz

ety

etx
t

t

 

87. Знайти розв’язок лінійного рівняння 

   
2

2
2

2

2 ,,

x

txu
a

t

txu









 

у напівскінченній смузі  tlx 0,0  

при початкових умовах 

 
 

0
0,

;00, 





t

xu
xu  

та граничних умовах 

    0,;,0  tluAtu , 

де a  та A  - сталі величини. 
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Відповідь: 

 


















 


1

cossin
2

1,
n n

l

nat

l

nx

l

x
Atxu




. 

88. Розв’язати рівняння теплопровідності 

   
2

2
2 ,,

x

txu
a

t

txu









 

при початкових умовах 

  ,0;00,  xxu  

та граничних умовах 

  0;,0 0  tutu , 

де a  та A  - сталі величини. 

Відповідь: 

  



t

a

x

de
a

xu
txu

0

24

2

3

0 .
1

2
, 


  
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4. ОПЕРАЦІЙНІ МЕТОДИ РОЗВ’ЯЗАННЯ ІНТЕГРАЛЬНИХ РІВНЯНЬ 

 

 Серед лінійних і нелінійних інтегральних рівнянь виділяють клас рівнянь 

типу Вольтерра. Так, лінійне неоднорідне рівняння Вольтерра другого роду має 

вигляд: 

       tfdssystKty
t

a

  , .                                   (4.1) 

У рівнянні (4.1)  ty  - невідома функція;    stKtf ,,  - задані функції (ядро 

 stK ,  визначене для tsa  );   - параметр. 

 До розв’язання інтегральних рівнянь Вольтерра зводяться численні прик-

ладні задачі. Наприклад, нехай поставлено задачу Коші для диференціального 

рівняння 

 
 

 
     tqtxta

dt

tdx
ta

dt

txd
 212

2

,                           (4.2) 

    00 0,0 xxxx  . 

Позначимо 
 

 ty
dt

txd


2

2

. Тоді 

 
  

t

xdssy
dt

tdx

0

0 , 

    00

0 0

xtxdvdssytx
t v









   , 

або 

      00

0

xtxdssysttx
t

  . 

 Підставимо здобуті значення у вираз (4.2): 

             tqxtxdssysttaxdssytaty
tt


















  00

0

20

0

1 , 

або 

         

        .202010

0

21

taxttaxtaxtq

dssysttataty
t



 
                          (4.3) 

 

Запровадимо позначення 

 

       sttatastK  21, ,                                  (4.4) 

          taxttaxtaxtqtf 202010  . 
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Тепер (4.3) запишемо у вигляді 

       tfdssystKty
t

a

  , .                                     (4.5) 

Таким чином, ми одержали рівняння Вольтерра другого роду. Якщо в (4.4) кое-

фіцієнти сталі, то     staastK  21,  є ядром, залежним лише від різ-

ниці аргументів: 

       tfdssystKty
t

a

  .                                  (4.6) 

Рівняння (4.6) дістали назву рівнянь типу згортки. Розв’яжемо їх методами 

операційного числення. 

 Нехай  ty  є оригіналом, а  pY  - його L  -зображенням:    pYty  . 

Аналогічно маємо і для функції  tf :    pFtf  . Тоді за теоремою про зго-

ртку (1.29) маємо: 

        
t

pYpKdssystK
0

. 

Тепер рівняння (4.6) можна записати у вигляді: 

       pFpYpKpY   ,                                   (4.7) 

звідки 

 
 
 pK

pF
pY




1
.                                         (4.8) 

 Залишилося перейти до оригіналу  ty . Це робиться або за допомогою 

таблиць (див. напр., п.1.15), або за формулою обернення (2.4). 
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Завдання до розділу 4 

 Знайти розв’язки інтегральних рівнянь: 

89.         
t

dftttf
0

2

2

1
sin  . 

Відповідь: 

 
   
















te
tte

tf

tt

2

3
cos

3

2

2

cossin

6
2 . 

90.         
t

tdftshtf
0

cos . 

Відповідь: 

    1cos2  ttf . 



 55 

 

ЛІТЕРАТУРА 

1. В.А.Диткин, А.П.Прудников. Интегральные преобразования и операци-

онное исчисление. – Москва: Наука, 1974. – 542 с. 

2. А.С.Свешников, А.Н.Тихонов. Теория функций комплексной перемен-

ной. – Москва: Наука, 1970. – 304 с. 

3. Н.С.Пискунов. Дифференциальное и интегральное исчисление. Т.2. – 

Москва: Наука, 1976. – 576 с. 

4. Ю.В.Сидоров, М.В.Федорюк, М.И.Шабунин. Лекции по теории функций 

комплексного переменного. – Москва: Наука, 1976. – 407 с. 

5. А. Свідзинський. Математичні методи теоретичної фізики. – Київ: Вид. 

ім. Олени Теліги, 1998. – 442 с. 

6. Дж. Мэтьюз, Р. Уокер. Математические методы физики. - Москва: Ато-

миздат, 1972. – 397 с. 

7. М.А. Евграфов, К.А. Бежанов, Ю.В. Сидорюк, М.В.Федорюк, М.И. Ша-

бунин. Сборник задач то теории аналитических функций. – Москва: Нау-

ка, 1972. – 416 с. 

8. В.И. Смирнов. Курс высшей математики. Т.3., Ч.2. - Москва: Наука, 1974. 

– 672 с. 



 56 

 

Карбованець М.І., Лазур В.Ю. Методи операційного числення та його засто-

сування: навчальний посібник. – Ужгород: Видавництво УжНУ “Говерла”, 

2019. – 56 с.  

 

 

Рецензент: 

 

доктор фізико-математичних наук, професор, старший науковий співробітник 

відділу електронних процесів і елементарних взаємодій ІЕФ НАН України  

Гайсак М.І. 

 

Відповідальний за випуск: 

 

доктор фізико-математичних наук, професор, 

декан фізичного факультету 

Лазур В.Ю. 

 

Посібник створено на базі лекційних курсів “Теорія функцій комплексної 

змінної та операційне числення”, “Спеціальні розділи математики” та “Методи 

математичної фізики”, що читаються студентам фізичного факультету УжНУ 

спеціальностей “Телекомунікації та радіотехніка”, “Середня освіта. Фізика”, 

“Фізика та астрономія”, “Прикладна фізика і наноматеріали” та “Кібербезпека” 

(ОПП “Системи технічного захисту інформації”). Він містить ряд основних ідей 

і методів операційного числення в обсязі, достатньому для їх подальшого за-

стосування в курсах та спецкурсах із загальної та теоретичної фізики. Наво-

диться велика кількість завдань різного рівня складності, частину з яких можна 

використати в якості змістовних доповнень до курсів із теоретичної механіки, 

електродинаміки, теорії коливань тощо. 

 Посібник розраховано на студентів фізико-математичних та інженерно-

технічних спеціальностей університетів. 

 

 

Рекомендовано до друку науково-методичною комісією фізичного факультету 

(протокол № 6  від 19 лютого 2019 року). 

 

 

Формат 60×84/16. Умовн. друк. арк. 3,26. Зам. № 79. Наклад 100 прим. 

Видавництво УжНУ "Говерла". м. Ужгород, вул. Капітульна, 18. Тел.: 3-32-48. 

 

Свідоцтво про внесення до державного реєстру 

видавців, виготівників і розповсюджувачів видавничої продукції – 

Серія 3т № 32 від 31 травня 2006 року 

http://www.nas.gov.ua/UA/Department/Pages/default.aspx?DepartmentID=0002721

