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КОМБIНАТОРНI ХАРАКТЕРИСТИКИ КАТЕГОРIЇ
ЗОБРАЖЕНЬ НАПIВГРУПИ 𝑆0

(22)𝑆0
(22)𝑆0
(22)

Напiвгрупи третього порядку вперше описав у 1953 р. Т. Тамура, а згодом, у 1955 р.,
за допомогою комп’ютерної програми Г. Е. Форсайт (в термiнах таблиць Келi з точ-
нiстю до iзоморфiзму та антиiзоморфiзму). Мiнiмальнi системи твiрних та вiдповiднi
визначальнi спiввiдношення для всiх таких напiвгруп побудованi першим автором ра-
зом з Я. В. Зацiхою (2013 р.). Це дало їм змогу, використовуючи методи Київської
школи з теорiї матричних задач, описати матричнi зображення всiх напiвгруп тре-
тього порядку над довiльним полем (2018 р.). Вони також описали зображувальний
тип напiвгруп третього порядку (серед них немає диких) i вказали канонiчну форму
матричних зображень для напiвгруп скiнченного зображувального типу (тобто таких,
якi мають, з точнiстю до еквiвалентностi, скiнченне число нерозкладних зображень).

Автори цiєї статтi продовжили дослiдження в даному напрямку, детально вивча-
ючи природнi наднапiвгрупи напiвгруп третього порядку (тобто таких, якi мають
фактор-напiвгрупу, iзоморфну напiвгрупi третього порядку), особливу увагу придiля-
чи їхнiм матричним зображенням. Описується зображувальний тип нових напiвгруп
(серед яких вже зустрiчаються i дикi), дослiджуються алгебри Ауслендера (як одна
iз форм задання категорiй зображень) та iдейно пов’язанi з ними Σ-функцiї, тощо.
Зокрема, автори описали зображувальний тип стандартних наднапiвгруп напiвгрупи
третього порядку, породженої двома взаємно анульовними 2-нiльпотентним i 2-по-
тентним (iдемпотентним) елементами, тобто комутативної напiвгрупи

(0, 𝑏, 𝑐) = ⟨𝑏, 𝑐⟩ : 𝑏2 = 0, 𝑐2 = 𝑐, 𝑏𝑐 = 𝑐𝑏 = 0

(в круглих дужках вказано всi елементи напiвгрупи, а в кутових дужках — мiнiмальну
систему твiрних; потiм вказано визначальнi спiввiдношення). Серед таких наднапiв-
груп видiляється напiвгрупа 𝑆0

(22) як найменша серед напiвгруп

𝑆0
(𝑚𝑛) := (0, 𝑏, 𝑐) = ⟨𝑏, 𝑐⟩ : 𝑏𝑚 = 0, 𝑐𝑛 = 𝑐, 𝑏𝑐 = 0.

де 𝑚,𝑛 ≥ 2. Напiвгрупа 𝑆0
(22) є “промiжною” мiж вказаною вище комутативною напiв-

групою та ручною напiвгрупою, породженою 2-нiльпотентним i 2-потентним елемен-
тами без додаткових визначальних спiввiдношень.

Напiвгрупа 𝑆0
(22) має скiнченний зображувальний тип i її нерозкладнi зображення

описанi авторами ранiше. У цiй статтi вивчаються комбiнаторнi властивостi її катего-
рiї матричних зображень.

Ключовi слова: поле, розмiрнiсть, напiвгрупа i наднапiвгрупа, визначальнi спiввiд-
ношення, 2-кiльпотентний i 2-потентний елементи, матричнi зображення, еквiвалент-
нiсть, категорiя, ендоморфiзм, стабiлiзатор, зображувальний тип, алгебра Ауслендера,
Σ-функцiя.
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1. Вступ. Напiвгрупи третього порядку вперше описав у 1953 р. Т. Тамура [1],
а згодом, у 1955 р. за допомогою комп’ютерної програми Г. Е. Форсайт [2] (в
термiнах таблиць Келi з точнiстю до iзоморфiзму та антиiзоморфiзму). Мiнi-
мальнi системи твiрних та вiдповiднi визначальнi спiввiдношення для всiх та-
ких напiвгруп побудованi першим автором разом з Я. В. Зацiхою [3]. Це дало
їм змогу, використовуючи методи Київської школи з теорiї матричних задач,
описати матричнi зображення всiх напiвгруп третього порядку над довiльним
полем [4] (вiдносно методiв Київської школи див., зокрема, роботи [5]– [17]).
У роботi [4] також описано зображувальний тип напiвгруп третього порядку
(серед них немає диких) i вказано канонiчну форму матричних зображень для
напiвгруп скiнченного зображувального типу (тобто таких, якi мають, з точнi-
стю до еквiвалентностi, скiнченне число нерозкладних зображень).

Автори цiєї статтi продовжили дослiдження в даному напрямку, деталь-
но вивчаючи природнi наднапiвгрупи напiвгруп третього порядку (тобто та-
ких, якi мають фактор-напiвгрупи, iзоморфнi напiвгрупи третього порядку),
особливу увагу придiлячи їхнiм матричним зображенням. Описується зобра-
жувальний тип нових напiвгруп (серед яких вже зстрiчаються i дикi), дослiд-
жуються алгебри Ауслендера (як одна iз форм задання категорiй зображень),
тощо (див. [18]– [21]). Зокрема, в [20] автори описали зображувальний тип стан-
дартних наднапiвгруп напiвгрупи третього порядку, породженої двома взаємно
анульовними 2-нiльпотентним i 2-потентним (iдемпотентним) елементами, тоб-
то комутативної напiвгрупи з твiрними 𝑏, 𝑐 i визначальними спiввiдношеннями
𝑏2 = 0, 𝑐2 = 𝑐, 𝑏𝑐 = 𝑐𝑏 = 0. Серед таких наднапiвгруп видiляється напiвгрупа
𝑆0
(22) як найменша серед напiвгруп з твiрними 𝑏, 𝑐 i визначальними спiввiдношен-

нями 𝑏𝑚 = 0, 𝑐𝑛 = 𝑐, 𝑏𝑐 = 0, де 𝑚,𝑛 ≥ 2. Напiвгрупа 𝑆0
(22) є “промiжною” мiж

вказною вище комутативною напiвгрупою та ручною напiвгрупою, породже-
ною 2-нiльпотентним i 2-потентним елементами без додаткових визначальних
спiввiдношень.

Напiвгрупа 𝑆0
(22) має скiнченний зображувальний тип i її нерозкладнi зобра-

ження описанi авторами ранiше. У цiй статтi вивчаються комбiнаторнi власти-
востi її категорiї матричних зображень.

2. Формулювання основного результату. Нехай 𝑇 : 𝑠→ 𝑇 (𝑠) — матрич-
не зображення над полем 𝐾 (скiнченно-породженої в нашому випадку) напiв-
групи 𝑆. Позначимо через 𝑝(𝑇 ) максимальне число незалежних параметрiв мат-
рицi 𝑋, що задовольняє систему лiнiйних матричних рiвнянь 𝑇 (𝑠)𝑋 = 𝑋𝑇 (𝑠),
де 𝑠 пробiгає 𝑆. Бiльш формально, 𝑝(𝑇 ) — розмiрнiсть векторного простору,
утвореного всiма такими 𝑋. Очевидно, що 𝑝(𝑇 ) не змiнюється при замiнi 𝑇
на еквiвалентне йому зображення. Якщо 𝑆 — напiвгрупа скiнченного зобра-
жувального типу над 𝐾 (тобто, за означенням, має скiнченне число класiв
еквiвалентностi нерозкладних зображень), а 𝑇 = {𝑇1, 𝑇2, . . . , 𝑇𝑚} — повна сис-
тема її нерозкладних попарно нееквiвалентних матричних зображень, то для
𝑛 ∈ [1,𝑚] =: {1, 2, . . . ,𝑚} покладемо

𝑝𝑛(𝑇 ) =:
∑︁

𝑖1<𝑖2<...<𝑖𝑛

𝑝(𝑇𝑖1 ⊕ 𝑇𝑖2 ⊕ . . .⊕ 𝑇𝑖𝑛), Σ𝑆(𝑛) =: 𝑝𝑛(𝑇 ).

Введена функцiя Σ𝑆 : [1,𝑚] → N називається Σ-функцiєю напiвгрупи 𝑆 [22].
Вiдносно цих означень на категорнiй мовi див. параграф 3.

Роздiл 1: Математика i статистика
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У цiй статтi обчислюється Σ-функцiя напiвгрупи 𝑆0
(22) (див. вступ).

Теорема 1. Напiвгрупа 𝑆 = 𝑆0
(22) має 5 класiв еквiвалентностi нерозклад-

них зображень i

Σ𝑆(𝑛) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
7, якщо 𝑛 = 1,
41, якщо 𝑛 = 2.
81, якщо 𝑛 = 3,
53, якщо 𝑛 = 4.
20, якщо 𝑛 = 5.

3. Алгебра Ауслендепра напiвгрупи 𝑆0
(22)𝑆0
(22)𝑆0
(22). Для довiльних матриць

𝐴 i 𝐵 над полем 𝐾 позначимо через 𝑆𝑡(𝐴,𝐵) множину (векторний простiр)
всiх матриць 𝑋 таких, що 𝐴𝑋 = 𝑋𝐵. У випадку, коли 𝐴 квадратна, алгеб-
ру 𝑆𝑡(𝐴) := 𝑆𝑡(𝐴,𝐴) називатимемо стабiлiзатором матрицi 𝐴. Множина всiх
матриць над (довiльним фiксованим) полем 𝐾 є категорiєю, якщо множиною
морфiзмiв iз 𝐴 в 𝐵 вважати 𝑆𝑡(𝐴,𝐵). Тодi стабiлiзатор 𝑆𝑡(𝐴) є множиною всiх
ендоморфiзмiв матрицi 𝐴. Категорiя матричних зображень будь-якої напiвгру-
пи iндукується категорiєю матриць. Зокрема, алгеброю ендоморфiзмiв матри-
чного зображення 𝑇 : 𝑠→ 𝑇 (𝑠) напiвгрупи 𝑆 є алгебра ∩𝑠∈𝑆𝑆𝑡(𝑇 (𝑠)) (очевидно,
достатньо розглядати 𝑠 iз довiльної фiксованої системи твiрних елементiв).

Згiдно загального означення алгеброю Ауслендера A(𝑆) напiвгрупи скiнчен-
ного зображувального типу 𝑆 називається алгебра ендоморфiзмiв прямої суми
всiх нерозкладних зображень (по одному представнику iз кожного класу еквi-
валентностi). Якщо зображення розглядаються в матричному виглядi (як i в
нашiй статтi), то алгебра Ауслендера називається матричною алгеброю Аус-
лендера. Вона не залежить вiд вибору представникiв у класах еквiвалентностi;
а саме всi отриманi таким чином алгебри будуть iзоморфними i навiть спряже-
ними у вiдповiднiй повнiй матричнiй алгебрi. Взагалi кажучи, замiсть вказаної
прямої суми зображень можна брати довiльне еквiвалентне їй зображення.

Переходимо до опису алгебри Аусленднра напiвгрупи 𝑆0
(22).

Нерозкладнi зображення 𝑇 = {𝑇 (𝑏) = 𝐵, 𝑇 (𝑐) = 𝐶} напiвгрупи 𝑆0
(22) ви-

черпуються (з точнiстю до еквiвалентностi) наступними зображеннями 𝑇1 – 𝑇5
(див. [20]):

1) 𝐵1 = (0), 𝐶1 = (1);

2) 𝐵2 = (0), 𝐶2 = (0);

3) 𝐵3 =

(︂
0 1
0 0

)︂
, 𝐶3 =

(︂
1 0
0 0

)︂
;

4) 𝐵4 =

(︂
0 1
0 0

)︂
, 𝐶4 =

(︂
0 0
0 0

)︂
;

5) 𝐵5 =

⎛⎝ 0 0 1
0 0 1
0 0 0

⎞⎠, 𝐶5 =

⎛⎝ 1 0 0
0 0 0
0 0 0

⎞⎠.
Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2022, том 40, № 1 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)
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Теорема 2. Матрична алгебра Ауслендера A(𝑆0
(22)) напiвгрупи 𝑆

0
(22) над по-

лем 𝐾 (вiдносно 𝑇 = 𝑇1⊕𝑇2⊕𝑇3⊕𝑇4⊕𝑇5) складається з усiх матриць вигляду

𝑋 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑥33 0 0 0 0 0 0 0 0
0 𝑥99 0 𝑥98 0 𝑥97 0 0 𝑥96
𝑥13 0 𝑥11 0 0 0 𝑥12 0 0
0 0 0 𝑥11 0 0 0 0 𝑥12
0 𝑥59 0 𝑥58 𝑥55 𝑥57 0 𝑥54 𝑥56
0 0 0 0 0 𝑥55 0 0 𝑥54
𝑥23 0 0 0 0 0 𝑥22 0 0
0 𝑥49 0 𝑥48 0 𝑥47 0 𝑥22 𝑥46
0 0 0 0 0 0 0 0 𝑥22

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

де 𝑥𝑖𝑗 — елементи поля 𝐾.

Доведення. У роботi [21] пряма сума 𝑇1 ⊕ 𝑇2 ⊕ 𝑇3 ⊕ 𝑇4 ⊕ 𝑇5 цих зображень
записана з точнiстю до переставної подiбностi, а саме у виглядi зображення
𝑇0 = {𝑇 (𝑏) = 𝐵0, 𝑇𝑐 = 𝐶0}, де

𝐵0 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

𝐶0 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

i доведено, що в цьому випадку матрична алгебра Ауслендера A′(𝑆0
(22)) склада-

ється з усiх матриць вигляду

𝑋 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑥11 𝑥12 𝑥13 0 0 0 0 0 0
0 𝑥22 𝑥23 0 0 0 0 0 0
0 0 𝑥33 0 0 0 0 0 0
0 0 0 𝑥22 0 𝑥46 𝑥47 𝑥48 𝑥49
0 0 0 𝑥54 𝑥55 𝑥56 𝑥57 𝑥58 𝑥59
0 0 0 0 0 𝑥22 0 0 0
0 0 0 0 0 𝑥54 𝑥55 0 0
0 0 0 0 0 𝑥12 0 𝑥11 0
0 0 0 0 0 𝑥96 𝑥97 𝑥98 𝑥99

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,
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де 𝑥𝑖𝑗 — елементи поля 𝐾.
Зображення 𝑇 отримується iз зображення 𝑇0 наступною перестановкою ряд-

кiв та стовпцiв: 3, 9, 1, 8, 5, 7, 2, 4, 6. Значить (параметрична) матриця 𝑋, що за-
дає алгебру Ауслендера вiдносно 𝑇 , отримується iз матрицi 𝑋, яка задає ал-
гебру Ауслендера вiдносно 𝑇0, також зп допомогою такої перестановки. Легко
бачити, що матриця ;𝑙𝑋 має вигляд, вказаний в умовi теореми.

4. Доведення теореми 1. Для доведення теореми потрiбно обчислити
алгебри ендоморфiзмiв прямих сум рiзних комбiнацiй матричних зображень
𝑇1–𝑇5, а потiм їх розмiрностi.

Але цей процес можна спростити, якщо скористатися наступним тверджен-
ням, яке випливає iз правила множення блокових матриць.

Лема 1. Нехай 𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑚 — квадратнi матрицi над полем 𝐾 i 𝐴 — їх
пряма сума. Зафiксуємо послiдовнiсть натуральних чисел 𝐼 = (𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑠),
де 1 ≤ 𝑠 < 𝑚, таку, що 1 ≤ 𝑖1 < 𝑖2 < . . . < 𝑖𝑠), i позначимо через 𝐴𝐼 пряму
суму матриць 𝐴𝑖1 , 𝐴𝑖2 , . . . , 𝐴𝑖𝑠. Параметричнi матрицi 𝑆𝑡(𝐴) i 𝑆𝑡(𝐴𝐼) будемо
вважати, як i матрицi 𝐴 та 𝐴𝐼 , блочними (розмiри блокiв визначаються
розмiрностями матриць 𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑚). Тодi 𝑆𝑡(𝐴𝐼) — блокова пiдматриця
матрицi 𝑆𝑡(𝐴), яка стоїть на перетинi горизонтальних i вертикальних смуг
з номерами iз 𝐼.

Нами ця лема використовується наступним чином. Спочатку обчислюємо
алгебру Ауслендера (див теорему 2), а решту потрiбних стабiлiзаторiв отриму-
ємо iз параметричної матрицi, якп задає цю алгебру, викреслюванням тих чи
iнших горизонтальних i вертикальних смуг (а саме, в кожному конкретному
випадку, тих. якi вiдповiдають зображенням 𝑇𝑖, якi не входять в пряму суму).
Пiдрахунок же параметрiв є простою задачею. В результатi маємо наступнi
рiвностi:

1) 𝑝(𝑇1) = 𝑝(𝑇2) = 𝑝(𝑇3) = 1, 𝑝(𝑇4) = 𝑝(𝑇5) = 2;

2( 𝑝(𝑇1⊕𝑇2) = 2, 𝑝(𝑇1⊕𝑇3) = 3, 𝑝(𝑇1⊕𝑇4) = 3, 𝑝(𝑇1⊕𝑇5) = 4, 𝑝(𝑇2⊕𝑇3) = 3,
𝑝(𝑇2 ⊕ 𝑇4) = 5, 𝑝(𝑇2 ⊕ 𝑇5) = 5, 𝑝(𝑇3 ⊕ 𝑇4) = 4, 𝑝(𝑇3 ⊕ 𝑇5) = 5, 𝑝(𝑇4 ⊕ 𝑇5) = 7;

3) 𝑝(𝑇1⊕𝑇2⊕𝑇3) = 5, 𝑝(𝑇1⊕𝑇2⊕𝑇4) = 6, 𝑝(𝑇1⊕𝑇2⊕𝑇5) = 7, 𝑝(𝑇1⊕𝑇3⊕𝑇4) = 6,
𝑝(𝑇1 ⊕ 𝑇3 ⊕ 𝑇5) = 8, 𝑝(𝑇1 ⊕ 𝑇4 ⊕ 𝑇5) = 9, 𝑝(𝑇2 ⊕ 𝑇3 ⊕ 𝑇4) = 8, 𝑝(𝑇2 ⊕ 𝑇3 ⊕ 𝑇5) = 9,
𝑝(𝑇2 ⊕ 𝑇4 ⊕ 𝑇5) = 12, 𝑝(𝑇3 ⊕ 𝑇4 ⊕ 𝑇5) = 11,

4) 𝑝(𝑇1⊕𝑇2⊕𝑇3⊕𝑇4) = 10, 𝑝(𝑇1⊕𝑇2⊕𝑇3⊕𝑇5) = 12, 𝑝(𝑇1⊕𝑇2⊕𝑇4⊕𝑇5) = 14,
𝑝(𝑇2 ⊕ 𝑇3 ⊕ 𝑇4 ⊕ 𝑇5) = 17,

i 5) 𝑝5(𝑇 ) = 𝑝(𝑇1 ⊕ 𝑇2 ⊕ 𝑇3 ⊕ 𝑇4 ⊕ 𝑇5) = 20.

Отже, 𝑝1(𝑇 ) = 7 𝑝2(𝑇 ) = 41, 𝑝3(𝑇 ) = 81, 𝑝4(𝑇 ) = 53, 𝑝5(𝑇 ) = 20, що i треба
було довести.

5. Висновки. У роботi вивчаються комбiнаторнi властивостi категорiї
матричних зображень наднапiвгрупи спецiального вигляду напiвгрупи третьо-
го порядку, яка породжена двома взаємно анульовними 2-нiльпотентним i 2-
потентним (iдемпотентним) елементами. Отриманi результати (разом з вiдпо-
вiдними методами дослiджень) знайдуть застосування при вивченнi категорiй
зображень iнших напiвгруп.
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of representations of the semigroup 𝑆0

(22).

Semigroups of the third order were first described in 1953 by T. Tamura, and later,
in 1955, with the help of a computer program by G. E. Forsythe (in terms of Kelly tab-
les, up to isomorphism and antiisomorphism). The minimal systems of generators and
the corresponding defining relations for all such semigroups were constructed by the first
author together with Ja. V. Zaciha (2013). This allowed them, using the methods of
the Kyiv school on the theory of matrix problems, to describe matrix representations of
all semigroups of the third order over an arbitrary field (2018). They also described the
representation type of third-order semigroups (there are no wild ones among them) and
indicated the canonical form of matrix representations for semi-groups of finite represen-
tation type (i.e. those that have, up to equivalence, a finite number of indecomposable
representations).

The authors of this article continued research in this direction, studying in detail the
natural oversemigroups of semigroups of the third order (i.e, those that have a factor
semigroup, isomorphic to a semigroup of the third order), paying special attention to their
matrix representations. They also described the representation type of new semigroups
(among which there are already wild), and investigated the Auslander algebras (as one
of the forms of defining the categories of representations) and ideologically related Σ-
functions, etc. In particular, the authors described the representation type of standard
oversemigroups of semigroups of the third order, generated by two mutually annihilating
2-nilpotent and 2-potent (idempotent) elements, i.e. commutative semigroup

(0, 𝑏, 𝑐) = ⟨𝑏, 𝑐⟩ : 𝑏2 = 0, 𝑐2 = 𝑐, 𝑏𝑐 = 𝑐𝑏 = 0

(all the elements of the semigroup are indicated in parentheses, and in the angle brackets
the minimal system of generators is indicated; then specified the defining relations). Among
such oversemigroups the semigroup stands out 𝑆0

(22) as the smallest among semigroups

𝑆0
(𝑚𝑛) := (0, 𝑏, 𝑐) = ⟨𝑏, 𝑐⟩ : 𝑏𝑚 = 0, 𝑐𝑛 = 𝑐, 𝑏𝑐 = 0.

where 𝑚,𝑛 ≥ 2. The semigroup 𝑆0
(22) is “intermediate” between specified above the com-

mutative semigroup and the tame semigroup generated 2-nilpotent and 2-potent elements
without additional defining relations.

Semigroup 𝑆0
(22) has a finite representation type and its indecomposable representations

are described by the authors earlier. This article studies the combinatorial properties of
its category of matrix representations.

Keywords: field, dimension, semigroup and oversemigroup, defining relations, 2-nilpotent
and 2-potent elements, matrix representations, equivalence, category, endomorphism, sta-
bilizer, representation type, Auslander algebra, Σ-function.
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