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НАВКОЛО СТАЛОЇ ЕЙЛЕРА

За аналогiєю зi сталою Ейлера побудована однопараметрична сiм’я сталиx, яка
визначається як границя рiзницi послiдовностi часткових сум узагальненого гармонi-
чного ряду та вiдповiдного iнтеграла залежного вiд параметра. Доведена нескiнченна
диференцiйовнiсть по параметру на додатнiй пiвoсi, виявлена розривнiсть в нулi та
знайдена границя при прямуваннi параметра до нескiнченностi.

Ключовi слова: узагальнений гармонiчний ряд, стала Ейлера, узагальнення сталої
Ейлера.

1. Вступ. Вперше стала Ейлера була вiдкрита швейцарським математиком Ле-
онардом Ейлером при дослiдженнi асимптотичної поведiнки часткових сум гар-
монiчного ряду. Пiзнiше вона виникла у дослiдженнях iталiйського математика
Лоренцо Маскеронi при розкладi первiсних функцiй 𝑔 (𝑥) = 1

ln𝑥
, 𝑥 > 0, 𝑥 ̸= 1 та

ℎ (𝑥) = 𝑒𝑥

𝑥
, 𝑥 ̸= 0 у функцiональнi ряди i була порахована ним до 32 знаку пiсля

коми.
Стала Ейлера визначається як границя рiзницi часткових сум гармонiчного

ряду i натурального логарифма:

𝛾 = lim
𝑛→∞

(︃
𝑛∑︁

𝑘=1

1

𝑘
− ln𝑛

)︃
= 0, 577215 . . .

Записавши натуральний логарифм за допомогою iнтегралу, отримаємо:

𝛾 = lim
𝑛→∞

(︃
𝑛∑︁

𝑘=1

1

𝑘
− ln𝑛

)︃
= lim

𝑛→∞

⎛⎝ 𝑛∑︁
𝑘=1

1

𝑘
−

𝑛∫︁
1

𝑑𝑡

𝑡

⎞⎠ .

Вiдмитимо, що кожна з послiдовностей

{︂
𝑛∑︀

𝑘=1

1
𝑘
, 𝑛 ≥ 1

}︂
,

{︂
𝑛∫︀
1

1
𝑡
𝑑𝑡, 𝑛 ≥ 1

}︂
роз-

бiжна. Але для iснування границi вигляду:

lim
𝑛→∞

⎛⎝ 𝑛∑︁
𝑘=1

𝑓(𝑘) −
𝑛∫︁

1

𝑓(𝑡)𝑑𝑡

⎞⎠ , (1)

де функцiя 𝑓 : [1,+∞) → (−∞,+∞) локально iнтегровна за Рiманом на [1,+∞),

взагалi кажучи, збiжнiсть кожної з послiдовностей

{︂
𝑛∑︀

𝑘=1

𝑓(𝑘), 𝑛 ≥ 1

}︂
,{︂

𝑛∫︀
1

𝑓(𝑡)𝑑𝑡, 𝑛 ≥ 1

}︂
не є обов’язковою. А тому, цiкаво визначити для якого класу

функцiй 𝑓 : [1,+∞) → (−∞,+∞) iснує границя вигляду (1).
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52 М. В. КАЧАЙКIН

У статтi [1] показано, що клас функцiй для яких iснує границя вигляду (1)
мiстить в собi клас монотонних, неперервних i збiжних до нуля функцiй.

У статтi [2] результат був покращений. В теоремi 1 цiєї статтi було показано,
що границя вигляду (1) iснує для всiх монотонних i обмежених функцiй, що не
обов’язково неперервнi. В теоремi 3 — що для функцiї 𝑓 ∈ 𝐶∞ ((0,+∞)), що для
кожного натурального 𝑛 розкладна в степеневий ряд на iнтервалi
(𝑛− 1 − 𝜀𝑛, 𝑛+ 1 + 𝜀𝑛), для деякого 𝜀𝑛 > 0, границя (1) iснує тодi i лише то-

дi, коли збiгається ряд
∞∑︀
𝑛=1

𝑏𝑛, де 𝑏𝑛 :=
∞∑︀
𝑘=1

(−1)𝑘+1 𝑓 (𝑘)(𝑛)
(𝑘+1)!

, 𝑛 ≥ 1. А в теоремi 5

було доведено, що для функцiї 𝑓 ∈ 𝐶1

(︂
∞⋃︀
𝑛=1

(𝑛, 𝑛+ 1)

)︂
, що неперервна злiва i

має границю справа в натуральних точках, границя (1) iснує тодi i лише тодi,

коли iснує границя lim
𝑛→∞

𝑛∫︀
1

𝑓 ′(𝑥){𝑥}𝑑𝑥, де {𝑥} — дробова частина числа 𝑥.

Ґрунтуючись на результатах статей [1] та [2], ми побудували однопараме-
тричну сiм’ю сталих, яка для кожного фiксованого значення параметра є гра-
ницею рiзницi часткових сум узагальненого гармонiчного ряду та вiдповiдного
iнтегралу:

𝜈 (𝛼) := lim
𝑛→∞

⎡⎣ 𝑛∑︁
𝑘=1

1

𝑘𝛼
−

𝑛∫︁
1

𝑑𝑡

𝑡𝛼

⎤⎦ , 𝛼 ≥ 0. (2)

Цю параметричну сiм’ю сталих можна розглядати як функцiю дiйсної змiн-
ної 𝛼. Для цiєї функцiї 𝜈(𝛼), 𝛼 ≥ 0, розглянемо питання неперервностi та дифе-
ренцiйовностi на [0,+∞), обмеженостi для всiх 𝛼 ∈ [0,+∞), знайдемо границю
lim

𝛼→+∞
𝜈 (𝛼) .

2. Основний результат. В прикладi 2 до теореми 1 статтi [1] доведено
iснування границi наступної послiдовностi, для кожного значення параметра
𝛼 > 0:

𝜈𝑛(𝛼) :=
𝑛∑︁

𝑘=1

1

𝑘𝛼
−

𝑛∫︁
1

𝑑𝑡

𝑡𝛼
, 𝑛 ≥ 1. (3)

А в точцi 𝛼 = 0 безпосередньо отримуємо рiвнiсть:

𝜈𝑛(0) =
𝑛∑︁

𝑘=1

1

𝑘0
−

𝑛∫︁
1

𝑑𝑡

𝑡0
=

𝑛∑︁
𝑘=1

1 −
𝑛∫︁

1

𝑑𝑡 = 𝑛− (𝑛− 1) = 1, 𝑛 ≥ 1.

Таким чином, функцiя 𝜈(𝛼), 𝛼 ≥ 0, що задана рiвнiстю (2) – визначена кор-
ректно.

Основним результатом статтi є теореми в яких доведена нескiнченна дифе-
ренцiйовнiсть функцiї 𝜈 (·) на (0,+∞), з’ясована розривнiсть в нулi та обмеже-
нiсть для всiх 𝛼 ∈ [0,+∞), знайдено lim

𝛼→+∞
𝜈(𝛼).

Теорема 1. Для функцiї 𝜈(𝛼), 𝛼 ≥ 0 справедливi наступнi твердження:

(i) Для довiльного 𝛼 ∈ [0,+∞) : 0 ≤ 𝜈(𝛼) ≤ 1;
(ii) lim

𝛼→+∞
𝜈(𝛼) = 1.

Роздiл 1: Математика i статистика
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Доведення. Вiдмiтимо, що 𝜈 (0) = 1, а тому нехай далi 𝛼 > 0. В теоремi 1 з
статтi [2] показано, що для кожного фiксованого значення параметра 𝛼 > 0, для
числових послiдовностей {𝑎𝑛(𝛼), 𝑛 ≥ 1}, {𝑏𝑛(𝛼), 𝑛 ≥ 1}, визначених рiвностями:

𝑏𝑛(𝛼) :=
𝑛∑︁

𝑘=1

1

𝑘𝛼
−

𝑛∫︁
1

𝑑𝑡

𝑡𝛼
= 𝜈𝑛(𝛼), 𝑎𝑛(𝛼) :=

𝑛∑︁
𝑘=1

1

𝑘𝛼
−

𝑛+1∫︁
1

𝑑𝑡

𝑡𝛼
, 𝛼 > 0, 𝑛 ≥ 1.

Виконується наступний ланцюжок нерiвностей:

𝑎1(𝛼) < 𝑎2(𝛼) < . . . < 𝑎𝑛(𝛼) < 𝑏𝑛(𝛼) < . . . < 𝑏2(𝛼) < 𝑏1(𝛼), 𝑛 ≥ 1, 𝛼 > 0.

При цьому lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 (𝛼) = lim
𝑛→∞

𝑏𝑛 (𝛼) = 𝜈 (𝛼) , 𝛼 ≥ 0. Звiдси випливає, що має

мiсце нерiвнiсть для кожного 𝛼 ∈ (0,+∞) :

𝑎1(𝛼) < 𝑏𝑛(𝛼) < 𝑏1(𝛼), 𝑛 ≥ 1.

Перейшовши в отриманiй нерiвностi до границi при 𝑛 → ∞, маємо, що для
всiх 𝛼 ∈ (0,+∞) :

0 ≤ 𝑎1(𝛼) = 1 −
2∫︁

1

𝑡−𝛼𝑑𝑡 ≤ 𝜈(𝛼) ≤ 𝑏1(𝛼) = 1.

Отримали твердження (i). Далi, так як:

lim
𝛼→+∞

𝑎1(𝛼) = lim
𝛼→+∞

⎡⎣1 −
2∫︁

1

𝑡−𝛼𝑑𝑡

⎤⎦ = 1,

lim
𝛼→+∞

𝑏1(𝛼) = 1,

то iснує границя

lim
𝛼→+∞

𝜈(𝛼) = 1.

Теорему доведено.
Для дослiдження властивостей функцiї 𝜈(𝛼), 𝛼 ≥ 0 зобразимо її у виглядi

суми функцiонального ряду, щоб застосувати теорему про диференцiйовнiсть
суми ряду.

Лема 1. Функцiя 𝜈(𝛼), 𝛼 ≥ 0 є сумою функцiонального ряду:

𝜈(𝛼) = 1 +
∞∑︁
𝑘=1

𝑢𝑘(𝛼),

де 𝑢𝑘(𝛼) = 1
(𝑘+1)𝛼

−
𝑘+1∫︀
𝑘

𝑑𝑡
𝑡𝛼
, 𝑘 ≥ 1, 𝛼 ≥ 0.
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Доведення. В точцi 𝛼 = 0 це перевiряється безпосередньо. Для кожних
𝛼 ∈ (0,+∞) , 𝑛 ≥ 1 має мiсце рiвнiсть:

𝜈𝑛(𝛼) =
𝑛∑︁

𝑘=1

1

𝑘𝛼
−

𝑛∫︁
1

𝑑𝑡

𝑡𝛼
= 1 +

𝑛∑︁
𝑘=2

1

𝑘𝛼
−

𝑛∫︁
1

𝑑𝑡

𝑡𝛼
= 1 +

⎡⎣ 𝑛∑︁
𝑘=2

1

𝑘𝛼
−

𝑛∑︁
𝑘=2

𝑘∫︁
𝑘−1

𝑑𝑡

𝑡𝛼

⎤⎦ =

= 1 +
𝑛∑︁

𝑘=2

⎡⎣ 1

𝑘𝛼
−

𝑘∫︁
𝑘−1

𝑑𝑡

𝑡𝛼

⎤⎦ = 1 +
𝑛−1∑︁
𝑘=1

⎡⎣ 1

(𝑘 + 1)𝛼
−

𝑘+1∫︁
𝑘

𝑑𝑡

𝑡𝛼

⎤⎦ := 1 +
𝑛−1∑︁
𝑘=1

𝑢𝑘(𝛼),

де 𝑢𝑘(𝛼) = 1
(𝑘+1)𝛼

−
𝑘+1∫︀
𝑘

𝑑𝑡
𝑡𝛼
, 𝑘 ≥ 1, 𝛼 ≥ 0.

Тодi має мiсце рiвнiсть:

𝜈(𝛼) = lim
𝑛→∞

𝜈𝑛(𝛼) = lim
𝑛→∞

[︃
1 +

𝑛−1∑︁
𝑘=1

𝑢𝑘(𝛼)

]︃
= 1 +

∞∑︁
𝑘=1

𝑢𝑘(𝛼), 𝛼 ≥ 0.

Лему доведено.

Зауваження 1. Для кожного фiксованого 𝛼 ∈ [0,+∞), 𝑢𝑘(𝛼) ≤ 0, 𝑘 ≥ 1.
Дiйсно,

𝑢𝑘(𝛼) =
1

(𝑘 + 1)𝛼
−

𝑘+1∫︁
𝑘

𝑑𝑡

𝑡𝛼
= −

𝑘+1∫︁
𝑘

(︂
1

𝑡𝛼
− 1

(𝑘 + 1)𝛼

)︂
𝑑𝑡 ≤ 0, 𝑘 ≥ 1.

Для дослiдження функцiї на нескiнченну диференцiйовнiсть нам знадобля-
ться похiднi всiх порядкiв доданкiв суми функцiонального ряду. Вiдмiтимо, що
послiдовнiсть функцiй 𝑢𝑘(𝛼), 𝑘 ≥ 1 є послiдовностю нескiнченно диференцiйов-
них функцiй на iнтервалi (0,+∞) i для всiх 𝑚 ≥ 1; 𝑘 ≥ 1; 𝛼 > 0 має мiсце
наступна рiвнiсть:

𝑑𝑚

𝑑𝛼𝑚
(𝑢𝑘(𝛼)) =

(−1)𝑚(ln(1 + 𝑘))𝑚

(1 + 𝑘)𝛼
−

𝑘+1∫︁
𝑘

(−1)𝑚(ln 𝑡)𝑚
𝑑𝑡

𝑡𝛼
.

Теорема 2. Функцiя 𝜈(𝛼), 𝛼 ≥ 0 нескiнченно диференцiйовна на iнтерва-
лi (0,+∞). При цьому, для кожного фiксованого 𝑚 ≥ 1 має мiсце наступна
рiвнiсть:

𝑑𝑚𝜈

𝑑𝛼𝑚
(𝛼) =

𝑑𝑚

𝑑𝛼𝑚

(︃
1 +

∞∑︁
𝑘=1

𝑢𝑘(𝛼)

)︃
=

∞∑︁
𝑘=1

𝑑𝑚

𝑑𝛼𝑚
(𝑢𝑘(𝛼)) , 𝛼 > 0.

Доведення. Доведемо рiвномiрну збiжнiсть кожного з функцiональних ря-

дiв
∞∑︀
𝑘=1

𝑑𝑚

𝑑𝑥𝑚 (𝑢𝑘(𝛼)) для всiх 𝑚 ≥ 1 на кожнiй з множин [𝛿, 𝐿], для всiх

0 < 𝛿 < 𝐿. Для всiх 𝑚 ≥ 1; 𝑘 ≥ 1; 𝛼 > 0 застосуємо теорему про середнє у
iнтегралi Рiмана, тодi, для деякого 𝜇 = 𝜇(𝑘, 𝛼) : 𝑘 < 𝜇 < 𝑘 + 1 :

𝑘+1∫︁
𝑘

(−1)𝑚(ln 𝑡)𝑚
𝑑𝑡

𝑡𝛼
=

(−1)𝑚 (ln𝜇(𝑘, 𝛼))𝑚

(𝜇(𝑘, 𝛼))𝛼
.
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Далi, для всiх фiксованих 𝑚 ≥ 1, 𝛼 > 0, для диференцiйовної на [1,+∞)

функцiї ℎ(𝑡) := (ln 𝑡)𝑚

𝑡𝛼
, можемо застосувати теорему Лагранжа на кожному з

вiдрiзкiв [𝜇(𝑘, 𝛼), 𝑘 + 1], тодi iснує 𝜉 = 𝜉(𝑘, 𝛼) : 𝑘 < 𝜇 < 𝜉 < 𝑘 + 1, таке що:

(ln(𝑘 + 1))𝑚

(𝑘 + 1)𝛼
− (ln𝜇(𝑘, 𝛼))𝑚

(𝜇(𝑘, 𝛼))𝛼
= (𝑘 + 1 − 𝜇(𝑘, 𝛼))

𝑑

𝑑𝑡

(︂
(ln 𝑡)𝑚

𝑡𝛼

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑡=𝜉

=

= (𝑘 + 1 − 𝜇(𝑘, 𝛼))
𝑚(ln 𝜉(𝑘, 𝛼))𝑚−1 − 𝛼(ln 𝜉(𝑘, 𝛼))𝑚

(𝜉(𝑘, 𝛼))1+𝛼
.

Далi, для всiх 𝑚 ≥ 1, 𝑘 ≥ 1, 𝐿 > 𝛿 > 0, 𝛼 ∈ [𝛿, 𝐿] маємо:⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑚

𝑑𝛼𝑚
(𝑢𝑘(𝛼))

⃒⃒⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒
(𝑘 + 1 − 𝜇(𝑘, 𝛼))

𝑚(ln 𝜉(𝑘, 𝛼))𝑚−1 − 𝛼(ln 𝜉(𝑘, 𝛼))𝑚

(𝜉(𝑘, 𝛼))1+𝛼

⃒⃒⃒⃒
≤

≤ 𝑚(ln 𝜉(𝑘, 𝛼))𝑚−1 + 𝐿(ln 𝜉(𝑘, 𝛼))𝑚

(𝜉(𝑘, 𝛼))1+𝛼
≤ 𝑚(ln(𝑘 + 1))𝑚−1 + 𝐿(ln(𝑘 + 1))𝑚

𝑘1+𝛿
.

При чому, для всiх 𝑚 ≥ 1 числовий ряд

∞∑︁
𝑘=1

𝑚(ln(𝑘 + 1))𝑚−1 + 𝐿(ln(𝑘 + 1))𝑚

𝑘1+𝛿
,

збiжний за ознакою порiвняння, оскiльки:

𝑚(ln(𝑘 + 1))𝑚−1 + 𝐿(ln(𝑘 + 1))𝑚

𝑘1+𝛿
= 𝑜

(︂
1

𝑘1+
𝛿
2

)︂
, 𝑘 → ∞.

А тому, кожен з рядiв
∞∑︀
𝑘=1

𝑑𝑚

𝑑𝛼𝑚 (𝑢𝑘(𝛼)) ,𝑚 ≥ 1 рiвномiрно збiгається на кожно-

му з вiдрiзкiв [𝛿, 𝐿], 0 < 𝛿 < 𝐿 за ознакою Вейєрштрасса рiвномiрної збiжностi.
Далi, послiдовно застосовуючи теорему про диференцiйовнiсть суми функцiо-
нального ряду, врахувавши довiльнiсть вибору 𝑚, 𝛿, 𝐿, отримаємо твердження
теореми. При цьому, для кожного фiксованого 𝑚 ≥ 1 має мiсце наступна рiв-
нiсть:

𝑑𝑚𝜈

𝑑𝛼𝑚
(𝛼) =

𝑑𝑚

𝑑𝛼𝑚

(︃
1 +

∞∑︁
𝑘=1

𝑢𝑘(𝛼)

)︃
=

∞∑︁
𝑘=1

𝑑𝑚

𝑑𝛼𝑚
(𝑢𝑘(𝛼)) , 𝛼 > 0.

Теорему доведено.
Для доведення розривностi в точцi 𝛼 = 0 нам знадобиться наступна лема.

Лема 2. Має мiсце рiвнiсть:

lim
𝑛→∞

(︃
(𝑛+ 1)1−

1
𝑛(︀

1 − 1
𝑛

)︀ − (𝑛+ 1)2−
1
𝑛 − 𝑛2− 1

𝑛(︀
1 − 1

𝑛

)︀ (︀
2 − 1

𝑛

)︀ )︃ =
1

2
. (4)

Доведення. Шукану границю позначимо символом 𝐿. Вираз пiд знаком
границi приведемо до спiльного знаменника, так як:

lim
𝑛→∞

(︂
2 − 1

𝑛

)︂(︂
1 − 1

𝑛

)︂
= 2,
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тодi

𝐿 =
1

2
lim
𝑛→∞

(︂(︂
2 − 1

𝑛

)︂
(𝑛+ 1)1−

1
𝑛 − (𝑛+ 1)2−

1
𝑛 − 𝑛2− 1

𝑛

)︂
.

Далi, за формулою Маклорена з залишковим членом у формi Пеано:

𝑒𝑥 = 1 + 𝑥+
𝑥2

2
+
𝑥3

6
+ 𝑜

(︀
𝑥3
)︀
, 𝑥→ 0.

Враховуючи, що ln(𝑛+1)
𝑛

, ln(𝑛)
𝑛

→ 0, 𝑛→ ∞, отримуємо, що:

(𝑛+ 1)−
1
𝑛 = 1 − ln (𝑛+ 1)

𝑛
+

ln2 (𝑛+ 1)

2𝑛2
− ln3 (𝑛+ 1)

6𝑛3
+ 𝑜

(︂
ln3 (𝑛+ 1)

6𝑛3

)︂
, 𝑛→ ∞.

При цьому

− ln3 (𝑛+ 1)

6𝑛3
+ 𝑜

(︂
ln3 (𝑛+ 1)

6𝑛3

)︂
= 𝑜

(︂
1

𝑛2

)︂
, 𝑛→ ∞.

А тому

(𝑛+ 1)−
1
𝑛 = 1 − ln (𝑛+ 1)

𝑛
+

ln2 (𝑛+ 1)

2𝑛2
+ 𝑜

(︂
1

𝑛2

)︂
, 𝑛→ ∞,

i аналогiчно

𝑛− 1
𝑛 = 1 − ln (𝑛)

𝑛
+

ln2 (𝑛)

2𝑛2
+ 𝑜

(︂
1

𝑛2

)︂
, 𝑛→ ∞.

Таким чином

𝐿 =
1

2
lim
𝑛→∞

(︂(︂
2 − 1

𝑛

)︂
(𝑛+ 1)

(︂
1 − ln (𝑛+ 1)

𝑛
+

ln2 (𝑛+ 1)

2𝑛2
+ 𝑜

(︂
1

𝑛2

)︂)︂
−

−(𝑛+ 1)2
(︂

1 − ln (𝑛+ 1)

𝑛
+

ln2 (𝑛+ 1)

2𝑛2
+ 𝑜

(︂
1

𝑛2

)︂)︂
−

−𝑛2

(︂
1 − ln (𝑛)

𝑛
+

ln2 (𝑛)

2𝑛2
+ 𝑜

(︂
1

𝑛2

)︂)︂)︂
.

Пiсля спрощення виразу пiд знаком границi отримаємо, що:

𝐿 =
1

2
lim
𝑛→∞

(︂
𝑛 ln

(︂
𝑛+ 1

𝑛

)︂
+ 4 ln

(︂
𝑛+ 1

𝑛

)︂
+

ln2 (𝑛) − ln2 (𝑛+ 1)

2
+ 𝑜 (1)

)︂
=

1

2
.

Лему доведено.

Теорема 3. Функцiя 𝜈(𝛼), 𝛼 ≥ 0 є розривною в точцi 𝛼 = 0.

Доведення. Вiд супротивного. Припустимо, що функцiя

𝜈(𝛼) = 1 +
∞∑︁
𝑘=1

𝑢𝑘(𝛼),

є неперервною на вiдрiзку
[︀
0, 1

2

]︀
. Тодi вона задовольняє умови теореми Дiнi з

[3: 431], адже члени ряду 𝑢𝑘(𝛼), 𝑘 ≥ 1 неперервнi, та внаслiдок зауваження до
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леми 1 — недодатнi на всьому вiдрiзку
[︀
0, 1

2

]︀
. Тодi функцiональна послiдовнiсть

часткових сум 𝑆𝑛(𝛼) := 1+
𝑛−1∑︀
𝑘=1

𝑢𝑘(𝛼), 𝛼 ∈
[︀
0, 1

2

]︀
рiвномiрно збiгається до функцiї

𝜈 = 𝜈(𝛼) на вiдрiзку
[︀
0, 1

2

]︀
, а тому для супремуму залишку ряду справедливо:

sup
𝛼∈[0, 12 ]

|𝜈(𝛼) − 𝑆𝑛(𝛼)| = sup
𝛼∈[0, 12 ]

⃒⃒⃒⃒
⃒

∞∑︁
𝑘=𝑛

𝑢𝑘(𝛼)

⃒⃒⃒⃒
⃒→ 0, 𝑛→ ∞. (5)

З iншого боку, функцiя 𝑝𝛼(𝑠) := − 1
(𝑠+1)𝛼

+
𝑠+1∫︀
𝑠

𝑑𝑡
𝑡𝛼

така, що для всiх 𝑘 ≥ 1 :

𝑝𝛼 (𝑘) = − 1
(𝑘+1)𝛼

+
𝑘+1∫︀
𝑘

𝑑𝑡
𝑡𝛼

= 𝑢𝑘 (𝛼) , для кожного фiксованого 𝛼 ∈
[︀
0, 1

2

]︀
монотонна

незростаюча на [1,+∞). Бо, за формулою Лейбнiца з [4: 202] маємо, що:

𝑑𝑝𝛼
𝑑𝑠

(𝑠) =
𝑑

𝑑𝑠

⎛⎝− 1

(𝑠+ 1)𝛼
+

𝑠+1∫︁
𝑠

𝑑𝑡

𝑡𝛼

⎞⎠ =
𝛼

(𝑠+ 1)𝛼+1 +
1

(𝑠+ 1)𝛼
− 1

𝑠𝛼
=

=
𝛼

(𝑠+ 1)𝛼+1 − 𝛼

𝑠+1∫︁
𝑠

𝑑𝑡

𝑡𝛼+1
= 𝛼

𝑠+1∫︁
𝑠

[︂
1

(𝑠+ 1)1+𝛼 − 1

𝑡1+𝛼

]︂
𝑑𝑡 ≤ 0,

для кожного фiксованого параметра 𝛼 ∈
(︀
0, 1

2

]︀
та будь-якого 𝑠 ∈ [1,+∞) . А

для випадку коли 𝛼 = 0, монотоннiсть очевидна, бо 𝑝𝛼 (𝑠) = 0, 𝑠 ≥ 1.
А тому, супремум залишку ряду можна корректно оцiнити за допомогою

нерiвностi 10а з [3: 284]:

sup
𝛼∈[0, 12 ]

⃒⃒⃒⃒
⃒

∞∑︁
𝑘=𝑛

𝑢𝑘(𝛼)

⃒⃒⃒⃒
⃒ = sup

𝛼∈[0, 12 ]

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∞∑︁
𝑘=𝑛

⎛⎝ 1

(𝑘 + 1)𝛼
−

𝑘+1∫︁
𝑘

𝑑𝑡

𝑡𝛼

⎞⎠⃒⃒⃒⃒⃒⃒ =

sup
𝛼∈[0, 12 ]

∞∑︁
𝑘=𝑛

⎛⎝− 1

(𝑘 + 1)𝛼
+

𝑘+1∫︁
𝑘

𝑑𝑡

𝑡𝛼

⎞⎠ ≥ sup
𝛼∈[0, 12 ]

+∞∫︁
𝑛

⎛⎝− 1

(𝑠+ 1)𝛼
+

𝑠+1∫︁
𝑠

𝑑𝑡

𝑡𝛼

⎞⎠ 𝑑𝑠

Далi, за властивiстю супремуму, отримаємо:

sup
𝛼∈[0, 12 ]

⎡⎣ +∞∫︁
𝑛

⎛⎝− 1

(𝑠+ 1)𝛼
+

𝑠+1∫︁
𝑠

𝑑𝑡

𝑡𝛼

⎞⎠ 𝑑𝑠

⎤⎦ ≥

≥ sup
𝛼∈(0, 12 ]

⎡⎣ +∞∫︁
𝑛

(︂
− 1

(𝑠+ 1)𝛼
+

(𝑠+ 1)1−𝛼 − 𝑠1−𝛼

1 − 𝛼

)︂
𝑑𝑠

⎤⎦ ≥

≥ sup
𝛼∈(0, 12 ]

(︃[︂
−(𝑠+ 1)1−𝛼

1 − 𝛼
+

(𝑠+ 1)2−𝛼 − 𝑠2−𝛼

(2 − 𝛼)(1 − 𝛼)

]︂⃒⃒⃒⃒+∞

𝑛

)︃
.
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Далi, доведемо що

lim
𝑠→+∞

[︂
−(𝑠+ 1)1−𝛼

1 − 𝛼
+

(𝑠+ 1)2−𝛼 − 𝑠2−𝛼

(2 − 𝛼)(1 − 𝛼)

]︂
= 0, 𝛼 ∈

(︂
0,

1

2

]︂
.

Дiйсно, позначимо шукану границю через 𝐴, тодi

𝐴 = lim
𝑠→+∞

[︂
−(𝑠+ 1)1−𝛼

1 − 𝛼
+

(𝑠+ 1)2−𝛼 − 𝑠2−𝛼

(2 − 𝛼)(1 − 𝛼)

]︂
=

=
1

(2 − 𝛼)(1 − 𝛼)
lim

𝑠→+∞

[︀
(𝑠+ 1)2−𝛼 − 𝑠2−𝛼 − (2 − 𝛼) (𝑠+ 1)1−𝛼]︀ =

=
1

(2 − 𝛼)(1 − 𝛼)
lim

𝑠→+∞
𝑠2−𝛼

[︃(︂
1 +

1

𝑠

)︂2−𝛼

− 1 − (2 − 𝛼)

𝑠

(︂
1 +

1

𝑠

)︂1−𝛼
]︃
.

Далi, за формулою Маклорена:

(1 + 𝑡)𝛼 = 1 + 𝛼𝑡+
𝛼 (𝛼− 1)

2
𝑡2 + 𝑜

(︀
𝑡2
)︀
, 𝑡→ 0.

Для 𝑡 = 1
𝑠
отримаємо:

𝐴 =
1

(2 − 𝛼)(1 − 𝛼)
lim

𝑠→+∞
𝑠2−𝛼

[︂
1 +

2 − 𝛼

𝑠
+

(2 − 𝛼) (1 − 𝛼)

2𝑠2
+

+𝑜

(︂
1

𝑠2

)︂
− 1 − 2 − 𝛼

𝑠

(︂
1 +

1 − 𝛼

𝑠
+ 𝑜

(︂
1

𝑠

)︂)︂]︂
= 0.

А тому

sup
𝛼∈(0, 12 ]

(︃[︂
−(𝑠+ 1)1−𝛼

1 − 𝛼
+

(𝑠+ 1)2−𝛼 − 𝑠2−𝛼

(2 − 𝛼)(1 − 𝛼)

]︂⃒⃒⃒⃒+∞

𝑛

)︃
≥

≥ (𝑛+ 1)1−
1
𝑛(︀

1 − 1
𝑛

)︀ − (𝑛+ 1)2−
1
𝑛 − 𝑛2− 1

𝑛(︀
1 − 1

𝑛

)︀ (︀
2 − 1

𝑛

)︀ .

Тодi згiдно з (4), остаточно отримаємо, що:

sup
𝛼∈[0, 12 ]

|𝜈(𝛼) − 𝑆𝑛(𝛼)| ≥ (𝑛+ 1)1−
1
𝑛(︀

1 − 1
𝑛

)︀ − (𝑛+ 1)2−
1
𝑛 − 𝑛2− 1

𝑛(︀
1 − 1

𝑛

)︀ (︀
2 − 1

𝑛

)︀ → 1

2
, 𝑛→ ∞.

Це суперечить рiвностi (5). Отже, методом вiд супротивного 𝜈(𝛼), 𝛼 ≥ 0 —
розривна в нулi.

Теорему доведено.
Цiкаво буде дослiдити характер точки розриву та знайти границю функцiї

𝜈(𝛼) в нулi справа.
Гiпотеза. 𝜈 (𝛼) → 1

2
, 𝛼→ 0+.

3. Висновки. У статтi, для побудованої однопараметричної сiм’ї сталих,
яка є аналогом сталої Ейлера на випадок узагальненого гармонiчного ряду,
показана нескiнченна диференцiйовнiсть за параметром, обмеженiсть для всiх
значень параметра. Отримано значення границi при прямуваннi параметра до
нескiнченностi. Сформульовано гiпотезу щодо значення границi в нулi справа.
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Kachaikin M. V. Around the Euler's.

By analogy to Euler’s constant, we constructed one-parameter family of constants,
which defined as a limit of a difference of sequence of partial sums of the generalized har-
monic series and related integral which depends on parameter. Proved that it is infinitely
differentiable at all positive points, discovered that it discontinuous at zero and found a
limit as parameter approaches to infinity.
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stant.

References

1. Kurchenko, O. O. (2011). Analoh staloi Oilera dlia monotonnoi, zbizhnoi do nulia funktsii
[Analogy of Euler’s constant for monotone function, which converges to zero]. Scientific Bul-
letin of Taras Shevchenko National University of Kyiv, Series: Physics and Mathematics,
(Vol. 4), 26–29. [in Ukrainian].

2. Skuratowskiy, R. (2013). A generalization of the Euler constant. Math. Bull. Shevchenko Sci.
Soc, (Vol. 10), 163–168. [in Ukrainian].

3. Fikhtengolts, G. M. (1969). Differential and integral calculus course. In 3 volumes. (Vol. II).
Moscow: Nauka [in Russian].

4. Dorogovtsev, A. Ya. (1993). Mathematichniy analiz: Pidruchnyk u dvokh chastynakh.
Chastyna 1 [Mathematical analysis: Textbook in two parts. Part 1]. Kyiv: Lybid
[in Ukrainian].

Одержано 28.02.2022

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2022, том 40, № 1 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)


