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ПРО ПОРУШЕННЯ ЄДИНОСТI РОЗВ’ЯЗКУ КРАЙОВОЇ
ЗАДАЧI В БАГАТОКУТНИКУ

В роботi одержано критерiй однозначної розв’язностi однорiдної крайової задачi з
однiєю умовою для безтипового диференцiального рiвняння в багатокутнику. Порядок
рiвняння збiгається з кiлькiстю сторiн багатокутника. Доведення результату базується
на принципi двоїстостi рiвняння-область. Схему побудови нетривiального розв’язку
проiлюстровано на прикладi задачi в трикутнику для рiвняння третього порядку.

Ключовi слова: багатокутник, нетривiальний розв’язок, двоїстiсть рiвняння-область,
диференцiальний оператор, однорiдний символ.

1. Вступ. Дослiдженню загальних крайових задач в областях з кутовими то-
чками присвячено роботи багатьох вiдомих авторiв [1, 2, 3, 4]. Так, Г. I. Ескiн [1]
довiв нормальну розв’язнiсть задачi в пласкiй областi з даними, що задоволь-
няють умову Лопатинського. В роботi В. В. Фуфаєва [2] розглядається перша
крайова задача, i вивчаються диференцiальнi властивостi гармонiчної на пло-
щинi функцiї. В. О. Кондратьєв [4] довiв, що функцiї, похiднi яких сумовнi
з певною вагою, є розв’язками загальної крайової задачi в областi з конiчни-
ми точками. В роботi [5] доведено необхiдну умову iснування нетривiального
розв’язку «майже задачi Кошi» в багатокутнику для рiвняння високого поряд-
ку з однорiдним за порядком диференцiювання символом.

В данiй роботi, за допомогою схеми, наведеної в [5], та методу двоїсто-
стi рiвняння-область [6], доведено критерiй однозначної розв’язностi задачi з
однiєю крайовою умовою в багатокутнику. Побудовано приклад нетривiально-
го розв’язку задачi в трикутнику для рiвняння третього порядку.

2. Основний результат. Нехай

Ω =
{︀
𝑥 ∈ R2 : 𝐻1 · 𝑥+ 𝑑1 > 0, 𝐻2 · 𝑥+ 𝑑2 > 0, . . . , 𝐻𝑛 · 𝑥+ 𝑑𝑛 > 0

}︀
— деякий багатокутник на площинi, обмежений прямими 𝐻𝑗 · 𝑥 + 𝑑𝑗 = 0, 𝑗 =
= 1, 2, . . . , 𝑛, з нормальними векторами 𝐻𝑗 =

(︀
𝐻𝑗

1 , 𝐻
𝑗
2

)︀
(див. рис. 1).

Для рiвняння

𝐿𝑢 ≡
(︀
𝑎1 · ∇

)︀
·
(︀
𝑎2 · ∇

)︀
· . . . · (𝑎𝑛 · ∇)𝑢 = 0, (1)
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Рис. 1. Багатокутник

де

∇ =

(︂
𝜕

𝜕𝑥1
,
𝜕

𝜕𝑥2

)︂
, 𝑎𝑘 =

(︀
𝑎𝑘1, 𝑎

𝑘
2

)︀
∈ C2,

𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛, 𝑢 = (𝑢1 (𝑥1, 𝑥2) , 𝑢2 (𝑥1, 𝑥2)) ,

розглянемо наступну крайову задачу:

𝑢|𝜕Ω = 0. (2)

Вiдзначимо, що порядок розглянутого рiвняння повинен збiгатися з кiлькi-
стю сторiн багатокутника Ω.

Виникає питання щодо порушення єдиностi розв’язку задачi (1), (2), вiдпо-
вiдь на яке дає наступна теорема.

Теорема 1. Для того, щоб задача (1), (2) мала нетривiальний розв’язок в
просторi 𝐶𝑛

(︀
Ω̄
)︀
, необхiдно i достатньо, щоб послiдовнiсть визначникiв {∆𝑀} ,

𝑀 ≥ 𝑛, де

∆𝑀 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
(︁
�̃�1 · �̃�1

)︁𝑀 (︁
�̃�2 · �̃�1

)︁𝑀
· · ·

(︁
�̃�𝑛 · �̃�1

)︁𝑀(︁
�̃�1 · �̃�2

)︁𝑀 (︁
�̃�2 · �̃�2

)︁𝑀
· · ·

(︁
�̃�𝑛 · �̃�2

)︁𝑀
· · · · · · · · · · · ·(︁

�̃�1 · �̃�𝑛
)︁𝑀 (︁

�̃�2 · �̃�𝑛
)︁𝑀

· · ·
(︁
�̃�𝑛 · �̃�𝑛

)︁𝑀

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ , (3)

мала хоча б один нуль. При цьому, якщо деякий визначник ∆𝑀 = 0, то 𝑀 —
мiнiмальне число, для якого виконується рiвнiсть (3), тобто:

∆𝑛 ̸= 0, ∆𝑛+1 ̸= 0, . . . , ∆𝑀−1 ̸= 0, ∆𝑀 = 0.

Тут �̃�𝑗 i �̃�𝑘 - вектори, ортогональнi векторам 𝐻𝑗 i 𝑎𝑘 вiдповiдно.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай 𝑢 ∈ 𝐶𝑛
(︀
Ω̄
)︀
— нетривiальний розв’язок

задачi (1), (2), �̃� ∈ 𝐶𝑛 (R2) — довiльне продовження функцiї 𝑢 (𝑥) на простiр.
Позначимо через 𝜃Ω характеристичну функцiю областi:

𝜃Ω =

{︂
1, 𝑥 ∈ Ω,
0, 𝑥∈̄ Ω.
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Подiємо оператором 𝐿 на добуток �̃� · 𝜃Ω:

𝐿 (�̃� · 𝜃Ω) = −𝑙 (𝜐) �̃�
′

𝜐𝛿𝜕Ω. (4)

Тут 𝜐 — зовнiшня нормаль до межi 𝜕Ω багатокутника, 𝛿𝜕Ω — мiра, зосере-
джена на межi 𝜕Ω багатокутника, 𝑙 (𝜐) = (𝑎1 · 𝜐) (𝑎2 · 𝜐) . . . (𝑎𝑛 · 𝜐) — однорiдний
символ диференцiального оператора, 𝛿𝜕Ω, 𝜙 = ∫

𝜕Ω
𝜙𝑑𝑠, ∀ 𝜙 ∈ 𝐶∞ (R2), 𝜕𝜃Ω

𝜕𝜏
= 0,

𝜕𝜃Ω
𝜕𝜐

= −𝛿𝜕Ω.
Помножимо рiвнiсть (4) на добуток полiномiв, що визначають межу областi;

одержимо: (︀
𝐻1𝑥+ 𝑑1

)︀ (︀
𝐻2𝑥+ 𝑑2

)︀
. . . (𝐻𝑛𝑥+ 𝑑𝑛)𝐿 [(�̃� · 𝜃Ω) (𝑥)] = 0. (5)

Застосуємо до рiвностi (5) перетворення Фур’є:(︂
𝐻1 · 𝑖 𝜕

𝜕𝜉
+ 𝑑1

)︂(︂
𝐻2 · 𝑖 𝜕

𝜕𝜉
+ 𝑑2

)︂
. . .

(︂
𝐻𝑛 · 𝑖 𝜕

𝜕𝜉
+ 𝑑𝑛

)︂
𝑙
(︁
̂̃𝑢 · 𝜃Ω

)︁
(𝜉) = 0. (6)

Оскiльки добуток (�̃� · 𝜃Ω) (𝑥) — узагальнена функцiя з компактним носiєм,

то, за теоремою Пелi-Вiнера [7], перетворення Фур’є
(︁
̂̃𝑢 · 𝜃Ω

)︁
(𝜉) є цiлою фун-

кцiєю, яка може бути представлена у виглядi:(︁
̂̃𝑢 · 𝜃Ω

)︁
(𝜉) = 𝑣0 + 𝑣1 (𝜉) + 𝑣2 (𝜉) . . .+ 𝑣𝑚 (𝜉) . . . .

Тодi iз рiвностi (6) для молодшої однорiдної частини 𝑣𝑚 (𝜉) випливає:(︀
𝐻1 · ∇

)︀ (︀
𝐻2 · ∇

)︀
. . . (𝐻𝑛 · ∇) [𝑙 (𝜉) 𝑣𝑚 (𝜉)] = 0. (7)

Позначимо через 𝑤 (𝜉) = 𝑙 (𝜉) 𝑣𝑚 (𝜉) довiльний полiномiальний розв’язок рiв-
няння (7), який є однорiдним полiномом степеня 𝑀 = 𝑚+ 𝑛:

𝑤 (𝜉) =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑤𝑘

(︁
�̃�𝑘 · 𝜉

)︁
=

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘 ·
(︁
�̃�𝑘 · 𝜉

)︁𝑀
. (8)

Очевидно, що 𝑤 (𝜉) = 0, коли символ 𝑙 (𝜉) = 0, тобто коли 𝜉 дорiвнює
�̃�1, . . . , �̃�𝑛 . Отже, рiвнiсть (8), за умови 𝑤 (𝜉) = 0, перетворюється на систе-
му лiнiйних однорiдних алгебраїчних рiвнянь вiдносно невiдомих коефiцiєнтiв
𝑐1, . . . , 𝑐𝑛, причому визначник системи спiвпадає з визначником (3):⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑐1

(︁
�̃�1 · �̃�1

)︁𝑀
+ 𝑐2

(︁
�̃�2 · �̃�1

)︁𝑀
+ . . .+ 𝑐𝑛

(︁
�̃�𝑛 · �̃�1

)︁𝑀
= 0;

𝑐1

(︁
�̃�1 · �̃�2

)︁𝑀
+ 𝑐2

(︁
�̃�2 · �̃�2

)︁𝑀
+ . . .+ 𝑐𝑛

(︁
�̃�𝑛 · �̃�2

)︁𝑀
= 0;

· · ·
𝑐1

(︁
�̃�1 · �̃�𝑛

)︁𝑀
+ 𝑐2

(︁
�̃�2 · �̃�𝑛

)︁𝑀
+ . . .+ 𝑐𝑛

(︁
�̃�𝑛 · �̃�𝑛

)︁𝑀
= 0.

Оскiльки, за припущенням, iснує нетривiальний розв’язок 𝑢 ∈ 𝐶𝑛
(︀
Ω̄
)︀
зада-

чi (1), (2), то, згiдно з методом двоїстостi [6], поряд iз тим iснує нетривiаль-
ний розв’язок рiвняння (7). Нагадаємо, що твердження двоїстостi полягає в на-
ступному: для кожного нетривiального розв’язку задачi (1), (2) iснує єдиний
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ПРО ПОРУШЕННЯ ЄДИНОСТI РОЗВ’ЯЗКУ КРАЙОВОЇ ЗАДАЧI . . . 63

нетривiальний розв’язок рiвняння (7), що належить деякому класу Z цiлих
функцiй, i навпаки. Клас Z визначається як простiр образiв Фур’є функцiй
виду �̃� · 𝜃Ω.

Вищесказане означає, що iснування нетривiального розв’язку задачi (1), (2)
призводить до наявностi нетривiального розв’язання останньої системи, а, отже,
до рiвностi нулю її визначника. Що i потрiбно довести в необхiдностi.

Достатнiсть. Покажемо, що для iснування нетривiального розв’язку за-
дачi (1), (2) достатньо виконання рiвностi

∆𝑀 = 0. (9)

Для доведення достатностi при виконаннi рiвностi (9) побудуємо нетривiаль-
ний полiномiальний розв’язок 𝑢 (𝑥) задачi (1), (2) в явному виглядi. З урахува-
нням того, що будь-який полiном степеня𝑀 можна представити у виглядi суми
однорiдних полiномiв, степiнь яких не перевищує𝑀 , а також в силу ортогональ-
ностi векторiв 𝑎𝑘 i �̃�𝑘 при кожному 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛, — будь-який полiномiальний
розв’язок рiвняння (1) можна записати в наступнiй формi:

𝑢 (𝑥) =
𝑀∑︁
𝑙=1

𝑢𝑙 (𝑥) + 𝑢0 =
𝑀∑︁
𝑙=1

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑐𝑙𝑘
(︀
�̃�𝑘 · 𝑥

)︀𝑙
+ 𝑢0. (10)

Тут 𝑐𝑙𝑘 — константи, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛, 𝑙 = 1, 2, . . . ,𝑀 . Зауважимо, що для по-
будови нетривiального розв’язку задачi (1), (2) необхiдно так пiдiбрати функцiї
𝑢𝑙, щоб функцiя (10) задовольняла, крiм того, граничнi умови (2) при деякому
ненульовому наборi сталих

{︀
𝑐𝑙𝑘
}︀
.

Виходячи з того, що на межi багатокутника мають мiсце рiвностi

𝐻𝑗 · 𝑥+ 𝑑𝑗 = 0, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛,

в якостi 𝑥 вiзьмемо 𝑥 = �̃�𝑗𝑡 + 𝑒𝑗, де �̃�𝑗 — вектори, ортогональнi нормальним
векторам 𝐻𝑗 прямих, якi обмежують багатокутник Ω. При цьому вектори 𝑒𝑗

повиннi мати координати:

𝑒𝑗 =

(︃
𝑒𝑗1; −𝐻

𝑗
1𝑒

𝑗
1 + 𝑑𝑗

𝐻𝑗
2

)︃
.

Пiдставимо у вираз (10) 𝑥 = �̃�𝑗𝑡+ 𝑒𝑗:

𝑢 (𝑡) =
𝑀∑︁
𝑙=1

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑐𝑙𝑘

(︁
�̃�𝑘�̃�𝑗𝑡+ �̃�𝑘𝑒𝑗

)︁𝑙
+ 𝑢0. (11)

Пiсля зведення у степiнь у виразi (11), з урахуванням граничних умов (2),
приходимо до рiвностi:

𝑀∑︁
𝑙=1

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑙∑︁
𝑖=0

𝑐𝑙𝑘𝑙!

𝑖! (𝑙 − 𝑖)!

(︁
�̃�𝑘 · �̃�𝑗𝑡

)︁𝑙−𝑖 (︀
�̃�𝑘 · 𝑒𝑗

)︀𝑖
+ 𝑢0 = 0. (12)
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В рiвностi (12) спрямуємо 𝑡 до нуля, пiсля чого отримаємо спiввiдношення,
яке пов’язує сталi 𝑐𝑙𝑘, де 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛, 𝑙 = 1, 2, . . . ,𝑀 :

𝑀∑︁
𝑙=1

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑐𝑙𝑘
(︀
�̃�𝑘𝑒𝑗

)︀𝑙
+ 𝑢0 = 0.

Очевидно, що це спiввiдношення призводить до обертання в нуль вiльного
члену в рiвностi (12). Отже,

𝑀∑︁
𝑙=1

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑙−1∑︁
𝑖=0

𝑐𝑙𝑘𝑙!

𝑖! (𝑙 − 𝑖)!

(︁
�̃�𝑘 · �̃�𝑗𝑡

)︁𝑙−𝑖 (︀
�̃�𝑘 · 𝑒𝑗

)︀𝑖
= 0. (13)

Роздiлимо рiвнiсть (13) на 𝑡, пiсля чого перейдемо до границi при 𝑡 → 0.
Зрозумiло, що в результатi одержимо спiввiдношення, яке зв’язує коефiцiєнти
при перших степенях 𝑡 в (12):

𝑀∑︁
𝑙=1

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑐𝑙𝑘𝑙
(︁
�̃�𝑘 · �̃�𝑗

)︁ (︀
�̃�𝑘𝑒𝑗

)︀𝑙−1
= 0.

З урахуванням цього спiввiдношення, в (13) анулюються лiнiйнi за 𝑡 доданки.
Таким чином,

𝑀∑︁
𝑙=2

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑙−2∑︁
𝑖=0

𝑐𝑙𝑘𝑙!

𝑖! (𝑙 − 𝑖)!

(︁
�̃�𝑘 · �̃�𝑗

)︁𝑙−𝑖

𝑡𝑙−𝑖−1
(︀
�̃�𝑘 · 𝑒𝑗

)︀𝑖
= 0. (14)

Далi, виконавши в (14) дiлення на 𝑡 i знову спрямувавши 𝑡 до нуля, отримає-
мо спiввiдношення, яке зв’язує коефiцiєнти при других степенях 𝑡 в (12). Повто-
рюючи цю процедуру скiнченну кiлькiсть разiв, на останньому кроцi отримаємо:

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑐𝑀𝑘

(︁
�̃�𝑘 · �̃�𝑗

)︁𝑀
= 0. (15)

Система (15) є однорiдною системою з n невiдомими 𝑐𝑀1 , . . . , 𝑐
𝑀
𝑛 . Визначник

системи спiвпадає з визначником, який знаходиться в лiвiй частинi рiвностi
(9), якщо в ньому переставити мiсцями рядки i стовпцi з вiдповiдними номе-
рами. Оскiльки такий визначник дорiвнює нулю, система (15) має ненульовий
розв’язок 𝑐𝑀1 , . . . , 𝑐

𝑀
𝑛 .

Тепер повернемось до спiввiдношення, отриманого ранiше спiввiдношення
(15), а саме:

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑐𝑀−1
𝑘

(︁
�̃�𝑘 · �̃�𝑗

)︁𝑀−1

= −
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑐𝑀𝑘 𝑀
(︁
�̃�𝑘 · �̃�𝑗

)︁𝑀−1 (︀
�̃�𝑘 · 𝑒𝑗

)︀
. (16)

Оскiльки визначник в лiвiй частинi (16)

|𝐴| =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
(︁
�̃�1 · �̃�1

)︁𝑀−1 (︁
�̃�2 · �̃�1

)︁𝑀−1

· · ·
(︁
�̃�𝑛 · �̃�1

)︁𝑀−1(︁
�̃�1 · �̃�2

)︁𝑀−1 (︁
�̃�2 · �̃�2

)︁𝑀−1

· · ·
(︁
�̃�𝑛 · �̃�2

)︁𝑀−1

· · · · · · · · · · · ·(︁
�̃�1 · �̃�𝑛

)︁𝑀−1 (︁
�̃�2 · �̃�𝑛

)︁𝑀−1

· · ·
(︁
�̃�𝑛 · �̃�𝑛

)︁𝑀−1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ ̸= 0
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в силу твердження теореми, то матриця 𝐴 є невиродженою, i розв’язок 𝑐𝑀−1
1 , . . . ,

𝑐𝑀−1
𝑛 системи (16) однозначно визначається за вже знайденими 𝑐𝑀1 , . . . , 𝑐

𝑀
𝑛 . Ана-

логiчно обчислюються iншi коефiцiєнти 𝑐𝑀−2
1 , . . . , 𝑐𝑀−2

𝑛 , . . . , 𝑐11, . . . , 𝑐
1
𝑛 функцiї

𝑢 (𝑥). Таким чином, в результатi буде побудовано шуканий нетривiальний
розв’язок задачi (1), (2).

3. Приклад (задача у трикутнику). Розглянемо наступну крайову за-
дачу

𝑢|𝜕𝑇 = 0

для рiвняння третього порядку

𝐿𝑢 ≡
(︀
𝑎1 · ∇

)︀
·
(︀
𝑎2 · ∇

)︀
·
(︀
𝑎3 · ∇

)︀
𝑢 = 0

з векторами 𝑎1 = (1, 𝑖) , 𝑎2 = (1,−𝑖) , 𝑎3 = (1, 0) в рiвносторонньому трику-
тнику 𝑇 . Довжина сторони трикутника дорiвнює 2, а вершини розташованi в
точках 𝐴 (−1, 0) , 𝐵

(︀
0,

√
3
)︀
, 𝐶 (1, 0) (див. рис. 2).

За побудовою нормальнi вектори 𝐻𝑗, 𝑗 = 1, 2, 3, до прямих, на яких лежать
сторони трикутника 𝑇 , мають компоненти:

𝐻1 =
(︀√

3, −1
)︀
, 𝐻2 =

(︀√
3, 1

)︀
, 𝐻3 = (0, 1) .

Рис. 2. Трикутник

Тодi вiдповiднi ортогональнi вектори �̃�𝑗, 𝑗 = 1, 2, 3, такi:

�̃�1 =
(︀
1,

√
3
)︀
, �̃�2 =

(︀
−1,

√
3
)︀
, �̃�3 = (−1, 0) .

Зауважимо також, що

�̃�1 = (−𝑖, 1) , �̃�2 = (𝑖, 1) , �̃�3 = (0, 1) .

Звертаючись до теореми, складемо визначник

∆𝑀 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒
(︀√

3 − 𝑖
)︀𝑀 (︀√

3 + 𝑖
)︀𝑀

𝑖𝑀(︀√
3 + 𝑖

)︀𝑀 (︀√
3 − 𝑖

)︀𝑀
(−𝑖)𝑀(︀√

3
)︀𝑀 (︀√

3
)︀𝑀

0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ =
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=
(︁
𝑖
√

3
)︁𝑀

·
(︁

1 + (−1)𝑀
)︁
·
(︂(︁√

3 + 𝑖
)︁𝑀

−
(︁√

3 − 𝑖
)︁𝑀)︂

.

Ясно, що ∆𝑀 = 0 при непарних M. З урахуванням обмеження на M, що
приводиться в умовi теореми, в данiй ситуацiї 𝑀 ≥ 3.

Тепер побудуємо в явному виглядi полiномiальний розв’язок 𝑢 (𝑥) третього
степеня задачi 𝑢|𝜕𝑇 = 0 для рiвняння третього порядку:

𝑢 (𝑥) = 𝑐1
(︀
�̃�1 · 𝑥

)︀3
+ 𝑐2

(︀
�̃�2 · 𝑥

)︀3
+ 𝑐3

(︀
�̃�3 · 𝑥

)︀3
+ 𝑐4

(︀
�̃�1 · 𝑥

)︀2
+ 𝑐5

(︀
�̃�2 · 𝑥

)︀2
+

+𝑐6
(︀
�̃�3 · 𝑥

)︀2
+ 𝑐7

(︀
�̃�1 · 𝑥

)︀
+ 𝑐8

(︀
�̃�2 · 𝑥

)︀
+ 𝑐9

(︀
�̃�3 · 𝑥

)︀
+ 𝑐10.

Використовуємо алгоритм, описаний при доведеннi достатностi. Система
(15) в нашому випадку набуває вигляду:⎧⎪⎨⎪⎩

𝑐1
(︀√

3 − 𝑖
)︀3

+ 𝑐2
(︀√

3 + 𝑖
)︀3

+ 𝑐3
√

27 = 0,

𝑐1
(︀√

3 + 𝑖
)︀3

+ 𝑐2
(︀√

3 − 𝑖
)︀3

+ 𝑐3
√

27 = 0,
−𝑐1 + 𝑐2 = 0.

(17)

Визначник ∆3 лiнiйної однорiдної системи (17) алгебраїчних рiвнянь вiдно-
сно коефiцiєнтiв 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3 дорiвнює нулю внаслiдок приведених вище мiркувань,
тому система (17) має нескiнченну кiлькiсть ненульових розв’язкiв. Наведемо
один з нетривiальних наборiв: (𝑐1, 𝑐2, 𝑐3) = (1, 1, 0).

Далi, скористаємося спiввiдношенням (16) i отримаємо:

𝑐4

(︁
�̃�1 · �̃�𝑗

)︁2
+ 𝑐5

(︁
�̃�2 · �̃�𝑗

)︁2
+ 𝑐6

(︁
�̃�3 · �̃�𝑗

)︁2
=

= −3

[︂(︁
�̃�1 · �̃�𝑗

)︁2 (︀
�̃�1 · 𝑒𝑗

)︀
+
(︁
�̃�2 · �̃�𝑗

)︁2 (︀
�̃�2 · 𝑒𝑗

)︀]︂
.

Оскiльки 𝑒𝑗 =
(︁
𝑒𝑗1; −𝐻𝑗

1𝑒
𝑗
1+𝑑𝑗

𝐻𝑗
2

)︁
, то, поклавши 𝑒1 =

(︀
1, 2

√
3
)︀
, 𝑒2 = (1, 0), 𝑒3 =

= (−1, 0), запишемо систему для знаходження коефiцiєнтiв 𝑐4, 𝑐5, 𝑐6:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑐4 ·
(︀√

3 − 𝑖
)︀2

+ 𝑐5 ·
(︀√

3 + 𝑖
)︀2

+ 3𝑐6 =

= −3
(︁(︀√

3 − 𝑖
)︀2 · (︀2√3 − 𝑖

)︀
+
(︀√

3 + 𝑖
)︀2 · (︀2√3 + 𝑖

)︀)︁
,

𝑐4 ·
(︀√

3 + 𝑖
)︀2

+ 𝑐5 ·
(︀√

3 − 𝑖
)︀2

+ 3𝑐6 =

= −3
(︁(︀√

3 + 𝑖
)︀2 · (−𝑖) +

(︀√
3 − 𝑖

)︀2 · 𝑖)︁ ,
−𝑐4 − 𝑐5 = 3 (−𝑖+ 𝑖) .

(18)

Неважко переконатися, що розв’язком системи (18) є набiр (𝑐4, 𝑐5, 𝑐6) =
=
(︀
0, 0,−4

√
3
)︀
.

Наступну трiйку коефiцiєнтiв (𝑐7, 𝑐8, 𝑐9) визначимо iз спiввiдношення

3𝑐1

(︁
�̃�1 · �̃�𝑗

)︁ (︀
�̃�1 · 𝑒𝑗

)︀2
+ 3𝑐2

(︁
�̃�2 · �̃�𝑗

)︁ (︀
�̃�2 · 𝑒𝑗

)︀2
+ 3𝑐3

(︁
�̃�3 · �̃�𝑗

)︁ (︀
�̃�3 · 𝑒𝑗

)︀2
+

+2𝑐4

(︁
�̃�1 · �̃�𝑗

)︁ (︀
�̃�1 · 𝑒𝑗

)︀
+ 2𝑐5

(︁
�̃�2 · �̃�𝑗

)︁ (︀
�̃�2 · 𝑒𝑗

)︀
+ 2𝑐6

(︁
�̃�3 · �̃�𝑗

)︁ (︀
�̃�3 · 𝑒𝑗

)︀
+
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+𝑐7

(︁
�̃�1 · �̃�𝑗

)︁
+ 𝑐8

(︁
�̃�2 · �̃�𝑗

)︁
+ 𝑐9

(︁
�̃�3 · �̃�𝑗

)︁
= 0, 𝑗 = 1, 2, 3,

яке пiсля пiдстановки знайдених скалярних добуткiв i значень коефiцiєнтiв
𝑐1, 𝑐2, 𝑐3, 𝑐4, 𝑐5, 𝑐6 перетвориться на лiнiйну однорiдну систему:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

3
(︀√

3 − 𝑖
)︀ (︀

2
√

3 − 𝑖
)︀2

+ 3
(︀√

3 + 𝑖
)︀ (︀

2
√

3 + 𝑖
)︀2 − 48

√
3 =

= −
(︀
𝑐7
(︀√

3 − 𝑖
)︀

+ 𝑐8
(︀√

3 + 𝑖
)︀

+ 𝑐9
√

3
)︀
,

3
(︀√

3 + 𝑖
)︀

(−𝑖)2 + 3
(︀√

3 + 𝑖
)︀
· 𝑖2 =

= −
(︀
𝑐7
(︀√

3 + 𝑖
)︀

+ 𝑐8
(︀√

3 − 𝑖
)︀

+ 𝑐9
√

3
)︀
,

−3𝑖+ 3𝑖 = − (𝑖𝑐7 − 𝑖𝑐8) .

Розв’язком отриманої системи є трiйка (𝑐7, 𝑐7, 6 − 2𝑐7), де 𝑐7 довiльне, то-
му, поклавши для визначеностi 𝑐7 = 1, матимемо один з розв’язкiв наступного
вигляду: (𝑐7, 𝑐8, 𝑐9) = (1, 1, 4) .

Нарештi, виходячи з рiвностi

𝑐1
(︀
�̃�1 · 𝑒𝑗

)︀3
+ 𝑐2

(︀
�̃�2 · 𝑒𝑗

)︀3
+ 𝑐3

(︀
�̃�3 · 𝑒𝑗

)︀3
+ 𝑐4

(︀
�̃�1 · 𝑒𝑗

)︀2
+ 𝑐5

(︀
�̃�2 · 𝑒𝑗

)︀2
+

+𝑐6
(︀
�̃�3 · 𝑒𝑗

)︀2
+ 𝑐7

(︀
�̃�1 · 𝑒𝑗

)︀
+ 𝑐8

(︀
�̃�2 · 𝑒𝑗

)︀
+ 𝑐9

(︀
�̃�3 · 𝑒𝑗

)︀
+ 𝑐10 = 0,

робимо висновок, що 𝑐10 = 0.
Таким чином, отримано ненульовий набiр коефiцiєнтiв

(𝑐1, 𝑐2, 𝑐3, 𝑐4, 𝑐5, 𝑐6, 𝑐7, 𝑐8, 𝑐9, 𝑐10) =
(︁

1, 1, 0, 0, 0,−4
√

3, 1, 1, 4, 0
)︁
,

i побудовано нетривiальний полiномiальний розв’язок третього степеня задачi

𝐿𝑢 ≡ (𝑎1 · ∇) (𝑎2 · ∇) (𝑎3 · ∇)𝑢 = 0, 𝑢|𝜕𝑇 = 0.

Запишемо побудований розв’язок 𝑢 (𝑥) в остаточному виглядi:

𝑢 (𝑥) = (−𝑖𝑥1 + 𝑥2)
3 + (𝑖𝑥1 + 𝑥2)

3 − 4
√

3 (−𝑥1)2 + (−𝑖𝑥1 + 𝑥2) +

+ (𝑖𝑥1 + 𝑥2) − 4𝑥1 = 2𝑥32 − 6𝑥21𝑥2 − 4
√

3𝑥21 − 4𝑥1 + 2𝑥2.

4. Висновки та перспективи подальших дослiджень. В данiй роботi
одержано критерiй порушення єдиностi розв’язку однорiдної крайової задачi з
однiєю умовою для безтипового диференцiального рiвняння в багатокутнику.
Порядок рiвняння спiвпадає з кiлькiстю сторiн багатокутника. Доведення ре-
зультату базується на принципi двоїстостi рiвняння-область. В якостi прикладу
побудовано нетривiальний розв’язок задачi в трикутнику для рiвняння третього
порядку.
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Kyrychenko V. V., Lesina E. V. On the uniqueness violation of boundary value
problem in polygon.

The criterion of unique solvability of a homogeneous boundary value problem with one
condition for an atypical differential equation in a polygon is obtained. The order of the
equation coincides with the number of sides of the polygon. Proof of the result is based on
the principle of duality equation-domain. The scheme for constructing a nontrivial solution
is illustrated by the example of a problem in a triangle for a third-order differential equation.

Keywords: polygon, non-trivial solution, duality equation-domain, differential operator,
homogeneous symbol.
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