Детерміновані задачі впорядкування

Розділ 3


3.5. Розклади для систем конвеєрного типу

1. Перестановочні розклади.

2. Мінімізація максимальної тривалості проходження в конвеєрній системі із двох машин.

3. Мінімізація середньої тривалості проходження в конвеєрній системі із двох машин.

4. Конвеєрна система із трьох машин.

5. Впорядкування у великих системах конвеєрного типу.

Досить часто робота складається з послідовності операцій, кожна із яких виконується відповідною машиною. В цих випадках кажуть, що сукупність машин являється системою конвеєрного типу, якщо машини пронумеровані так, що для кожної розглядуваної машини операція 
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 виконується машиною з більшим номером, ніж операція 
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 при 
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Прикладом такої системи може служити складальна лінія. Взагалі, в якості конвеєрної системи може розглядатися люба сукупність машин, які виконують всі роботи в одному й тому ж порядку. Для такої системи зовсім не обов’язково, щоб кожна робота складалася з операцій, виконуваних на кожній машині, або щоб всі роботи починалися та закінчувалися новими машинами. Суттєво лише те, що всі переміщення робіт, пов’язані із закінченням її на одній машині й початком виконання на другій, повинні відбуватися незмінно в одному напрямку.

Для конвеєрних систем отримано багато результатів, і розклади для них  складаються  порівняно  легше,  ніж  для  систем  довільної структури.
Однак простота таких систем відносна і для них існує ще багато нерозв’язаних задач.

Перестановочні розклади

Визначена простота системи з одною машиною була обумовлена тим, що для неї розглядались тільки перестановочні розклади. Такі розклади повністю визначені, якщо задана перестановка індексів робіт.
У загальному випадку складання розкладу наштовхується на значні труднощі, викликані тим, що доводиться розглядати більш широкі класи розкладів, ніж перестановочні. Цим пояснюється і незначна кількість результатів, отриманих у загальному випадку. Конвеєрна система займає проміжкове положення, оскільки в багатьох випадках для неї достатньо розглянути перестановочні розклади, а в більш загальному випадку існує інваріантність черговості по відношенню до першої та останньої машини. Цей факт встановлюється в наступних теоремах 1 і 2.

Теорема 1.
Якщо складається розклад для системи 
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 і всі роботи доступні одночасно, то оптимальний, з точки зору мінімуму регулярного критерію, розклад належить класу розкладів, у яких однаковий порядок виконання робіт на перших двох машинах.

Доведення.

Якщо в розкладі порядок виконання робіт на перших двох машинах різний, то знайдеться така пара робіт 
[image: image5.wmf]I

 та 
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, що на першій машині 
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 безпосередньо передує 
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, а на другій 
[image: image9.wmf]I

 слідує за 
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 (причому між ними можливі проміжкові роботи).

Машина 1
…
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Машина 2
…
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Очевидно, що порядок виконання цих двох робіт першою машиною можна змінити на зворотній, не викликаючи додаткового часового зсуву в початок виконання Будь-якої роботи другою машиною і, отже, всіх наступних. Така перестановка не призводить до зростання часу закінчення любої роботи і не погіршує довільний регулярний критерій. Може статися так, що в результаті такої перестановки початки виконання деяких робіт другою машиною змістяться вліво на часовій осі і, отже, критерій покращиться. Але відсутність погіршення критерію уже достатня для доведення теореми.

Теорему доведено.

Результат теореми не виключає можливість існування задовільних розкладів із різним порядком виконання двох робіт на перших двох машинах, так як для всякого другого розкладу в розглядуваному класі існує еквівалентний йому і, можливо, кращий.

Для конкретних критеріїв можна отримати більш строгий результат.

Теорема 2.
Якщо складається розклад для системи 
[image: image15.wmf]max
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 і всі роботи доступні одночасно, то оптимум шукається серед розкладів, у яких зберігається порядок виконання робіт на двох перших (1 і 2) та двох останніх (
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 і 
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) машинах.

Доведення.

Перша частина теореми, що стосується однакового порядку виконання робіт першими машинами, є просто наслідком теореми 1, так як максимальна тривалість проходження являється регулярним критерієм.

Тепер припустимо, що порядок виконання робіт різний для останніх двох машин. Тоді знайдеться така пара робіт 
[image: image18.wmf]I

 та 
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, що для машини 
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 безпосередньо слідує за 
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, а для машини 
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 робота 
[image: image24.wmf]I

 передує 
[image: image25.wmf]J

 (причому між 
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 та 
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 можливі другі роботи).

Машина 1
…
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Машина 2
…
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Очевидно, що порядок виконання робіт 
[image: image32.wmf]I

 та 
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 машиною 
[image: image34.wmf]m

 можна змінити на обернений, не збільшуючи максимальної тривалості проходження цих робіт і не змінюючи тривалості проходження других. Крім того, ймовірно, що зміна порядку виконання робіт 
[image: image35.wmf]I

 та 
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 машиною 
[image: image37.wmf]m

 може призвести до деякого зменшення максимальної тривалості проходження, що і доводить теорему.

Теорему доведено.

Наступний простий приклад показує, що теорему 2 не можна узагальнити на випадок довільного регулярного критерію. Припустимо, що складається розклад для двох робіт на трьох машинах, причому складений розклад повинен мінімізувати середню тривалість проходження.

Тривалості робіт задаються в таблиці:

Машини
1
2
3

Робота 
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4
1
1

Робота 
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1
4
4

Існують два розклади з однаковим порядком робіт на машинах 2 і 3 та однаковими середніми тривалостями проходження, рівними 9,5.
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Поряд з цим існує розклад з різним порядком виконання робіт на машинах 2 і 3 та середньою тривалістю проходження, рівною 9.
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Таким чином отримуємо, що:

· для довільного регулярного критерію (наприклад, середня тривалість проходження) конвеєрна система з двох машин являється єдиним випадком, коли достатньо розглядати перестановочні розклади;

· для конвеєрної системи із трьох машин достатньо розглядати перестановочні розклади, якщо за критерій прийнята максимальна тривалість проходження;

· для конвеєрної системи із чотирьох і більше машин уже повинні бути розглянуті більш загальні типи розкладів, навіть при цьому критерії.

Наприклад, нехай задані дві роботи, які виконуються на чотирьох машинах. Тривалості їх виконання на кожній із машин задані в таблиці:

Машини
1
2
3
4

Робота 
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Робота
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Існують тільки два розклади з однаковим порядком виконання робіт на кожній машині.

Машина 1
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Машина 2
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Машина 3
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Машина 4
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Машина 1
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Машина 2
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Машина 3
                               

[image: image53.wmf]J



[image: image54.wmf]I


                          

Машина 4
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Максимальна тривалість проходження в цих випадках дорівнює 14. Тепер розглянемо розклад з однаковим порядком виконання робіт на кожній парі машин 1, 2 і 3, 4, причому порядок виконання робіт на машинах 3, 4 є оберненим по відношенню до порядку на машинах 1, 2.

Машина 1

[image: image57.wmf]J



[image: image58.wmf]I


                                              

Машина 2
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Машина 3
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Машина 4
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Максимальна тривалість проходження в цьому випадку дорівнює 12, тобто менша, ніж в розкладах з однаковим порядком виконання робіт для всіх машин.

Мінімізація максимальної тривалості проходження в конвеєрній системі із двох машин 
[image: image65.wmf](
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Більшість посилань у публікаціях з теорії розкладів відноситься до роботи Джонсона, присвяченій дослідженню конвеєрної системи із двох машин. Для цієї системи Джонсон запропонував впорядкування, мінімізуюче максимальну тривалість проходження.

Алгоритм Джонсона

Для викладення алгоритму Джонсона і доведення його оптимальності зручно тимчасово прийняти його позначення. Тому нехай
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 –  тривалість першої операції (включаючи настройку, якщо вона необхідна) 
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-ої роботи;


[image: image68.wmf]2

i

i

p

B

=

 – тривалість другої операції (включаючи настройку, якщо вона необхідна) 
[image: image69.wmf]i

-ої роботи;
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 – тривалість проходження 
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-ої роботи.

Кожна робота характеризується парою 
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, де 
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 – частина роботи, що виконується першою машиною, 
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 – другою. Таке розбиття існує для всіх робіт, хоча, можливо, що деякі 
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 та 
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 можуть бути рівними 0 (ряд робіт може складатись тільки з однієї операції). Обмеження, що спрощують модель, полягають в наступному:

1) одна машина одночасно не може виконувати більше однієї роботи;

2) одна робота одночасно не може виконуватися декількома машинами, причому 
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 для довільного 
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 повинна бути завершена раніше, ніж почнеться 
[image: image79.wmf]i
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Задача полягає в наступному. Задані 
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 величини 
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 Потрібно впорядкувати роботи так, щоб при зроблених припущеннях мінімізувати максимальну із тривалостей проходження 
[image: image82.wmf]i
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Із теорем 1 і 2 випливає, що потрібно розглядати тільки розклади з однаковим порядком виконання робіт кожною машиною. Очевидно також, що подібно задачам впорядкування на одній машині тут не потрібно розглядати ні переривання, ні штучні простої. Тому розв’язок представляє собою просто оптимальну перестановку робіт.

Очевидно, що можна обмежитися розглядом розкладів, у яких роботи на першій машині "упаковані щільно", починаючи з першої із них, тобто перша машина працює без простоїв до завершення 
[image: image83.wmf][
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. Зрозуміло, що до подібного розкладу може бути зведений довільний розклад шляхом відповідних зсувів вліво всіх назначень в ньому, поки не буде досягнута необхідна щільність. Очевидно, що ця процедура не призведе до зростання максимальної тривалості проходження.

Нехай 
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 – час простою другої машини, безпосередньо передуючий 
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. Типовий розклад має такий вигляд:

Машина 1
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Машина 2
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Значення 
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 можуть бути виражені через 
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 наступним чином:
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В загальному випадку можна записати
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Звідси отримаємо часткові суми
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Взагалі,
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Якщо 
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 визначається як
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Тепер, якщо 
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 позначає максимальну тривалість проходження для конкретного розкладу 
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Так як 
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 не залежить від впорядкування, то максимум тривалості проходження залежить тільки від суми інтервалів простоїв другої машини, що еквівалентно, в свою чергу, максимуму 
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, для довільного 
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 звелася до задачі впорядкування таким чином, щоб мінімізувався максимум 
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 величин 
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Теорема 3 (Джонсона).
В системі 
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 при одночасній доступності всіх робіт впорядкування, мінімізуюче максимальну тривалість проходження, таке, що робота 
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 передує роботі 
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Впорядкування робіт у відповідності з теоремою 3 приводить до єдиного оптимального розкладу, якщо для кожної пари робіт має місце строга нерівність. Якщо ж існують такі пари робіт, для яких ця нерівність перетворюється в рівність, то існує безліч оптимальних розкладів.

Доведення теореми складається з двох частин. У першій частині показується, що впорядкування у відповідності із даною нерівністю мінімізує максимум величини 
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. У другій частині відмічено транзитивність цієї нерівності, в силу чого розклад фактично встановлюється попарним впорядкуванням.

Доведення.

1. Мінімізація максимуму 
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Припустимо, що ми заповнюємо у формованій черговості місця 
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 поміщаємо або роботу 
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 – іншу. У відповідності з нерівністю теореми, робота 
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 поміщається на місце 
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, якщо
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Тепер розглянемо величину
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і відмітимо, що вона не залежить від того, яка з двох робіт займає 
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-е місце. Додамо (36) до лівої частини (35):


якщо 
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якщо 
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 при розміщенні роботи 
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 на місці 
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Додавши (36) до правої частини (35), отримаємо:


якщо 
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якщо 
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 при розміщенні роботи 
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Тепер, якщо розміщення робіт виконано у відповідності з нерівністю теореми, то
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тобто при розміщенні робіт 
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 алгоритм встановлює оптимальну черговість цих робіт. Оскільки жодне з інших значень 
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2. Транзитивність відношень.


Нам потрібно показати, що якщо для робіт 
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 виконується
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тобто в оптимальному розкладі робота 
[image: image168.wmf]i

 повинна передувати роботі 
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, а робота 
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 – роботі 
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Якщо роботи 
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 такі, що нерівності для 
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 перетворюються в рівності, то твердження тривіальне. Тому розглянемо можливі випадки, коли це не так.
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Тоді 
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Випадок 2.   
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Тоді 
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Випадок 3.   
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Тоді 
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Випадок 4.   
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Тоді 
[image: image193.wmf]j

j

B

A

=

 і між 
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 існують відношення рівності.

Теорему доведено.

Наступний простий приклад пояснює суть джонсонівського алгоритму.

Позначення робіт
Перша операція 
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Друга операція 
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Схема Гранта для впорядкування у відповідності з алгоритмом Джонсона виглядає так:
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Максимум тривалості проходження має оптимум, рівний 23, який і досягається при алгоритмі Джонсона. Більшість других впорядкувань (що базуються на інших принципах) призводять до більшої, ніж оптимальне значення, величини максимуму тривалості проходження. Наприклад, LPT-впорядкування, проведене за першою операцією, приводить до максимуму тривалості проходження, рівному 27.
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Для порівняння, вхідне впорядкування робіт приводить до максимальної тривалості проходження, рівної 26.
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Мінімізація середньої тривалості проходження

в конвеєрній системі із двох машин 
[image: image204.wmf])
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У конвеєрній системі з двох машин мінімізація середньої тривалості проходження є дуже складною задачею. Для неї не існує конструктивного алгоритму, подібного джонсонівському, хоча теорема 1 справедлива і достатньо розглядати розклади з однаковою черговістю робіт на кожній машині. Якщо ж впорядкувати роботи у відповідності з джонсонівським алгоритмом, то черговість буде не тільки неоптимальною, але навіть не дуже хорошою. Це чітко видно на вище наведених прикладах, де середня  тривалість проходження при джонсонівській черговості дорівнює 15, в той час, як для впорядкування SPT вона дорівнює 11,8. Перш, ніж переходити до загального випадку конвеєрної системи, виконуючої 
[image: image205.wmf]n

 робіт, розглянемо частинний випадок двох робіт. У цьому частинному випадку існує тільки два розклади 
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В розкладі 
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 сума тривалостей проходження двох робіт дорівнює
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Ясно, що перша робота повинна передувати другій (тобто повинен бути вибраний розклад 
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), якщо 
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(Відмітимо, що два останніх члена в лівій частині нерівності виражають повну протилежність тому, що стверджується джонсонівським алгоритмом: вибір максимуму 
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 і 
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. Якщо цим максимумом є 
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, то відповідна робота виконується першою, якщо 
[image: image220.wmf]B

 – то останньою). Звичайно, довільну пару робіт можна впорядкувати безпосередньо на основі (37), але цікаво знайти більш прості умови для тривалостей операцій, із яких буде слідувати оптимальне впорядкування. Для цього можна використати результати для одної машини: впорядкування у відповідності з мінімальною тривалістю операцій мінімізує середню тривалість проходження. 

Існує декілька можливостей узагальнення цього результату на системи із двох машин. Перш за все відмітимо, що не має змісту розглядати тільки перші операції робіт для формування кращої черговості, так як навіть при відомому співвідношенні 
[image: image221.wmf]1

2

A

A

>

 твердження (37) може виконуватися або не виконуватися в залежності від відповідних значень 
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. По тим самим причинам недостатньою є інформація про те, що 
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. Тому формування черговості у відповідності з мінімальною тривалістю тільки одної операції (першої чи другої) неприйнятне.

Звичайно, можна розглядати загальну тривалість роботи (рівну сумі тривалостей всіх операцій) і для кожної пари робіт виконувати першою ту, для якої 
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         Однак наступний приклад показує, що із цієї умови ще не випливає виконання (37).

Нехай 
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. В цьому випадку, коли кожна операція першої роботи коротша відповідної операції другої, наведена умова достатня для виконання (37), і перша робота повинна передувати другій. Це дійсно так, оскільки твердження, що 
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          Справедливість останньої нерівності випливає із розгляду наступних чотирьох випадків:
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Так як 
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, то із наведених нерівностей випливає, що 
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. Це суперечить початковим припущенням, тобто цей випадок неможливий.
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Очевидно, що ця умова достатня, але не необхідна. Існують випадки, коли не всі операції роботи 1 коротші відповідних операцій роботи 2, тим не менше робота 1 повинна передувати роботі 2. Наприклад,
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Загальний вираз для середньої тривалості проходження 
[image: image250.wmf]n

 робіт може бути отриманий повторенням суджень Джонсона:

1) достатньо розглядати розклади з однаковим порядком виконанням робіт кожною машиною;

2) достатньо розглядати тільки ті розклади, в яких роботи на першій машині слідують безпосередньо одна за другою;

3) нехай 
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 буде часом простою, передуючим операції 
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 на другій машині;

4) нехай
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Тоді тривалості проходження окремих робіт мають наступний вигляд:
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Середня тривалість проходження визначається як 
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Використовуючи цей вираз, можна показати, що для всіх сусідніх у розкладі робіт 
[image: image258.wmf]I

 та 
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 робота 
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 повинна передувати роботі 
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Однак ці нерівності не дозволяють встановити черговість, оскільки вони визначають відношення порядку тільки між двома роботами і не дозволяють провести повне впорядкування.

Конвеєрна система із трьох машин 
[image: image264.wmf](
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При складанні розкладу, мінімізуючого максимальну тривалість проходження для конвеєрної системи із трьох машин, достатньо розглядати тільки перестановочні розклади (теорема 2). Тому здається дивним, що для цієї системи в загальному випадку нема конструктивного алгоритму, схожого на розглянутий раніше. Але в ряді частинних випадків такі розв’язки існують. Так, Джонсон розглянув систему із трьох машин, коли


[image: image265.wmf]i

i

B

A

max

min

³

    або    
[image: image266.wmf]i

i

B

D

max

min

³

,

де 
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 – час виконання 
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-ої роботи на третій машині. Згідно з цими припущеннями всі операції на другій машині за тривалістю менші довільної операції на першій чи на третій. Тому черговість, мінімізуюча максимальну тривалість проходження, формується таким чином, щоб робота 
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 розміщувалася перед роботою 
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Таким чином, сам по собі алгоритм залишається таким самим, що і для системи із двох машин із тією різницею, що тепер 
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Одна частинна задача для системи із трьох машин була розглянута Джексоном. В його припущеннях першою машиною виконуються всі перші операції робіт, третьою – третя, а для кожної другої операції існує окрема машина. Таким чином, маємо 
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 машини, 
[image: image277.wmf]n

 із яких відповідають тільки другій машині (що може одночасно виконувати 
[image: image278.wmf]т

 робіт) в конвеєрній системі з трьох машин. Джексон показав, що впорядкування, мінімізуюче максимальну тривалість проходження, формується таким чином, що робота 
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 передує 
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де 
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 мають той самий зміст.


Дане співвідношення є не чим іншим, як джонсонівською умовою оптимальності. Тому розглянутий Джексоном випадок служить ще одним прикладом системи, для якої джонсонівський алгоритм формує оптимальне впорядкування.


В розглянутому випадку 
[image: image285.wmf]i
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 можна інтерпретувати як довільну затримку, обов’язкову між першою та другою операціями в конвеєрній системі з двох машин, пов’язану, наприклад, з настройками, охолодженням, сушкою і т. д. Крім того, 
[image: image286.wmf]i
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 може приймати від’ємні значення, що відповідає тій ситуації в системі з двох машин, коли інтервали виконання операцій одної й тої ж роботи можуть перетинатися. Іншими словами, це можливо, якщо частина робіт виконується так, що друга операція починається до повного завершення першої. В такій постановці задача була розглянута Міттеном і Джексоном. Відмітимо, що здатність другої машини виконувати одночасно декілька робіт, призводить до того, що оптимальний розклад не обов’язково відноситься до класу розкладів з однаковим порядком виконання робіт на першій і третій машинах.

Впорядкування у великих системах

конвеєрного типу


В даному параграфі ми розглянемо досить штучний випадок системи, яка складається із багатьох машин, що виконують дві роботи. Така постановка цікава тим, що допускає досить наглядний графічний метод розв’язання. Цей метод являється частинним випадком більш загального алгоритму, запропонованого Ейкерсом.


Припустимо, що номери машин 
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 відповідають порядку виконання на них робіт, і нехай тривалості робіт будуть
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для роботи 1,
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для роботи 2.

Рис. 3.13.

На рисунку 3.13 ці тривалості відкладені на осях координат. Графічно розклад може бути представлений ламаною лінією, яка

1) проходить від точки 
[image: image290.wmf])
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 до точки 
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2) складається із відрізків горизонтальних (при виконанні тільки першої роботи), вертикальних (при виконанні тільки другої роботи) і, які проходять під кутом 
[image: image292.wmf]o
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 (при одночасному виконанні обох робіт) прямих;

3) лежить цілком за межами заштрихованих на рисунку областей, які відповідають одночасному виконанню робіт обома машинами.

[image: image306.wmf]Ламана 
[image: image293.wmf]S

 на рис. 3.13 є прикладом "лінії розкладу". Ясно, що існує 
[image: image294.wmf]m
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 різних розкладів і стільки ж відповідних їм кривих на графіку, оскільки на кожній із машин роботи можуть виконуватися в довільному порядку. Ці ламані утворюють граф з коренем в точці 
[image: image295.wmf])
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, який називається деревом. Точки галуження графа розміщені в місцях перетину кривої розкладу із заштрихованими областями. При цьому можливі три види галуження, представлені на рисунку 3.14.

Рис. 3.14.

Максимальна тривалість проходження зв’язана із сумою вертикальних ділянок лінії розкладу. Вона дорівнює цій сумі плюс загальна тривалість всіх робіт на першій машині (або загальна тривалість всіх робіт на другій машині плюс сума горизонтальних ділянок лінії). Оптимальний розклад відповідає тій лінії, у якої мінімальна довжина вертикальних ділянок. Якщо лінія проходить під заштрихованими областями для машини 
[image: image296.wmf]J

, то на цій машині робота 1 передує роботі 2.

Таким чином, можна по крайній мірі в принципі провести всі 
[image: image297.wmf]m
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 ламані і вибрати із них ту, в якої мінімальна сума вертикальних ділянок. Однак подібний метод практичну був би мало придатним, якщо фактично таких ліній виявилося б значно менше. Зменшення числа можливих варіантів відбувається тому, що ряд потенціальних гілок виявляється взагалі не можна реалізувати. Це обумовлено тим, що на деяких інтервалах лінія розкладу не перетинається із заштрихованими областями і, отже, на цих інтервалах відсутня можливість будь-якого вибору. З другого боку, існування великих заборонених областей (заштрихованих на рис. 3.13) призводить до того, що ряд ліній співпадає. В результаті, наприклад, отримуємо, що для системи із 12 машин, де число потенціальних розкладів 
[image: image298.wmf]10
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, для знаходження оптимального проглядаються тільки біля 10.

Однак мета даного параграфу полягає не в тому, щоб дати конструктивний алгоритм пошуку розв’язків у достатньо виродженому випадку. На цьому прикладі нам хотілося розвинути в читача інтуїцію, необхідну в подальшому, і графік, представлений на рис. 3.13, скоріше ілюструє характер розкладів і ті властивості, якими повинен володіти кращий із них. Із цього графіка стає очевидним, що розклад повинен будуватися так, щоб ламана складалася із максимального числа ділянок, які проходять під кутом 
[image: image299.wmf]o

45

. Крім того, він наглядно показує суттєві труднощі проблеми. Навіть в такому простому випадку неможливо встановити черговість виконання двох робіт на конкретній машині, виходячи із властивостей окремих операцій та інформації, яка міститься в уже проведеному впорядкуванні. Зокрема, не зрозуміло, як обходити в даній точці заборонену область (вверх чи вниз), не дослідивши при цьому подальшого проходження ламаних.

За виключенням наведених тут результатів для системи із 
[image: image300.wmf]m

 машин та теорем 1 і 2 (відносно черговості виконання робіт на двох перших і двох останніх машинах), в літературі не існує більше аналітичних результатів для системи із декількох машин. Всі публікації обмежуються максимум трьома машинами. В той же час широке розповсюдження отримали чисельні методи аналізу – цілочисельне програмування, метод гілок та границь і т.п.

В задачі впорядкування 
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 робіт відносно 
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 машин існує 
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 можливих розклади. Навіть коли число варіантів біля 
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, і переглянути всіх їх практично неможливо. Тому, за невеликим виключенням, коли існують обчислювальні алгоритми, для аналізу системи з декількома машинами невідомі ефективні методи, гарантуючі отримання відносно доброго розкладу.

Хеллер опублікував результати дослідження системи, яка складається з 10 машин і для якої вивчається вид розподілу максимальної тривалості проходження різних розкладів (в його термінології час розкладу) та знаходиться метод складання розкладу, що належить лівому кінцю цього розподілу. Модель Хеллера містила 100 робіт із випадковими тривалостями, які рівномірно розподілені між 0 і 9 та приймають тільки цілочисельні значення. Розклади складалися із 10 незалежних перестановок, складених для кожної машини шляхом випадкового набору цифр від 1 до 100 і ототожнених з номерами робіт. Для кожного такого розкладу далі обчислювалась максимальна тривалість проходження. В результаті проведеної роботи він зробив висновок, що "чисельне дослідження показало, що функція розподілу часу розкладу являється нормальною. Теоретично доведено, що розподіл розкладу асимптотично нормальний для систем з великим числом робіт". Хеллер також відмітив, що встановлена нормальність функції розподілу може бути використана для прийняття рішень про завершення формування нових варіантів розкладів, якщо вартість подальшого пошуку перевищує математичне сподівання виграшу від цього пошуку.

Відносно застосування цього результату існує декілька думок, але на шляху його практичної реалізації є по крайній мірі дві суттєві труднощі:

1. Якщо розподіл часу розкладу асимптотично нормальний або апроксимується нормальним розподілом, то відхилення від нормальності в більшій степені будуть відчуватися на кінцях розподілу, тобто в місцях, що представляють найбільший інтерес.

2. Малоймовірно, щоб при формуванні варіантів розкладів базувалися на нормальному розподілі, так як існують більш ефективні та легко реалізовуємі.

Найбільш цікавими результатами дослідження Хеллера виявилось вивчення характеру впорядкування робіт відносно 10 машин. Ним було складено 9037 розкладів для 20 перших робіт при черговості виконання робіт, яка формується випадковим чином для кожної із машин. Крім того, Хеллером для тих самих 20 робіт було складено ще 12000 розкладів, в яких, на відміну від попередніх, черговість виконання робіт на кожній машині була одна й та ж. Хеллер робить висновок, що "якщо шукається розклад, мінімізуючий максимальний час розкладу, то пошук можливих варіантів повинен бути проведений серед класу розкладів з однаковим порядком виконання робіт кожною машиною". Такий висновок є безсумнівно корисним при виборі початкового варіанту для подальшого пошуку оптимального розкладу. Однак цей клас розкладів не обов’язково є класом належності шуканого оптимуму.

Ньюджент опублікував дослідження такої ж системи із 20 робіт, як і Хеллер. При складанні розкладів він керувався правилами, які назвав "правилами імовірнісних пріоритетів". Не дивлячись  на те, що ці правила були розроблені для довільних систем, вони приводять до розкладу з меншими значеннями максимуму тривалості проходження, ніж будь-який із описаних Хеллером. Ньюджент детально дослідив кращі із отриманих ним розкладів і виявив, що вони не належать класу розкладів з однаковим порядком виконання робіт на кожній із 10 машин. Скоріше вони відносяться до класу розкладів із випадковою і локальною перестановкою на послідовних машинах двох сусідніх у черговості робіт. звідси слідує, що знайдений клас розкладів кращий класу розкладів Хеллера (в якості вихідного) для наступного пошуку оптимуму і що в цьому напрямку багато ще потрібно зробити.
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