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Недетерміновані системи впорядкування

1. Випадкове впорядкування.

2. Властивості антитетичних правил.

3. Впорядкування при неповній інформації.

Випадкове впорядкування

Розглянемо випадкове впорядкування (RANDOM) в системі 
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 при випадковій тривалості робіт.

Якщо встановлювати черговість виконання робіт виходячи із деяких ознак, що не залежать від тривалостей самих робіт, то тривалості впорядкування робіт будуть випадковими. Наприклад, якщо планові строки робіт не залежать від їх тривалостей, тоді впорядкування у відповідності з плановими строками приводить до випадкового впорядкування тривалостей робіт. Якщо ж впорядкування здійснюється у відповідності з резервами часу, то впорядкована послідовність тривалостей робіт не буде випадковою.

До сих пір ми розглядали тільки детерміновані системи, розклад для яких повністю визначався правилом впорядкування. Якщо ж тривалості робіт є випадковими величинами, то одне і те ж впорядкування кожний раз буде приводити до різних розкладів, тобто тривалість проходження кожної роботи і середня тривалість проходження будуть випадковими величинами, причому функція розподілу середньої тривалості проходження робіт залежить від впорядкування. Для математичного сподівання цього середнього існує наступна теорема:

Теорема. Математичне сподівання середньої тривалості проходження в системі 
[image: image2.wmf]1
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 при впорядкуванні, що не враховує тривалість роботи, дорівнює
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 – середнє арифметичне тривалостей робіт, якщо вони відомі наперед, і
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 – математичне сподівання тривалостей робіт, якщо вони представляють собою незалежні в сукупності випадкові величини з однаковими функціями розподілу.

Із цієї теореми випливають такі наслідки:

1)  математичне сподівання середньої тривалості очікування дорівнює
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2)  математичне сподівання середнього часового зміщення дорівнює
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3)  математичне сподівання середнього числа робіт в системі дорівнює
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Властивості антитетичних правил

Два правила складання розкладу для системи 
[image: image10.wmf]1

|

n

 назвемо антитетичними, якщо вони приводять до протилежних послідовностей виконання робіт. Так, розклади 
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 та 
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 антитетичні, якщо робота виконується 
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. Прикладом антитетичних правил складання розкладу можуть бути впорядкування SPT та LPT. Цікавість до антитетичних правил обумовлена тим, що деякі критерії їх оцінки симетричні відносно відповідних середніх значень, що отримуємо при випадковому впорядкуванні.

Теорема. Якщо 
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 і 
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 – антитетичні правила для системи 
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, то середні тривалості проходження при розкладах 
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та 
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 пов’язані співвідношенням
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Доведення.

Нехай 
[image: image23.wmf]]
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 – позиції робіт, встановлені 
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 відповідно. Тоді
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Теорему доведено.

Аналогічне доведення дозволить встановити ту ж симетрію для середнього часу закінчення робіт, середньої тривалості очікування, середнього часового зміщення та середнього числа робіт у системі.

Теорема. Якщо в системі 
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 тривалості робіт незалежні в сукупності й однаково розподілені з функцією розподілу 
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 і математичним сподіванням 
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, то математичні сподівання середніх тривалостей проходження при впорядкуванні SPT і LPT мають вигляд
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У загальному випадку для 
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 не можна отримати хорошого вираження через моменти розподілу 
[image: image37.wmf])
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. Однак у ряді конкретних випадків це вдається зробити. Візьмемо, наприклад, розподіл Ерланга, що часто використовується в якості функції розподілу тривалостей робіт. Густина цього розподілу має вигляд
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 – математичне сподівання, 
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 – дисперсія розподілу. При 
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 розподіл Ерланга перетворюється в показниковий; якщо 
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 зростає, то дисперсія зменшується, але коефіцієнт асиметрії залишається додатним. При 
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 розподіл Ерланга стає виродженим, тобто тривалість роботи дорівнює константі 
[image: image45.wmf]p
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Впорядкування при неповній інформації

До сих пір ми вважали, що тривалості робіт відомі наперед і що ця інформація використовується при складанні розкладу. Однак у більшості практичних випадків тривалості робіт наперед не відомі, і при складанні розкладу керуються їх апріорною оцінкою. 

Припустимо, що всі роботи в системі 
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 мають різні тривалості й нумерація робіт така, що
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Припустимо також, що 
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 утворюють набір апріорних оцінок тривалостей робіт, на яких базується впорядкування SPT. Тоді черговість буде такою, що
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Необхідною умовою оптимального впорядкування є рівність 
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Припустимо, що тривалості робіт є незалежними в сукупності випадковими величинами з функцією розподілу 
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 і математичним сподіванням 
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 для роботи 
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. Припустимо, що 
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 відомі і що роботи пронумеровані так, що
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Припустимо далі, що фактична тривалість 
[image: image57.wmf]i
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 не відома і що для впорядкування використовується 
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Нехай роботи перенумеровані у відповідності з розкладом 
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 (наприклад, SPT-розклад, складений на основі
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Далі, нехай 
[image: image62.wmf]S

 – оптимальний SPT-розклад, встановлений при умові, що істинні значення тривалостей відомі і
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Щоб знайти 
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Обчислення 
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 пов’язане з певними труднощами, так як тривалості є випадкові величини і довільна робота в 
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 може виявитися на довільному місці, хоча деякі конфігурації малоймовірні. У цьому питанні нам допоможе наступна теорема.

Теорема. Якщо в системі 
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 тривалості являють собою випадкові величини 
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 з функціями розподілу 
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 і впорядкування здійснюється у відповідності зі зростанням тривалостей робіт, то математичне сподівання вкладу роботи 
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 в математичне сподівання середньої тривалості проходження дорівнює
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Згідно з цією теоремою математичне сподівання середньої тривалості проходження при розкладі 
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 має вигляд:
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Впорядкування робіт на основі математичних сподівань їх тривалостей замість фактичних значень призводить до збільшення середньої тривалості проходження в системі. Математичне сподівання цього збільшення, обумовленого неповною інформацією про тривалості робіт, дорівнює
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Ця величина повністю визначається функціями розподілу тривалостей робіт. Наведений вираз має непростий вигляд, але в кожному конкретному випадку він може бути обчислений.
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