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Предмет і задачі дисципліни.

Основні поняття та визначення

З поняттям розкладу (календарного плану, розпорядку дня, плану-графіку, режиму роботи і т.п.) кожна людина знайомиться, як тільки з’являється на світ. Дитину годують, укладають спати, гуляють з нею за годинами. Як вона підросте, то освоює режим роботи дошкільних закладів. Далі, школа з її розкладом занять… Розклад руху літаків, поїздів, автобусів… Розпорядок роботи магазинів, підприємств, закладів, організацій. Програми радіо і телепередач, розклад роботи кінотеатрів… Виробничі плани на зміну, добу, тиждень, квартал, рік… Кожна людина, по суті, кожний день складає розклад своєї діяльності, погоджуючи його з розкладом діяльності других людей. Для деяких людей це стає професійним обов’язком. Їм доводиться розробляти календарні плани роботи підприємств і закладів, складати розклад руху транспорту, організувати навчальний процес і т.д. Наша мета – вивчити те спільне, що характеризує такі задачі незалежно від їх конкретного змісту 

Практично більшість задач впорядкування так чи інакше розв’язується, оскільки літаки приземляються, банківські клієнти влаштовують свої справи, ми вчимося за розкладом і основна маса населення непогано проводить свої вихідні дні. Однак більшість цих рішень приймаються інтуїтивно.

Інколи впорядкування здійснюється випадково; більш часто роботи виконуються в тому порядку, в якому вони виникають. Ми не задумуємося про розумність дисципліни перший прийшов – перший обслужений, оскільки вона відповідає притаманному нам почуттю звичайного порядку. Однак така дисципліна, мабуть, і прийнята у магазинних чергах, але зовсім не обов’язкова для виконання робіт на підприємстві.

Формальна схема процесу впорядкування приблизно така:

Нехай: 1) 
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 — це сукупність наслідків при виконанні спочатку задачі 
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, а потім 
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, 2) 
[image: image4.wmf]b

 — це сукупність наслідків при виконанні спочатку задачі 
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, а потім 
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. Тоді, якщо 
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 краще, ніж 
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, то вибирається послідовність: “
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Але подібна формалізація не універсальна.

Теорія розкладів являє собою єдину наукову дисципліну, яка вивчає розподільні задачі, в яких обмеженим ресурсом є час. Пропоновані нею методи знаходять застосування не тільки в управляючих системах, зв’язаних з матеріальним виробництвом, але і в системах, які координують роботу обчислювальних центрів, науково-дослідних інститутів, конструкторських бюро.

Виникнення і подальший розвиток теорії розкладів характеризувались спробами вивчити широке коло задач, починаючи з простішої задачі вибору послідовності виконання 
[image: image11.wmf]N

 робіт одним виконавцем і закінчуючи так званою загальною задачею, пов’язаною з аналізом багатоетапних технологічних процесів. Не дивлячись на простоту постановок, лише деякі задачі розв’язані точно, і одна з причин цього полягає в складності дослідження питань збіжності методів і алгоритмів, які пропонуються в тих чи інших випадках.

Побудова прийнятного календарного плану (розкладу) рівносильна узгодженню в часі багатьох виробничих операцій.

Розкладом можна назвати документ, який містить відомості: про кількість і номенклатуру виконуваних робіт, включаючи їх етапи; про моменти початку і закінчення кожної роботи; про місце і технічні засоби виконання кожної роботи; про витрати часу (і матеріальних ресурсів) на всі виконувані роботи. Цих відомостей досить для формального представлення розкладів, хоча на практиці вони можуть доповнюватися і уточнюватися в інтересах більш повного врахування тої реальності, яка відображена в моделі.

Математична модель

При операційному підході до пошуку найбільш ефективних шляхів досягнення мети здійснюється побудова математичної моделі, яка містить опис цієї моделі та відображає умови поведінки операції. На цьому етапі аналізується зміст операції, визначаються необхідні дії, виявляються умови їх виконання, оцінюються різні обмеження і т.п.

Оцінка і порівняння ефективності можливих способів дій при досягненні поставленої мети проводяться на основі побудованої моделі. Ця ж модель дозволяє прийняти й найкраще в розглядуваній ситуації рішення.

У середині 50-их років почалися інтенсивні дослідження з побудови й аналізу моделей календарного планування та розробки методів прийняття планових рішень з використанням цих моделей.

Часова прив’язка всієї множини дій, пов’язаних із досягненням заданої мети, уже сама по собі досить складна задача. Якщо ж мова йде про побудову найкращого календарного плану, та ще й у найскоріший строк, то складність цієї задачі дуже зростає. Традиційні методи календарного планування все менше відповідали запитам практики. За цих умов застосування математичних методів і обчислювальної техніки відкривало певні перспективи та дозволяло надіятися на успішне подолання труднощів, що виникають.

Коло питань, пов’язаних з побудовою найкращих календарних планів (розкладів), особливо з розробкою математичних методів отримання рішень з використанням відповідних моделей, вивчається в рамках теорії розкладів.

Ця теорія використовує характерний для дослідження операцій модельний підхід до аналізу реальних процесів. Моделі, які вивчаються в теорії розкладів, відображають специфічні ситуації, що виникають при календарному плануванні різних видів цілеспрямованої людської діяльності.

Слід відмітити, що вже на початковій стадії розвитку теорії розкладів стало ясно, що задачі оптимального календарного планування досить трудомісткі.

При побудові математичних моделей календарного планування серйозні труднощі викликає недостатня поінформованість дослідника про аналітичний процес.

Основним поняттям теорії розкладів є поняття операції. Операцію можна розглядати як елементарну задачу, яка підлягає виконанню.

Кожна операція характеризується:

1) індексом належності до певної роботи (перший індекс);

2) індексом належності до певної машини (другий індекс);

3) числом, яке являє собою тривалість операції.

По першому індексу вся множина операцій розбивається на повну систему підмножин, що не перетинаються. Ці підмножини називаються роботами. Розбиття заданої множини по другому індексу призводить до отримання підмножин (що не перетинаються) операцій, які відносяться до певних машин.

Для кожної роботи задається послідовність операцій (яка визначається технологічним процесом). Таке часткове впорядкування операцій здійснюється заданням відношення порядку. Якщо 
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 і 
[image: image13.wmf]у

 — дві операції одної й тої ж роботи, і якщо по деяким міркуванням 
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 повинна виконуватися раніше, ніж 
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 передує 
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. Це записується у вигляді: 
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 і сказати, що операція 
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 слідує за 
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Відношення порядку транзитивне:

якщо 
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Будемо казати, що операція 
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 безпосередньо передує операції 
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 (або операція 
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 безпосередньо слідує за операцією 
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якщо 
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 і нема операції 
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Часто буває зручно представляти згадані відношення у вигляді наступного орієнтованого графа. Вершини (вузли) графа відображають операції, а дуги – відношення безпосереднього слідування. Дві вершини зв’язані відношенням порядку, якщо існує шлях між ними.

Машиною будемо називати прилад, здатний виконувати все, що пов’язано з деякою операцією; системою обслуговування – множину всіх машин, які використовуються для виконання деякої підмножини операцій. Сукупність машин, робіт (операцій) і дисциплін призначення операцій відповідним машинам назвемо процесом обслуговування. Поняття “машина” будемо вживати в узагальненому розумінні, яке включає в себе сукупність людей, машин і допоміжного обладнання, необхідних для виконання операції.

Складання розкладу для процесу обслуговування означає, що для кожної операції на часовій осі задається ділянка, коли ця операція повинна виконуватися відповідною машиною, тобто, що для кожної операції задається один або більше інтервалів (
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 тривалості операції;

2) число 
[image: image40.wmf]х

b

1

 — значення 
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, не менше, ніж 
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 для двох операцій 
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 і 
[image: image45.wmf]у

, що відносяться до одної роботи і таких, що 
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3) кожний із інтервалів 
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 розміщений цілком в середині одного з відрізків часу доступності відповідної машини.

З другого боку, розклад може розглядатися як задача впорядкування операцій, виконуваних кожною машиною. Це впорядкування в деякому розумінні аналогічно тому, яке задане для операцій кожної роботи. Можна вказати багато дисциплін, які формують ту чи іншу послідовність (черговість). Майже вся теорія, розроблена на даний час, відноситься до досить обмеженого числа моделей простого процесу обслуговування. Під останнім розуміють процес, для якого суттєві наступні обмеження:

1) Кожна машина може бути назначена в любий момент часу. Машини не можуть виходити з ладу і, отже, бути недоступними із-за поломок чи ремонту. Вони не можуть бути недоступними також із-за перезмінок, характерних для виробництва.

/ Кожна машина формально являє собою інтервал 
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 — це довільне велике число.

2) Роботи являють собою строго впорядковані послідовності операцій. Із окремих операцій цих послідовностей не може формуватися ніяка нова послідовність.

/ Для заданої операції 
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 існує не більше одної операції 
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3) Кожна операція виконується тільки одною машиною.

4) Існує тільки по одній машині кожного типу.

/ Між номерами машин і другими індексами операцій, що вказують номер машини, що їх виконує, існує взаємно однозначна відповідність.

5) Відсутні переривання операцій. Це означає, що якщо деяка машина почала виконувати операцію, то ця операція повинна бути завершена перш, ніж на цій машині почнеться виконання якої-небудь другої операції.

/ Для кожної операції заданий єдиний інтервал 
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, причому довжина операції рівна 
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6) Інтервали виконання послідовних операцій одної й тої ж роботи не перетинаються. Одночасно не може виконуватися дві операції одної й тої ж роботи.

/ Величина 
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 для довільної операції 
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7) В кожний момент часу машина може виконувати не більше одної операції.

/ Розглянемо інтервал 
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, який назначений для виконання операції 
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 деякою машиною. Тоді для всякої другої операції, що здійснюється цією машиною в інтервалі 
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Задача теорії розкладів вважається заданою, якщо визначені:

1) роботи і операції, що підлягають виконанню;

2)  кількість і типи машин, які виконують операції;

3) порядок проходження машин;

4) критерії оцінки розкладу.

Класифікація задач впорядкування


Найпростішим і найбільш вивченим класом задач теорії розкладів є задачі впорядкування. В цих задачах розподіл робіт по блокам і тривалостям їх виконання припускається заданим. Необхідно вказати найбільш ефективну стратегію управління чергами вимог на виконання робіт кожним блоком.


В задачах узгодженості основна увага приділяється вибору тривалості робіт при заданому їх розподілі по блокам.


В задачах розподілу припускається, що один і той же блок може виконувати різні роботи або набори робіт. Необхідно вказати в деякому розумінні найкращий розподіл робіт по блокам.

У всіх перерахованих класах задач теорії розкладів сукупність робіт і структура системи, що їх реалізовує, припускаються заданими і незмінними.

І. Найбільш відомою в теорії розкладів задачею впорядкування є задача побудови оптимального (в тому чи іншому розумінні) розкладу процесу обробки “деталей” деякою сукупністю “машин”.

Процес обробки кожної деталі включає послідовне виконання деякої множини операцій. Кожна операція виконується деякою машиною. Тривалість виконання кожної операції припускається відомою. Вона може бути як детермінованою, так і випадковою величиною.

Кожна машина одночасно вміє виконувати не більше одної операції.

При побудові найкращого, скажімо по швидкодії, розкладу процесу обробки всіх деталей необхідно вирішити, в якій саме послідовності повинні виконуватися операції кожною машиною.

Якщо одна і та ж операція може бути виконана не на одній машині, а на довільній із деякої сукупності машин, то поряд із впорядкуванням операцій необхідно провести і розподіл їх по машинам.

ІІ. Класичною задачею узгодженості є задача визначення тривалостей виконання робіт заданої сукупності з метою мінімізації сумарної вартості робіт при заданому загальному часі виконання всіх робіт сукупності.

Кожна робота характеризується тривалістю і вартістю її виконання. Припускається, що тривалість виконання робіт може змінюватися в заданих межах. Вартість виконання роботи залежить від тривалості.

Роботи розглядуваної сукупності не є незалежними. Для кожної роботи відома множина робіт, після виконання яких може бути почате виконання даної роботи.

Необхідно вибрати тривалість кожної роботи (в заданих межах) таким чином, щоб загальний час виконання всіх робіт не перевищував заданої величини, а сумарна вартість їх виконання була найменшою. Нас може цікавити також зменшення загального часу виконання всіх робіт при заданій сумарній вартості їх виконання.

ІІІ. Найпростішою розподільною задачею є задача балансування “складальної лінії”.

У цій задачі необхідно розподілити деяку сукупність робіт по робочим місцям, розміщеним у лінію. Для кожної роботи відома тривалість її виконання і множина робіт, після завершення яких може бути почате виконання даної роботи.

Із врахуванням заданих відношень порядку роботи розподіляються таким чином, щоб сумарний час виконання робіт на кожному робочому місці не перевищував задану величину, і число робочих місць було мінімальним.

Задачі теорії розкладів відрізняються числом виконуваних в системі робіт, характером поступлення їх в систему і порядком участі окремих машин у виконанні конкретної роботи. 

В залежності від характеру поступлення робіт розрізняють два види задач: статичні і динамічні.
В статичних задачах, якщо система вільна, в неї одночасно поступає певне число робіт. Після цього нові роботи не поступають і розклад складається для повністю визначеного і відомого наперед числа робіт.

В динамічних задачах виконання робіт відбувається неперервно. Роботи поступають в систему в деякі моменти часу, які можна передбачити тільки в статистичному значенні. Тому моменти наступних поступлень не визначені.

Отже, впорядкування в динамічних і статичних задачах потребує зовсім різних методів розв’язання.

Для класифікації задач теорії розкладів у подальшому використовується запис 
[image: image67.wmf]D
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А характеризує процес поступлення робіт. Для динамічних задач А являє собою функцію розподілу часу між поступленнями. Для статичних задач А відповідає числу одночасно поступивших робіт, якщо з цього приводу нічого спеціально не оговорено. Якщо на місці А стоїть n, то це означає довільне, але скінчене число робіт в статичному випадку.

В характеризує число машин в системі. Якщо на місці В стоїть m, то це означає довільну кількість машин.

С характеризує порядок (дисципліну) виконання робіт машинами. Якщо на місці С стоїть F, то це відповідає конвеєрній системі; якщо R – то випадковій; якщо G – довільній. Для системи, що складається з одної машини, вказані дисципліни гублять зміст, і тому для такої системи третій параметр опускається.

D характеризує критерій оцінки розкладу.

Загальна задача теорії розкладів, для якої розв’язок ще не отримано, запишеться так:
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впорядкувати 
[image: image69.wmf]n

 робіт в довільній системі із 
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 машин так, щоб мінімізувати максимальну тривалість проходження роботи.

Вхідні та шукані величини задачі

Різноманітність критеріїв, що використовуються для оцінки розкладів, частково обумовлена різними ситуаціями при їх складанні. Щоб врахувати особливості, характерні кожній із таких ситуацій, вводяться додаткові величини, які відображають їх специфіку. Часто вибір того чи іншого критерію диктується можливостями розв’язання задачі, і ці критерії виявляються відмінними від найбільш природних.

У цьому пункті вводяться величини, які використовуються далі як критерії оцінки розкладів, та вводяться деякі відношення між цими величинами.

Необхідно чітко уявляти собі різницю між вхідними і шуканими величинами задачі. Вхідні визначаються специфікою розв’язуваної задачі. Шукані є результатом складання розкладу. Вхідні дані будемо позначати маленькими латинськими буквами 
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 а шукані – великими латинськими буквами 
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Вхідні величини.

Будемо говорити про систему із 
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 машин і вважати, що кожна машина ототожнюється з відповідним індексом 
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 – момент готовності, або момент появи, або момент поступлення. Ця величина являє собою момент поступлення 
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-ї роботи в систему із деякого зовнішнього джерела. Суттєво, що 
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 є мінімальний можливий час початку першої із операцій роботи 
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 – плановий строк. Ця величина являє собою момент, до якого 
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-а робота повинна бути виконана.

Допустима тривалість проходження роботи в системі дорівнює 
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Робота 
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 складається з 
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 операцій. Для кожної операції задається набір наступних величин: 
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 – номер машини, на якій виконується операція 
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 – тривалість виконання операції, тобто довжина інтервалу часу, необхідного машині 
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 для виконання операції 
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Нехай 
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 — загальна тривалість всіх операцій роботи 
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Нерідко робота складається із окремих частин, кожна з яких вимагає аналогічного виконання. В цих випадках вся робота визначається як сума її складових частин, а тривалість кожної її операції виражається добутком тривалості відповідної операції одної її частини на загальне число частин. Далі будемо вважати, що число частин, із яких складається робота, нам відоме до складання розкладу, і воно не змінюється після його складення.

Нарешті, припустимо, що 
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 включає в себе всі настройки машини, що передують виконанню операції, і всі перенастройки її після виконання операції. Це означає, що час, необхідний для підготовки машини до виконання деякої операції, не залежить від того, яку операцію останньою виконувала машина. У більшості випадків таке припущення є хорошим наближенням до дійсності, і значно спрощує математичну модель.

Шукані величини задачі.

В задачах “ідеального” впорядкування встановлюється тільки послідовність виконання операцій кожної роботи. Другими словами, це означає, що знаходиться тривалість очікування початку кожної операції кожної роботи.

Позначимо через 
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 інтервал часу між закінченням 
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-ої операції 
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-ої роботи. Тоді загальна тривалість очікування для роботи і рівна сумі тривалостей очікування всіх її операцій:
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Результатом складання розкладу завжди є задання множини чисел 
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Найбільш важливими величинами, що є функціями 
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, будуть:

1) момент закінчення роботи;

2) тривалість проходження роботи в системі;

3) різниця між плановим строком і моментом фактичного закінчення роботи.

Ці величини позначаються наступним чином:
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 – момент закінчення роботи і, тобто момент закінчення її останньої операції: 
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 – тривалість проходження роботи і в системі, тобто:
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Тривалість проходження називають ще циклом обробки або виробничим циклом.

Часове зміщення 
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 роботи 
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 дорівнює
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Визначимо запізнення 
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Часове зміщення, запізнення та випередження оцінюють фактичний час закінчення роботи в порівнянні з її плановим строком. Часове зміщення кожної роботи може мати любий знак. Якщо воно додатне, тобто робота завершується після планового строку, то воно дає значення запізнення, а якщо від’ємне, тобто робота завершується до планового строку, то модуль зміщення дає значення випередження.

Розклад повністю описується множиною величин 
[image: image118.wmf]ij
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. Два розклади для одної й тої ж задачі тотожні, якщо їх множини 
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 ідентичні. Але можна, наприклад, вважати еквівалентними всі розклади, в яких співпадають моменти закінчення робіт (це не строга тотожність).

Взагалі, встановлення критерію оцінки в теорії розкладів означає задання множини еквівалентних класів і відношення переваги серед них. Наприклад, прийняття середнього значення часу закінчення роботи в якості критерію оцінки розкладу означає:

1) всі розклади, в яких однаковий середній час закінчення роботи 
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, еквівалентні, так що все рівно, який із них вибрати;

2) розклад із середнім 
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 має перевагу над розкладом із середнім 
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Розклад 
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 є оптимальним відносно деякого критерію, якщо він належить еквівалентному класу 
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 такому, що не існує якого-небудь (не пустого) класу, який має перевагу над 
[image: image126.wmf]{

}

'

S

.

До критеріїв оцінки відносять середнє і максимальне значення моментів часу закінчення робіт і тривалість проходження, а також середні і максимальні значення часового зміщення і запізнення. Усі ці критерії належать до одного класу регулярних критеріїв. Регулярний критерій 
[image: image127.wmf]M

 є зростаючою функцією моментів закінчення кожної із 
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Таким чином, якщо 
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Середні значення приведених вище величин тісно зв’язані один з одним. Для довільної роботи мають місце наступні співвідношення: 
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У випадку n робіт складається 
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 відповідних співвідношень
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Поділивши кожний член написаної рівності на 
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, отримаємо
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У кожному конкретному випадку, 
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 і 
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 задані й не залежать від ввідного впорядкування. Тому для всякого розкладу 
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 відрізняється від 
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 точно на 
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, від 
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 – точно на 
[image: image147.wmf]d

 і т.д. Звідси слідує, що розклад, оптимальний відносно 
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, оптимальний відносно 
[image: image149.wmf]C

 і 
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.

Так як кожна із наведених величин визначається тривалістю очікування, то середні тривалість очікування також є регулярним критерієм


[image: image151.wmf]i

i

i

i

p

W

r

C

+

+

=

,


[image: image152.wmf]n

p

n

W

r

C

n

i

i

n

i

i

å

å

=

=

+

+

=

1

1

.

Оскільки у виразі для 
[image: image153.wmf]C

 перший і останній члени сталі, то розклад, що мінімізує середній час очікування робіт, мінімізує також середню тривалість очікування.

Середнє запізнення і середнє випередження зв’язані із середнім часовим зміщенням співвідношеннями
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Відмітимо, що звідси не слідує, що розклад, який мінімізує середнє запізнення, мінімізує також середнє зміщення.

Критерії оцінки системи

Іноді буває зручно оцінювати розклад величинами, які відносяться не до робіт, а до системи обслуговування. Із цих величин найбільш важливими є коефіцієнт використання та об’єм роботи в системі. Коефіцієнт використання характеризує виробничу потужність машини й представляє відношення тривалості зайнятості її виконанням роботи до загального часу, коли вона доступна і може бути використана.

Припускається, що всі машини доступні на протязі виконання всіх 
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 робіт, тобто від 
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 до 
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 і всі роботи з’являються в системі одночасно. При цих припущеннях коефіцієнт використання обернено пропорційний максимальній тривалості проходження:
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Існує два принципово різних способи вимірювання об’єму роботи, що міститься в системі: можна рахувати число робіт, що знаходяться в системі, або їх сумарну тривалість.

Для вираження роботи, що міститься в системі, використовують наступні величини:
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 – число робіт у системі в момент часу 
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 — середнє число робіт в системі на протязі інтервалу часу 
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 – сумарна тривалість виконання всіх операцій для всіх робіт, що знаходяться в системі в момент часу 
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. Ця величина називається об’ємом роботи;
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 – середній об’єм роботи за інтервал часу 
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Розклад і вартість

Практично, питання про те, коли і в якому порядку виконуються роботи, як правило, впливає на величину витрат, пов’язаних із їх виконанням, але в ідеалізованих задачах чистого впорядкування цей вплив не враховується. 

Припущення, що множина робіт визначена наперед і не залежить від впорядкування, означає, що загальний прибуток системи фіксований або ніяк не зв’язаний із розкладом.

Припущення, що ефективність використання обладнання також не залежить від розкладу, означає, що нами ігноруються всі вартості, що зазвичай називаються прямими цінами. В дійсності ціни, які можуть бути поставлені у відповідність розв’язкам чистого впорядкування, являють собою в більшій степені ціни виробництва, ніж ціни товарів.

Існує три види вартості, якими визначається складений розклад. Це вартість експлуатації машини, вартість зберігання робіт і вартість їх затримок.

Витрати на зберігання зазвичай оцінюються в 2-3% від вартості запасів у місяць. Вони залежать від фізичного об’єму запасів. У залежності від обставин, витрати можуть визначатися числом робіт, об’ємом незавершеної чи завершеної роботи. Завжди існують економічні причини, що змушують прагнути до зменшення середніх розмірів запасів. Цим пояснюється прагнення зменшити середню тривалість проходження робіт. Це прагнення також пояснюється конкуренцією, так як зменшення тривалості проходження дозволяє виробити більше товарів і, відповідно, знизити ціни.

Коефіцієнт використання є дуже важливим економічним фактором, що характеризує складений розклад. Якщо розклад такий, що простої приладів у ньому мінімальні або мінімальна середня тривалість проходження робіт, то це означає, що ті ж самі прилади за один і той же час виконують більшу роботу, ніж при іншому розкладі. З другої сторони, правильно складений розклад дозволяє виконати ту саму роботу меншою кількістю приладів.

У ряді випадків більш зручною економічною оцінкою є вартість затримки.

Деякі області застосування результатів теорії розкладів

у інформатиці та обчислювальній техніці

1. Організація великих інформаційних систем – створення апаратно-програмних комплексів паралельної обробки даних (масово-паралельних систем МРР).

2. Вдосконалення мікроархітектури процесорів (одна із особливостей процесора Р6   – наявність блоку диспетчера/обробки, який планує розклад обробки суб’єктів мікрооперацій з урахуванням їх взаємозалежності за даними та наявним ресурсом).

3. Розробка програмного забезпечення планування колективної роботи (управління проектами).

Методи розв’язання задач теорії розкладів

“Часовий” характер задач теорії розкладів виділяє їх в особливий клас, що суттєво відрізняється від “об’ємних” економічних задач. Якщо в останніх вимагається відповісти на питання що і скільки виготовляти, то в задачах теорії розкладів необхідно визначити коли, в якій послідовності виконувати роботи. Ця відмінність в сутності задач визначає відмінності в методах і можливостях їх розв’язання. Для задач об’ємного характеру розвинутий досить сильний апарат, головним чином математичного програмування, який дозволяє з успіхом добиватися їх розв’язків. Для задач теорії розкладів такий апарат розвинутий ще досить слабо.

Пошук оптимального чи близько до оптимального розкладу здійснюється за допомогою одного з чотирьох підходів:

1) математичного програмування;

2) комбінаторного;

3) евристичного;

4) статистичного (ймовірнісного).

1. Математичне програмування та теорія розкладів

Основи теорії розкладів розвивались в той час, коли математичні моделі почали застосовуватися для розв’язання економічних задач. Робилися змоги побудувати математичні моделі й для задач теорії розкладів. При цьому зіткнулися з такою проблемою. У математичній моделі система обмежень відображає те положення речей, що деяка сукупність умов повинна виконуватись сумісно. В задачах теорії розкладів ряд умов повинні виконуватись альтернативно: або 
[image: image170.wmf]і

-а робота запускається раніше 
[image: image171.wmf]j

-ої, або навпаки.

Формулювання загальної задачі складання розкладу в термінах

 лінійного цілочисельного програмування

Нехай маємо систему із 
[image: image172.wmf]n

 робіт та 
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 машин. Кожна робота складається із 
[image: image174.wmf]i
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 операцій. Кожній операції приписується три індекси:
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 – номер роботи, що містить цю операцію;
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 – номер операції в середині роботи, 
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 – номер машини, на якій операція повинна виконуватися.

 Обмеження на час і порядок виконання операцій машинами такі:

1) кожна машина виконує одночасно не більше одної операції;

2) операції виконуються у вказаній послідовності;

3) ніякі дві операції, що відносяться до одної роботи, не виконуються одночасно.

Для спрощення викладу і позначень приймемо, що кожна робота вимагає в точності одного виконання на кожній із машин 
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Нехай 
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 машиною 
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[image: image184.wmf]ik

t

– момент початку виконання роботи 
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 машиною 
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 (дорівнює        початку виконання відповідної операції роботи 
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 машиною 
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Із того, що кожна машина в один момент часу може виконувати не більше одної роботи, випливає, що для кожної пари робіт 
[image: image189.wmf]I

 та 
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 виконується лишень одна із нерівностей:
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Таке обмеження типу “або-або” не можна описати в рамках звичайного лінійного програмування і вимагає введення цілочисельних змінних.
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Зрозуміло, що із двох величин 
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 і 
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 досить задати одну.


Тепер сформульовані вище обмеження типу “або-або” можна записати у вигляді двох умов, кожна із яких повинна бути виконана:
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де 
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 – досить велика константа, вибрана так, щоб виконувалась тільки одна із двох умов: 
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Нехай 
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 передує 
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. Тоді (3) повністю співпадає з другою умовою “або-або” в (1), а (2) завдяки великому параметру 
[image: image204.wmf]M

 перетворюється в зайве обмеження, яке не суперечить цілій системі в цілому.
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– момент початку виконання операції 
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 роботи 
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. Тоді для всіх операцій, крім останньої операції кожної роботи повинна мати місце нерівність
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Отже, для задачі з 
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 машинами та 
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 роботами множина змінних і обмежень виглядає наступним чином:

 змінні
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Навіть для невеликих задач виходить дуже велика система нерівностей: якщо 
[image: image224.wmf]4
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, то число змінних буде 220, а обмежень – 390.

Цільові функції можуть бути різними. Так, мінімізація сумарного часу завершення робіт рівносильна мінімізації суми моментів початку виконання останніх операцій всіх робіт:
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При мінімізації максимального часу завершення робіт 
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 додається обмеження виду
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де 
[image: image229.wmf]-
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змінна, яку потрібно мінімізувати.

При застосуванні методів математичного програмування для розв’язання задач теорії розкладів характерна експоненціальність часу розв’язання задачі. До прийомів, які найбільш широко використовуються для скорочення перебору відносяться прийоми, що базуються на методі гілок і границь або на методі наявного перебору. Ці прийоми полягають у побудові  “часткових розв’язків”, представлених у вигляді дерева пошуку та застосуванні методів побудови оцінок, що дозволяють відсікати безперспективні частинні розв’язки. Але навіть досконалі прийоми скорочення перебору не дозволяють уникнути експоненціальної трудоємності. 

2. Комбінаторний підхід

Зводиться до цілеспрямованої перестановки пар робіт у деякій вихідній послідовності, поки не буде отриманий оптимальний (близький до оптимального) розв’язок.

Згадаємо спочатку визначення таких понять, як задачі класу 
[image: image230.wmf]P

, ефективні алгоритми та 
[image: image231.wmf]NP

-повні задачі.

Під ефективним алгоритмом розуміють алгоритм, для якого число необхідних кроків росте як поліном від розміру вхідної задачі. Задачі, що мають ефективні (поліноміальні) алгоритми розв’язання, належать класу 
[image: image232.wmf]P

-задач.

Клас 
[image: image233.wmf]NP

-задач володіє наступними властивостями:

1) ніяку 
[image: image234.wmf]NP

-повну задачу не можна розв’язати ніякими відомими поліноміальними алгоритмами;

2) якщо існує поліноміальний алгоритм для деякої 
[image: image235.wmf]NP

-повної задачі, то існує поліноміальний алгоритм для всіх 
[image: image236.wmf]NP

-повних задач.

Практичне значення 
[image: image237.wmf]NP

-повноти полягає в наступному: такі задачі по суті важкорозв’язні з обчислювальної точки зору, вони не піддаються ефективному алгоритмічному розв’язанню і для алгоритму, що коректно розв’язуватиме 
[image: image238.wmf]NP

-повну задачу, знадобиться в гіршому випадку експоненціальна кількість часу і, отже, він не буде застосованим на практиці ні до яких, за винятком дуже малих, задач.

Приклад. Задача Джонсона (поліноміально розв’язна задача).
Маємо конвеєр із двох машин: 
[image: image239.wmf]2
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. Кожна робота складається із двох операцій з тривалостями 
[image: image240.wmf]i
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 та 
[image: image241.wmf]i
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. Мінімізується загальний час обслуговування робіт.

Послідовність, мінімізуюча загальний час роботи, така: спочатку запускаються роботи, для яких 
[image: image242.wmf]i
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 у порядку неспадання 
[image: image243.wmf]i
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, далі всі роботи, для яких 
[image: image244.wmf]i
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 в порядку незростання 
[image: image245.wmf]i
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 (тим самим мінімізуються простої другої машини із-за того, що перша ще не встигла обробити деяку роботу). Доведена оптимальність такої послідовності. Однак на випадок 
[image: image246.wmf]2
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 результати не поширюються. 
[image: image247.wmf]NP

-повнота задачі є вагомим доводом при обґрунтуванні необхідності побудови наближених чи евристичних алгоритмів її розв’язання, застосування схем направленого перебору варіантів (таких, як метод послідовного конструювання, аналізу та відсіювання варіантів (узагальнення методу гілок і границь)), а також при обґрунтуванні необхідності, дослідження частинних випадків задачі.

Павловим О.А. та ін. запропонований такий шлях розв’язання         
[image: image248.wmf]NP

-повних задач:

1) досліджується важкорозв’язна задача і знаходяться теоретичні властивості, яким задовольняється їх оптимальний розв’язок;

2) на основі цих властивостей розробляється поліноміальний алгоритм розв’язання, при цьому вводиться поняття поліноміальної розв’язності задачі із класу 
[image: image249.wmf]NP

, під яким розуміється існування поліноміального алгоритму, що задовольняє наступним умовам: 

а) якщо при розв’язанні довільної індивідуальної задачі виконуються певні аналітичні умови, то ця індивідуальна задача розв’язується строго (тобто отримано строго оптимальний розв’язок);

б) у результаті роботи поліноміального алгоритму завжди відомо розв’язана чи ні дана індивідуальна задача точно;

с) поліноміальний алгоритм є ефективним і статистично значимим, тобто при моделюванні довільних індивідуальних задач у більшості випадків отримані розв’язки є точними.

3. Евристичні та ймовірносні методи

Незадовільний стан розвитку точних методів розв’язання задач теорії розкладів обумовив розробку наближених методів, що дозволяють отримати прийнятні розв’язки при порівняно невеликих витратах часу та засобів. Умовно наближені методи поділяються на евристичні та ймовірносні.

Евристичні алгоритми засновані на прийомі, який називається прийомом зниження вимог. Він полягає у відмові від пошуку оптимального розв’язку за прийнятний час. Евристичні алгоритми використовують різні розумні висновки без строгих доведень. 

Широко застосовується так званий метод локального пошуку. При цьому наперед вибрана множина перестановок використовується для послідовного покращення початкового розв’язку до тих пір, поки таке покращення можливе. У противному випадку виявляється досягнутим локальний оптимум.

Ще один із напрямків евристичних методів розв’язання задач теорії розкладів полягає у формуванні правил або функцій надання переваг (пріоритетів). Для кожної 
[image: image250.wmf]i

-ої роботи із множини очікуючих виконання робіт, обчислюється значення функції 
[image: image251.wmf]i

f

 пріоритету і вибирається та робота, для якої 
[image: image252.wmf]i

f

 досягає максимуму чи мінімуму.

Приклади правил пріоритетів:

1. Правило SPT (shortest processing time). Перевага надається тій роботі (операції) з множини готових до обробки на звільненій машині, в якої час виконання на цій машині мінімальний.

2. Правило LRT (longest remaining time). Вимагає вибору напруженої роботи, тобто тої, в якої сума часу виконання операцій, що залишилися, максимальна.

3. Правило LPT (longest processing time). Перевага надається тій роботі (операції) із множини готових до обробки на звільненій машині, в якої час виконання на цій машині максимальний.

Перевагою евристичних методів є зручність реалізації їх на ЕОМ навіть при розв’язанні громіздких задач.

Недоліки евристичних методів полягають у складності оцінки близькості отриманих розкладів до оптимального. Крім того, для кожної функції пріоритету існують задачі, для яких застосування даної функції приводить до поганих результатів. Один із шляхів удосконалення метода функцій пріоритетів полягає в їх прив’язці до класів задач.

Ймовірносні методи пов’язані з 
[image: image253.wmf]k

-кратним моделюванням розкладів. Вибір робіт із множини очікуючих виконання здійснюється випадковим чином. Після 
[image: image254.wmf]k

-кратного застосування вибирається найкращий розклад, який приймається за розв’язок задачі. При цьому розрізняють:

а)   ненаправлений випадковий пошук;

б)   направлений випадковий пошук без самонавчання;

в)   направлений випадковий пошук із самонавчанням.
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