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Детерміновані задачі впорядкування

3.1. Системи обслуговування з одним приладом.

3.2. Системи обслуговування з декількома приладами.

3.3. Неодночасне поступлення робіт. Переривання. 

Тривалість настройки, залежна від впорядкування.

3.4. Впорядкування при наявності обмежень на можливі

варіанти розкладів.

3.5. Розклади для систем конвеєрного типу.

3.1. Системи обслуговування

з одним приладом

1. Перестановочні розклади.

2. Інтервали черговості.

3. Впорядкування за мінімумом тривалості робіт.

4. Впорядкування у відповідності з директивними строками.

5. Впорядкування у відповідності з резервом часу.

У даному розділі припускається, що кожна робота складається тільки з одної операції. В цьому випадку множину робіт можна розбити на групи в залежності від виду операції й кожна машина, виконуюча певну операцію, не залежить від других. Отже, можна обмежитися складанням розкладу тільки для одної машини та виконуючою нею підмножиною робіт, які виконуються цією машиною.

Будемо вважати, що число робіт 
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 скінчене і відоме наперед, і що всі вони повинні бути виконані. Крім того, вважаємо, що машини використовуються тільки для виконання розглядуваних робіт, що вони завжди доступні й не виходять з ладу. Далі приймемо, що всі 
[image: image2.wmf]n

 робіт поступають в систему одночасно, так що при складанні розкладу процес обслуговування може початися з довільної з них, і що виконання кожної з робіт відбувається або без настройки машини, або настройка не залежить від попередньої роботи. В останньому випадку тривалість настройки перед якою-небудь роботою залежить тільки від самої роботи, і цю тривалість можна приєднати до тривалості роботи, що виконується.

Будемо покладати, що:
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, тобто є тільки одна машина;
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, тобто кожна робота складається з одної операції;


[image: image5.wmf]0

=

i

r

, тобто всі роботи поступають одночасно;
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, тобто тривалість роботи є довільною величиною, що задається наперед і не залежить від розкладу;
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, тобто допустима тривалість проходження співпадає з плановим строком, так як 
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, тобто тривалість очікування роботою 
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 початку її виконання не залежить від другого індексу, так як робота складається з однієї операції;
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, тобто момент закінчення роботи рівний тривалості проходження роботи.

Перестановочні розклади

У складних випадках можуть бути корисними розклади, які допускають переривання (коли виконання роботи переривається до її завершення і робота видаляється з машини) та штучно вводимі простої (коли машина простоює при наявності очікування виконання роботи).


Теорема. Для системи 
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 робіт на 1 машині) розклад, оптимальний відносно регулярного критерію, належність класу, який виключає переривання або штучні простої.

Доведення.

1) Випадок штучних простоїв.

Розглянемо розклад 
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, який містить простої на відрізку від 
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Існує розклад 
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, який відрізняється від розкладу 
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 тільки тим, що машина не простоює на відрізку 
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 і всі події, що відбуваються після 
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, випереджають відповідні події 
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 на 
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. При цьому, очевидно, не змінюються моменти закінчення робіт, що відбуваються до 
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, а для робіт, що закінчуються після 
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, моменти закінчення для 
[image: image26.wmf]S

 зсуваються вліво на 
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, так що значення регулярного критерію для 
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 не перевищує його значення для 
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. Тому оптимальний розклад належить 
[image: image32.wmf]S

¢

, тобто класу без простоїв.

2) Випадок переривань.

Розглянемо розклад 
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, при якому робота 
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 починає виконуватися в момент 
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 і в момент 
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, що передує її закінченню, переривається роботою 
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. (Нехай 
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 не переривається). В момент часу 
[image: image39.wmf]3

t

 робота 
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 знову відновлюється і продовжується до її повного завершення.

Розклад 
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Розклад 
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Тепер розглянемо розклад 
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, який відрізняється від 
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 тим, що першою виконується робота 
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. В результаті отримуємо, що в 
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 закінчиться раніше тільки робота 
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, а моменти закінчення інших робіт не зміняться. Тому значення любого регулярного критерію для 
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 не перевищує його значення для 
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. Якщо в розкладі 
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 виконання роботи 
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 переривається другими роботами, то можна повторити описану процедуру перестановки перериваючих робіт перед 
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 до тих пір, поки робота 
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 не буде виконуватись без переривань. В результаті всіх цих перестановок регулярний критерій не збільшиться. Із сказаного вище випливає, що оптимальний розклад належить класу 
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, що не містить переривань.

Теорему доведено.

Основним результатом доведеної теореми є те, що пошук оптимального розкладу повинен проводитися в класі перестановочних розкладів.

Найбільш поширений спосіб оцінки якості розкладу для детермінованої системи обслуговування полягає в наступному. Кожному розкладу 
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 відповідає вектор 
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 моментів закінчення обслуговування вимог при цьому розкладі. Задається дійсна неспадна функція 
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 змінних 
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. Якість розкладу 
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 характеризується значенням цієї функції при 
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. З двох розкладів кращим вважається той, якому відповідає менше значення 
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. Розклад якому відповідає найменше значення 
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, називається оптимальним.

При заданні функції 
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 кожній роботі 
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 ставлять у відповідність деяку неспадну функцію 
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, яка в кількісному відношенні виражає “штраф”, який потрібно “заплатити”, якщо обслуговування роботи 
[image: image68.wmf]i

 закінчиться в момент часу 
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. Якість розкладу 
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 характеризується сумарним або максимальним штрафом, який необхідно заплатити при обслуговуванні роботи за цим розкладом, тобто
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Якщо всі вимоги поступають на обслуговування одночасно (
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), то при пошуку оптимального розкладу можна обмежитися розглядом класу 
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 розкладів без переривань і простоїв обслуговуючого приладу. В цьому випадку кожний розклад 
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 однозначно визначається послідовністю обслуговування вимог ( перестановкою 
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 елементів множини 
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. При такому розкладі робота 
[image: image79.wmf]k

i

 починає виконуватися в момент часу 
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 і завершується в момент часу 
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, то задача пошуку оптимального розкладу зводиться до пошуку найкращої перестановки серед 
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 перестановок множини 
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Постановка задачі.

Всі вимоги поступають в чергу одночасно (
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), кожній вимозі 
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 поставлена у відповідність неспадна функція штрафу 
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. Необхідно побудувати розклад 
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, якому відповідає найменше значення 
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, тобто необхідно знайти таку перестановку 
[image: image94.wmf]*

p

, якій відповідає найменше значення 
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Алгоритм побудови оптимальної перестановки.

1. Покладемо 
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2. Обчислимо значення 
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 і виберемо найменше з них (або одно з найменших, якщо їх декілька). Нехай цим значенням буде 
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3. Покладемо 
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4. Обчислимо значення 
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 та виберемо найменше з них ( 
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5. Продовжуючи цей процес отримаємо перестановку 
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Цей алгоритм може бути використаний і у випадку, коли на множині 
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 задано відношення строгого порядку. В цьому випадку вибір вимог 
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 здійснюється серед тих вимог множини 
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, які можуть обслуговуватися останніми. Вибір вимог 
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 здійснюється серед тих вимог множини 
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, які можуть обслуговуватися останніми в цій множині і т.д.

Приклад

На ЕОМ необхідно розв’язати 6 задач, тривалість розв’язання і функції штрафу яких наведено в таблиці.
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Задачі взаємопов’язані. При їх розв’язанні потрібно дотримуватись порядку, який задається такою схемою:

Розв’язання.

Маємо 
[image: image119.wmf]T

=8. Оскільки останніми можуть розв’язуватися задачі 3, 4, 5, то обчислюємо 
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 вибираємо задачу 4.

Множина 
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 останніми можуть розв’язуватися задачі 3 і 5. Маємо 
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 останніми можуть розв’язуватися задачі 2 і 5. Маємо 
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Множина 
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Розглянемо задачу мінімізації сумарного штрафу 
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Інтервали черговості
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Якщо першою обслуговується вимога 
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Таким чином, вказані три пари функцій володіють властивістю незалежності знаку величини 
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Теорема. Нехай 
[image: image319.wmf])

(

x

i

j

, 
[image: image320.wmf])

(

x

j

j

 – строго зростаючі достатньо гладкі (існує третя похідна) на 
[image: image321.wmf](

)

+¥

¥

-

;

 функції. Для того, щоб знак величини 
[image: image322.wmf])

(

t

R

ij

 не залежав від 
[image: image323.wmf]t

, 
[image: image324.wmf](

)

+¥

¥

-

Î

;

t

 при довільних 
[image: image325.wmf]i

t

, 
[image: image326.wmf]j

t

, необхідно і досить, щоб:

1) 
[image: image327.wmf]k

k

k

b

x

a

x

+

=

)

(

j

, 
[image: image328.wmf]j

i

k

,

=

, або

2) 
[image: image329.wmf]k

x

k

k

b

e

a

x

+

=

a

j

)

(

, 
[image: image330.wmf]j

i

k

,

=

, або

3) 
[image: image331.wmf]k

k

b

x

f

x

+

=

)

(

)

(

j

, 
[image: image332.wmf]j

i

k

,

=

.

Можна показати, що при достатньо загальних припущеннях відносно функції штрафу 
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 будь-який заданий інтервал можна перетворити в інтервал черговості того чи іншого типу.

Особливий інтерес представляє виявлення умов, при яких заданий інтервал буде інтервалом черговості незалежно від конкретних значень 
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Знання інтервалів черговості в значній мірі прискорює процес пошуку оптимальної послідовності обслуговування вимог і в ряді випадків приводить до дуже простих способів її побудови.
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Для того, щоб послідовності 
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Впорядкування за мінімумом тривалості робіт

Впорядкування для системи 
[image: image361.wmf]1
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 схематично можна представити так:




Загальна площа фігури, обмеженої осями координат і зовнішньою ступінчатою лінією, дорівнює сумі тривалостей проходження робіт. Відмітимо, що площа всіх прямокутників, що містяться між зовнішньою і внутрішньою ступінчастими лініями, не залежить від впорядкування. Разом з тим, площа між осями координат і ступінчатою ламаною залежить від перестановки прямокутників і, отже, від розкладу.







Рис. 3.1.

Як видно з рисунка 3.1, кожний прямокутник можна замінити вектором з кутовим коефіцієнтом 
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 і рівним по довжині діагоналі прямокутника. Тоді довільний розклад представляється у вигляді послідовності векторів, розміщених так, що кінець одного співпадає з початком другого. Інтуїтивно здається, що площа під такою векторною кривою буде мінімальною, якщо крива випукла вниз. На рисунку 3.1 показана така крива. Вона починається з вектора, який має максимальний модуль кутового коефіцієнта. Всі наступні вектори розміщені в порядку спадання модуля їх кутового коефіцієнта. Представлений на рисунку 3.1 графік відповідає такому порядку виконання робіт, що 
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 – означає тривалість роботи, що виконується в 
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 чергу).

В подальшому такий алгоритм впорядкування будемо називати впорядкуванням за мінімумом тривалості робіт (Shortest – processing – time sequensing) або скорочено SPT.

Оптимальність впорядкування SPT встановлюється наступною теоремою.

Теорема. Середній час перебування робіт в системі 
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 мінімальний, якщо після впорядкування тривалості робіт не спадають:
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і максимальний, якщо після впорядкування тривалості робіт не зростають:
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Доведення.

Оскільки розглядаються тільки перестановочні розклади, то тривалість проходження для роботи, що виконується на 
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-ій позиції деякого розкладу, дорівнює
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Середня тривалість проходження для 
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 робіт визначається як
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Відомо, що сума попарних добутків членів двох числових послідовностей має мінімальне значення, якщо одна із цих послідовностей зростає, а друга спадає. Так як коефіцієнти 
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 зменшуються із збільшенням 
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, то мінімум середньої тривалості проходження досягається тільки в тому випадку, коли 
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 з ростом 
[image: image376.wmf]i

 зростають або, по крайній мірі, не спадають. Сума попарних добутків досягає максимального значення, якщо обидві послідовності впорядковані однаково, тобто роботи виконуються в порядку зменшення або, по крайній мірі, незростання їх тривалості.

Теорему доведено.

Таким чином:

1. Якщо розклад не належить класу SPT-розкладів, то існує 
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 таке, що 
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2. Розклад можна покращити перестановкою порядку виконання робіт 
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 і 
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3. Довільний із 
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 можливих розкладів для 
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 робіт зводиться до розкладу SPT послідовними перестановками так, що розклад кожного наступного кроку буде кращим розкладу попереднього.

Дослідження розкладу методом попарних перестановок сусідніх за черговістю робіт досить зручне, але не завжди приводить до цілі. Цей метод непридатний і в ряді випадків для системи 
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Наприклад, розглянемо систему 
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Критерієм оцінки розкладу служить 
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причому критерій 
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 являє собою регулярний критерій. Всі 6 можливих послідовностей виконання робіт цієї задачі зображені на рисунку 3.2.





     

Рис. З.2.

Стрілки на цьому рисунку з’єднують послідовності, які відрізняються одна від одної попарною перестановкою сусідніх по черзі робіт. Кожне впорядкування має по два таких зв’язки. Розклад оцінюється сумарною затримкою всіх робіт.

Якщо прийняти за вихідний розклад 
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, то не існує попарної перестановки роботи, що покращує розклад, і можливості методу попарних перестановок виявляються вичерпаними раніше, ніж досягається оптимум 
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. Тут справа в тому, що використаний критерій не транзитивний. Дійсно, з порівняння 
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 повинно передувати 
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 повинно передувати 
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. Однак звідси ще не випливає, що 
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 повинно передувати 
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. Взагалі, взаємне розміщення двох робіт залежить від порядку виконання третьої роботи. Наприклад, якщо 
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 виконується третьою, то 
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 повинно передувати 
[image: image401.wmf]a

 (порівняємо 
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 виконується першою або другою, то 
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 повинно передувати 
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 (порівняємо 
[image: image407.wmf](

)

bac

S

 і 
[image: image408.wmf](

)

bca

S

, а також 
[image: image409.wmf](

)

abc

S

 і 
[image: image410.wmf](

)

cba

S

).

За допомогою аналогічного доведення можна показати, що в розглядуваному випадку оптимальним буде розклад SPT, якщо за критерій оптимальності прийняти мінімум одного із середніх: часу закінчення роботи, тривалості очікування або часового зміщення. Очевидно, що SPT-розклад мінімізує і ряд других характеристик: мінімальну тривалість проходження, мінімальний час закінчення робіт, максимальну тривалість очікування і мінімальну ненульову тривалість очікування.

Якщо впорядкувати за максимумом тривалості роботи (longest – processing – time sequencing або скорочено LPT), тобто виконувати роботи в порядку зменшення їх тривалості, то величини, що досягають мінімуму при SPT, будуть максимальними при LPT.
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