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Для побудови множини 
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 на кожному кроці алгоритму достатньо виконати не більше 
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 операцій. Отже, загальне число операцій алгоритму не перевищує 
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Теорема.
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-розклад є оптимальним (за швидкодією) розкладом обслуговування вимог множини 
[image: image20.wmf]N

 двома приладами.

Зауваження. 
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-розклад, взагалі кажучи, не оптимальний, якщо 
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Ідентичні прилади. Директивні строки.

Однакові тривалості

1. Розглянемо задачу побудови розкладу обслуговування частково впорядкованої множини вимог, що мають однакові довжини тривалості обслуговування, паралельними ідентичними приладами, при яких не порушуються директивні строки. Припускається, що граф редукції відношення строгого порядку являється вхідним деревом або число приладів рівне двом.
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 паралельними ідентичними приладами. Вимоги поступають в чергу на обслуговування одночасно в момент часу 
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Необхідно побудувати допустимий відносно 
[image: image45.wmf]®

 розклад 
[image: image46.wmf]S

 обслуговування вимог множини 
[image: image47.wmf]N

, при якому 
[image: image48.wmf]i

i

d

S

t

£

)

(

 
[image: image49.wmf])

,

1

(

n

i

=

. Тут 
[image: image50.wmf])

(

S

t

i
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. Такий розклад називається допустимим відносно заданих директивних строків.
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 вимог (що являють собою деяку перестановку вимог) та визначимо розклад, побудований у відповідності зі списком 
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[image: image62.wmf]l

 непоміченими. На кожному кроці виконуємо наступні дії.
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Побудований у відповідності з цим алгоритмом розклад будемо називати 
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Приклад 1.
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Рис.3.6

Приклад 2.

Нехай 
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Рис. 3.7.

2. Розглянемо задачу побудови допустимого відносно заданих директивних строків розкладу в припущенні, що граф 
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 являється вхідним деревом. Нагадаємо, що 
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Якщо 
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 обслуговувались без порушення директивних строків, необхідно обслуговування вимоги 
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 завершити не пізніше моменту часу 
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. Використовуючи цей факт, можна запропонувати наступний алгоритм модифікації директивних строків.

Алгоритм складається із 
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 кроків. На першому кроці покладаємо 
[image: image98.wmf]k

k

d

d

=

¢

 для кореня 
[image: image99.wmf]k

 дерева. На кожному наступному кроці вибираємо таку вимогу 
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Неважко бачити, що розклад допустимий відносно модифікованих директивних строків 
[image: image105.wmf]i

d

¢

 тоді і тільки тоді, коли він допустимий відносно початкових директивних строків 
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Таким чином, в подальшому можна говорити про розклад, допустимий відносно директивних строків, не уточнюючи, чи являються ці строки початковими чи модифікованими.

Теорема. Для того щоб існував допустимий (відносно директивних строків) розклад, необхідно і досить, щоб був допустимим 
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Таким  чином, якщо 
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 – вхідне дерево, 
[image: image112.wmf]0

=

i

r

 та 
[image: image113.wmf]1

=

i

t

 
[image: image114.wmf])

,

1

(

n

i

=

, то для  побудови допустимого відносно директивних строків розкладу (якщо він існує) достатньо: а) обчислити модифіковані директивні строки 
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Приклад
Нехай в умовах прикладу 2 значення директивних строків 
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Список 
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 вимог, впорядкованих по неспаданню значень 
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Рис. 3.8.

Відповідний цьому списку 
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На завершення цього питання відмітимо, що якщо всі директивні строки однакові, тобто 
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[image: image137.wmf]d

. Якщо в якості 
[image: image138.wmf]d

 взяти найменший директивний строк, при якому існує допустимий відносно цього строку розклад 
[image: image139.wmf]S

, то цей розклад являється, очевидно, оптимальним  по  швидкодії. Отже, в розглядуваному випадку (
[image: image140.wmf]G

 – вхідне дерево, 
[image: image141.wmf]n

i

t

r

i

i

,

1

,

1

,

0

=

=

=

) оптимальним за швидкодією розкладом являється 
[image: image142.wmf]l

-розклад, що відповідає списку 
[image: image143.wmf]l

, в якому вимоги впорядковані по незростанню висот.


3. Перейдемо до розглядуваного випадку, коли граф 
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Відмітимо, що якщо 
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Розклад допустимий відносно модифікованих директивних строків тоді і тільки тоді, коли він допустимий відносно вихідних директивних строків.


Теорема. Для того щоб існував допустимий (відносно директивних

строків) розклад, необхідно і достатньо, щоб був допустимим 
[image: image170.wmf]l

-розклад, що відповідає списку 
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Таким чином, якщо 
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 і відношення строгого порядку 
[image: image174.wmf]®

 задане в транзитивно замкненій формі, то для побудови допустимого відносно директивних строків розкладу (якщо він існує) достатньо:

а) обчислити модифіковані директивні строки 
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б) отримати список 
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 вимог, впорядкованих по неспаданню значень  
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в) побудувати  
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-розклад (не більше 
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В результаті виконання не більше 
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 операцій буде побудовано допустимий розклад, або зроблено висновок про те, що допустимого розкладу не існує.

Неважко бачити, що якщо всі вихідні директивні строки однакові 
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 вимог, впорядкованих по неспаданню модифікованих директивних строків, не залежить від величини 
[image: image185.wmf]d

, а визначається тільки видом графа 
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.

Отже, оптимальний за швидкодією розклад обслуговування частково впорядкованої множини вимог однакової тривалості двома приладами можна побудувати, поклавши всі вихідні директивні строки рівними одній і тій же величині (наприклад 
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) і застосувавши наведений вище алгоритм побудови допустимого відносно директивних строків розкладу.

Зауваження 1. Алгоритм побудови допустимого розкладу, описаний в п. 3, можна застосовувати й у випадку, коли моменти 
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 поступлення вимог відрізняються, а всі директивні строки однакові 
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Зауваження 2. Наведені в пунктах 2 і 3 алгоритми можна використати для побудови розкладу, допустимого відносно директивних строків з довжиною, що не перевищує заданого числа 
[image: image190.wmf].
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 Для цього достатньо покласти вихідні директивні строки, що більші від 
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 рівними 
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Ідентичні прилади.

Мінімізація максимального  часового зміщення

Розглянемо задачу побудови розкладу обслуговування вимог паралельними ідентичними приладами, якому відповідає найменше значення максимального часового зміщення. У випадку частково впорядкованої множини вимог припускається, що тривалості обслуговування вимог однакові, вимоги поступають в чергу на обслуговування одночасно і заборонені переривання; граф редукції відношення строгого порядку є вхідним деревом або число приладів рівне двом. У випадку невпорядкованої множини вимог моменти їх поступлення можуть бути різними і дозволені переривання.    

1. Вимоги множини 
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 паралельними ідентичними приладами. Вимога 
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 поступає в чергу на обслуговування в момент часу 
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 а бажаний (директивний) строк закінчення обслуговування рівний 
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 задано відношення строго порядку 
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, що  визначає можливу послідовність обслуговування вимог. Граф редукції цього відношення позначимо через 
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 допустимий відносно 
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Оптимальним розкладом будемо називати допустимий відносно 
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 розклад 
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, якому відповідає найменше значення функціоналу 
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 – часове зміщення в обслуговуванні вимоги 
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 –– момент закінчення обслуговування вимоги 
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 при розкладі 
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Значення 
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 будемо називати оптимальним значенням максимального часового зміщення.


Перш ніж перейти до безпосереднього опису алгоритмів побудови оптимальних розкладів, зробимо одне зауваження.

Для будь-якого допустимого відносно 
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 розкладу 
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 справедливі нерівності 
[image: image222.wmf])

(

)

(

max

S

L

d

S

t

i

i

+

£

 і 
[image: image223.wmf]).

(

max

S

L

L

£

*

 Отже, не існує допустимого відносно 
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 розкладу 
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 Тим самим задача побудови оптимального розкладу зводиться до знаходження найменшого значення 
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, при якому існує допустимий як відносно 
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 розклад. Цей розклад є шуканим оптимальним розкладом 
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Нижче розглядаються наступні частинні випадки задачі побудови оптимального розкладу:

а) 
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, заборонені переривання процесу обслуговування і граф 
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 і дозволені переривання.

2. Розглянемо випадки а) і б). Якщо відоме значення 
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 то для побудови оптимального розкладу можна, очевидно, скористатися алгоритмами побудови розкладів, допустимих як відносно 
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, так і відносно директивних строків, рівних 
[image: image242.wmf]*

+

L

d

i

 (див. пп. 2, 3 попереднього параграфу). Кожний із цих алгоритмів містить ту характерну особливість, що при будь-якому 
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Таким чином, для побудови оптимального розкладу у випадках а) і б) достатньо в якості директивних строків вибрати величини 
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 – достатньо велике число, і скористатися відповідними алгоритмами попереднього параграфа.

3. Розглянемо випадок в). Розв’язок задачі побудови оптимального розкладу будемо шукати, вибираючи пробні значення 
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 і перевіряючи, чи існує розклад 
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. Якщо такий розклад існує, то розглядуване значення 
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 будемо називати допустимим. Починаючи з деякого недопустимого значення 
[image: image251.wmf]t

, будемо збільшувати 
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 до тих пір, поки не отримаємо найменше допустиме значення 
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. В силу зробленого в п. 1 зауваження  це значення 
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 рівне 
[image: image255.wmf].

*

L

     

Побудову розкладу обслуговування вимог без порушення директивних строків у розглядуваному випадку можна виконати з використанням потокової моделі. Для кожного пробного значення 
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 потокова модель будується наступним чином. Нехай 
[image: image257.wmf]},

,......,

,

{

2

2

1

n

e

e

e

 де 
[image: image258.wmf]n

e

e

e

2

2

1

...

£

£

£

 – множина значень 
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 з меншим індексом відповідає значенню 
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. Пробне значення 
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 допустиме тоді і тільки тоді, коли величина максимального потоку в мережі рівна 
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 (тобто насичуються вихідні дуги мережі).

Структура мережі Г, очевидно, залежить від величини 
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. Значення 
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 будемо називати критичним, якщо існують такі 
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 Структура мережі залишається незмінною для всіх значень 
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, що містяться між двома послідовними критичними значеннями.

Значення 
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  будемо шукати в два етапи.

На першому етапі знаходимо 
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 – найбільше недопустиме критичне значення 
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На другому етапі виконуємо наступну процедуру для значень 
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. Знаходимо максимальну величину потоку  і значення пропускної здатності мінімального розрізу мережі, що відповідає значенню 
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Доведено, що побудова оптимального за швидкодією розкладу при довільних 
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 зводиться до побудови розкладу з найменшим значенням максимального часового зміщення при 
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Відмітимо також, що розкладу, якому відповідає найменше значення 
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, відповідає і найменше максимальне запізнення.

Різні прилади.

Мінімізація сумарного і максимального штрафів


Розглянемо ряд задач мінімізації сумарного і максимального штрафу за обслуговування вимог паралельними неідентичними приладами (і, в тому числі, задачі побудови оптимальних за швидкодією розкладів), для яких відомі поліноміально обмежені алгоритми розв’язання. 


1. Вимоги множини 
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 обслуговуються 
[image: image317.wmf]m

 паралельними приладами. Всі вимоги поступають в чергу на обслуговування одночасно в момент часу 
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 приладом 
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 рівна 
[image: image321.wmf].

0

³

iL

t

 Кожній вимозі 
[image: image322.wmf]i

 поставлена у відповідність неспадна функція штрафу 
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Задача мінімізації сумарного штрафу полягає в побудові розкладу 
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 обслуговування вимог множини 
[image: image325.wmf]N

, при якому функціонал
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 обслуговування вимог множини 
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приймає найменше значення.
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Якщо переривання обслуговування кожної вимоги заборонені, то розклад однозначно визначається розбиттям множини 
[image: image333.wmf]N

 на підмножини 
[image: image334.wmf]m

N

N

N

,

,

,

2

1

K

 (деякі з них, можливо, пусті) і заданням послідовності обслуговування вимог множини 
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Нижче розглядаються задачі мінімізації сумарного штрафу при забороні переривань у випадках, коли:
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2. Перейдемо до розгляду першої із вказаних задач. Необхідно побудувати розклад 
[image: image372.wmf]*

S

, якому відповідає найменше значення 
[image: image373.wmf](

)

å

=

n

i

i

S

t

1

*

.


Нехай 
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Умова (4) означає, що кожна вимога 
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Розглянемо допоміжну задачу. Дано два 
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Потрібно побудувати перестановку 
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 EMBED Equation.3  [image: image458.wmf].
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