Детерміновані задачі впорядкування

Розділ 3


Існує такий розклад 
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, що у співвідношенні (25) при 
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 має місце рівність. Опишемо спосіб побудови такого розкладу. Розклад 
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 будемо шукати в класі таких розкладів, що для кожного приладу існує не більше двох часових інтервалів, в кожному з яких цей прилад функціонує без простоїв, обслуговуючи вимоги неперервно одну за одною. Розклад такого класу однозначно визначають заданням двох наборів виду 
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 – назва приладу, 
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 – момент початку неперервного обслуговування вимог множини 
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 – тривалість простою приладу 
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 після завершення обслуговування вимог множини 
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 і до початку неперервного обслуговування вимог множини 
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Множину 
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 вимог розіб’ємо на дві підмножини 
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 вибираємо таку вимогу 
[image: image20.wmf]k

, що 
[image: image21.wmf]{

}

1

|

max

N

i

a

b

i

k

Î

³

, а серед вимог множини 
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 вибираємо вимогу 
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Розглянемо пару наборів
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де в якості 
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 вибрано довільні невід’ємні числа, що задовольняють умові
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Ця пара наборів визначає розклад, оскільки вимоги обслуговуються обома приладами в одній і тій же послідовності, причому до моменту початку обслуговування кожної вимоги приладом 
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 вона вже обслужена приладом 
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Опишемо процес перетворення цього розкладу в шуканий оптимальний розклад.

1) Припустимо, що 
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. Тоді із (26) слідує, що 
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. Введемо в розгляд пару наборів


[image: image34.wmf](

)

(

)

(

)

0

;

0

;

,

;

,

;

\

\

2

1

r

k

A

r

N

k

N

p

p

,


[image: image35.wmf](

)

(

)

(

)

{

}

(

)

0

;

0

,

max

;

;

,

,

;

\

\

2

1

N

b

N

a

k

r

B

r

N

k

N

-

p

p

.
(27)

(Тут позначення 
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 не співпадає із позначенням 
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 для початку виконання вимог).


а) Якщо має місце нерівність
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то (27) визначає розклад із загальним часом обслуговування, рівним 
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б) Нехай виконується нерівність
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При цьому, очевидно, в деякий момент часу вимога 
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 обслуговується обома приладами одночасно, тобто (27) не визначає розклад.


Замінимо (27) парою наборів
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(29)


Якщо 
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, то нерівність (28) рівносильна нерівності 
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 і (9) визначає розклад із загальним часом обслуговування, рівним 
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Нехай 
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. Тоді нерівність (28) рівносильна нерівності 
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Якщо 
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, то (29) визначає розклад із загальним часом обслуговування, рівним 
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Якщо  
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, то неважко переконатися, що пара наборів
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визначає розклад із загальним часом обслуговування, рівним 
[image: image54.wmf])

(

N

a

.

2) Якщо 
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. Введемо в розгляд пару наборів
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(30)

Якщо 
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, то (30) визначає розклад із загальним часом обслуговування, рівним 
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Якщо 
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, то пара наборів (30) не визначає розклад, оскільки в деякий момент часу вимога 
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 одночасно обслуговується двома приладами.


Замінимо (30) парою наборів
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Неважко переконатися, що ця пара наборів визначає розклад із загальним часом обслуговування, рівним 
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Таким чином, у всіх розглянутих випадках можна побудувати розклад 
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 такий, що у співвідношенні (25) при 
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 має місце знак рівності.


Можна показати, що й у випадках, коли 
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, також можна побудувати розклад 
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, що володітиме вказаною властивістю.


Якщо  
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, то шуканий оптимальний розклад визначається парою наборів виду
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Якщо 
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Якщо 
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, то із наведеного вище слідує, що шуканий оптимальний розклад визначається наборами
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При 
[image: image85.wmf]2

=

m

 оптимальний по швидкодії розклад може бути побудований в результаті виконання не більше, ніж 
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Приклад

Є дві різні книжки 
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 і 
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 та 6 читачів, які бажають прочитати ці книжки. Тривалість 
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 (кількість днів, які необхідні кожному читачеві для прочитання кожної із книжок 
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Припускається, що кожний читач може одночасно читати тільки одну книжку, і почавши її читати, читає неперервно до тих пір, поки не прочитає всю книжку. Кожна книжка в даний момент часу може знаходитися не більше, ніж у одного читача. Необхідно, щоб всі читачі прочитали всі книжки в найкоротший термін.

Розв’язання.

У розглядуваному прикладі 
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Відповідна пара наборів, що визначає один із шуканих оптимальних розкладів 
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, має вигляд
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Розклад 
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 представлено на рисунку 3.11.
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Рис. 3.11.

Опишемо ще два алгоритми побудови оптимальних перестановок.

1. Розбиваємо множину 
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 на дві (не обов’язково непусті) підмножини 
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 – множина всіх інших вимог. Спочатку слід обслужити вимоги множини 
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 в порядку неспадання значень 
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, а потім вимоги множини 
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 в порядку незростання значень 
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2. Для побудови оптимальної перестановки можна поставити у відповідність кожній вимозі 
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і, впорядкувати вимоги в порядку незростання ваг. Тут 
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 досить велике число (наприклад, 
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Приклад

У двох номерах 
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 і 
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 літературного журналу опублікована повість, яку хотіли би прочитати шестеро читачів (початок повісті в номері 
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, закінчення ​– в номері 
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). Кожний із читачів вказав кількість днів, на протязі яких він хотів би мати в своєму розпорядженні кожний з цих номерів.
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Як бібліотекарю обслужити читачів, щоб у найкоротший термін виконати побажання читачів?

Розв’язання.

Згідно з першим алгоритмом маємо 
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Рис. 3.12

Один із оптимальних розкладів 
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Описаний вище підхід легко узагальнити на випадок, коли множина вимог 
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[image: image160.wmf]BA

N

 повинна бути обслужена спочатку приладом 
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В цьому випадку загальний час обслуговування вимог досягає найменшого значення, якщо прилад 
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 можуть обслуговуватись в довільному порядку. При цьому кожний прилад може обслуговувати вимоги неперервно одну за одною.

Приклад

Десять деталей повинні бути оброблені на двох станках 
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Необхідно обробити всі деталі в найкоротші строки.
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Розв’язання.

Впорядковуючи деталі множини 
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На станку 
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Нефіксовані маршрути.

Загальний час обслуговування.

Три і більше приладів

Будемо розглядати задачу побудови оптимального за швидкодією розкладу 
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Розглянемо систему, що містить 
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Прилад (вимогу) назвемо домінуючим (домінуючою), якщо він (вона) домінує всі інші прилади (вимоги).

Будемо покладати, що домінуючим є прилад 1.
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Побудована матриця 
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 визначає розклад із загальним часом обслуговування, рівним
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Із (31) випливає, що цей розклад є оптимальним.

Нехай система, що містить 
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(в протилежному випадку вимоги можна відповідним чином перенумерувати).


Як раніше було сказано, загальний час обслуговування вимог приладами 1 і 2, рівний 
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Тоді загальний час обслуговування у вихідній задачі буде не меншим 
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Нехай перші два рядки матриці 
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Із алгоритму, описаного нами раніше, слідує, що
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Покладемо, що
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Проведена побудова означає, зо за час обслуговування вимоги 
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 приладом 2 всі інші вимоги будуть завідомо обслужені всіма іншими приладами. Далі, під час обслуговування вимоги 
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 приладом 1, всі інші вимоги обслуговуються приладом 2, а недомінуючі прилади простоюють.
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В результаті отримаємо розклад із загальним часом обслуговування, рівним 
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[image: image282.wmf]Li

l
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Моменти 
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Перше із цих співвідношень означає, що кожна вимога з номером 
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Таким чином, в любому випадку побудовано оптимальний розклад 
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Приклад


Побудувати оптимальний за швидкодією розклад обслуговування п’яти вимог чотирма приладами. Тривалості 
[image: image318.wmf]iL

t

 наведені в таблиці:
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Розв’язання.


Неважко переконатися, що прилади 1 і 2 домінують інші прилади, але не один одного.


Оскільки нерівність (33) не виконується (
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Побудуємо оптимальний розклад обслуговування всіх вимог двома приладами 1 і 2.

 
[image: image326.wmf]i

             
[image: image327.wmf]L


1
2

1
7
42

2
14
50

3
24
56

4
32
63

5
45
30


В розглядуваному випадку вихідна нумерація вимог така, що виконується (32) і матриця 
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Враховуючи, що 
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яка визначає оптимальний розклад 
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Нефіксовані маршрути.

Загальний час обслуговування. Переривання

Розглянемо задачу побудови оптимального за швидкодією розкладу функціонування системи з нефіксованими маршрутами при умові, що в процесі обслуговування кожної вимоги кожним приладом допускаються переривання.

У систему, що містить 
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У процесі обслуговування вимог допускаються переривання: кожна вимога 
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1) Нехай всі 
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 – цілі числа. Покажемо, що існує розклад 
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Побудуємо дводольний неорієнтований мультиграф 
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Під реберним розмалюванням мультиграфа будемо розуміти таке співставлення кольорів (чисел 1, 2, ...) ребрам, при якому ніякі два ребра, інцидентні одній і тій же вершині, не замальовані в однаковий колір (їм не приписано одне й те ж число).

Відомо, що мінімальне число кольорів, необхідних для розмальовки ребер дводольного графа (мультиграфа), дорівнює максимальній степені вершини. Оскільки за побудовою максимальна степінь вершини мультиграфа 
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Побудований таким чином розклад 
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 може виявитися неприйнятним із-за невиправдано великої кількості переривань. Для побудови оптимального розкладу з меншою кількістю переривань може бути використаний інший підхід.

Введемо поняття узагальненого реберного розмалювання мультиграфа. Це розмалювання відрізняється від звичайного тільки тим, що, по-перше, ребра, інцидентні одній і тій же парі вершин, можуть змальовуватися в однаковий колір і, по-друге, якщо в колір 
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 або не замальовуються в колір 
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Узагальнене реберне розмалювання мультиграфа 
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В якості матриці 
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 може бути вибрана, наприклад, матриця, транспонована до 
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Побудована таким чином матриця 
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 кратна двічі стохастичній матриці (тобто суми її елементів, розміщених в кожному рядку і кожному стовпцю, рівні) і, отже, допускається розбиття виду
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Якщо знайдено розбиття (34), то відповідний оптимальний (за швидкодією) розклад 
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 може бути побудований наступним чином.
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 мають місце тільки в цілочисельні моменти часу.

Для знаходження (34) можна скористатися наступним очевидним прийомом. Виділимо в матриці 
[image: image463.wmf]A

 множину 
[image: image464.wmf])

(

A

R

 її ненульових елементів таким чином, щоб у кожному рядку і в кожному стовпці знаходився рівно один елемент цієї множини. Оскільки матриця 
[image: image465.wmf]A

 кратна двічі стохастичній матриці, то множина 
[image: image466.wmf])

(

A

R

 існує.

Нехай 
[image: image467.wmf]d

 – найменший із елементів множини 
[image: image468.wmf])

(

A

R

, а 
[image: image469.wmf]pq

П

q

=

 – перестановочна матриця, в якої 
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. Позначимо отриману в результаті матрицю через 
[image: image474.wmf]A

. Ця матриця теж кратна двічі стохастичній матриці. Проводячи відносно неї ті ж судження, отримаємо другий член 
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 розбиття (34) і т. д. Оскільки на кожному кроці хоча б один із ненульових елементів матриці 
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 обертається в нуль, то через скінчене число кроків (порядку 
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) буде отримана нульова матриця і процес знаходження (34) буде завершений.

Існують різні способи виділення множини 
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 за заданою матрицею 
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. Так, множина 
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 може бути виділена в результаті розв’язання задачі про призначення (на вузькі місця) із вартісною матрицею 
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, або в результаті розв’язання задачі про максимальні паросполучення   у   відповідному   дводольному   графі  й  т.п.   В  любому
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