Детерміновані задачі впорядкування

Розділ 3


випадку для виділення множини 
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 досить поліноміально обмеженого (відносно 
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) числа операцій.
3.3. Неодночасне поступлення робіт. Переривання. Тривалість настройки, залежна від впорядкування

1. Неодночасне поступлення робіт. Переривання.

2. Тривалість настройки, залежна від впорядкування.

Неодночасне поступлення робіт. Переривання

Раніше ми припускали що всі 
[image: image4.wmf]n

 робіт поступають в систему одночасно. У цьому випадку оптимальні (відносно регулярних критеріїв) розклади не містять переривань і штучно вводимих простоїв. Якщо роботи поступають неодночасно і 
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 (для деяких 
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 та 
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), то оптимальні розклади належать класу, що включає переривання і штучні простої.

Кажуть, що відбувається переривання, якщо почата робота переривається до її закінчення. Якщо розглядаються переривання, то послідовність 
[image: image8.wmf]n

 індексів уже не визначає розклад для 
[image: image9.wmf]n

 робіт, так як довільна робота може повторитися в розкладі більше одного разу і слід задати тривалості кожного із інтервалів її виконання. Розрізняють декілька видів переривань в залежності від того, як продовжується виконання перерваної роботи при її відновленні. В одних випадках робота виконується далі з того місця, де вона була перервана; тоді кажуть, що має місце переривання з дообслуговуванням. При цьому тривалість роботи залишається сталою і не залежить від числа переривань. У других випадках розглядається переривання з обслуговуванням заново. Тут виконання роботи починається заново всякий раз, як вона попадає на обслуговування після переривання, тобто вся виконана до переривання частина роботи виявляється безкорисною. В цих умовах тривалість роботи мінімальна, якщо вона не переривається.

По суті, при послідовному поступленні робіт і перериванні з дообслуговуванням має місце та ж ситуація, що і при одночасному поступленні робіт. Справа в тому, що в моменти поступлення  робіт можна переглядати всі прийняті раніше рішення, враховуючи тільки тривалість виконуваних, але ще не закінчених робіт. При всякому новому поступленні здійснюється кращий вибір із всіх незавершених робіт, причому це відбувається без усяких втрат.

Очевидним узагальненням алгоритму впорядкування за мінімумом тривалості робіт є впорядкування за мінімумом тривалостей, що залишились. При такому впорядкуванні мінімізується середня тривалість проходження і зберігаються всі результати, що відносяться до алгоритму 
[image: image10.wmf]SPT

 у випадку одночасного поступлення робіт.

Аналіз систем з перериванням і обслуговуванням заново дуже складний, і по цьому питанню поки що не опубліковано цікавих результатів. Відмітимо, що тут не можна застосовувати результати, отримані для системи з одночасним поступленням робіт, які поширюються на випадок переривання з дообслуговуванням.

Стратегія простоїв практично використовується завжди при наявності переривань з відновленням обслуговування, коли є попередня інформація про майбутні роботи. Однак загального оптимального алгоритму для цього випадку поки не знайдено.

Тривалість настройки, залежна від впорядкування

Будемо розглядати випадок, коли тривалість настройки машини перед виконанням деякої задачі не можна вважати незалежною від характеру попередньої роботи. Більше того, розкидання тривалості настройки в цих випадках є основним критерієм оцінки розкладу.

Якщо настройка не залежить від впорядкування, то її тривалість можна включити в тривалість роботи 
[image: image11.wmf]i
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. Ми будемо тривалість настройки задавати окремо у вигляді матриці настройок 
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 задають тривалість настройки при переході від роботи 
[image: image14.wmf]i

 до роботи 
[image: image15.wmf]j

.

Наявність настройки змінює величини, які визначають процес обслуговування. Так, наприклад, у раніше розглянутих випадках сумарний час виконання всіх робіт машиною був сталим і не залежав від порядку їх виконання. Але тепер це не так. Тривалості проходження також визначаються інакше:
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Якщо раніше максимальна тривалість проходження була константою і розклад оптимізувався за таким критерієм, як середня тривалість проходження, то тепер оптимізація і за критерієм максимальної тривалості проходження являє собою важку задачу:
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Сума тривалостей всіх робіт в даному випадку стала і може не враховуватися. Тому максимальна тривалість проходження мінімальна, коли мінімальна сумарна тривалість всіх настройок.

Задача мінімізації сумарної тривалості всіх настройок аналогічна так званій задачі комівояжера. В цій задачі комівояжер повинен відвідати кожне із 
[image: image21.wmf]n

 міст тільки один раз і повернутися в початковий пункт, причому його маршрут повинен бути таким, щоб мінімізувати сумарну тривалість пройденого шляху (або сумарний час, або сумарну вартість і т.д.). У нашому випадку кожна робота відповідає місту, а тривалість настройки – відстані між містами . Потрібно організувати маршрут так, щоб сумарна відстань була найменшою. Введемо
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Математична модель задачі комівояжера:
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при умовах
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 – з кожного міста можна виїхати лише 1 раз,
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 – в кожне місто можна в’їхати лише 1 раз.

Існує додаткове обмеження, яке полягає в тому, що маршрут комівояжера повинен завершитися в початковій точці після одноразового відвідування всіх 
[image: image26.wmf]n

 міст. Це несуттєве на перший погляд обмеження приводить до того, що одна із найпростіших задач математичного програмування перетворюється в одну із найбільш складних.

Циклом 
[image: image27.wmf]t

 називається набір впорядкованих пар міст, які утворюють маршрут, що проходить через кожне місто один раз:
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Пара 
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 – комунікація маршруту;
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 – це цикл матриці утримок 
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Тоді загальні утримки 
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У циклі міститься тільки один елемент з кожного рядка і кожного стовпчика.

Якщо від деякого елемента деякого 
[image: image33.wmf]i

-го рядка або 
[image: image34.wmf]j

-го стовпчика відняти мінімальний з цих елементів, то дістанемо якусь нову матрицю, яку називають зведеною, а сам процес – процесом зведення.

Сума цих мінімальних елементів називається звідними константами 
[image: image35.wmf]k
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, де 
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 – порядковий номер зведення.

Позначимо:
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 – кінцевий вигляд зведеної матриці, всі елементи якої невід’ємні.
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[image: image42.wmf]1
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 – нижня границя утримок циклу 
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 при старій матриці.

Далі позначимо:
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– вершина, з якої здійснюється галуження;
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– вершина, яка найбільше належить до перспективної гілки;
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– вершина із забороненою парою міст.

Поставимо у відповідність вершині 
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 суму її звідних констант 
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, яка є нижньою границею множини 
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 і позначимо цю нижню границю через 
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Алгоритм розв’язання задачі комівояжера.

1. 
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2. Здійснюється зведення матриці 
[image: image52.wmf]c

(по рядку і стовпцю). Дістанемо матрицю 
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3. Обчислимо суму звідних констант 
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, яка буде нижньою границею 
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4. Вибираємо претендентів для включення в множину 
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, тобто ті 
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5. Для виділення претендентів на включення в 
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, підрахуємо наступну величину:
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6. Виберемо 
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 включається в множину 
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і є забороненою для 
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7. Підраховуємо оцінку для множини 
[image: image66.wmf]Y
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8. Оскільки з кожного 
[image: image68.wmf]k

-го міста можна виїхати один раз, то викреслюємо 
[image: image69.wmf]k

-ий рядок; оскільки з кожного 
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-ого міста можна виїхати один раз, то викреслюємо 
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-ий стовпець і ставимо заборону на клітинку 
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9. В кінці кінців отримаємо матрицю 2 на 2 і переходимо до пункту 11. Якщо ні, то переходимо до пункту 10.

10. Перевіряємо чи матриця зведена. Якщо зведена, то рахуємо оцінку 
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. Якщо не зведена, то робимо зведення, шукаємо 
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, і переходимо до пункту 4.

11. Перевірка умови оптимальності. Якщо оцінка замкнутого циклу не більша всіх допустимих для подальшого галуження множин (кінцевих на гілках), тоді цей замкнутий маршрут оптимальний.

Якщо існує хоча б одна множина з меншою оцінкою, то цей маршрут запам’ятовують, а процес галуження продовжують, починаючи з множини з меншою оцінкою.

Приклад

Є 6 пунктів, які має відвідати комівояжер один раз, мінімізуючи свій шлях, і повернутися в початкове місто. Відстань між містами задано матрицею:
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(рядки – відстань, стовпчики – утримки ).


Розв’язання.
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3 крок: 

Сума всіх звідних констант 
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Підраховуємо оцінку для множини 
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Викреслюємо перший рядок і четвертий стовпчик. На перетині викреслених 
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Природнім і зазвичай таким, що використовується практично алгоритмом вибору маршруту в задачі комівояжера являється переміщення до ближнього, ще не відвіданого міста. Це означає, що для заданого місцезнаходження у відповідній матриці 
[image: image168.wmf]S

 вибирається мінімальний елемент, який визначає наступне місто маршруту (при цьому, звичайно, не розглядаються елементи, що відповідають пройденим містам). Така процедура нагадує алгоритм SPT при впорядкуванні робіт.


Неважко навести приклади, які показують, що описаний алгоритм не дає оптимального розв’язку. Крім того, легко підібрати приклади, коли цей алгоритм заводить зовсім в другу сторону та дає дуже погані розв’язки. Однак, за виключенням цих спеціально підібраних випадків, застосування описаного алгоритму в стандартних ситуаціях представляє інтерес. Якщо існує впевненість, що описаний алгоритм не призведе до дуже поганого розв’язку, то втрата якості компенсується легкістю, з якою він отримується. Цікаво відмітити, що, хоч оптимальний розв’язок отримується циклічною перестановкою і початкова точка маршруту може бути вибрана довільно, тим не менше розв’язки, які отримуються за допомогою алгоритму ближнього міста, залежать від вибору початкової точки маршруту.


Наприклад, матриця


[image: image169.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

-

-

=

18

4

13

5

20

4

2

11

7

15

1

9

5

3

2

3

7

3

14

6

24

1

9

6

3

2

14

3

7

1

S


є матрицею відстаней для задачі комівояжера. Розв’язки цієї задачі, що отримуються за допомогою алгоритму ближчого міста, наведені в таблиці.

Початковий пункт
Черговість проходження
Довжина маршруту

1

2

3

4

5

6
1 – 2 – 5 – 4 – 3 – 6

2 – 5 – 4 – 1 – 6 – 3

3 – 4 – 1 – 2 – 5 – 6

3 – 6 – 4 – 1 – 2 – 5

4 – 1 – 2 – 5 – 6 – 3

5 – 4 – 1 – 2 – 3 – 6

6 – 4 – 1 – 2 – 5 – 3
32

34

24

22

24

32

22


Вибір в якості початкової точки третього чи шостого міста приводить до одного й того ж маршруту 3 – 6 – 4 – 1 – 2 – 5 з довжиною 22. Ця величина трохи більша оптимальної довжини, рівної 20 (3 – 6 – 2 – 5 – 4 – 1), не дивлячись на те, що у отриманого маршруту та оптимального співпадають тільки три із шести дуг. У частинних випадках, коли розглядаються всі можливі варіанти вибору початкової точки маршруту або цей вибір здійснюється вдало, отримуємо досить добрий в порівнянні з оптимальним розв’язок. Однак, якщо вибір початкової точки зроблено невдало, то частіше всього розв’язок буде далеким від оптимального. В загальному випадку, якщо проглядаються всі можливі варіанти вибору початкової точки маршруту, то об’єм обчислень (число арифметичних операцій) зросте в 
[image: image170.wmf]n

 разів, але залишиться незначним у порівнянні з алгоритмами, які гарантують точний розв’язок.

3.4. Впорядкування при наявності обмежень на можливі варіанти розкладів

Раніше ми покладали, що можлива довільна послідовність виконання робіт. Зараз розглянемо випадки, коли певні послідовності виконання робіт заборонені з тих чи інших причин.
І. Складання розкладу при частковому впорядкуванні.

Розглянемо випадок, коли складається розклад для частково впорядкованих робіт. Це часткове впорядкування може бути обумовлене різними причинами. Наприклад, воно може бути викликане залежністю тривалості настройки від черговості виконання робіт. Якщо це має місце, то роботи розбиваються на групи з приблизно рівною настройкою, після чого складається для груп розклад, мінімізуючий деякі критерії (наприклад, середню тривалість проходження). Черговість всередині груп встановлюється таким чином, щоб мінімізувати загальну тривалість перенастройки машини. Тепер припустимо, що вихідні 
[image: image171.wmf]n

 робіт розбиті на 
[image: image172.wmf]k

 груп з числом робіт 
[image: image173.wmf]1

n

, 
[image: image174.wmf]2

n

, 
[image: image175.wmf]K

, 
[image: image176.wmf]k

n

 в кожній групі. Припустимо також, що склад груп і черговість робіт в групі фіксовані і що перехід до наступної групи можливий тільки після того, як виконані всі роботи попередньої. Потрібно вибрати один із можливих способів впорядкування груп. Введемо наступні позначення:
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 – тривалість виконання роботи 
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 в 
[image: image179.wmf]i

-ій групі;
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 – тривалість проходження роботи 
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 в групі 
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 – загальна тривалість всіх робіт 
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-ої групи;
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 – тривалість проходження 
[image: image186.wmf]i

-ої групи, рівна тривалості проходження останньої роботи в ній.


Якщо розклад повинен мінімізувати середню тривалість проходження групи, тобто величину
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то, очевидно, потрібно розглядати кожну групу як роботу тривалістю 
[image: image188.wmf]і
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 і застосувати алгоритм впорядкування у відповідності з мінімальною тривалістю. Це означає, що групи впорядковуються так, що 
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Якщо потрібно мінімізувати зважену середню тривалість проходження групи
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то впорядкування таке, що
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Наведене впорядкування груп мінімізує також середню тривалість  проходження вихідних робіт (цей факт не очевидний):
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Теорема. Нехай в системі 
[image: image193.wmf]F
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 роботи розбиті на 
[image: image194.wmf]k

 груп, що не перетинаються, і нехай виконання робіт всередині групи та перехід від групи до групи здійснюється без настройок, а порядок виконання робіт всередині кожної групи фіксований. Тоді середня тривалість проходження робіт мінімальна, якщо порядок виконання груп робіт такий, що відношення сумарної тривалості всіх робіт групи до числа робіт в ній не спадає, тобто
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ІІ. Складання розкладу при заданому відношенні передування.
Часткове впорядкування робіт бажано задавати менш жорстко, ніж це було зроблено у попередньому пункті, наприклад, ввести певні відношення між роботами взамін вимоги обслуговування груп без переривань. Таке відношення можна встановити, використовуючи поняття слідування, безпосереднього слідування, а також домінуючого графа.

Припустимо, що потрібно виконати три роботи: 
[image: image196.wmf]a

, 
[image: image197.wmf]b

, 
[image: image198.wmf]c

. Якщо не накладати ніяких обмежень на порядок їх виконання, то можливі наступні шість варіантів упорядкування:

1) 
[image: image199.wmf]abc

;  2) 
[image: image200.wmf]acb

;  3) 
[image: image201.wmf]bac

;  4) 
[image: image202.wmf]bca

;  5) 
[image: image203.wmf]cab

;  6) 
[image: image204.wmf]cba

.

Якщо розглядати 
[image: image205.wmf]b

 і 
[image: image206.wmf]c

 як групу в розумінні попереднього пункту, то можливі тільки два варіанти:

1) 
[image: image207.wmf]abc

;  2) 
[image: image208.wmf]bca

.

Якщо накласти більш слабше обмеження у формі: 
[image: image209.wmf]b

 передує 
[image: image210.wmf]c

, то можливі три варіанти:

1) 
[image: image211.wmf]abc

; 2) 
[image: image212.wmf]bac

; 3) 
[image: image213.wmf]bca

.

Розглянемо тепер більш загальний випадок, коли 
[image: image214.wmf]n

 робіт розбиті на 
[image: image215.wmf]k

 ланцюжків. Це означає, що співвідношення слідування визначають для кожної роботи не більше одної попередньої, і не більше одної наступної роботи, наприклад, так:
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При наявності таких обмежень впорядкування, яке мінімізує середню тривалість проходження, визначається наступною теоремою:

Теорема. Нехай для системи 
[image: image224.wmf]F
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 без настройок задані відношення слідування між певними парами робіт так, що для кожної роботи існує не більше одної попередньої й одної наступної; нехай в результаті цього множина робіт розбивається на 
[image: image225.wmf]k

 ланцюжків, що не перетинаються, всередині кожного з яких задана послідовність виконання робіт, причому допускається переривання ланцюжків. Тоді середня тривалість проходження мінімізується впорядкуванням, що встановлюється таким чином:

1) Для кожної роботи 
[image: image226.wmf]j

 в 
[image: image227.wmf]i

-ому ланцюжку обчислюється 
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2) Для кожного ланцюжка 
[image: image229.wmf]i

 обчислюється
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тобто 
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 – другий індекс мінімальної із величин 
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3) Вибирається такий ланцюжок 
[image: image233.wmf]Ι

, що 
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 для всіх 
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 та перші 
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 робіт в ланцюжку 
[image: image237.wmf]Ι

 формують початок черговості виконання робіт.

4) Обчислюються знову величини 
[image: image238.wmf]i

y

 без врахування перших 
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h

 робіт ланцюжка 
[image: image240.wmf]Ι

.
5) Третій і четвертий кроки повторюють до тих пір, поки не будуть впорядковані всі роботи.
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