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АСИМПТОТИЧНА ПОВЕДIНКА РОЗВ’ЯЗКIВ ЛIНIЙНИХ
ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ ЗАГАЛЬНОГО ВИГЛЯДУ
ЗБУРЕНИХ ЗА ДОПОМОГОЮ ВIНЕРIВСЬКОГО ПРОЦЕСУ

У роботi доведено граничну теорему про асимптотичну поведiнку розв’язкiв лiнiй-
них стохастичних диференцiальних рiвняння. Рiвняння цього типу є узагальненням
багатьох моделей, що широко використовуються у задачах фiнансової математики.
Доведення базується на застосуваннi технiки розробленої в роботах Й. I. Гiхмана та
А. В. Скорохода для автономних стохастичних диференцiальних рiвнянь. Знайдено
умови, за яких асимптотична поведiнка розв’язку лiнiйного стохастичного диферен-
цiального рiвняння визначається невипадковою функцiєю. Наведено приклади симу-
ляцiй за допомогою метода Ейлера-Маруями.

Ключовi слова: стохастичне диференцiальне рiвняння, лiнiйне стохастичне дифе-
ренцiальне рiвняння, асимптотичнi властивостi розв’язкiв, моделювання стохастичних
диференцiальних рiвнянь, метод Ейлера-Маруями.

1. Вступ. Стохастичнi диференцiальнi рiвняння ефективно моделюють ви-
падковi процеси. Вони є основним iнструментом для дослiдження у багатьох
галузях науки таких, як: страхова та фiнансова математика, економiка, тео-
рiя управлiння тощо. На теперiшнiй час наближенi аналiтичнi i асимптотичнi
методи дослiдження математичних моделей стали невiд’ємною частиною теорiї
математичного моделювання, що дозволяє вивчати розв’язки достатньо скла-
дних збурених задач, якщо вiдомi розв’язки детермiнованих задач. Зокрема,
збуренi динамiчнi системи часто мають економiчну iнтерпретацiю, що дiйсно
робить дослiдження цiкавим для фахiвцiв економiчної галузi.

Математики придiляють особливу увагу питанням пов’язаним з асимптоти-
чними властивостями розв’язкiв стохастичних диференцiальних рiвнянь. Такi
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задачi вивчали Й. I. Гiхман, А. В. Скороход [1], Р. З. Хасьмiнський [2], Г. Мак-
кiн [3], Н. Iкеда та С. Ватанабе [4] та багато iнших. За деяких умов розв’язки
збурених систем можуть зберiгати асимптотичнi властивостi траєкторiй вiдпо-
вiдних граничних автономних систем. Але загалом це не так: поведiнка збуре-
ної та незбуреної траєкторiй можуть суттєво вiдрiзнятися. Так, Й. I. Гiхман,
А. В. Скороход [1] вивчали асимптотичну поведiнку розв’язку автономного рiв-
няння збуреного за допомогою вiнерiвського процесу:

𝑑𝑋(𝑡) = 𝑎(𝑋(𝑡))𝑑𝑡+ 𝜎(𝑋(𝑡))𝑑𝑤(𝑡), 𝑡 ≥ 0,

де 𝑤(·) – стандартний вiнерiвський процес, 𝑎(·), 𝜎(·) – неперервнi додатнi фун-
кцiї. Й. I. Гiхман, А. В. Скороход дослiджували асимптотику розв’язку стоха-
стичного диференцiального рiвняння за допомогою звичайного диференцiаль-
ного рiвняння з вiдокремлювальними змiнними. Тобто, було знайдено умови,
за яких випадковий шум майже не впливає на швидкiсть зростання розв’язку
𝑋(·) збуреної системи. Умови асимптотичної еквiвалентностi розв’язку стоха-
стичного диференцiального рiвняння та звичайного диференцiального рiвняння
представлено в роботi Г. Келлера, Г. Керстiнга та У. Рослера [5].

Пiзнiше в роботах [6], [7], [8] було знайдено точний порядок зростання для
неавтономного рiвняння з коефiцiєнтами зсуву та дифузiї спецiального вигляду:

𝑑𝑋(𝑡) = 𝛼(𝑡)𝑎(𝑋(𝑡))𝑑𝑡+ 𝛽(𝑡)𝜎(𝑋(𝑡))𝑑𝑤(𝑡), 𝑡 ≥ 0,

де 𝑤(·) – стандартний вiнерiвський процес, 𝑎(·), 𝜎(·) – неперервнi додатнi фун-
кцiї, 𝛼(·), 𝛽(·) – неперервнi функцiї.

Метою цiєї роботи є дослiдження асимптотичної поведiнки траєкторiй
розв’язкiв лiнiйних стохастичних диференцiальних рiвнянь, якi виникають в
задачах фiнансової математики.

2. Основний результат. Розглянемо лiнiйне стохастичне диференцiальне
рiвняння

𝑑𝑋(𝑡) = (𝛼(𝑡)𝑋(𝑡) + 𝛾(𝑡))𝑑𝑡+ 𝛽(𝑡)𝑋(𝑡)𝑑𝑤(𝑡), (1)

де 𝛼(·), 𝛽(·), 𝛾(·) – неперервнi додатнi функцiї.
Зауважимо, що якщо покласти 𝛾(𝑡) = 0 , то отримаємо так зване однорiдне

рiвняння

𝑑𝑋0(𝑡) = 𝛼(𝑡)𝑋0(𝑡)𝑑𝑡+ 𝛽(𝑡)𝑋0(𝑡)𝑑𝑤(𝑡). (2)

Лiнiйнi стохастичнi диференцiальнi рiвняння зустрiчаються у багатьох при-
кладних задачах, зокрема, у таблицi 1 наведено рiвняння для рiзноманiтних
моделей вiдсоткових ставок, якi є частинними випадками рiвняння (1). Пара-
метри 𝛼 > 0, 𝜎 > 0 та 𝛽 – це константи, 𝛼(·), 𝛽(·), 𝛾(·) – неперервнi додатнi
функцiї.

Роздiл 1: Математика i статистика
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Таблиця 1.
Типи моделей змiни вiдсоткових ставок

Моделi СДР
Va𝑠i𝑐ek dX(t) = 𝛼(𝛽 − X(t))dt + 𝜎dw(t)

Brenam-Schmate dX(t) = 𝛼(𝛽 − X(t)) + 𝜎X(t)dw(t)
Ornstein–Uhlenbeck dX(t) = 𝛼(t)(X(t)− 𝛾(t))dt + dw(t)

Hull–White dX(t) = (𝛼(t)X(t) + 𝛾(t)) dt + 𝜙(t)dw(t)
Rendleman–Bartter dX(t) = 𝛼(t)X(t)dt + 𝛽(t)X(t)dw(t)

Параметри у кожному з рiвнянь мають певний фiнансовий змiст. Так, на-
приклад, у моделi О. Васiчека (Va𝑠i𝑐ek) параметр 𝛽 – середнiй (довгостроко-
вий) рiвень вiдсоткової ставки, 𝜎 – параметр волатильностi, а 𝛼 – параметр, що
характеризує швидкiсть повернення до середнього значення.

Для знаходження розв’язку рiвняння (1), слiд спочатку знайти деякий ча-
стинний розв’язок вiдповiдного однорiдного рiвняння (2) (див., наприклад, [1]).

Нехай 𝑋0(·) є розв’язком однорiдного рiвняння (2), для якого 𝑋0(0) = 1.
Тодi, в силу неперервностi, 𝑋0(𝑡) > 0 на деякому промiжку. Для розв’язання
(2) розглянемо допомiжний процес 𝑍(𝑡) = ln(𝑋0(𝑡)) (тодi 𝑍(0) = 0), до якого
застосуємо формулу Iто:

𝑑𝑍(𝑡) =
1

𝑋0(𝑡)
𝛼(𝑡)𝑋0(𝑡)𝑑𝑡−

1

2

1

𝑋2
0 (𝑡)

𝛽2(𝑡)𝑋2
0 (𝑡)𝑑𝑡+

1

𝑋0(𝑡)
𝛽(𝑡)𝑋0(𝑡)𝑑𝑤(𝑡),

або

𝑑𝑍(𝑡) =

(︂
𝛼(𝑡)− 1

2
𝛽2(𝑡)

)︂
𝑑𝑡+ 𝛽(𝑡)𝑑𝑤(𝑡).

Звiдки

𝑍(𝑡) =

𝑡∫︁
0

(︂
𝛼(𝑠)− 1

2
𝛽2(𝑠)

)︂
𝑑𝑠+

𝑡∫︁
0

𝛽(𝑠)𝑑𝑤(𝑠).

Тодi

𝑋0(𝑡) = exp

⎧⎨⎩
𝑡∫︁

0

(︂
𝛼(𝑠)− 1

2
𝛽2(𝑠)

)︂
𝑑𝑠+

𝑡∫︁
0

𝛽(𝑠)𝑑𝑤(𝑠)

⎫⎬⎭ . (3)

Перейдемо до рiвняння (1). Його розв’язок 𝑋(·) будемо шукати у виглядi

𝑋(𝑡) = 𝑋0(𝑡)𝑌 (𝑡),

де 𝑌 (·) – деякий процес, що задовольняє рiвняння

𝑑𝑌 (𝑡) = 𝑎(𝑡)𝑑𝑡+ 𝑏(𝑡)𝑑𝑊 (𝑡), 𝑌 (0) = 𝑋(0),

в якому 𝑎(𝑡) i 𝑏(𝑡) – невiдомi функцiї, а 𝑋0(·) задано у (3).
Застосовуючи формулу Iто до 𝑋(·), отримаємо

𝑑𝑋(𝑡) = 𝑌 (𝑡)𝑑𝑋0(𝑡) +𝑋0(𝑡)𝑑𝑌 (𝑡) + 𝑑𝑋0(𝑡)𝑑𝑌 (𝑡) =

= 𝛼(𝑡)𝑋(𝑡)𝑑𝑡+ 𝛽(𝑡)𝑋(𝑡)𝑑𝑤(𝑡)+

+𝑋0(𝑡) ((𝑎(𝑡) + 𝛽(𝑡)𝑏(𝑡))𝑑𝑡+ 𝑏(𝑡)𝑑𝑊 (𝑡)) .
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Пiдставляючи отримане у (1), будемо мати:

𝑎(𝑡) = (𝑋0(𝑡))
−1 𝛾(𝑡) та 𝑏(𝑡) = 0.

Отже,

𝑌 (𝑡) = 𝑋(0) +

𝑡∫︁
0

(𝑋0(𝑠))
−1 𝛾(𝑠)𝑑𝑠.

Використовуючи останнє спiввiдношення та (3), одержимо

𝑋(𝑡) = exp

⎧⎨⎩
𝑡∫︁

0

[︂
𝛼(𝑠)− 1

2
𝛽2(𝑠)

]︂
𝑑𝑠+

𝑡∫︁
0

𝛽(𝑠)𝑑𝑤(𝑠)

⎫⎬⎭ ·

·

⎡⎣𝑋(0) +

𝑡∫︁
0

exp

⎧⎨⎩−
𝑠∫︁

0

(︂
𝛼(𝑢)− 1

2
𝛽2(𝑢)

)︂
𝑑𝑢−

𝑠∫︁
0

𝛽(𝑢)𝑑𝑤(𝑢)

⎫⎬⎭ · 𝛾(𝑠)𝑑𝑠

⎤⎦ .
(4)

Як бачимо, хоч сам розв’язок має представлення в явному виглядi, але це
представлення достатньо громiздке для виявлення його асимптотичних власти-
востей.

Розглянемо рiвняння (1), та припустимо, що

lim
𝑡→∞

𝑋(𝑡) = ∞, 𝑋(0) > 0, майже напевно (м.н.).

Умови, при яких розв’язок стохастичного диференцiального рiвняння нео-
бмеженно зростає iз збiльшенням часу можна знайти в [1] або [10].

Помiтимо також, що за цих умов, враховуючи вигляд розв’язку (4),

𝑋(𝑡) > 0, 𝑡 ≥ 0, м.н.

Розглянемо також звичайне диференцiальне рiвняння

𝑑𝜇(𝑡) = 𝛼(𝑡)𝜇(𝑡)𝑑𝑡, (5)

де 𝛼(·) – функцiя, яка спiвпадає з функцiєю iз (1), 𝜇(·) – розв’язок рiвняння
(5) такий, що

lim
𝑡→∞

𝜇(𝑡) = ∞. (6)

Позначимо 𝐴(𝑡) =
𝑡∫︀
0

𝛼(𝑠)𝑑𝑠, тодi

ln𝜇(𝑡) = 𝐴(𝑡), (7)

та в силу умови (6) одержимо

lim
𝑡→∞

𝐴(𝑡) = ∞. (8)

Сформулюємо основну теорему.

Роздiл 1: Математика i статистика
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Теорема 1. Нехай 𝛼(·), 𝛽(·), 𝛾(·) – неперервнi додатнi функцiї, такi, що
iснує неперервний розв’язок 𝑋(·) рiвняння (1) з початковою умовою X(0)>0,
причому

lim
𝑡→∞

𝑋(𝑡) = ∞ м.н.

Припустимо, що виконується умова (8) та наступнi три умови:
(i) iснує таке число 𝑀 > 1, що для 𝑛 ∈ N

𝐴(2𝑛+1)

𝐴(2𝑛)
≤𝑀 ;

(ii) 𝛼(·), 𝛽(·) задовольняють наступним спiввiдношенням

lim
𝑡→∞

1

𝐴(𝑡)

𝑡∫︁
0

𝛽2(𝑠)𝑑𝑠 = 0, (9)

∞∑︁
𝑛=0

1

𝐴2(2𝑛)

2𝑛+1∫︁
0

𝛽2(𝑠)𝑑𝑠 <∞; (10)

(iii) для 𝛼(·), 𝛾(·)

sup
𝑡≥0

1

𝐴(𝑡)

𝑡∫︁
0

𝛾(𝑠)𝑑𝑠 = 𝐾𝛾 <∞;

Тодi

lim
𝑡→∞

ln𝑋(𝑡)

ln𝜇(𝑡)
= 1 м.н. (11)

Доведення. Доведемо, що

lim
𝑡→∞

ln𝑋(𝑡)

ln𝜇(𝑡)
= 1 м.н. (12)

Розглянемо процес 𝑍(𝑡) = ln𝑋(𝑡) та застосуємо до нього формулу Iто

𝑑𝑍(𝑡) =
1

𝑋(𝑡)
𝑑𝑋(𝑡)− 1

2

1

𝑋2(𝑡)
< 𝑑𝑋(𝑡), 𝑑𝑋(𝑡) > .

Оскiльки згiдно правила множення диференцiалiв (див. [4])

< 𝑑𝑋(𝑡), 𝑑𝑋(𝑡) >= (𝛽(𝑡)𝑋(𝑡))2𝑑𝑡,

то

𝑑𝑍(𝑡) =
1

𝑋(𝑡)
(𝛼(𝑡)𝑋(𝑡) + 𝛾(𝑡))𝑑𝑡+

1

𝑋(𝑡)
𝛽(𝑡)𝑋(𝑡)𝑑𝑤(𝑡)−

− 1

2

1

𝑋2(𝑡)
(𝛽(𝑡)𝑋(𝑡))2𝑑𝑡,

тобто

𝑑𝑍(𝑡) =

(︂
𝛼(𝑡) + 𝛾(𝑡)𝑒−𝑍(𝑡) − 1

2
𝛽2(𝑡)

)︂
𝑑𝑡+ 𝛽(𝑡)𝑑𝑤(𝑡),
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або в iнтегральнiй формi

𝑍(𝑡) = 𝑍(0) + 𝐴(𝑡) +

𝑡∫︁
0

𝛾(𝑠)𝑒−𝑍(𝑠)𝑑𝑠− 1

2

𝑡∫︁
0

𝛽2(𝑠)𝑑𝑠+

𝑡∫︁
0

𝛽(𝑠)𝑑𝑤(𝑠).

Таким чином, враховуючи останню рiвнiсть та (7), отримуємо

ln𝑋(𝑡)

ln𝜇(𝑡)
=
𝑍(𝑡)

𝐴(𝑡)
=
𝑍(0)

𝐴(𝑡)
+ 1 +

1

𝐴(𝑡)

𝑡∫︁
0

𝛾(𝑠)𝑒−𝑍(𝑠)𝑑𝑠− 1

2𝐴(𝑡)

𝑡∫︁
0

𝛽2(𝑠)𝑑𝑠+

+
1

𝐴(𝑡)

𝑡∫︁
0

𝛽(𝑠)𝑑𝑤(𝑠) =
𝑍(0)

𝐴(𝑡)
+ 1 + 𝐼1(𝑡) + 𝐼2(𝑡) + 𝐼3(𝑡).

З (8) випливає, що
𝑍(0)

𝐴(𝑡)
−→ 0, при 𝑡→ ∞. (13)

Доведемо, що

𝐼1(𝑡) =
1

𝐴(𝑡)

𝑡∫︁
0

𝛾(𝑠)

𝑋(𝑠)
𝑑𝑠 −→ 0, при 𝑡→ ∞, м.н. (14)

Розглянемо довiльне 𝜔 ∈
{︁
lim
𝑡→∞

𝑋(𝑡) = ∞ ∧ 𝑋(0) > 0
}︁
та зафiксуємо деяке

𝜀 > 0. Тодi iснує 𝑡1 = 𝑡1(𝜀, 𝜔) > 0 таке, що для всiх 𝑡 > 𝑡1

𝑋(𝑡) >
2

𝜀
𝐾𝛾,

де 𝐾𝛾 задано у (iii). Тодi для будь-якого 𝑡 ≥ 𝑡1, враховуючи умову (iii), будемо
мати

𝐼1(𝑡) ≤
1

𝐴(𝑡)

𝑡1∫︁
0

𝛾(𝑠)

𝑋(𝑠)
𝑑𝑠+

1

𝐴(𝑡)

𝑡∫︁
𝑡1

𝛾(𝑠)

𝑋(𝑠)
𝑑𝑠 ≤

≤ 1

𝐴(𝑡)

𝑡1∫︁
0

𝛾(𝑠)

𝑋(𝑠)
𝑑𝑠+

𝜀

2𝐾𝛾

· 1

𝐴(𝑡)

𝑡∫︁
𝑡1

𝛾(𝑠)𝑑𝑠 ≤

≤ 1

𝐴(𝑡)

𝑡1∫︁
0

𝛾(𝑠)

𝑋(𝑠)
𝑑𝑠+

𝜀

2𝐾𝛾

· 1

𝐴(𝑡)

𝑡∫︁
0

𝛾(𝑠)𝑑𝑠 ≤ 1

𝐴(𝑡)

𝑡1∫︁
0

𝛾(𝑠)

𝑋(𝑠)
𝑑𝑠+

𝜀

2
.

Бiльш того, враховуючи (8) та те, що inf
𝑡≥0

𝑋(𝑡, 𝜔) > 0, буде iснувати 𝑡2 =

= 𝑡2(𝜀, 𝜔) > 0 таке, що для всiх 𝑡 > 𝑡2

1

𝐴(𝑡)

𝑡1∫︁
0

𝛾(𝑠)

𝑋(𝑠)
𝑑𝑠 <

𝜀

2
,
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звiдки остаточно отримуємо, що для будь-якого 𝑡 > max{𝑡1, 𝑡2}

𝐼1(𝑡) < 𝜀.

В силу довiльностi вибору 𝜀 > 0, отримуємо (14).
З умови (9) випливає, що

𝐼2(𝑡) = − 1

2𝐴(𝑡)

𝑡∫︁
0

𝛽2(𝑠)𝑑𝑠 −→ 0, при 𝑡→ ∞. (15)

Перейдемо до доведення

𝐼3(𝑡) =
1

𝐴(𝑡)

𝑡∫︁
0

𝛽(𝑠)𝑑𝑤(𝑠) −→ 0, при 𝑡→ ∞, м.н. (16)

Розглянемо послiдовнiсть 𝑡𝑛 = 2𝑛, 𝑛 ≥ 0, i покажемо спочатку, що

𝐼3(𝑡𝑛) = 𝐼3(2
𝑛) −→ 0, при 𝑛→ ∞, м.н. (17)

Зафiксуємо 𝜀 > 0. Використовуючи нерiвнiсть Дуба (див. [1]),

P
{︂
sup
𝑘≥𝑛

𝐼3(2
𝑘) > 𝜀

}︂
≤ P

{︂
sup
𝑡≥2𝑛

𝐼3(𝑡) > 𝜀

}︂
= P

⎧⎨⎩sup
𝑡≥2𝑛

1

𝐴(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝑡∫︁
0

𝛽(𝑠)𝑑𝑤(𝑠)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ > 𝜀

⎫⎬⎭ ≤

≤
∞∑︁
𝑘=𝑛

P

⎧⎨⎩ sup
𝑡∈[2𝑘;2𝑘+1]

1

𝐴(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝑡∫︁
0

𝛽(𝑠)𝑑𝑤(𝑠)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ > 𝜀

⎫⎬⎭ ≤

≤ 4

𝜀2

∞∑︁
𝑘=𝑛

1

𝐴2(2𝑛)

2𝑛+1∫︁
0

𝛽2(𝑠)𝑑𝑠 −→ 0, при 𝑛→ ∞,

завдяки умовi (10), i (17) доведено. Помiтимо також, що з останнього спiввiдно-
шення, враховуючи те, що послiдовнiсть sup

𝑡≥2𝑛
𝐼3(𝑡), 𝑛 ∈ N, є монотонно спадною,

отримуємо також

sup
𝑡≥2𝑛

𝐼3(𝑡) −→ 0, при 𝑛→ ∞ м.н. (18)

Нехай тепер 𝑡 ≥ 2 деяке довiльне число, а 𝑛 ∈ N таке, що 2𝑛 ≤ 𝑡 < 2𝑛+1. Тодi

|𝐼3(𝑡)| ≤ |𝐼3(𝑡)− 𝐼3(2
𝑛)|+ 𝐼3(2

𝑛) ≤ sup
𝑡∈[2𝑛;2𝑛+1]

|𝐼3(𝑡)− 𝐼3(2
𝑛)|+ 𝐼3(2

𝑛),

i, враховуючи (17), для доведення спiввiдношення (16) достатньо показати, що

sup
𝑡∈[2𝑛;2𝑛+1]

|𝐼3(𝑡)− 𝐼3(2
𝑛)| −→ 0, при 𝑛→ ∞ м.н.
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Розглянемо

sup
𝑡∈[2𝑛;2𝑛+1]

|𝐼3(𝑡)− 𝐼3(2
𝑛)| = sup

𝑡∈[2𝑛;2𝑛+1]

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 1

𝐴(𝑡)

𝑡∫︁
0

𝛽(𝑠)𝑑𝑤(𝑠)− 1

𝐴(2𝑛)

2𝑛∫︁
0

𝛽(𝑠)𝑑𝑤(𝑠)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ =

= sup
𝑡∈[2𝑛;2𝑛+1]

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒(︂ 1

𝐴(𝑡)
− 1

𝐴(2𝑛)

)︂ 2𝑛∫︁
0

𝛽(𝑠)𝑑𝑤(𝑠) +
1

𝐴(𝑡)

𝑡∫︁
2𝑛

𝛽(𝑠)𝑑𝑤(𝑠)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤

≤ sup
𝑡∈[2𝑛;2𝑛+1]

𝐴(𝑡)− 𝐴(2𝑛)

𝐴(𝑡)𝐴(2𝑛)
·

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2𝑛∫︁
0

𝛽(𝑠)𝑑𝑤(𝑠)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒+ sup

𝑡∈[2𝑛;2𝑛+1]

1

𝐴(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝑡∫︁
2𝑛

𝛽(𝑠)𝑑𝑤(𝑠)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ =

= 𝐼4,𝑛 + 𝐼5,𝑛.

З (17) та умови (i) випливає

𝐼4,𝑛 = sup
𝑡∈[2𝑛;2𝑛+1]

𝐴(𝑡)− 𝐴(2𝑛)

𝐴(𝑡)
· 𝐼3(2𝑛) ≤

(︂
𝐴(2𝑛+1)

𝐴(2𝑛)
− 1

)︂
· 𝐼3(2𝑛) ≤

≤ (𝑀 − 1)𝐼3(2
𝑛) −→ 0, при 𝑛→ ∞ м.н.

Розглянемо другий доданок

𝐼5,𝑛 ≤ sup
𝑡≥2𝑛

1

𝐴(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝑡∫︁
2𝑛

𝛽(𝑠)𝑑𝑤(𝑠)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ =

= sup
𝑡≥2𝑛

1

𝐴(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝑡∫︁
2𝑛

𝛽(𝑠)𝑑𝑤(𝑠) +

2𝑛∫︁
0

𝛽(𝑠)𝑑𝑤(𝑠)−
2𝑛∫︁
0

𝛽(𝑠)𝑑𝑤(𝑠)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤

≤ sup
𝑡≥2𝑛

1

𝐴(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝑡∫︁
0

𝛽(𝑠)𝑑𝑤(𝑠)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒+ 1

𝐴(2𝑛)

2𝑛∫︁
0

𝛽(𝑠)𝑑𝑤(𝑠) =

= sup
𝑡≥2𝑛

𝐼3(𝑡) + 𝐼3(2
𝑛) −→ 0, при 𝑛→ ∞ м.н.,

завдяки (17) та (18). Таким чином, (16) доведено.
З (13)–(16) випливає (12).
Теорему доведено.
3. Моделювання розв’язкiв лiнiйних стохастичних диференцiаль-

них рiвнянь. Доповненням до аналiтичних результатiв слугуватимуть резуль-
тати моделювання, отриманi за допомогою чисельних методiв. Моделювання та
вiзуалiзацiя дозволяють побачити закономiрностi, якi важко розгледiти в ана-
лiтичному записi рiвняння. Таким чином, можна помiтити не очевидну на пер-
ший погляд асимптотичну поведiнку чи паттерн в поведiнцi траєкторiй. Для
моделювання рiвняння будемо використовувати програмну реалiзацiєю методу
Ейлера-Маруями (див, наприклад, [11], [12]). До того ж в роботi Т. Мiтсуi [13]
було показано, що рiзниця мiж розв’язком стохастичного диференцiального рiв-
няння та його апроксимацiєю Ейлера-Маруями прямує до нуля м.н.

Покладемо 𝑡ℎ𝑛 = 𝑛ℎ та ∆ℎ
𝑛𝑤 = 𝑤(𝑡ℎ𝑛) − 𝑤(𝑡ℎ𝑛−1). Числове наближення 𝑋,

породжене в точцi 𝑡ℎ𝑛 = 𝑛ℎ i лiнiйно iнтерпольоване мiж ними, будемо позначати
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𝑋ℎ(𝑡)

}︀
0≤𝑡≤1

, тобто 𝑋ℎ
𝑛 = 𝑋ℎ(𝑡ℎ𝑛) – значення в 𝑛-iй точцi сiтки розбиття. Схема

моделювання за допомогою метода Ейлера-Маруями є наступною:

𝑋ℎ(0) = 𝑥0;

𝑋ℎ
𝑛 = 𝑋ℎ

𝑛−1 + 𝛼(𝑡ℎ𝑛−1)𝑋
ℎ
𝑛−1 + 𝛾(𝑡ℎ𝑛−1)ℎ+ 𝑏(𝑡ℎ𝑛−1)𝑋

ℎ
𝑛−1∆

ℎ
𝑛𝑤,

де ∆ℎ
𝑛𝑤 – гауссiвська випадкова величини N(0;ℎ) при фiксованому ℎ та 𝑋ℎ

𝑛 =
= 𝑋ℎ(𝑡ℎ𝑛). Наприклад, у випадку вiдрiзку [0; 1] вибираємо ℎ = 1

𝑛
, 𝑛 ∈ N.

Для моделювання розглянемо лiнiйне стохастичне диференцiальне рiвняння
(1) з наступними коефiцiєнтами

𝛼(𝑡) ∼ �̃�𝑡𝑚, 𝛾(𝑡) ∼ 𝛾𝑡𝑝, 𝛽(𝑡) ∼ 𝛽𝑡𝑘, при 𝑡→ ∞, (19)

де 𝑚, 𝑝, 𝑘 ∈ (0;+∞), �̃�, 𝛾, 𝛽 – деякi додатнi сталi. Знайдемо при яких значе-
ннях 𝑚, 𝑝, 𝑘 умови Теореми 1 будуть виконуватися. Для (i)

lim
𝑛→∞

𝐴(2𝑛+1)

𝐴(2𝑛)
= lim

𝑡→∞

𝐴(2𝑡+1)

𝐴(2𝑡)
= 2𝑚,

а тому обмежена. Для (ii)

lim
𝑡→∞

1

𝐴(𝑡)

𝑡∫︁
0

𝛽2(𝑠)𝑑𝑠 = lim
𝑡→∞

𝛽2(𝑡)

𝛼(𝑡)
=
𝛽2

�̃�
lim
𝑡→∞

𝑡2𝑘−𝑚 = 0,

при 𝑚 > 2𝑘. Для загального члена ряду з нерiвностi (10) маємо

1

𝐴2(2𝑛)

2𝑛+1∫︁
0

𝛽2(𝑠)𝑑𝑠 ∼ 22𝑘+1(𝑚+ 1)2

2𝑘 + 1
· 22𝑛(𝑘−𝑚− 1

2), при 𝑛→ ∞,

а тому ряд збiгається, якщо 𝑚 > 𝑘 − 1
2
. I останнє

lim
𝑡→∞

1

𝐴(𝑡)

𝑡∫︁
0

𝛾(𝑠)𝑑𝑠 = lim
𝑡→∞

𝛾(𝑡)

𝛼(𝑡)
=

{︃
𝛾

�̃�
, при 𝑚 = 𝑝;

0, при 𝑚 > 𝑝.

а тому при 𝑚 ≥ 𝑝 буде виконуватися (iii).
Пiдсумовуючи отримане, якщо 𝑚 ≥ 𝑝, 𝑚 > 2𝑘 i 𝑚, 𝑝, 𝑘 ∈ (0;+∞), то

до лiнiйного стохастичного диференцiального рiвняння (1) з коефiцiєнтами, що
задовольняють (19), можна застосувати Теорему 1.

Застосуємо схему Ейлера-Маруями для апроксимацiї розв’язку наступного
стохастичного диференцiального рiвняння

𝑑𝑋(𝑡) =
(︁
𝑡
1
2𝑋(𝑡) + 𝑡

1
2

)︁
𝑑𝑡+ 𝑡

1
6𝑋(𝑡)𝑑𝑤(𝑡).

Зобразимо траєкторiї його явного розв’язку з початковою умовою 𝑋(0) = 5
та схемою Ейлера-Маруями для 𝑛 = 50 та вiдтворимо розв’язок детермiнованої
задачi з початковою умовою 𝜇(0) = 5:

𝑑𝜇(𝑡) =
√
𝑡𝜇(𝑡)𝑑𝑡.
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Для таких рiвнянь виконують усi умови Теореми 1. Як видно з Рис. 1 тра-
єкторiї прямують до нескiнченностi та мають схожу динамiку. Вiдношення ло-
гарифмiв розв’язкiв представлено на Рис. 2. Моделювання вiдношення логари-
фмiв розв’язку рiвняння збуреного вiнерiвським процесом та розв’язку детер-
мiнованої задачi показує, що траєкторiї є еквiвалентними, а отже вiдношення
самих розв’язкiв є також еквiвалентним, що пiдтверджує твердження Теореми
1.

Рис. 1. Поведiнка розв’язкiв
стохастичного диференцiального рiвняння
та розв’язку звичайного диференцiального
рiвняння (точкова синя лiнiя), при 𝑡 → ∞.

Рис. 2. Логарифмiчна еквiвалентнiсть
розв’язкiв стохастичного

диференцiального рiвняння та розв’язку
звичайного диференцiального рiвняння.

4. Висновки та перспективи подальших дослiджень. Дослiдження
асимптотичних властивостей розв’язкiв стохастичних диференцiальних рiвнянь
представляє особливий iнтерес з практичної точки зору. У статтi наведено умо-
ви, при яких властивостi розв’язку лiнiйного стохастичного диференцiального
рiвняння загального вигляду визначаються властивостями розв’язку звичайно-
го диференцiального рiвняння, що належить до класу диференцiальних рiв-
нянь з вiдокремлювальними змiнними. Дослiджуване рiвняння є узагальнен-
ням бiльшостi моделей росту вiдсоткової ставки, що активно використовуються
у свiтi фiнансiв. Було знайдено двi невипадковi функцiї, пiд дiєю яких розв’язок
стохастичного рiвняння та розв’язок вiдповiдної детермiнованої задачi мають
однаковий порядок на нескiнченностi. Цей результат дає змогу досить просто
отримувати граничнi теореми для рiзноманiтних стохастичних диференцiаль-
них рiвнянь, що виникають в задачах фiнансової математики.

Надалi було б цiкаво розповсюдити основний результат роботи на випадок

Роздiл 1: Математика i статистика
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моделей породжених дробово-броунiвським рухом.

Список використаної лiтератури
1. Гiхман Й. I., Скороход А. В. Стохастичнi диференцiальные рiвняння. Київ : Наукова

думка. 1968. 356 с.
2. Хасьмiнський Р. З. Стiйкiсть систем диференцiальних рiвнянь при випадкових збуреннях

їх параметрiв. Наука. 1969. 367 с.
3. Маккiн Г. Стохастичнi iнтеграли. Москва : Мир, 1972. 181 с.
4. Iкєда Н., Ватанабе С. Стохастичнi диференциальнi рiвняння i дифузiйнi процеси. Москва :

Наука, 1986. 445 с.
5. Келлер Г., Keрстинг Г., Рослер У. Про асимптотичну поведiнку розв’язкiв стоха-

стичних диференцiальних рiвнянь.Wahrsch. Geb. 1984. Вип. 68. C. 163–184. DOI:
https://doi.org/10.1007/BF00531776

6. Buldygin V. V. and Tymoshenko O. A. On the exact order of growth of solutions of stochastic
differential equations with time-dependent coefficients. Theor Stoch. Process, 2010. 16.
P. 12–22.

7. Tymoshenko O. A. Generalization of asymptotic behavior of non-autonomous
stochastic differential equations. Naukovi Visti NTUU KPI, 2016. 4. P. 100–106. DOI:
https://doi.org/10.20535/1810-0546.2016.4.71649

8. Klesov О. I., Tymoshenko O. A. Almost Sure Asymptotic Properties of Solutions of a Class
of Non-homogeneous Stochastic Differential Equations. Modern Mathematics and Mechani-
cs. Fundamentals, Problems and Challenges. Switzerland: Springer. 2019. P. 97–114. DOI:
https://doi.org/10.1007/978-3-319-96755-46

9. Buldygin V. V., Klesov O. I., Steinebach J. G., and Tymoshenko O. A. On the 𝜙-asymptotic
behaviour of solutions of stochastic differential equations. Theory Stoch. Process, 2008. 14.
P. 11–29.

10. Klesov O. I, Tymoshenko O. A. Unbounded solutions of stochastic differential equations with
timedependent coefficients. Annales Univ. Sci. Budapest., Sect. Comp., 2013. 41. P. 25–35.

11. Asmussen S., Glynn P. W. Stochastic Modelling and Applied Probability. New York: Springer,
2007. 476 p.

12. Kloeden P. E., Platen E. Numerical Solution of Stochastic Differential Equations. Springer,
1992. 326 р.

13. Mitsui T. Stability analysis of numerical solution of stochastic differential equations. Res. Inst.
Math.Sci. Kyoto Univ., 1995. P. 124–138.

Desnytskiy O. M., Mlavets Yu. Yu., Orlovskiy I. V., Tymoshenko O. A.
Asymptotic Behavior of Solutions of General Linear Di�erential Equations Peretru-
bated by Wiener Process.

The limit theorem on the asymptotic behavior of the solution of a linear stochastic
differential equation of the general form is proved. The method is based on the applica-
tion of the technique developed in the work by Y. I. Gihman and A. V. Skorokhoda for
autonomous stochastic differential equations. The conditions under which the solution of
a linear stochastic differential equation is approximated by a non-random function have
been found. Examples of simulations using the Euler-Murayama method are given.

Keywords: stochastic differential equation, linear stochastic differential equation, asymp-
totic properties of solutions, modeling of stochastic differential equations, the Euler-
Maruyama method.

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2022, том 41, № 2 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)



40 О. М. ДЕСНИЦЬКИЙ, Ю. Ю. МЛАВЕЦЬ, I. В. ОРЛОВСКИЙ, О. А. ТИМОШЕНКО

References

1. Gihman, I. I., & Skorohod, A. V. (1972). Stochastic differential equations. Berlin: Springer-
Verlag.

2. Khasminskyi, R. Z. (1969). Stability of systems of differential equations under random pertur-
bations of their parameters. Nauka [in Russian].

3. Makkin, G. (1972). Stochastic integrals. Moscow: Mir. [in Russian].
4. Ikeda, N., & Watanabe, S. (1992). Stochastic Differential Equations and Diffusion Processes.

North Holland.
5. Keller, G., Kersting, G., & R𝑜sler, U. (1984). On the asymptotic behaviour of solutions of

stochastic differential equations Zeitschrift fur Wahrscheinlichkeitstheorie und Verwandte Ge-
biete, 68, 163–189. https://doi.org/10.1007/BF00531776

6. Buldygin, V., & Tymoshenko, O. (2010). On the exact order of growth of solutions of stochastic
differential equations with time-dependent coefficients. Theory of Stochastic Processes, 16(2),
12–22. https://doi.org/10.1093/bjps/axp018

7. Tymoshenko, O. A. (2016). Generalization of asymptotic behavior of non-
autonomous stochastic differential equations. Naukovi Visti NTUU KPI, 4, 100–106.
https://doi.org/10.20535/1810-0546.2016.4.71649

8. Klesov, O. I., & Tymoshenko, O. A. (2019). Almost Sure Asymptotic Properties of Solu-
tions of a Class of Non-homogeneous Stochastic Differential Equations. Modern Mathemat-
ics and Mechanics. Fundamentals Problems and Challenges. Switzerland: Springer, 97–114.
https://doi.org/10.1007/978-3-319-96755-46

9. Buldygin, V. V., Klesov, O. I., Steinebach, J. G., & Tymoshenko, O. A. (2008). On the 𝜙-
asymptotic behaviour of solutions of stochastic differential equations. Theory Stoch. Process,
14, 11–29.

10. Klesov, O. I., & Tymoshenko, O. A. (2013). Unbounded solutions of stochastic differential
equations with timedependent coefficients. Annales Univ. Sci. Budapest., Sect. Comp., 41,
25–35.

11. Asmussen, S., & Glynn, P. W. (2007). Stochastic Modelling and Applied Probability. New York:
Springer.

12. Kloeden, P. E., & Platen, E. (1992). Numerical Solution of Stochastic Differential Equations.
Springer.

13. Mitsui, T. (1995). Stability analysis of numerical solution of stochastic differential equations.
Kokyuroku (Res. Inst. Math. Sci. Kyoto Univ), 850, 124–138.

Одержано 18.08.2022

ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online) Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2022, том 41, № 2


