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НЕЧIТКI МНОЖИНИ ДРУГОГО РОДУ

Сучаснi iнформацiйнi системи широко впроваджуються в сферу управлiння в
соцiально-економiчних системах, як правило, використовують експертнi знання, на-
копиченi в рiзних сферах людської дiяльностi, що призводить до рiзного роду неви-
значеностей. При плануваннi нових проектiв аналiтики стикаються з проблемою не-
визначеностi, яка для кожної сфери проявляється по-рiзному. У загальному випадку,
невизначенiсть — нестача впевненостi, стан наявностi обмежених знань, де неможливо
точно описати майбутнiй результат або наявнiсть великого числа можливих резуль-
татiв. Побудова моделей прийняття рiшень для задач iз погано формалiзованою iн-
формацiєю можлива за допомогою використання теорiї нечiтких множин та побудови
нечiтких логiчних систем. Засобом для вирiшення вище описаних проблем можуть
виступити нечiткi множини другого порядку, якi i будуть бiльш детально описанi в
цiй статтi, оскiльки введення нечiткостi у функцiю належностi дозволяє наблизити
нечiтку модель до людського мислення та сприйняття.

Ключовi слова: система управлiння, нечiтка логiка, нечiтка множина, функцiя на-
лежностi, слiд невизначеностi.

1. Вступ. В умовах iнтенсивної iнформатизацiї суспiльства, iнформацiйнi те-
хнологiї широко впроваджуються в сферу управлiння в соцiально-економiчних
системах.

Будь-якому рiвню управлiння притаманнi задачi прийняття рiшень. Хоча
цi завдання можна подiлити за важливiстю, складнiстю, прiоритетнiстю, але
всi вони є вирiшальними для успiшного функцiонування соцiально-економiчних
об’єктiв.

Сучаснi iнформацiйнi системи, як правило, використовують знання, нако-
пиченi дослiдниками в рiзних сферах людської дiяльностi. Використання знань
експертiв у системах прийняття рiшень, як правило, призводить до появи рi-
зних типiв невизначеностей [1]. Одержуванi знання дуже часто мають вигляд
висловлювань людини, яка є фахiвцем у певнiй галузi i яка в своїх мiркуваннях
робить спробу кiлькiсно охарактеризувати якiснi поняття та вiдношення.

Нечiтка логiка дає можливiсть широкого використання експертних знань в
системах управлiння, що дозволяє формалiзувати якiснi, семантично розплив-
частi поняття та зв’язки. Невизначенiсть, яка присутня в задачах управлiння
дiяльнiстю будь-якого пiдприємства (фiрми, банку), характеризується розмитi-
стю думок i оцiнок експертiв, неповнотою i нечiткiстю iнформацiї про основнi
параметри та умови аналiзованої задачi. Ця невизначенiсть створюється як з
допомогою дiй iнших суб’єктiв економiки, якi переслiдують власнi iнтереси, так
i за рахунок неповноти наявної у пiдприємства iнформацiї про економiчну об-
становку, що склалася. Таким чином, вона призводить до значного пiдвищення
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складностi завдань управлiння дiяльнiстю пiдприємства та породжується без-
лiччю факторiв. Поєднання цих факторiв на практицi створює широкий спектр
рiзних видiв невизначеностi. Тому i виникає потреба використання методiв, якi
дозволяють використовувати розмитi значення показникiв.

2. Виклад основного матерiалу. Побудова моделей прийняття рiшень
для задач, якi є слабо формалiзованими та оперують експертною iнформацiєю,
можлива завдяки використанню теорiї нечiтких множин та побудови нечiтких
логiчних систем [2, 3].

Нечiткi системи мають низку переваг в порiвняннi з iншими. Однiєю з них
є можливiсть оперувати нечiткими вхiдними даними (значеннями, якi змiнюю-
ться з часом, або значеннями, якi не можуть бути заданi однозначно). Також,
зявляється можливiсть нечiткої формалiзацiї критерiїв оцiнювання та порiвня-
ння (оперуючи такими критерiями, як «бiльшiсть», «можливо», «переважно»,
. . . ). Оперування не тiльки даними, але i ступенем їх достовiрностi. Нечiткi си-
стеми дають можливiсть швидкого моделювання складних динамiчних систем
та їх порiвняння iз заданим ступенем точностi.

Для формалiзацiї знань, якi отримують вiд експерта чи групи експертiв, за
допомогою нечiтких множин, необхiднi процедури побудови вiдповiдних фун-
кцiй належностi. Цi процедури є найважливiшим етапом у задачах прийняття
рiшень, тому що якiсть рiшень залежить вiд того, наскiльки адекватно побудо-
вана функцiя належностi вiдображає знання експерта або експертiв. Викори-
стання апарату теорiї нечiтких множин для автоматичної формалiзацiї знань
ставить перед дослiдником завдання вибору типу нечiткої множини для побу-
дови функцiй належностi та нечiткої моделi, яка вiдповiдатиме обраному типу
нечiткої множини.

Питання побудови функцiй належностi є одним iз основних у нечiткiй логi-
цi, якому присвятили свої працi багато вчених, починаючи з засновника цього
напряму науки Л. Заде. У теорiї нечiтких множин функцiя належностi вiдiграє
значну роль, оскiльки вона є основною характеристикою нечiткого об’єкта, i
всi дiї з нечiткими об’єктами виконуються через операцiї з їх функцiями нале-
жностi. Визначення функцiї належностi — це перша i дуже важлива стадiя, що
дозволяє потiм оперувати з нечiткими множинами. Як правило, функцiя нале-
жностi будується або на основi статистичної iнформацiї, або за участю експерта
(групи експертiв). У першому випадку функцiя належностi повинна мати часто-
тну iнтерпретацiю, у другому випадку ступiнь належностi приблизно дорiвнює
iнтенсивностi прояву деякої властивостi.

Залежно вiд ступеня нечiткостi нечiтких множин, який враховується при
побудовi нечiткої моделi, розрiзняють нечiткi моделi типу 1, загальнi моделi
типу 2 та iнтервальнi типу 2 [3].

Нечiткi моделi типу 1, якi базуються на нечiтких множинах першого поряд-
ку, використовують функцiї належностi з чiткими значеннями ступенiв нале-
жностi i дають на виходi лише чiтке (точкове) значення.

Для вирiшення конкретних практичних проблем Лотфi Заде запропонував
зручну iнтерпретацiю нечiткої множини типу 1:

𝐴 = {(𝑥, 𝜇𝐴(𝑥) ) |𝑥 ∈ 𝑋, 0 ≤ 𝜇𝐴(𝑥) ≤ 1}

де 𝑋 – унiверсальна множина, а 𝜇𝐴(𝑥) – функцiя належностi елемента 𝑥 мно-
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жинi 𝐴, яка є пiдмножиною унiверсальної множини.
На основi нечiтких множин першого порядку розроблено рiзнi моделi та

алгоритми прийняття рiшень в умовах невизначеностi, зокрема модель оцiнки
ефективностi iнвестицiйних проектiв [4]. Аналiз таких методiв i моделей пока-
зує, що досить часто вони не забезпечують отримання повнiстю достовiрних
рiшень з огляду на недостатньо обгрунтований вибiр параметрiв моделювання,
а пошук ефективних рiшень супроводжується значними тимчасовими витра-
тами через необхiднiсть виконання багаторазових реалiзацiй використовуваних
методiв, моделей i алгоритмiв з метою вибору оптимальних параметрiв

Нечiткi загальнi та iнтервальнi моделi типу-2 базуються на нечiтких мно-
жинах другого порядку.

Поняття нечiтких множин другого порядку (fuzzy sets type-2) було дано
основоположником нечiткої логiки Л. Заде в 1975 р. Пiд нечiткими множинами
другого порядку розумiлися «нечiткi» множини, у яких ступiнь належностi —
це нечiтка множина першого порядку.

У роботi [5] Мендель i Джохан запропонували зручне для практичного за-
стосування визначення нечiткої множини другого порядку:

𝐴 = {((𝑥, 𝑢) , 𝜇𝐴(𝑥, 𝑢)) |∀𝑥 ∈ 𝑋, ∀𝑢 ∈ 𝐽𝑥 ⊆ [0, 1]}

де 𝑋 — унiверсальна множина, а 𝜇𝐴(𝑥, 𝑢) — множина функцiй належностi, що
характеризують ступiнь належностi елементiв 𝑥 (третiй вимiр, що характеризує
вторинну функцiю приналежностi) множинi 𝐴.

Якщо 𝐴 неперервна, це можна представити так:

𝐴 =

⎧⎪⎨⎪⎩
∫︁∫︁
𝑥∈𝑋

⎡⎢⎣ ∫︁∫︁
𝑢∈𝐽𝑥⊆[0,1]

𝑓𝑥(𝑢)/𝑢

⎤⎥⎦ /𝑥
⎫⎪⎬⎪⎭

де
∫︀∫︀

позначає об’єднання 𝑥 i 𝑢.
Якщо 𝐴 дискретна, то для представлення використовується формула:

𝐴 =

{︃∑︁
𝑥∈𝑋

𝜇𝐴(𝑥)/𝑥

}︃
=

{︃
𝑁∑︁
𝑖=1

[︃
𝑀1∑︁
𝑘=1

𝑓𝑥𝑖(𝑢𝑖𝑘)/𝑢𝑖𝑘

]︃
/𝑥𝑖

}︃

де
∑︀∑︀

позначає об’єднання 𝑥 i 𝑢.
Розрiзняють загальнi та iнтервальнi нечiткi множини другого порядку. Осо-

бливостi кожного виду будуть розглянутi нижче.
Наприкiнцi двадцятого столiття в [6] було дано опис нечiткої множини дру-

гого порядку з використанням нижньої та верхньої функцiй належностi
(memebership function, MF). Кожна з цих функцiй може бути представлена у
виглядi нечiткої множини першого порядку. Iнтервал мiж цими двома функцi-
ями є слiд невизначеностi (footprint of uncertainly, FOU) [5], який i є головною
характеристикою нечiткої множини другого порядку (НМ-2). Слiд невизначе-
ностi — це розмивання функцiї належностi першого порядку, який повнiстю
описується двома її обмежуючими функцiями: нижньою функцiєю належностi
(НФН – LMF) та верхньою функцiєю належностi (ВФН – UMF), кожна з яких
є нечiткою множиною першого порядку (НМ-1) (рис. 1).
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Рис. 1. Функцiя належностi типу-2.

Введення нечiткостi у функцiю належностi дозволяє наблизити нечiтку мо-
дель до людського мислення та сприйняття. Люди по-рiзному сприймають ре-
альнiсть; те саме слово може мати рiзне значення для рiзних людей. Особливо
це стосується висловлювань для оцiнювання. Тому необхiдно виключити одно-
значну вiдповiднiсть значення ступеня функцiї належностi за рахунок зняття
обмежень при заданнi ступеню невизначеностi кожного значення iнтервалу. При
заданнi експертом ступенiв належностi таким чином зменшується ризик нако-
пичення помилок через невключення сумнiвних точок, якi розташованi бiля
границь функцiї.

Одним iз основних завдань є визначення величини слiду невизначеностi,
оскiльки це впливає на точнiсть моделi та час виконання розрахункiв
комп’ютерною системою. Очевидно, що розмiр слiду невизначеностi залежить
вiд типу застосованих функцiй належностi.

Функцiя належностi загальної нечiткої множини другого порядку представ-
лена в 3-вимiрнiй моделi на рисунку 2, де третiм вимiром функцiї належностi
в кожнiй точцi 2-мiрної областi є так званий слiд невизначеностi (FOU).

Рис. 2. Слiд невизначеностi нечiткої множини типу 2.

Слiд невизначеностi — це розмивання функцiї належностi першого порядку,

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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який повнiстю описується двома її обмежуючими функцiями (рис. 1): нижньою
функцiєю належностi (LMF) i верхньою функцiєю належностi (UMF), кожна з
яких є нечiткою множиною першого порядку.

Теоретично вибiр типу функцiї належностi необмежений. Можливе викори-
стання будь-якої функцiї. Однак найбiльш часто використовуваними функцiя-
ми належностi для нечiтких множин типу 2 є: гауссовi, трикутнi, трапецiєвиднi
та дзвiноподiбнi.

Також розрiзняють невизначеностi рiзних типiв при побудовi функцiй на-
лежностi в нечiтких системах, а саме iнтраневизначенiсть та iнтерневизначе-
нiсть. Iнтраневизначенiсть виникає внаслiдок недостатньої кiлькостi знань або
нечiткої оцiнки експерта. Iнтерневизначенiсть виникає внаслiдок рiзних оцiнок
декiлькох експертiв. Iнтраневизначенiсть можна описати за допомогою нечi-
ткої множини другого порядку, а iнтерневизначенiсть — об’єднанням декiлькох
НМ-2. [7].

Нечiткi множини другого порядку характеризуються розмитiстю меж фун-
кцiї належностi (ФН) i способом розподiлу ступенiв належностi значенням ар-
гументiв. Розмиття меж є першим кроком у переходi вiд нечiтких множин типу
1 до нечiтких множин типу 2. На другому етапi потрiбно вибрати тип функцiї
належностi, як ми робимо для нечiтких множин типу 1.

Розрiзняють два рiзновиди ФН-2. Якщо для будь-якого значення аргументу
iз унiверсуму на всьому iнтервалi, вiд нижнього ступеня належностi до верх-
нього, значення ФН-2 незмiнне, тодi цей вид ФН-2 – унiфiкований (однорiдний).
Нечiтка множина з таким рiзновидом ФН-2 називається iнтервальною нечiткою
множиною другого порядку (IНМТ-2).

Iнтервальнi нечiткi моделi типу 2 використовують функцiї належностi, що
будуються на основi нечiтких множин з iнтервальними значеннями ступенiв
належностi (рис. 3), де:
𝑥 – первинна змiнна;
𝐽𝑥′ – первинна функцiя належностi;
𝑢 – вторинна змiнна;
𝜇𝐴(𝑥

′) – вторинна функцiя належностi.

Рис. 3. Iнтервальна нечiтка множина другого порядку.

Цi моделi, на вiдмiну вiд нечiтких моделей типу 1, дають на виходi точковi та
iнтервальнi значення. Вони достатньо ефективно обробляють рiзнi види неви-
значеностей та потребують iстотно менше обчислювальних затрат, нiж загальнi
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нечiткi моделi типу 2. Наприклад, у працях [6–8] наведенi приклади використа-
ння iнтервальних функцiй належностi для розв’язання прикладних задач.

Якщо для будь-якого значення аргументу з унiверсуму на вказаному iн-
тервалi значення ФН-2 змiнюється, то нечiтка множина з таким типом ФН-2
називається нечiткою множиною другого порядку загального вигляду.

Функцiю належностi другого порядку в загальному (неоднорiдному) виглядi
можна задати за допомогою:
– характеристики типу 1 (первинна змiнна та функцiя належностi);
– характеристики типу 2 (вторинна змiнна та функцiя належностi).
Характеристики типу 2 задають параметри вертикального перерiзу функцiї

належностi другого порядку (рис. 4).

Рис. 4. Загальна нечiтка множина другого порядку.

На рисунку 4 показано основнi характеристики функцiї належностi другого
порядку в загальному (неоднорiдному) виглядi:
𝑥 – первинна змiнна;
𝐽𝑥′ – первинна функцiя належностi;
𝑢 – вторинна змiнна;
𝜇𝐴(𝑥

′) – вторинна функцiя належностi.
Неоднорiдний тип функцiї належностi другого порядку використовується

не дуже часто через дорогi обчислення, хоча вiн має велику кiлькiсть ступенiв
свободи. Тому експертнi системи здебiльшого базуються на iнтервальному типi
нечiтких множин другого порядку. Вони дозволяють використовувати всi засо-
би iнтервальних обчислень i мають широкий спектр практичного застосування.

3. Висновки. Актуальними в сучасних умовах стають системи управлiння,
якi здатнi ефективно моделювати та вiдображати процеси та об’єкти, що мають
великий вплив на досягнення цiлей управлiння.

На основi методiв нечiткої логiки можна проектувати автоматизованi си-
стеми керування, якi здатнi ефективно функцiонувати за наявностi iнформацiї
про об’єкт керування, яка має якiсний характер. Тому при розробцi складних
для формалiзацiї систем управлiння доцiльно застосовувати моделi та методи,
заснованi на принципах нечiткої логiки.

При математичному моделюваннi невизначеностi велике теоретичне i пра-
ктичне значення має теорiя нечiтких множин. Пiд нечiткими системами в основ-
ному розумiють нечiткi системи управлiння. Залежнiсть мiж вхiдними та ви-
хiдними змiнними системами може мати нелiнiйний характер, заздалегiдь не

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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вiдомий. Нечiткi системи дозволяють дати правильну апроксимацiю для широ-
кого класу таких залежностей. Зрозумiло, що унiверсальними апроксиматорами
є i нечiткi системи типу 2, оскiльки це бiльш широкий клас систем, нiж нечi-
ткi системи типу 1. Розвиток теорiї нечiтких систем типу 2 i застосування цiєї
теорiї є перспективним науковим напрямом.
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Sharkadi M. M. Fuzzy Sets of the Second Kind.

Modern information systems are widely introduced into the sphere of management in
socio-economic systems, as a rule, use expert knowledge accumulated in various spheres of
human activity, which leads to various kinds of uncertainties. When planning new projects,
analysts are faced with the problem of uncertainty, which manifests itself differently for
each area. In general, uncertainty is a lack of confidence, a state of limited knowledge,
where it is impossible to accurately describe the future result or the presence of a large
number of possible results. Building decision-making models for problems with poorly
formalized information is possible through the use of fuzzy set theory and the construction
of fuzzy logical systems. The means to solve the problems described above can be fuzzy
sets of the second order, which will be described in more detail in this article, since the
introduction of fuzziness into the membership function allows us to bring a fuzzy model
closer to human thinking and perception.

Keywords: management system, fuzzy logic, fuzzy set, membership function, footprint
of uncertainty.
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