Розділ 4. Спеціальні задачі лінійного програмування
§ 1. Задачі параметричного програмування

Нехай параметр t приймає свої значення в деякому проміжку 
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. Тоді, якщо коефіцієнти цільової функції лінійно залежать від параметра t, то задача параметричного програмування полягає в знаходженні
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де 
[image: image8.wmf]i

ij

j

j

b

a

c

c

,

,

,

¢

¢

¢

— задані константи.

Якщо ж від параметра 
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 лінійно залежать вільні члени обмежень (2), то задача параметричного програмування ставиться так: знайти
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де 
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Задачу параметричного програмування ще можна поставити так: при 
[image: image16.wmf][

]

b

a

,

Î

t

 знайти


[image: image17.wmf]max

)

(

1

®

¢

¢

+

¢

=

å

=

n

j

j

j

j

x

t

c

c

f




           (1(()

за умов:


[image: image18.wmf]t

b

b

x

a

i

i

n

j

j

ij

¢

¢

+

¢

=

å

=

1

    
[image: image19.wmf])

1

 

(

,m

 

i 

=

,

           (2(()


[image: image20.wmf])

,

1

(

0

n

j

x

j

=

³

.



           (3(()

Узагальненням виписаних вище задач є така: для всіх 
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за умов:
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Розв’язок сформульованих задач можна знайти методами лінійного програмування.

п. 1.1. Геометричний метод розв’язання задач

параметричного програмування

Нехай  
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 задачі (1) – (3) непуста і включає в себе більше ніж одну точку. Тоді вихідна задача полягає у визначенні при кожному значенні параметра 
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 такої точки багатогранника розв’язків, в якій цільова функція f набуває максимального значення. Після того, як знайдено точку t=t0, в якій функція f  набуває максимального значення, шукається множина тих значень t, для  яких  координати  вказаної точки  визначають оптимальний  план  задачі (1) – (3). Знайдені значення параметра t виключаються з розгляду, береться деяке нове значення 
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, і процедура обчислень повторюється. В результаті після скінченого числа кроків для кожного значення параметра 
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 або знаходиться оптимальний план задачі, або встановлюється її нерозв’язність.

Приклад. Підприємство має випустити два види продукції – A та B, для виготовлення якої використовується три види сировини (табл. 4.1):

Таблиця 4.1
	Вид сировини
	Норми витрат сировини на виробництво одиниці продукції
	Запаси сировини

	
	А
	В
	

	I
	4
	1
	16

	II
	2
	2
	22

	III
	6
	3
	36


Відомо, що ціна одиниці продукції може змінюватись для виробу А від 2 до 12 грошових одиниць, а для виробу В – від 13 до 3 грошових одиниць, причому ці зміни визначаються співвідношеннями: 
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. Для кожного з можливих значень ціни одиниці продукції кожного з видів знайти такий план виробництва, при якому загальна вартість продукції буде максимальною.


Розв’язання. Нехай підприємство виготовляє 
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 одиниць продукції В. Тоді  математична  модель  задачі  буде  такою: для всіх значень параметра 
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Будуємо багатокутник розв’язків R(x), який відповідає системі обмежень   (5) – (6) (рис. 4.1). Прямі лінії системи (5) проходять через точки:
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Рис. 4.1

У нашому випадку R(x) = OABCD. При 
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 цільова функція матиме вигляд 
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. Ця пряма проходить через точки 
[image: image43.wmf]1

1

=

x

 і 
[image: image44.wmf]2

2

=

x

, градієнт 
[image: image45.wmf]C
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 вверх паралельно самій собі, то неважко бачити, що остання спільна точка прямої з R(x) буде А(0; 11). Отже, при 
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(4; 11) і пряма проходить через точки 
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Неважко бачити, що план випуску продукції X0* буде залишатись оптимальним доти, поки пряма 
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 (h — деяке число) не стане паралельною до прямої 
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 координати будь-якої точки відрізка АВ будуть давати оптимальний план задачі (4) – (6).

Таким чином, при t([0; 5,5] задача (4) – (6) має оптимальний план X0*=(0; 11) і 
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Візьмемо тепер значення параметра 
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 вверх паралельно самій собі, бачимо, що останньою точкою множини R(x), яку перетне лінія рівня, буде точка В. Її координати знаходяться із системи рівнянь: 
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З рисунка 4.1 видно, що план X1*=(1; 10) буде оптимальним планом задачі (4) – (6) доти, поки пряма 
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Проводячи аналогічні міркування бачимо, що при t([8; 10] оптимальним планом задачі (4)-(6) буде X2*=(2; 8), причому 
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Підіб’ємо підсумок. Задача параметричного програмування
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має такі оптимальні розв’язки: 

· при t([0; 5,5],
X0*
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п. 1.2. Розв’язання задачі, цільова функція якої містить параметр

Розглянемо задачу (4) – (6), і нехай 
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1. Вважаючи значення параметра t рівним деякому числу 
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2. Визначають множину значень параметра 
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3. Покладають значення параметра t рівним деякому числу з тої частини проміжку 
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4. Визначають множину значень параметра t, для яких новий оптимальний план залишається оптимальним, або задача є нерозв’язною. Обчислення повторюють доти, поки не будуть досліджені всі значення 
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Приклад. Для t((; + знайти
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Розв’язання. Приймаємо значення параметра 
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 (число 0 взято довільно). Вектори Р3, Р4, Р5 утворюють базис. Застосувавши симплекс-метод, одержимо (табл. 4.2):

Таблиця 4.2
	і
	Базис
	С
	Р0
	2
	3 + 4t
	0
	0
	0

	
	
	
	
	Р1
	Р2
	Р3
	Р4
	Р5

	1
	Р3
	0
	12
	1
	1
	1
	0
	0

	2
	Р4
	0
	10
	1
	–1
	0
	1
	0

	3
	Р5
	0
	6
	–1
	1
	0
	0
	1

	4
	
	
	0
	–2
	–3 – 4t
	0
	0
	0

	1
	Р3
	0
	6
	2
	0
	1
	0
	–1

	2
	Р4
	0
	16
	0
	0
	0
	1
	1

	3
	Р2
	3 + 4t
	6
	-1
	1
	0
	0
	1

	4
	
	
	18 + 24t
	–5 – 4t
	0
	0
	0
	3 + 4t

	1
	Р1
	2
	3
	1
	0
	1/2
	0
	– 1/2

	2
	Р4
	0
	16
	0
	0
	0
	1
	1

	3
	Р2
	3 + 4t
	9
	0
	1
	1/2
	0
	1/2

	4
	
	
	33 + 36t
	0
	0
	2,5 + 2t
	0
	0,5 + 2t


План Х0*=(3; 9; 0; 16; 0) буде оптимальним, якщо мають місце нерівності:
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  t  -0,25   t([-0.25; +).
Тепер потрібно розглянути значення параметра 
[image: image105.wmf]25
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. При  
[image: image106.wmf]25
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 план Х0* не буде оптимальним. Тому переходимо до нового опорного плану (табл.4.3).
Таблиця 4.3
	і
	Базис
	С
	Р0
	2
	3 + 4t
	0
	0
	0

	
	
	
	
	Р1
	Р2
	Р3
	Р4
	Р5

	1
	Р1
	2
	11
	1
	0
	0,5
	0,5
	0

	2
	Р5
	0
	16
	0
	0
	0
	1
	1

	3
	Р2
	3 + 4t
	1
	0
	1
	0,5
	–0,5
	0

	4
	
	
	25 + 4t
	0
	0
	2,5 + 2t
	–0,5 – 2t
	0


План Х1* =(11; 1; 0; 0; 16) буде оптимальним, якщо 
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[image: image108.wmf]Þ

–1,25 t  –0,25   t([–1,25; –0,25].

Наступна ітерація (табл. 4.4) дає:

Таблиця 4.4
	і
	Базис
	С
	Р0
	2
	3 + 4t
	0
	0
	0

	
	
	
	
	Р1
	Р2
	Р3
	Р4
	Р5

	1
	Р1
	2
	10
	1
	–1
	0
	1
	0

	2
	Р5
	0
	16
	0
	0
	0
	1
	1

	3
	Р3
	0
	2
	0
	2
	1
	–1
	0

	4
	
	
	20
	0
	–5 – 4t
	0
	2
	0


План Х2*=(10; 0; 2; 0; 16) буде оптимальним, якщо 
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Таким чином, залежно від значень параметра t задача має такі розв’язки:

t(( –; –1,25],
Х2*=(10; 0; 2; 0; 16),

[image: image110.wmf]max

f

= 20 ;

t([–1,25; –0,25],
Х1*=(11; 1; 0; 0; 16), 

[image: image111.wmf]max

f

= 25 + 4t ;

t([–0,25; +),
Х0*=(3; 9; 0; 16; 0),

[image: image112.wmf]max

f

= 33 + 36t .

п.1.3. Розв’ язання задачі, праві частини якої містять параметр

Процес знаходження розв’язку задачі (1() – (3() включає такі основні етапи:

1. Вважаючи значення параметра t рівним деякому числу 
[image: image113.wmf][

]
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Î

t

, знаходять оптимальний план Х* або встановлюють нерозв’язність одержаної задачі лінійного програмування.

2. Знаходять значення параметра 
[image: image114.wmf][
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,  для яких задача (1() – (3() має один і той самий план або нерозв’язна.

3. Вибирають значення параметра t із частини інтервалу, що залишилась, і встановлюють можливість визначення нового оптимального плану. У випадку  існування  оптимального  плану  знаходять його двоїстим симплекс-методом.

4. Визначають множину значень параметра t, для яких задача має  один і той самий новий оптимальний план, або є нерозв’язною. Обчислення проводять доти, поки не будуть досліджені всі значення параметра 
[image: image115.wmf][
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Приклад. Для t((; + знайти
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Розв’язання. Вважаючи значення параметра 
[image: image119.wmf]0
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, знаходимо розв’язок даної задачі. Застосувавши симплекс-метод одержимо (табл.4.5):

Таблиця 4.5
	і
	Базис
	С
	Р0
	3
	–2
	5
	0
	–4

	
	
	
	
	Р1
	Р2
	Р3
	Р4
	Р5

	1
	Р3
	5
	12 + t
	1
	1
	1
	0
	0

	2
	Р4
	0
	8 + 4t
	2
	–1
	0
	1
	0

	3
	Р5
	– 4
	10 – 6t
	–2
	2
	0
	0
	1

	4
	
	
	20 + 29t
	10
	–1
	0
	0
	0

	1
	Р3
	5
	7 + 4t
	2
	0
	1
	0
	– 1/2

	2
	Р4
	0
	13 + t
	1
	0
	0
	1
	1/2

	3
	Р2
	–2
	5 – 3t
	–1
	1
	0
	0
	1/2

	4
	
	
	25 + 26t
	9
	0
	0
	0
	1/2


Для того, щоб план Х0*=(0; 5 – 3t; 7 + 4t; 13 + t; 0) був оптимальним планом задачі, необхідно, щоб виконувались нерівності 
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Дослідимо, чи має задача оптимальний план при 
[image: image123.wmf]3
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. Для цього проведемо ще одну ітерацію (табл. 4.6):

Таблиця 4.6
	і
	Базис
	С
	Р0
	3
	–2
	5
	0
	–4

	
	
	
	
	Р1
	Р2
	Р3
	Р4
	Р5

	1
	Р3
	5
	17 – 2t
	0
	2
	1
	0
	1/2

	2
	Р4
	0
	18 – 2t
	0
	1
	0
	1
	1

	3
	Р1
	3
	–5 + 3t
	1
	–1
	0
	0
	– 1/2

	4
	
	
	70 – t
	0
	9
	0
	0
	5


Щоб Х1*=(–5 + 3t; 0; 17–2t; 18–2t; 0) був оптимальним планом задачі, необхідно, щоб виконувались нерівності 
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При 
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  Х1* не є оптимальним планом задачі, оскільки 17 – 2t < 0. Крім того, в першому рядку (де розміщена компонента 
[image: image128.wmf]t
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) немає від’ємних чисел. Це означає, що при 
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 вихідна задача не має розв’язку. У випадку 
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  Х*=(–5 + 3t; 0; 7 + 4t; 13 + t; 0) не є оптимальним планом задачі, оскільки 7+4t<0. Щоб при даному значенні параметра знайти оптимальний план (це можна зробити, бо в рядку вектора Р3 стоїть від’ємне число  –1/2 ) треба, згідно з алгоритмом двоїстого симплекс-методу, виключити з базису вектор Р3 і ввести в базис вектор Р5  (табл. 4.7).
Таблиця 4.7
	і
	Базис
	С
	Р0
	3
	-2
	5
	0
	–4

	
	
	
	
	Р1
	Р2
	Р3
	Р4
	Р5

	1
	Р5
	–4
	–14 – 8t
	–4
	0
	-2
	0
	1

	2
	Р4
	0
	20 + 5t
	3
	0
	1
	1
	0

	3
	Р2
	–2
	12 + t
	1
	1
	1
	0
	0

	4
	
	
	32 + 30t
	11
	0
	1
	0
	0


З таблиці 4.7 видно, що Х2*=(0; 12 + t; 0; 20 + 5t; –14 – 8t) буде оптимальним планом задачі, якщо:
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З таблиці 4.7 також бачимо, що при  t<–4 елемент стовпчика  Р0  20 + 5t < 0, але елементи відповідного рядка додатні. Отже, при t<–4 вихідна задача не має розв’язку.

Таким чином, при t((–; –4 задача розв’язків не має;

при 
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 Х2*=(0; 12 + t; 0; 20 + 5t; –14 – 8t),
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при 
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 Х0*=(0; 5 – 3t; 7 + 4t; 13 + t; 0 ),

[image: image137.wmf]max
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= 25 + 26t ;

при 
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 Х1*=(–5 + 3t; 0; 17 – 2t; 18 – 2t; 0),
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при 
[image: image140.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

¥

+

Î

;

2

17

t

 задача не має розв’язку.

п. 1.4. Розв’язання задачі, цільова функція і праві частини

обмежень якої містять параметр


Використовуючи описані вище алгоритми, можна знайти розв’язок задачі, в якій від параметра t лінійно залежать як коефіцієнти цільової функції, так і вільні члени системи обмежень.

Приклад. Знайти t ( (; +) розв’язок задачі
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Розв’язання. Нехай t0
[image: image145.wmf]=

2, вектори Р3 і Р4  складають базис. Знаходимо симплекс-методом розв’язок отриманої задачі (табл. 4.8).
Таблиця 4.8
	і
	Базис
	С
	Р0
	8 – 5t
	9 – 3t
	-3 + 5t
	-2 – 4t

	
	
	
	
	Р1
	Р2
	Р3
	Р4

	1
	Р3
	-3 + 5t
	24 – 12t
	1
	1
	1
	0

	2
	Р4
	-2 – 4t
	–18 + 10t
	-1
	2
	0
	1

	3
	
	
	–36 + 208t – 100t2
	14t – 9
	–10t – 10
	0
	0

	
1
	Р3
	–3 + 5t
	15 – 7t
	1/2
	0
	1
	1/2

	2
	Р2
	9 – 3t
	–9 + 5t
	– 1/2
	1
	0
	1/2

	3
	
	
	–126 + 168t – 50t2
	9t – 14
	0
	0
	5t+5


Очевидно, що при t0 = 2 план  Х0* = (0; –9 + 5t; 15 – 7t; 0) буде оптимальним. Він таким залишиться доти, поки будуть мати місце нерівності 
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  тобто при 
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При 
[image: image149.wmf]5
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  –9 + 5t < 0 і вектор Х0* уже не буде оптимальним планом вихідної задачі. Переходимо до нової симплекс-таблиці (табл. 4.9), виключивши з попередньої Р2 і ввівши замість нього Р1.

Таблиця 4.9
	і
	Базис
	С
	Р0
	8 – 5t
	9 – 3t
	–3 + 5t
	–2 – 4t

	
	
	
	
	Р1
	Р2
	Р3
	Р4

	1
	Р3
	–3 + 5t
	6 – 2t
	0
	1
	1
	1

	2
	Р1
	8 – 5t
	18 – 10t
	1
	–2
	0
	–1

	3
	
	
	126 – 134t + 40t2
	0
	–28t + 18
	0
	14t – 9


Як і в попередньому випадку, вектор Х1*=(18–10t; 0; 6–2t; 0) буде оптимальним планом задачі, якщо виконуються такі нерівності 
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 Звідси 
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. При 
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  15–7t<0 і вектор Х*=(0; –9+5t; 15–7t; 0) не буде оптимальним планом задачі. Оскільки в рядку вектора Р3 немає від’ємних чисел, то при 
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 задача розв’язку не має.

Розглянемо значення 
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. Нова симплекс-таблиця буде такою    (табл. 4.10):
Таблиця 4.10
	і
	Базис
	С
	Р0
	8 – 5t
	9 – 3t
	–3 + 5t
	–2 – 4t

	
	
	
	
	Р1
	Р2
	Р3
	Р4

	1
	Р2
	9 – 3t
	6 – 2t
	0
	1
	1
	1

	2
	Р1
	8 – 5t
	30 – 10t
	1
	0
	2
	–1

	3
	
	
	294 – 298t + 76t2
	0
	0
	28 – 18t
	19 – 4t


При t(
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 план Х2*=(30–14t; 6–2t; 0; 0) буде оптимальним планом задачі.

Отже, при t(
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Х2*=(30–14t; 6–2t; 0; 0) – оптимальний план задачі,

при 
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Х1*=(18–10t; 0; 6–2t; 0),

при 
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Х0*=(0; –9+5t; 15–7t; 0),

при 
[image: image160.wmf]÷
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 задача розв’язку не має.
§2. Задачі дробово-лінійного програмування
Постановка задачі є такою. Знайти
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при обмеженнях
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де 
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 в області R(X) системи обмежень         (2) – (3).

п. 2.1. Геометричний метод розв’язання задачі

дробово-лінійного програмування

Нехай 
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. Тоді задача (1)-(3) набуває вигляду:
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Процес знаходження розв’язку задачі (1() – (3() включає такі три основні етапи:

1. В системі обмежень (2() знаки нерівностей замінюють на знаки рівностей і будують многокутник розв’язків R(X) задачі (2() – (3().

2. Будують пряму
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, де h = const.
3. Визначають точку максимуму або встановлюють нерозв’язність задачі (1() – (3().

4. Знаходять значення цільової функції  f  у точці максимуму.
Приклад. Знайти
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Розв’язання. Використовуючи систему обмежень, будуємо багатокутник розв’язків 
[image: image179.wmf])
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Рис.4.2
У даному випадку R(X) = ( ABC. Нехай 
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 — це рівняння прямих, що проходять через початок координат. Аналогічно, при 
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Оскільки f(A)
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При знаходженні розв’язку задачі дробово-лінійного програмування можуть бути такі випадки:
1) Багатокутник розв’язків R(X) – обмежений, максимум і мінімум досягаються в його кутових точках. 

2) Багатокутник розв’язків R(X) не обмежений, але існують кутові точки, в яких цільова функція набуває максимального та мінімального значення.

3) Багатокутник розв’язків R(X) не обмежений, і досягається один із екстремумів. Наприклад, мінімум досягається в одній із його вершин і функція  f  має так званий асимптотичний максимум.

4) Багатокутник R(X) не обмежений; як максимум, так і мінімум є асимптотичними.

п. 2.2.  Зведення задачі дробово-лінійного програмування
до задачі лінійного програмування

Задачу (1) – (3) можна звести до задачі лінійного програмування. Позначимо
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і введемо нові змінні
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Використовуючи введені позначення, задачу (1) –  (3) зведемо до такої. Знайти
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Задача (6) – (9) є задачею лінійного програмування. Знаючи її оптимальний план, із співвідношень (5) одержуємо оптимальний план вихідної задачі (1) – (3).

Приклад. Знайти:
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Розв’язання. Позначимо 
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Ця задача вже є задачею лінійного програмування, і її розв’язок знаходимо методом штучного базису. Остання симплекс-таблиця буде мати такий вигляд (табл. 4.11):

Таблиця 4.11
	і
	Базис
	С
	Р0
	2
	1
	0
	0
	0
	0

	
	
	
	
	Р1
	Р2
	Р3
	Р4
	Р5
	Р0

	1
	Р2
	1
	1/10
	0
	1
	– 8/30
	– 11/30
	0
	0

	2
	Р1
	2
	9/10
	1
	0
	8/30
	11/30
	0
	0

	3
	Р5
	0
	15/10
	0
	0
	5/3
	7/6
	1
	0

	4
	Р0
	0
	1/10
	0
	0
	2/30
	– 1/30
	0
	1

	5
	
	
	19/10
	0
	0
	8/30
	11/30
	0
	0


Отже, оптимальним планом задачі буде Y*
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(9/10; 1/10; 0; 0; 15/10; 1/10). Оскільки 
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(9; 1; 0; 0; 15), причому  fmax
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§ 3.  Задачі теорії ігор та лінійне програмування

Уже на підставі поверхових відомостей про найбільш поширені ігри можна зробити висновок, що в кожному випадку маємо таку ситуацію, коли дві або декілька осіб чи груп виявляють прямо протилежні інтереси, причому результати, до яких вони прагнуть, залежать не лише від їх власних дій, але і від дій їх супротивника. Виграш одного з гравців часто означає програш другого. Тому в процесі гри кожен із гравців своїми ходами бажає досягти виграшу і перешкоджає такому самому прагненню свого супротивника. 

Ситуація називається конфліктною, якщо в ній беруть участь сторони, інтереси яких повністю або частково протилежні. Сторони, які беруть  участь у  конфліктній  ситуації,   називаються гравцями (суперниками), а результат конфлікту – виграшем (або програшем) однієї із сторін. Отже, гра – це дійсний або формальний конфлікт, у якому є принаймні два гравці (учасники), кожен з яких намагається досягнути власної цілі. Найбільш поширеними є ігри з двома гравцями (сторонами), або, як їх ще називають – парні ігри. Допустимі дії кожного з гравців, направлені на досягнення деякої мети, називаються правилами гри. Кількісна оцінка результатів гри називається платежем. Парна гра називається грою з нульовою сумою, якщо сума платежів дорівнює нулю, тобто якщо програш одного гравця дорівнює виграшу іншого. Ходом називається вибір одного з можливих у певній ситуації варіантів продовження гри і його здійснення. Сукупність правил, що визначають певний вибір кожного ходу гравця при довільній ситуації, яка може виникнути в процесі гри, називається його стратегією. Стратегія гравця називається оптимальною, якщо при багатократному повторенні гри вона забезпечує гравцю максимально можливий середній виграш (або, що те ж саме, мінімально можливий середній програш).

Нехай є два гравці, перший з яких може вибрати і-у стратегію з m можливих стратегій (
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),  а другий, не знаючи вибору першого, вибирає  j-у стратегію із n своїх можливих стратегій (
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). У результаті перший гравець виграє величину 
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 складаємо матрицю:
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Рядки матриці А відповідають стратегіям першого гравця, а стовпчики – стратегіям другого. Ці стратегії називаються чистими.

Матриця А називається платіжною (або матрицею гри). Гру, яка визначається матрицею А, що має n рядків і m стовпчиків, називають скінченою грою розмірності m ( n. Головною проблемою є складання матриці А, а отже, методи теорії ігор застосовуються власне до матриці А, яка через це називається просто грою. Тому в більшості випадків до реального змісту ігор не вдаються, а досліджують лише матриці, якими їх подано.

Як складання матриці гри А розглянемо такий приклад.

Приклад. Два гравці одночасно називають або записують один із таких трьох предметів: камінь, папір, ножиці. Коли вони називають один і той самий предмет, то гра закінчується внічию. В іншому випадку виграш очка визначається з умов, що ножиці ріжуть папір, камінь розбиває ножиці, папір накриває камінь. Треба записати матрицю гри, що має назву “камінь – папір – ножиці”. 

Розв’язання. Маємо таблицю:

	2-й гравець

	камінь
	папір
	ножиці

	1-й гра-вець
	камінь 
	0
	–1
	1

	
	папір
	1
	0
	–1

	
	ножиці
	–1
	1
	0


У першій клітинці першого рядка стоїть 0, бо вона відповідає тому випадку, коли обидва гравці назвуть “камінь”. Коли перший гравець –“камінь”, а другий – “папір”, то другий гравець виграє очко, а перший програє очко. Якщо перший гравець вибере стратегію “камінь”, а другий – “ножиці”, то очко виграє перший гравець, а другий його програє і т.д. Отже, матриця гри
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Число 
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 називають нижньою ціною гри, або максиміном, а відповідна йому стратегія гравця максимінною. Число 
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 називається верхньою ціною гри, або мінімаксом.

Теорема. Нижня ціна гри завжди не перевищує верхньої ціни гри.

Приклад. Нехай матриця гри
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Тоді 
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Гра, в якій 
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 називається грою із сідловою точкою, а  саме число 
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 — називають ціною гри. В нашому прикладі v = 6 є ціною гри. Якщо гра, яка задана матрицею, не має сідлової точки, то для знаходження її розв’язків використовуються змішані стратегії.


Вектор, кожна з компонент якого показує відносну частоту використання гравцем відповідної чистої стратегії, називається змішаною стратегією даного гравця.


З даного означення безпосередньо випливає, що сума компонент вказаного вектора дорівнює одиниці, а самі компоненти – невід’ємні. Як правило, змішану стратегію першого гравця позначають як вектор U
[image: image235.wmf]=

(u1; u2;…; um), а змішану  стратегію другого гравця — як вектор Z
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Якщо U* — це оптимальна стратегія першого гравця, а Z* — оптимальна стратегія другого гравця, то
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буде ціною гри.

Теорема 1. Всяка матрична гра з нульовою сумою має розв’язок у змішаних стратегіях.

Теорема 2. Для того, щоб число v було ціною гри, а U* та Z* — оптимальними стратегіями, необхідно і достатньо, щоб виконувались нерівності:
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Теорема 3. Якщо один із гравців застосовує оптимальну змішану стратегію, то його виграш дорівнює ціні гри v і незалежно від того, з якими частотами буде застосовувати другий гравець стратегії, які ввійшли в оптимальну (в тому числі також чисті стратегії).

П.3.1.  Розв’язання матричних ігор та їх геометрична інтерпретація

Приклад 1. Знайти розв’язок гри, заданої матрицею:
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та дати геометричну інтерпретацію одержаного розв’язку.

Розв’язання. Перевіримо, чи є в даній матриці 
ідло ва точка: 
[image: image249.wmf]=
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min(6; 5), отже, 
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, а значить, розв’язком гри є змішані оптимальні стратегії, а ціна гри 4  v 5.


Нехай для  гравця А стратегія задається вектором U. Тоді на основі теореми 3 при застосуванні гравцем В чистої стратегії В1 або В2 гравець А одержить середній виграш, який дорівнює ціні гри, тобто
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а також u1* +  u2* = 1.

Розв’язком цієї системи будуть u1* = 
[image: image253.wmf]5
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Знайдемо оптимальну стратегію для гравця В. Нехай для даного гравця вона задається вектором  Z
[image: image256.wmf]=

(z1, z2). Тоді 
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Таким чином, U*
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[image: image262.wmf]5

22

 – ціна гри.


[image: image263.png]6

i

i





Рис. 4.3
Геометрична інтерпретація розв’язку даної гри є такою. Задамо систему координат UОZ, на осі ОU  відкладемо відрізок одиничної довжини А1А2 (рис. 4.3). Кожній точці цього відрізка поставимо у відповідність деяку змішану стратегію U
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(u1; u2)
[image: image265.wmf]=

(u1; 1– u1). Наприклад, точці A1(0; 1) відповідає стратегія A1B, A2(1, 0) – стратегія A2 і т.д. У точках A1 і A2 проводимо перпендикуляри і на одержаних прямих відкладаємо виграші гравців. Якщо гравець А застосовує стратегію А1, то його виграш при стратегії В1 гравця В дорівнює 2, а при стратегії В2 він дорівнює 5. Цим числам на осі ОZ відповідають точки В1 і В2.


Якщо ж гравець А застосовує стратегію А2, то його виграш при стратегії 
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, одержимо дві прямі, відстань до яких від осі ОU визначає середній виграш при будь-якому співвідношенні відповідних стратегій. Ординати точок, які належать ламаній В1М
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, визначають мінімальний виграш гравця А при застосуванні ним будь-яких змішаних стратегій. Ця мінімальна величина буде максимальною в точці М, а, отже, цій точці відповідає оптимальна стратегія U*
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(u1*, u2*), а її ордината рівна ціні гри v. Координатами точки М будуть координати точок перетину прямих В1
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. Відповідні три рівняння мають вигляд:
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Аналогічно отримана стратегія для гравця В зводиться до системи рівнянь:
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Тоді розв’язком гри є змішані стратегії U*
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Виходячи з розв’язаної задачі, основними етапами знаходження розв’язку гри 2(n або n(2 будуть такі:

1. Будуються прямі, які відповідають стратегіям другого (першого) гравця.

2. Визначають нижню (верхню) границю виграшу.

3. Знаходять дві стратегії другого (першого) гравця, яким відповідають дві прямі, які перетинаються в точці з максимальною (мінімальною) ординатою.

Приклад 2. Знайти розв’язок гри, заданої матрицею
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Розв’язання. Будуємо пряму В1
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 — через точки В3(0; 8) та 
[image: image291.wmf]3

В

¢

(1; 9). Відповідний рисунок 4.4 такий:
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Рис. 4.4

Ламана B1K
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 відповідає нижній границі виграшу гравця В.
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Для визначення оптимальної стратегії гравця В маємо систему
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Отже, гра має розв’язок U*
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Приклад. Швейне підприємство планує до масового випуску нову модель одягу. Попит на цю модель не може бути точно визначений. Але можна припустити, що його величина характеризується трьома станами (І, ІІ, ІІІ). З урахуванням цих станів аналізуються три можливих варіанти випуску даної моделі (А, Б, В). Кожний із цих варіантів вимагає своїх затрат і забезпечує різний ефект. Прибуток (в тис. грош. одиниць), який одержить підприємство при даному об’ємі випуску моделі і відповідному стані попиту, визначається матрицею
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Потрібно знайти об’єм випуску моделі одягу, яка забезпечує середню величину прибутку для будь-якого стану попиту.

Розв’язання. Перевіримо, чи має матриця сідлову точку. З одного боку                   
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22. Отже, 
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 є ціною гри. Гра має сідлову точку, яка відповідає першому варіанту випуску моделі одягу. Об’єм випуску моделі, яка відповідає даному варіанту, забезпечує прибуток в 22 тис. грошових одиниць при будь-якому стані попиту.

п. 3.2.  Зведення задач теорії ігор до задач лінійного програмування


Розглянемо гру m(n, яка задається матрицею
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        Згідно з теоремою 2, для оптимальної стратегії першого гравця U*
[image: image310.wmf]=

(u1*; u2*;…; un*) і ціни гри v виконується нерівність:
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Нехай для визначеності v > 0. Це завжди можна зробити, оскільки додавання до всіх елементів матриці А одної і тої ж константи С не приводить до зміни оптимальних стратегій, а тільки збільшує ціну гри на С. Розділивши обидві частини нерівності (1) на v, одержимо:
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Оскільки перший гравець прагне одержати максимальний виграш, то він повинен забезпечити мінімум величині 
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. З урахуванням цього, означення оптимальної стратегії першого гравця зводиться до знаходження
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Аналогічні міркування показують, що знаходження оптимальної стратегії другого гравця зводиться до задачі: знайти
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Отже, щоб знайти розв’язок даної гри, яка визначається матрицею A, треба скласти таку пару двоїстих задач та знайти їх розв’язок.

Пряма задача: знайти 
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Двоїста задача: знайти 
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Використовуючи розв’язок пари двоїстих задач, одержуємо формули для визначення стратегій та ціни гри:
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Отже, процес знаходження розв’язку гри з використанням методів лінійного програмування включає такі етапи:

1. Складають пару задач лінійного програмування, які еквівалентні даній матричній грі.

2. Визначають оптимальні плани пари двоїстих задач.

3. Використовуючи співвідношення між планами двоїстих задач і оптимальними стратегіями та ціною гри, знаходять розв’язок гри.

Приклад. Знайти розв’язок гри, яка визначається матрицею

А = 
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Розв’язання. Пряма задача буде такою: знайти

f  = x1 + x2 + x3 ( max

за умов
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[image: image353.wmf]j

x

 0,  j =1, 2, 3.

Двоїста задача: знайти

f * = y1 + y2 + y3 ( min

за умов
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[image: image355.wmf]i
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  0,  i =1, 2, 3.

У прямій задачі обмеження-нерівності замінюємо на обмеження рівності:
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Базисними векторами будуть Р4, Р5, Р6. Остання симплекс-таблиця має вигляд (табл. 4.12):
Таблиця 4.12
	І
	Базис
	С(
	Р0
	1
	1
	1
	0
	0
	0

	
	
	
	
	Р1
	Р2
	Р3
	Р4
	Р5
	Р6

	1
	Р2
	1
	1/2
	1/2
	1
	0
	1/2
	0
	0

	2
	Р3
	1
	1
	1
	0
	1
	0
	1
	0

	3
	Р6
	0
	1/2
	3/2
	0
	0
	– 1/2
	0
	1

	4
	
	
	3/2
	1/2
	0
	0
	1/2
	1
	0


Бачимо, що пряма задача має оптимальний план 
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, а двоїста задача — оптимальний план 
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. Тоді ціна гри 
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, а оптимальні стратегії гравців 
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Отже, для всякої матричної гри можна записати симетричну пару двоїстих задач. Має місце і обернене твердження: для всякої симетричної пари двоїстих задач можна записати матричну гру.


Нехай задана симетрична пара двоїстих задач — пряма задача:  f = C(X,   AX X  0; та двоїста задача:  f * = BY,   YA  CY  0. Тоді цій парі задач ставлять у відповідність гру, яка визначається матрицею
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Приклад 2. Побудувати гру, яка відповідає такій парі двоїстих задач:

Пряма задача:

f  = 2x1 + 3x2 ( max
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x1  0,  x2  0.

Двоїста задача:
f* = 10у1 + 12у2 ( min
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Розв’язання. У даному випадку  A=
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. Отже, матриця  D  матиме такий вигляд:
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Відзначимо, що якщо кожна матрична гра має оптимальні стратегії, то не кожна задача лінійного програмування має розв’язки.
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