Розділ 5. Задачі нелінійного програмування

У загальному вигляді задача нелінійного програмування ставиться так.
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— задані числа. У випадку, коли (2) – обмеження-рівності, задача (1)–(2) – це задача на умовний екстремум, яка розв’язується за допомогою методу множників Лагранжа. Універсальних методів розв’язання нелінійної задачі (1)–(2) немає, а тому розглядаються методи розв’язання спеціальних типів нелінійних задач (1)–(2).

§ 1. Геометричний метод розв’язання задач

нелінійного програмування.
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Приклад 1. Знайти 

[image: image12.wmf]max

6

)

,

(

1

2

1

2

2

1

®

+

-

=

x

x

x

x

x

f


(3)

за умов


[image: image13.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

£

£

+

£

+

£

+

,

4

,

24

2

3

,

15

2

,

24

3

2

2

2

1

2

1

2

1

x

x

x

x

x

x

x




(4)






   
[image: image14.wmf].

0

,

0

2

1

³

³

x

x




(5)
Розв’язання. Задача (3)–(5) – це задача нелінійного програмування. Побудуємо область 
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Рис. 5.1
Таким чином, 
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Розв’язання. Побудуємо область допустимих розв’язків 
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§ 2. Задачі опуклого програмування

Розглянемо таку задачу.

 Знайти 
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Кажуть, що множина допустимих розв’язків 
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Задача (1)–(3) називається задачею опуклого програмування, якщо функція 
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Теорема 1. Будь-який локальний максимум (мінімум) задачі опуклого програмування є глобальним максимумом (мінімумом).
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Теорема Куна-Таккера. Для задачі опуклого програмування (1)–(3), множина 
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Квадратична форма 
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Теорема 2. Квадратична форма буде опуклою функцією, якщо вона додатно напіввизначена, і вгнутою функцією, якщо вона від’ємно напіввизначена.

Задачею квадратичного програмування є така задача.
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Для сформульованої задачі квадратичного програмування функція Лагранжа записується так: 
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Якщо функція 
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 має сідлову точку 
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Таким чином, щоб знайти розв’язок задачі квадратичного програмування (10)–(12), потрібно визначити невід’ємний розв’язок системи лінійних рівнянь (13) та (14), які задовольняють умовам (15) та (16). Цей розв’язок знаходять за допомогою методу штучного базису для знаходження 
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— це штучні змінні, введені у рівняння (13) і (14).


Використовуючи метод штучного базису та враховуючи умови (15) та (16), після скінченого числа кроків або встановлюємо нерозв’язність, або одержуємо оптимальний план вихідної задачі. Отже, процес знаходження розв’язку задачі квадратичного програмування (10)–(12) включає такі етапи:
1. Складають функцію Лагранжа.

2. Записують у вигляді виразів (13)–(17) необхідні та достатні умови існування сідлової точки для функції Лагранжа.

3. Використовуючи метод штучного базису або встановлюють відсутність сідлової точки для функції Лагранжа, або знаходять її координати.

4. Записують оптимальний розв’язок вихідної задачі і знаходять значення цільової функції.

Приклад. Знайти 
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Розв’язання. Функція 
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і запишемо у вигляді виразів (13)–(17) необхідні та достатні умови існування сідлової точки побудованої функції.
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Систему обмежень (18) перепишемо так:
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Перетворимо обмеження-нерівності (19) в обмеження-рівності.
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Ще записуємо рівності
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Якщо знайти базисний розв’язок системи лінійних рівнянь (20) з урахуванням (21), то одержимо сідлову точку функції Лагранжа для вихідної задачі, тобто її оптимальний розв’язок.


Для знаходження базисного розв’язку системи рівнянь (20) скористаємося методом штучного базису. Вводячи штучні змінні 
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Застосуємо симплекс-метод, для отримання допустимого базисного розв’язку системи (23) (табл. 5.1).
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§ 3. Градієнтні методи.
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п.3.1. Метод Франка-Вулфа.
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Потім знаходять максимум цієї функції при обмеженнях (2) і (3). Нехай це буде точка 
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Отже, знаходження розв’язку задачі (1)-(3) методом Франка-Вулфа включає такі етапи:

1. Визначають вихідний допустимий розв’язок задачі.

2. Знаходять градієнт функції (1) в точці допустимого розв’язку.

3. Будують функцію (4) і знаходять її максимум при умовах (2) і (3).

4. Визначають крок обчислень.

5. За формулами (5) знаходять компоненти нового допустимого розв’язку.

6. З’ясовують необхідність переходу до наступного допустимого розв’язку. У випадку необхідності переходять до етапу 2, в протилежному випадку знайдено прийнятний розв’язок вихідної задачі.

Приклад. Методом Франка-Вулфа знайти розв’язок задачі
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п.3.2. Метод штрафних функцій.
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[image: image311.wmf]max

)

,...,

,

(

)

,...,

,

(

)

,...,

,

(

2

1

2

1

2

1

®

+

=

n

n

n

x

x

x

H

x

x

x

f

x

x

x

F

, де 
[image: image312.wmf])

,...,

,

(

2

1

n

x

x

x

H

 — це, так звана, штрафна функція. Її шукають у вигляді 


[image: image313.wmf]å

=

=

m

i

n

i

n

i

n

x

x

x

g

x

x

x

x

x

x

H

1

2

1

2

1

2

1

)

,...,

,

(

)

,...,

,

(

)

,...,

,

(

a

,

де 
[image: image314.wmf]î

í

ì

<

-

³

-

=

.

0

)

,...,

,

(

якщо

,

;

0

)

,...,

,

(

якщо

,

0

)

,...,

,

(

2

1

2

1

2

1

n

i

i

i

n

i

i

n

i

x

x

x

g

b

x

x

x

g

b

x

x

x

a

a



(4)

Тут 
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— це деякі числа, які являють собою вагові коефіцієнти. Використовуючи штрафну функцію 
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Із співвідношення (5) випливає, що якщо попередня точка знаходиться в області допустимих розв’язків вихідної задачі, то другий доданок в квадратних дужках рівний нулю і перехід до наступної точки визначається тільки градієнтом цільової функції. Якщо ж розглядувана точка не належить області допустимих розв’язків, то за рахунок даного доданку на наступних ітераціях досягається повернення в область допустимих розв’язків. При цьому чим менше 
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, тим швидше знаходиться прийнятний розв’язок, але знижується точність його визначення. Тому ітераційний процес, як правило, починають при порівняно малих значеннях 
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 і продовжуючи його, ці значення поступово збільшують. Отже, процес знаходження розв’язку задачі опуклого програмування методом штрафних функцій включає такі етапи:

1. Визначають вихідний допустимий розв’язок.

2. Вибирають крок обчислень.

3. Знаходять по всім змінним частинні похідні від цільової функції та функцій, які визначають область допустимих розв’язків задачі.

4. За формулою (5) знаходять координати точки, яка визначає можливий новий розв’язок задачі.

5. Перевіряють, чи задовольняють координати знайденої точки систему обмежень задачі. Якщо ні, то переходять до наступного етапу. Якщо координати знайденої точки визначають допустимий розв’язок задачі, то досліджують необхідність переходу до наступного допустимого розв’язку. У випадку такої необхідності, переходять до етапу 2, в протилежному випадку знайдено прийнятний розв’язок вихідної задачі.

6. Встановлюють значення вагових коефіцієнтів і переходять до етапу 4.

Приклад. Знайти 
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Розв’язання. Цільова функція 
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— від’ємно-визначена квадратична форма, а, значить, вгнута функція; обмеження (7) являють собою опуклу функцію. Отже, задача (6)-(8) – це задача опуклого програмування. Побудуємо область допустимих розв’язків задачі та лінії рівня, які визначаються цільовою функцією (6).
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Використовуючи формулу (5), будуємо послідовність точок, одна з яких визначить прийнятний розв’язок.

І ітерація.
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Оскільки точка 
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§ 4. Знаходження розв’язку задач нелінійного програмування,
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Таким чином, процес знаходження розв’язку задачі нелінійного програмування методом кусково-лінійної апроксимації включає такі етапи:

1. Кожну із сепарабельних функцій замінюють на кусково-лінійну функцію.

2. Будують задачу лінійного програмування (1′′)-(4′′).

3. За допомогою симплекс-методу знаходять розв’язок задачі (1′′)-(4′′).

4. Визначають оптимальний план задачі (1)-(3) і знаходять значення цільової функції при цьому плані.

Приклад. Використовуючи метод кусково-лінійної апроксимації, знайти


[image: image492.wmf]max

9

6

1

2

1

2

®

-

+

-

=

x

x

x

F


при обмеженнях


[image: image493.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

£

£

+

£

+

£

+

,

4

,

24

2

3

,

15

2

,

24

3

2

2

2

1

2

1

2

1

x

x

x

x

x

x

x



[image: image494.wmf]0

,

0

2

1

³

³

x

x

.


Розв’язання. Представимо цільову функцію 
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Підставимо знайдені вирази 
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Оскільки в даній задачі п’ять векторів 
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