Розділ 7. Сіткові графи. Транспортні задачі

на транспортних сітках.

§ 1. Деякі задачі, що приводять до поняття графа.


Багато практичних задач оптимізації можна ефективно розв’язувати за допомогою теорії графів. До них належать: аналіз електричних ліній зв’язку, транспорту, вивчення механізму хімічних реакцій і т.д. Суть поняття графа розглянемо на прикладах.


Приклад 1. У таблиці зафіксовано результати спортивних змагань, які відбулися між деякими з команд 
[image: image1.wmf]1

K

, 
[image: image2.wmf]2

K

, 
[image: image3.wmf]3

K

, 
[image: image4.wmf]4

K

, 
[image: image5.wmf]5

K

, 
[image: image6.wmf]6

K

, 
[image: image7.wmf]7

K

.
	Назва команди
	У кого виграла
	Кому програла

	
[image: image8.wmf]1

K


	
[image: image9.wmf]4

K

,
[image: image10.wmf]7

K


	
[image: image11.wmf]2

K

, 
[image: image12.wmf]3

K

,
[image: image13.wmf]6

K



	
[image: image14.wmf]2

K


	
[image: image15.wmf]1

K


	
[image: image16.wmf]4

K

,
[image: image17.wmf]5

K



	
[image: image18.wmf]3

K


	
[image: image19.wmf]1

K

,
[image: image20.wmf]5

K

,
[image: image21.wmf]6

K


	
[image: image22.wmf]4

K

,
[image: image23.wmf]7

K



	
[image: image24.wmf]4

K


	
[image: image25.wmf]2

K

, 
[image: image26.wmf]3

K


	
[image: image27.wmf]1

K

,
[image: image28.wmf]6

K



	
[image: image29.wmf]5

K


	
[image: image30.wmf]2

K


	
[image: image31.wmf]3

K

,
[image: image32.wmf]6

K

, 
[image: image33.wmf]7

K



	
[image: image34.wmf]6

K


	
[image: image35.wmf]1

K

,
[image: image36.wmf]4

K


	
[image: image37.wmf]3

K

, 
[image: image38.wmf]7

K



	
[image: image39.wmf]7

K


	
[image: image40.wmf]3

K

,
[image: image41.wmf]5

K

,
[image: image42.wmf]6

K


	
[image: image43.wmf]1

K





Потрібно зобразити ці результати аналітично і графічно.


Розв’язання. Позначимо команди-учасниці змагання точками, розміщеними довільно на площині, і якщо команда 
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 виграла у команди 
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, то проведемо стрілку від 
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 (рис. 7.1).

[image: image48.wmf]К

1

К

2

К

3

К

4

К

5

К

6

К

7


Рис. 7.1
Результати цих змагань можна зобразити інакше. Кожну стрілку від 
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 подамо у вигляді пари 
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, а учасників змагань у вигляді множини М
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}. Тоді таблицю можна подати у вигляді пари 
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Якщо нас цікавлять не результати змагань, а лише які команди з якими зустрічалися, то замість стрілок сполучатимемо відрізками відповідні точки (рис. 7.2). Лінії тут замінюють дві протилежні стрілки: якщо команда 
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 грала з 
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Рис. 7.2

Якщо на рис. 7.1 кожній стрілці відповідала пара 
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, то на рис. 7.2 кожній лінії відповідає множина її кінцевих точок 
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. Двохелементні множини називаються невпорядкованими парами. Тоді інформацію рис. 7.2 запишемо так: 
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Приклад 2.  Дано множину чисел 
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, на якій задано відношення між ними, що описується реченням “число 
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 взаємно просте з число 
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”, а, отже, “число 
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 взаємно просте з 
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”. Потрібно зобразити це відношення аналітично і графічно.


Розв’язання. Зобразимо кожне з чисел множини 
[image: image78.wmf]V

 точкою на площині і між кожними двома точками, які зображають взаємно прості числа, проведемо відрізок (рис. 7.3).
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Рис. 7.3
Аналітичний запис матиме вигляд: 
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§ 2. Основні поняття теорії графів.

Простим графом 
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 називається система, що складається з непорожньої множини 
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 і множини 
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 деяких невпорядкованих пар з 
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. Коротко це позначають так: 
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. Елементи множини 
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 будемо зображати малими кружками на площині і називати їх вершинами, а елементи множини 
[image: image89.wmf]U

 зображатимемо лініями (зокрема, відрізками) і називатимемо ребрами графа. Малюнок, який при цьому дістанемо, також називається графом. Такі малюнки іноді називають діаграмами графа. В якості простих графів можна розглядати, наприклад, такі (рис. 7.4):
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Рис. 7.4


Якщо ребро сполучає вершини 
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 і 
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, то кажуть, що вони належать цьому ребру, а саме ребро відповідно належить вершинам 
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 називаються суміжними. На рис. 7.4 б) вершини 
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 суміжні, а вершини 
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 – несуміжні. Аналогічно, два різних ребра називаються суміжними, якщо вони мають хоча б одну спільну вершину. Наприклад, на рис. 7.4 б) ребра 
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Скінчена послідовність суміжних ребер (не обов’язково різних) графа 
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, тобто така послідовність, в якій кожне ребро, починаючи з другого, суміжне з попереднім, називається маршрутом в 
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. У графі на рис. 7.4 б) можемо виділити такі маршрути: 
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Кожне ребро є маршрут.

Маршрути зручніше позначати як послідовності вершин, через які проходить маршрут. Ці вершини називаються кінцевими вершинами маршруту. Щоб підкреслити, що маршрут немає орієнтації, тобто маршрут з вершини 
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 у вершину 
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 є одночасно маршрутом з 
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, позначення вершини відділяємо рисками. Тоді попередні два маршрути позначимо відповідно так: 
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Довжиною маршруту називається число ребер в ньому, однакові ребра лічать стільки разів, скільки разів вони входять у маршрут. Довжину маршруту 
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 позначають 
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. Поняття маршруту є допоміжним для введення основних понять ланцюга і циклу. Ланцюгом називається маршрут, в якому всі ребра різні. Ланцюг, в якому кінцеві вершини 
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 збігаються, називається циклом (рис. 7.5 а)). Ланцюг (відповідно цикл), в якому всі вершини різні, називається простим, або елементарним. Граф 
[image: image126.wmf]G

 називається зв’язним, якщо будь-які дві його вершини можна сполучити хоча б одним ланцюгом (рис. 7.5.б)).
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Рис. 7.5

Зв’язний граф без циклів називається деревом. Незв’язний граф без циклів називається лісом, якщо кожний компонент зв’язності такого графа буде деревом (рис. 7.6).
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Рис. 7.6

Орієнтованим графом (або орграфом) називається система, яка складається з непорожньої множини 
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 і непорожньої множини Р деяких пар елементів з 
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. Скорочений запис орграфів є такий: 
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 орграфа називаються вершинами, а множини Р – дугами або напрямленими ребрами орграфа. Прикладами орграфів можуть бути такі (рис.7.7):
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Рис. 7.7

Орієнтованим маршрутом (або ормаршрутом) називається скінченна послідовність таких суміжних дуг, що в кожну вершину, починаючи з другої, заходить дуга з попередньої вершини. Наприклад, на рис. 7.7 а) ормаршрутом буде 
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, а на рис. 7.7 б) – 
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. Орієнтованим ланцюгом (або орланцюгом) називається ормаршрут, в якому всі дуги різні. Орланцюг, в якому кінцеві вершини збігаються, називається орциклом.


Поняття зв’язності орграфів має дві форми: зв’язність (або слабка зв’язність) та сильна зв’язність. Якщо О – деякий орграф, то основою орграфа О назвемо такий граф 
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, який дістанемо з О заміною кожної дуги (
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) відповідним ребром {
[image: image139.wmf]r

V

,
[image: image140.wmf]s

V

} (рис. 7.8).
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Рис. 7.8

Оргаф О називається зв’язним, якщо його основа зв’язна, і сильно зв’язним, якщо для будь-яких його двох вершин 
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 і 
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 існує ланцюг з 
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 у 
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 і навпаки (рис. 7.9). З цього означення випливає, що будь-який сильно зв’язний орграф буде зв’язним, але не навпаки.
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Рис. 7.9


Орграф на рис. 7.9 б) не є сильно зв’язним, бо не існує орланцюга з 
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§ 3. Побудова сіткового графа.


Під час будівництва різноманітних споруд, виготовлення технічних виробів і т.д. доводиться виконувати велику кількість робіт. Виконання їх пов’язане в часі: розпочати одні роботи (за винятком початкової) можна лише тоді, коли виконано одну або кілька інших, підготовчих до них робіт. Інформацію про взаємозв’язок і порядок виконання всіх робіт якогось проекту найчастіше подають за допомогою орграфа, який доповнюють певними числовими даними, такими, наприклад, як кількість часу, потрібного для завершення конкретних робіт; час початку певної роботи; номери вершин графа і т.д. Такий орграф називається сітковим графом (скорочено СГ) даного проекту. На СГ дугами зображають процеси виконання робіт, або просто роботи, а вершинами – відповідні події, які настають в результаті виконання однієї або кількох робіт.


Під роботою розуміють будь-який процес або дію, за допомогою якої досягають певних результатів. Наприклад, при спорудженні будинку можна назвати такі види робіт: 1) виготовлення проекту; 2) одержання дозволу на будівництво; 3) доставка потрібних будівельних матеріалів і т.д.


Подіями називаються результати виконання однієї або кількох робіт. Перелічені вище роботи приводять до таких подій: 1) проект виготовлено; 2) дозвіл на будівництво будинку одержано; 3) потрібні будматеріали завезено і т.д.


В СГ виділяють дві вершини: 
[image: image149.wmf]1

V

, яка є початком, і 
[image: image150.wmf]n

V

, яка є завершенням усього проекту. Всі інші вершини називають проміжними.


Найважливіші правила побудови СГ:

1. Скласти список робіт, які потрібно виконати для реалізації проекту (такі списки можуть бути деталізованими або укрупненими).

2. Відповідно до списку робіт скласти список подій.

3. Якщо подія, яка є завершенням операцій 
[image: image151.wmf]n
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 дає можливість розпочати операції 
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, то на СГ це зображається так         (рис. 7.8): 
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Рис. 7.8
4. Якщо операція 
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 йде за операціями 
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 і 
[image: image156.wmf]2

D

, а 
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 йде лише за 
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, причому завершення операцій 
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D

 і 
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 дає подію Р, то вводять додаткову подію 
[image: image161.wmf]P

¢

 і фіктивну операцію 
[image: image162.wmf]D

 (рис. 7.9).
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Рис. 7.9
Роботу називають фіктивною, якщо її виконання не вимагає затрати часу. У нашому випадку робота 
[image: image164.wmf]D

 полягає в тому, що за допомогою додаткової події 
[image: image165.wmf]P
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 відображають той факт, що 
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 не залежить від 
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, а 
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 залежить від 
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 і 
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5. Якщо між подіями 
[image: image171.wmf]1
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 і 
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 виконуються дві паралельні операції 
[image: image173.wmf]1
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 і 
[image: image174.wmf]2
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, то використовують одну допоміжну подію і фіктивну операцію (рис. 7.10).
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Рис. 7.10
Якщо виконується кілька паралельних операцій, то вводять відповідну кількість допоміжних подій і фіктивних операцій.

6. В СГ не повинно бути так званих тупикових подій, тобто такий проміжних подій, які не дають початку ніякій роботі. Наприклад, тупиковою подією на рис. 7.11 є 
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Рис. 7.11
7. В СГ не повинно бути так званих хвостових подій, тобто такий проміжних подій, яким не передує ніяка робота. На рис. 7.11 малюнку такою подією є 
[image: image178.wmf]3
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8. В СГ не повинно бути орциклів, бо в такому разі створилася б практично неможлива ситуація, коли кожна операція з орциклу фактично ніколи не могла б початися: її початок залежав би від виконання інших операцій цього циклу.

Приклад. Наведемо приклад побудови СГ для виготовлення вібростенда. Нехай створено відповідний перелік подій і робіт (табл. 7.2):
Таблиця 7.2
	Номер подій
	Назви подій
	Позначення робіт
	Назви робіт

	0
	Рішення про проектування нового стенда прийнято
	(0; 1)
	Розробка технічних умов (ТУ) на стенд

	
	
	(0; 2)
	Затвердження постачальників вузлів

	1
	ТУ на стенд розроблено
	(1; 2)
	Оформлення і розміщення замовлення на куповані вузли

	
	
	(1; 3)
	Проектування загального компонування стенда

	2
	Постачальників вузлів затверджено. Замовлення на виготовлення купованих вузлів прийнято
	(2; 7)
	Погодження ТУ на вузли і приймання вузлів

	3
	Загальне компонування стенда готове
	(3; 4)
	Відливання заготовки для стола стенда

	
	
	(3; 5)
	Проектування механізму передавання вібрацій

	4
	Заготовку для стола зроблено
	(4; 6)
	Механічна обробка стола

	5
	Проект механізму передачі вібрації виготовлено
	(5; 6)
	Виготовлення механізму передачі вібрацій

	6
	Стіл і механізм для передачі вібрації виготовлено
	(6; 7)
	Монтаж механізму передачі вібрацій у столі стенда

	7
	Механізм передачі вібрацій змонтовано; закуплені вузли одержано
	(7; 8)
	Загальне збирання і випробування стенда

	8
	Стенд випробуваний і придатний для експлуатації
	
	


Відповідний сітковий граф (рис. 7.12) буде містити 9 подій (вершин графа), з яких нульова подія буде початковою, а дев’ята (8) – завершальною. Всі дуги виписано в колонці “назви робіт”.
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Рис. 7.12
У процесі аналізу і розрахунків на СГ нумерувати вершини зручно так, щоб для кожної дуги 
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 і 
[image: image182.wmf]s

— номери вершин, виконувалось співвідношення 
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Одним із способів нумерації вершин є спосіб викреслювання дуг. Для цього вершини спочатку розбивають на ранги, а потім нумерують. Розбиття на ранги проводять так. Вершини, в які не заходять ніякі дуги, називають вершинами рангу 0. Після цього викреслюють всі дуги, які виходять з вершин рангу 0. Ті вершини, в які не заходить, крім цих, жодна дуга, називаються вершинами першого рангу. Така вершина знайдеться хоча б одна, бо в СГ немає орциклів. Далі з усіх вершин першого рангу викреслюють усі дуги, які виходять з них. Вершинам, які мають вхідні дуги лише розглянутих двох видів присвоюють ранг 2, і т.д. Через відповідну кількість кроків усі вершини будуть розбиті на ранги. Розглянемо цей метод на такому графі (рис. 7.13). 
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Таблиця 7.3
	Назва вершини
	Ранг
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Рис. 7.13

Єдина вершина, що немає вхідних дуг – це 
[image: image193.wmf]1
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; їй присвоюємо ранг 0. Викреслюємо (однією рискою) всі дуги, які проходять з вершини 
[image: image194.wmf]1
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. Після цього без вхідних дуг інших видів виявилося дві вершини: 
[image: image195.wmf]3
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 і 
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. Це будуть вершини 1-го рангу. Далі викреслюємо всі дуги, які виходять з вершин 
[image: image197.wmf]3
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 і 
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. Позначимо їх двома рисками. При цьому вершини 
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, 
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, 
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 залишилися без вхідних дуг всіх розглянутих видів, тому їх ранг дорівнює 2. Викресливши трьома рисками всі дуги, які виходять з вершин 
[image: image202.wmf]2
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, 
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, отримаємо, що вершини 
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 матимуть ранг 3. І нарешті, викресливши дуги , які виходять з 
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, 
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, одержимо, що вершина
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 має ранг 4. Запишемо ці дані в табл. 7.3.

Нумерацію вершин тепер проводять так. Вершині рангу 0 присвоюють номер 1. Потім у довільному порядку нумерують усі вершини рангу 1. Нехай 
[image: image210.wmf]3
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 приймає номер 1, а 
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— 2. Далі нумерують всі вершини рангу 2, використовуючи наступні номери. Таку нумерацію подаємо у вигляді таблиці (табл. 7.4).
Таблиця 7.4
	Вершини
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Коли вершини пронумеровані, надалі їх позначають своїми номерами, які записують у кружечках (рис. 7.14).
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Рис. 7.14

Зауважимо, що коли є кілька вершин одного рангу, то таким способом отримаємо неоднозначну нумерацію, тому що в межах цього рангу нумерувати вершини можна в довільному порядку. Але це не має принципового значення, бо завжди для кожної дуги 
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 виконується співвідношення 
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§ 4. Розрахунки в сітковому графі.


СГ реальних проектів часто містять велику кількість робіт і подій, і тому важливо виділити таку невелику кількість робіт і подій, стежачи за виконанням яких можна тримати в полі зору хід виконання всього проекту. Так приходять до поняття критичного шляху в СГ. Суть цього поняття пояснимо на прикладі.

Приклад 1. Розглянемо рисунок 7.15.
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Рис. 7.15

Завершальна подія 2 настане після виконання трьох робіт: роботи (0; 1), яка через 8 годин приведе до події 1, роботи (1; 2), яка через 5 годин приведе до події 2, і роботи (0; 2), яка через 14 годин приведе до події 2. Отже, завершальна подія 2 настане після початкової події через 14 годин, хоча роботи (0; 1) і (1; 2) закінчаться через 8+5=13 годин, оскільки вони виконуються послідовно: спочатку робота (0; 1), а потім – (1; 2). Час завершення подій записуємо на СГ біля відповідних вершин. Початкова подія є початком відліку для робіт, тобто час її завершення беруть за 0. Роботу (0; 2) називають критичним шляхом, тобто шляхом “найдовшої” роботи, до виконання якої завершальна подія 2 настати не може.


Приклад 2. Розглянемо такий СГ (рис. 7.16):
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Рис. 7.16

Початок події 1 залежить лише від виконання роботи (0; 1) і тому вона настане через 0+8=8 год. Подія 2 настане після закінчення двох робіт (1; 2) і (0; 2). Роботу (1; 2) буде закінчено через 8+6=14 год., а роботу (0; 2) – через 4 год. Вибираємо більше з чисел 14 і 4 та записуємо його біля вершини 2 – це буде час настання події 2. Нарешті, подія 3 настане після завершення робіт (1; 3) і (2; 3). Роботу (2; 3) буде закінчено через 14+7=21 год., а (1; 3) – через 8+5=13 год. З двох чисел 21 і 13 вибираємо більше – 21 і записуємо його біля вершини 3 – це буде час настання завершальної події 3, тобто час завершення цього проекту.


Отже, проект не може бути завершеним раніше, ніж за 21 год. після початку його реалізації (при стабільних строках виконання всіх робіт). Час виконання всіх робіт на шляху (0; 1), (1; 2), (2; 3) також дорівнює 21 год. (8+6+7=21). Це теж критичний шлях на цьому СГ.


Отже, критичний шлях – це найдовший в часі ланцюг робіт, які ведуть від початкової до завершальної події.


Щоб проект було виконано в строк, потрібно, щоб усі події на критичному шляху настали не пізніше запланованих строків. Затримка будь-якої події на критичному шляху призводить до затримки виконання всього проекту. Щоб мати уявлення про хід виконання усього проекту, достатньо стежити за виконанням подій на критичному шляху.


Строки появи подій, які визначають розглянутим способом, називають мінімальними строками. Мінімальний строк для події 
[image: image226.wmf]i

 будемо позначати через 
[image: image227.wmf]m
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. Якщо під довжиною деякого шляху ланцюга СГ розуміти суму часу виконання всіх робіт на цьому шляху, то 
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 є максимальною з довжин усіх шляхів, які ведуть від початкової вершини до вершини і. Розглянемо рисунок 7.17.
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Рис. 7.17

Кожну вершину (кружок) розділимо на 3 сектори: у верхньому секторі запишемо номер вершини, у правому – мінімальний строк настання відповідної події, в лівому – максимальний строк настання події, який позначимо через 
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 для події.

За означенням покладемо 
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. У вершину 1 входить одна стрілка, тому 
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. У вершину 3 входять дві стрілки: з вершин 0 і 1. Тому обчислюємо дві суми: 16+9=25 і 0+16=16, і вибираємо max{25; 16}=25. У вершину 4 – max{0+8; 16+10}=max{8; 26}=26. У вершинах 5 – max{13+14; 16+15}=max{27; 31}=31, 6 – max{26+10; 31+10}=max{36; 41}=41, 7 – max{25+11; 31+14}=max{36; 45}=45,  8 – max{41+18; 31+19; 45+10}=max{59; 50; 55}=59. Отже, при даних строках виконання робіт проект повинен бути закінчений через 
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 одиниць часу. Критичний шлях, який відповідає цьому терміну: 
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Розглянемо тепер величини 
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 для подій 5 і 7. Очевидно, що 
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 збільшувати не можна, бо із її збільшенням зросте величина 
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, а, отже, і 
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, тобто буде порушено строк виконання проекту. Якщо розглянути 
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, то максимальний строк, який не збільшить строку завершення усього проекту, буде рівний 59-10=49 одиниць часу. Отже, для настання події 7 є резерв часу, який рівний 49-45=4 од. часу: роботи, які проводяться до появи події 7 можна виконати з максимальним запізненням на 4 одиниці часу, а відповідні резерви використати на інших, напруженіших ділянках роботи.


Це дає підставу ввести поняття максимального строку настання події, тобто такого строку, перевищення якого спричинить відповідну затримку завершення всього проекту. Позначимо його через 
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Тобто максимальний строк 
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 і результати записуємо в лівий сектор відповідних вершин.
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 (рис. 7.19). Якби 
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Знайдемо тепер на СГ значення 
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За означенням 
[image: image275.wmf]0

0

=

M

T

.


Перевірка.
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 свідчить, що всі значення 
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Заповнивши так усі вершини СГ, ми легко обчислюємо резерви часу для всіх подій і знаходимо критичний шлях: він проходить через ті вершини, для яких резерв часу дорівнює нулю. Це найкращий спосіб знаходити критичний шлях, особливо коли СГ містить багато вершин і дуг. СГ може містити кілька критичних шляхів.

§ 5. Транспортні сітки.


Транспортною сіткою називається зв’язний орграф 
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 з такими властивостями:

1. Існує одна і тільки одна вершина, в яку не входить жодна стрілка з інших вершин графа. Цю вершину називають входом сітки і позначають через 
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2. Існує одна і тільки одна вершина, з якої не виходить жодна стрілка в інші вершини графа. Цю вершину називають виходом сітки і позначають через 
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.

3. На множині 
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 визначена цілочислова функція, яка кожній дузі 
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 ставить у відповідність ціле невід’ємне число 
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, яке називається пропускною спроможністю дуги 
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,

(

y

x

. Пропускну спроможність записують на відповідній дузі в круглих дужках, щоб відрізнити її від інших характеристик.

Приклади ТС зображені на рисунку 7.20.
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б)

Для унаочнення ТС можна розглядати як водопровідну систему з одностороннім пропусканням води в трубах, де входом сітки є джерело води, дугами – труби, вузлами – сполучення труб, виходом – стік води, пропускною спроможністю – поперечний переріз труби або кількість води, що може проходити за одиницю часу по дузі 
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. Можна розглядати ТС як транспортну систему певного району, систему зв’язку і т.д.

Будемо розглядати стабільні потоки, інтенсивність яких протягом періоду, що розглядається, не змінюються. Одним з основних понять, пов’язаних з ТС є поняття потоку. Якщо 
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Нехай на дугах ТС 
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 визначено деяку функцію 
[image: image295.wmf]f

 і 
[image: image296.wmf]U

A

Î

. Тоді вираз 
[image: image297.wmf]å

Î

A

y

x

y

x

f

)

,

(

))

,

((

 позначає суму значень функції 
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 на всіх дугах, які входять в множину А. Функцію 
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 називають цілочисловою невід’ємною, якщо вона для будь-якого аргументу набуває цілого невід’ємного значення.

Цілочислова невід’ємна функція 
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, задана на множині 
[image: image301.wmf]U

 транспортної сітки 
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З цього означення випливає, що потік – це система закріплених за кожною дугою цілих невід’ємних чисел, які пов’язані між собою і з пропускними спроможностями дуг умовами 1) й 2). Число 
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 називається дуговим потоком або потоком по дузі 
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. Записуватимемо його в ТС праворуч пропускної спроможності (через кому). В якості прикладу розглянемо ТС, зображену на рис. 7.21:
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Рис. 7.21
Повернемося знову до водопровідної системи, як аналогу ТС. Якщо число  
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 розглядати як кількість води, що проходить по дузі 
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, то перша умова означення стверджує, що в кожній вершині, відмінній від початкової 
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 та кінцевої 
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, реалізується динамічний баланс: скільки за одиницю часу води надходить у вершину, стільки ж і виходить, вода в цих вершинах не накопичується. Наведений вище рис. 7.21 можна прокоментувати так: у вершину (1) надходить три одиниці якоїсь речовини (наприклад, газу) і виходить також 3 – дві у вершину (4) і одна – у вершину (3). Аналогічна закономірність характерна і для вершин (2) і (3).


Величиною потоку 
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 ТС називається число 
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. Результатом динамічного балансу в ТС є рівності 
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Величина потоку в ТС на рис. 7.21 дорівнює 
[image: image318.wmf]5

1

2

2

2

3

=

+

+

=

+

=

r

 (ум. од.)

Друга умова означення потоку має очевидний зміст: дуговий потік не повинен перевищувати пропускної спроможності дуги.


Розрізом ТС 
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 і множина всіх дуг, які заходять в Р, тобто сполучають вершини 
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З цього означення випливає, що розріз визначає кожна множина Р дуг, яка містить вихідну вершину 
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 і не містить вхідної вершини 
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. Приклади розрізів на попередній ТС записані в табл. 7.5.
Таблиця 7.5
	
	Р
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	1
	{1; 4}
	{(0; 1); (3; 4); (2; 4)}

	2
	{3; 4}
	{(1; 3); (1; 4); (2; 3); (2; 4)}

	3
	{1; 2; 4}
	{(0; 1); (0; 2); (3; 4)}



Пропускною спроможністю 
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 називається сума пропускних спроможностей всіх дуг, які входять в 
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Різні розрізи в даній ТС можуть мати різні пропускні спроможності. Наприклад, розріз {1; 4} таблиці 7.5 має пропускну спроможність 3+2+1=6, а розріз {1; 2; 4} має пропускну спроможність 3+2+2=7.


Оскільки в кожній ТС можна побудувати лише скінчену кількість розрізів, то серед них знайдеться хоча б один розріз з найменшою пропускною спроможністю.


Розріз, який має найменшу пропускну спроможність серед усіх розрізів даної ТС, називається мінімальним розрізом.


Якщо з ТС вилучити дуги довільного її розрізу 
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, то потік припиниться – зв’язок між входом і виходом буде перервано, кожний потік через ТС проходить через будь-який її розріз, у тому числі і мінімальний. Отже, найбільша максимальна величина потоку, який можна пропустити через ТС, дорівнює пропускній спроможності її мінімального розрізу. Цей важливий висновок теорії транспортних сіток носить назву теореми про максимальні і мінімальні розрізи, або теореми Форда-Фалкерсона.


Важливою є така задача: в довільній ТС з фіксованими пропускними спроможностями її дуг побудувати максимальний потік, який вона може пропустити.


Розв’язання цієї задачі проводять в три етапи:

1) побудова довільного потоку;

2) побудова повного потоку;

3) побудова максимального потоку.

Побудова довільного потоку регламентується лише умовами 1, 2 з означення потоку, ніяких інших правил при цій побудові не використовують, а тому довільний потік визначається неоднозначно.


Для знаходження повного потоку введемо спочатку два поняття. Дугу 
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, тобто величина дугового потоку дорівнює пропускній спроможності цієї дуги. Потік 
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 називається повним, якщо кожний шлях (орлінцюг) від 
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 містить принаймні одну насичену дугу (такий шлях також називатимемо повним). Отже, для знаходження повного потоку потрібно відшукати серед шляхів від 
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 до 
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 усі неповні й перетворити їх у повні шляхи за таким правилом: якщо, наприклад, шлях 
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 неповний, то для всіх дуг цього шляху знаходимо різниці 
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— найменша з цих різниць. Збільшуємо на 
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 всі дугові потоки на шляху 
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, в результаті чого він перетворюється в повний потік.


Приклад. Розглянемо наступну ТС (рис. 7.22).
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Рис. 7.22

Неповними на даній ТС будуть такі шляхи: 
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 у повний шлях потрібно всі його дугові потоки збільшити на 2. Відповідний повний потік зображено на рис. 7.23.
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Рис. 7.23

Зауважимо, що повний потік для конкретної ТС визначається неоднозначно.


Розглянемо один з найпоширеніших методів розв’язування задачі знаходження максимального потоку, який називається методом розміщення індексів. Цей метод складається з двох етапів, які повторюють один за одним доти, поки не дістануть максимальний потік.
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 (рис. 7.25). Продовжуємо цей процес доти, поки не дійдемо до початкової вершини 
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. Після цього витираємо всі попередні індекси і знову повертаємось до етапу 1.
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Рис. 7.25

Процес продовжується доти, поки кінцеву вершину 
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 не  можна буде позначити. Пояснимо зміну потоку на такому прикладі (рис. 7.26).
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Рис. 7.26

Зміну потоку починаємо з кінцевої вершини 
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. На цьому етапі ми використовуємо лише перші компоненти індексів – вони показують напрям, в якому відбувається зміна потоку, і характер зміни, тобто збільшуються чи зменшуються відповідні дугові потоки. Якщо перший компонент індексу має знак “+”, то відповідний дуговий потік збільшується на 
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Розглянемо вершину 1. З неї виходить дуга у вершину 2, а також 
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Тепер вносимо зміни в потік. Починаємо з кінцевої вершини 
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Рис. 7.27

Повторюємо знову процес розміщення індексів. Виявляється, що позначити можна лише вершини 0, 1, 2, 3. Інші вершини, в тому числі 
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, залишилися непозначеними (рис. 7.27). Отже, потік, знайдений на попередньому кроці – максимальний і його величина 
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§ 6. Транспортні задачі на транспортних сітках.
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називається алгебраїчним планом, який є сумісним з функціями 
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Задача (4) не є задачею лінійного програмування через нелінійність 
[image: image498.wmf])

(

X

F

, але може бути зведена до лінійної, якщо від алгебраїчних планів перейти до арифметичних.


Транспортна задача на сітці 
[image: image499.wmf])

,

(

K

P

 з функціями 
[image: image500.wmf]Q

, 
[image: image501.wmf]D

 і 
[image: image502.wmf]C

 в термінах арифметичних планів полягає в знаходженні

[image: image503.wmf]min

)

(

)

(

®

=

å

Î

K

k

ij

ij

ij

k

x

c

X

L




(5)

при умовах

    

[image: image504.wmf]n

i

p

q

p

P

x

P

p

x

i

i

i

,

1

),

(

)

,

(

)

,

(

=

=

-

,
   
 (6)


[image: image505.wmf]K

k

k

d

k

x

ij

ij

ij

Î

£

£

),

(

)

(

0

.

   
 (7)


Якщо 
[image: image506.wmf]{

}

K

k

k

x

X

ij

ij

Î

=

,

)

(

 — арифметичний план, то 
[image: image507.wmf])

(

)

(

)

(

ji

ij

ij

k

x

k

x

k

y

Y

-

=

=

, 
[image: image508.wmf]K

k

ij

¢

Î

 — алгебраїчний план. Аналогічним чином кожному алгебраїчному плану 
[image: image509.wmf]{

}

)

(

ij

k

y

Y

=

 відповідає арифметичний план 
[image: image510.wmf]î

í

ì

<

³

=

=

.

0

)

(

при

0

,

0

)

(

при

)

(

)

(

ij

ij

ij

ij

k

y

k

y

k

y

k

x

X



Можна довести, що задачі (1)-(3) та (5)-(7) еквівалентні. Надалі для зручності транспортну задачу на транспортній сітці з функціями 
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Критерій оптимальності алгебраїчного плану задачі 
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Для алгебраїчного плану транспортної сітки ознака опорності виглядає так. Алгебраїчний план 
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Комунікації, які задовольняють умову (16) для арифметичного плану та умову (17) для алгебраїчного, – називаються основними. Тому опорний план можна визначити як план, з основних комунікацій якого не можна скласти замкнений маршрут. Основні комунікації опорного плану 
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Потенціали 
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то у відповідності з критерієм оптимальності (теореми 1, 2) план 
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Параметр 
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б) Нехай порушується друга умова системи (20), тобто 
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Приклад. Розв’язати транспортну задачу на транспортній сітці, заданій рисунком 7.29.
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Рис. 7.29

Розв’язання. Тут використані позначення: на кожній комунікації 
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Рис. 7.30
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Бачимо, що умови порушуються для комунікацій 
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Рис. 7.31

ІІ ітерація. Підраховуємо потенціали, які відповідають плану 
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Умови порушені для комунікації 
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Рис. 7.32
ІІІ ітерація. Підраховуємо потенціали, які відповідають плану 
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Перевіряємо виконання умов оптимальності:
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Таким чином, умови оптимальності виконуються, а, отже, план 
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