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Використовуючи властивостi асимптотично майже перiодичних розв’язкiв, отри-
мано умови iснування додатнозначного асимптотично стiйкого кусково неперервного
майже перiодичного розв’язку логiстичного рiвняння з майже перiодичними коефiцi-
єнтами та нефiксованими моментами iмпульсної дiї.

Using properties of asymptotically almost periodic solutions we obtain sufficient conditi-
ons for the existence of positive asymptotically stable piece-wise continuous almost periodic
solution of logistic equation with almost periodic coefficients and state-dependent impulses.

1. Вступ. Розглянемо майже перiодичне логiстичне рiвняння iз запiзненням та iмпуль-
сною дiєю

ẋ(t) = x(t) (a(t)− b(t)x(t)− c(t)x(t− h)) , t 6= τk(x(t)), (1)

x(t+ 0) = (1 + dk)x(t) + qk, t = τk(x(t)), k ∈ Z, (2)

де x ∈ R, h > 0. Iмпульсна дiя вiдбувається при досягненнi розв’язками лiнiй Γk =
{(t, x) : t = τk(x)}, k ∈ Z, якi рiвномiрно вiддiленi одна вiд iншої.

Рiвняння (1) описує еволюцiю бiологiчного виду з короткостроковими зовнiшнiми
впливами ( див. [1]), якi моделюються iмпульсними спiввiдношеннями (2). Виходячи
з бiологiчної iнтерпретацiї будемо розглядати розв’язки рiвняння, якi набувають не-
вiд’ємних значень. Метою нашої роботи є знаходження умов iснування додатного рiвно-
мiрно вiддiленого вiд нуля кусково-неперервного майже перiодичного розв’язку рiвняння
(1), (2). Ми використовуємо концепцiю кусково неперервних майже перiодичних функцiй
у сенсi робiт [2, 3]. Спочатку доводиться iснування додатнозначного асимптотично w-
майже перiодичного розв’язку рiвняння (1) - (2), з чого за результатами роботи [4] випли-
ває iснування додатнозначного асимптотично стiйкого w-майже перiодичного розв’язку.
Такий пiдхiд запропоновано у роботi [5] для систем функцiонально-диференцiальних
рiвнянь. У роботi [6] цей пiдхiд поширено на системи рiвнянь iз запiзненням та фiксо-
ваними моментами iмпульсної дiї, а у роботi [4] на системи рiвнянь iз запiзненням та
нефiксованими моментами iмпульсної дiї.

У системи рiвнянь з нефiксованими моментами iмпульсної дiї розв’язки, якi мають
рiзнi початковi значення, мають також i рiзнi точки розривiв, що вимагає iншого пiдходу
при дослiдженнi асимптотично майже перiодичних розв‘язкiв. Вiдмiннiсть точок розриву
рiзних розв’язкiв системи з нефiксованими моментами iмпульсної дiї враховується також
i при означеннi стiйкостi розв’язкiв. Ми будемо слiдувати означенню з роботи [7] стiйкостi
для розв’язкiв системи iз запiзненням та нефiксованими моментами iмпульсної дiї.
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Також у таких системах може з’являтися так званий феномен биття, тобто розв’язок
може перетинати лiнiю iмпульсiв t = τk(x) кiлька разiв чи навiть нескiнченну кiлькiсть
разiв ([8],[9]). Ми будемо припускати виконання умов роботи [9], якi виключають биття
у деякiй обмеженiй областi для рiвняння (1), (2).

Робота органiзована наступним чином. У параграфi 2 приведено основнi означення
i деякi попереднi результати. Параграф 3 присвячено дослiдженню обмеженостi та вiд-
дiленностi вiд нуля невiд’ємних розв’язкiв рiвняння. Нарештi, у параграфi 4 доведено
теорему про iснування додатнозначного асимптотично стiйкого кусково неперервного
майже перiодичного розв’язку логiстичного рiвняння з майже перiодичними коефiцiєн-
тами та нефiксованими моментами iмпульсної дiї.

2. Основнi означення та попереднi результати. Позначимо через PCk(J,R), J ⊂ R,
простiр всiх кусково-неперервних функцiй x : J → R таких, що

i) множина T = {tj ∈ J, tj+1 > tj, j ∈ Z} розривiв функцiї x не має скiнченних
граничних точок;

ii) функцiї непервнi злiва x(tj − 0) = x(tj) i iснують границi limt→tj+0 x(t) = x(tj + 0);
iii) функцiя x(t) гладка класу Ck на множинi J \ T.
Ведемо означення з [3].

Означення 1 Цiле число p називається ε-майже перiодом послiдовностi {xk}, xk ∈ R,
якщо |xk+p − xk| < ε для всiх k ∈ Z. Послiдовнiсть {xk} називається майже перiоди-
чною, якщо для кожного ε > 0 iснує вiдносно щiльна множина її ε-майже перiодiв.

Множина A ⊂ R вiдносно щiльна, якщо iснує додатне число l таке, що кожний вiд-
рiзок дiйсної осi довжини l мiстить принаймнi одне число, яке належить A.

Означення 2 Послiдовнiсть дiйсних чисел {tk} має рiвномiрно майже перiодичнi рi-
зницi, якщо для довiльного ε > 0 iснує вiдносно щiльна множина ε-майже перiодiв
спiльних для всiх послiдовностей {tjk}, де t

j
k = tk+j − tk, j ∈ Z.

Як показано у [10], послiдовнiсть {τk} має рiвномiрно майже перiодичнi послiдовностi
рiзниць тодi i тiльки тодi, якщо τk = ak+ ck, де {ck} — майже перiодична послiдовнiсть,
a — додатне число.

Означення 3 Функцiя ϕ(t) ∈ PC(R,R) називається w-майже перiодичною, якщо
i) послiдовнiсть {tk} точок розривiв функцiї ϕ(t) має рiвномiрно майже перiодичнi

рiзницi;
ii) для довiльного ε > 0 iснує додатне число δ = δ(ε) таке, що якщо точки t′ i t′′

належать до одного iнтервалу неперервностi i |t′ − t′′| < δ, то |ϕ(t′)− ϕ(t′′)| < ε;
iii) для довiльного ε > 0 iснує вiдносно щiльна множина Γ ε-майже перiодiв таких,

що якщо τ ∈ Γ, то |ϕ(t + τ) − ϕ(t)| < ε для всiх t ∈ R, якi задовольняють умову
|t− tk| ≥ ε, k ∈ Z.

Нагадаємо, що неперервна функцiя ψ : R → R майже перiодична за Бором, якщо
для довiльного ε > 0 iснує вiдносно щiльна множина Γ ε-майже перiодiв таких, що якщо
τ ∈ Γ, то |ψ(t+ τ)− ψ(t)| < ε для всiх t ∈ R.
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Означення 4 Кусково-неперервна функцiя ϕ1(t) ∈ PC(J,R) знаходиться у ε-околi фун-
кцiї ϕ2(t) ∈ PC(J,R) якщо |ϕ1(t)−ϕ2(t)| < ε для всiх t ∈ J таких, що |t−τ 1

i | > ε, |t−τ 2
i | >

ε, i |τ 1
i − τ 2

i | < ε, i ∈ Z, де {τ 1
i } i {τ 2

i } це послiдовностi розривiв функцiй ϕ1(t) i ϕ2(t)
вiдповiдно.

Послiдовнiсть {fk(t)} функцiй fk ∈ PC(J,R), J ⊂ R, збiгається у w-топологiї до
функцiї f ∈ PC(J,R) якщо для кожного ε > 0 iснує натуральне число N = N(ε) таке,
що |fk(t) − f(t)| < ε для всiх k ≥ N i |t − τi| > ε (τi це точки розривiв функцiї f на
множинi J) i точки розривiв функцiй fk(t), якi лежать у J, збiгаються до точок τi
рiвномiрно вiдносно i.

В роботi [11] доведено, що функцiя ϕ ∈ PC(R,R) w-майже перiодична тодi i тiльки
тодi, коли з довiльної послiдовностi дiйсних чисел {θn}, θn > θn−1, limn→∞ θn =∞, можна
видiлити пiдпослiдовнiсть {θnk} таку, що послiдовнiсть ϕ(t + θnk) збiгається на осi у
w-топологiї.

Аналогiчно до неперервного випадку [12], стор. 154, для кусково-неперервних фун-
кцiй вводиться поняття асимптотично w-майже перiодичних функцiй [4].

Означення 5 Кусково-неперервна функцiя ξ(t) називається асимптотично w-майже
перiодичною, якщо для кожної послiдовностi дiйсних чисел {θk} таких, що θk →∞ при
k → ∞, iснує пiдпослiдовнiсть {θkj} така, що ξ(t + θkj) збiгається на 0 ≤ t < ∞ у
w-топологiї.

Для обмеженої функцiї g(t) позначимо

gL = inf
t
g(t), gM = sup

t
g(t).

Аналогiчно для обмеженої послiдовностi {hk} позначимо

hL = inf
k
hk, hM = sup

k
hk.

Будемо розглядати систему (1), (2) з такими умовами:

(H1) iснує вiдрiзок дiйсної осi [0, ρ] з деяким додатним числом ρ такий, що послiдов-
нiсть {τk} неперервно диференцiйовних функцiй τk : [0, ρ] → R має рiвномiрно майже
перiодичнi послiдовностi рiзниць рiвномiрно вiдносно x ∈ [0, ρ] i iснують додатнi сталi θ
i Θ такi, що

inf
x∈[0,ρ]

τk+1(x)− sup
x∈[0,ρ]

τk(x) ≥ θ, sup
x∈[0,ρ]

τk+1(x)− inf
x∈[0,ρ]

τk(x) ≤ Θ (3)

для k ∈ Z. Також функцiї τk задовольняють умову Лiпшиця

|τk(x)− τk(y)| ≤ N1|x− y|, x, y ∈ [0, ρ], k ∈ Z, (4)

з деякою додатною сталою N1,
(H2) функцiї a(t), b(t) i c(t) майже перiодичнi за Бором i aL > 0, bL ≥ 0, cL > 0,

(H3) послiдовнiстi {dk} та {qk} майже перiодичнi i dL > −1, qL ≥ 0.
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Означення 6 Функцiя x(t) ∈ PC([t0−h, t0 +α],R), де α > 0, є розв’язком рiвняння (1),
(2), якщо виконуються такi умови:

(i) множина T = {t ∈ [t0, t0 + α]; t = τk(x(t)) для деякого k} точок iмпульсної дiї
скiнченна (можливо, порожня);

(ii) x(t) неперервна при всiх t ∈ (t0, t0 + α] \ T ;
(iii) x(t) неперервно диференцiйовна при всiх t ∈ (t0, t0+α]\T за винятком скiнченної

множини точок;
(iv) похiдна злiва функцiї x(t) iснує i задовольняє систему (1) для всiх t ∈ (t0, t0 +

α] \ T ;
(v) для t ∈ T функцiя x(t) задовольняє умову (2).
Якщо додатково функцiя x(t) задовольняє умову

x(t0 + θ) = ϕ(θ), θ ∈ [−h, 0], ϕ ∈ PC([−h, 0],R), (5)

то вона є розв’язком початкової задачi (1), (2), (5).

Функцiя x(t) є розв’язком рiвняння (1), (2) на нескiнченному iнтервалi, якщо вона є
розв’язком на кожному обмеженому пiдiнтервалi.

Припускаємо, що розв’язки рiвняння (1), (2) неперервнi злiва.
Також припускаємо, що у множинi x ∈ [0, ρ] розв’язки рiвняння (1), (2) не мають

биття з лiнiями iмпульсiв t = τj(x), iншими словами, розв’язки перетинають кожну
лiнiю iмпульсiв не бiльше одного разу. Ми перевiримо виконання для нашого рiвняння
умов вiдсутностi биття з [9].

Означення 7 Розв’язок ξ(t) системи (1), (2), який при всiх t ≥ t0− h, приймає значе-
ння у [0, ρ], називається стiйким за Ляпуновим, якщо для довiльного ε > 0 iснує число
δ = δ(t0, ε) таке, що для довiльного iншого розв’язку x(t) з початковими значеннями з
[0, ρ] i

|ξ(θ)− x(θ)| < δ, θ ∈ [t0 − h, t0], |θ − τ 0
j | > δ,

виконується |ξ(t)− x(t)| < ε для всiх t ≥ t0 таких, що |t− τ 0
j | > ε, де τ 0

j — це моменти
часу, при яких розв’язок ξ(t) перетинає поверхнi t = τj(x), j ∈ Z.

Розв’язок ξ(t) рiвномiрно стiйкий за Ляпуновим, якщо δ не залежить вiд початко-
вих моментiв t0, якi задовольняють нерiвностi |t0 − τ 0

j | > δ, j ∈ Z.
Розв’язок ξ(t) називається асимптотично стiйким, якщо вiн стiйкий i iснує δ0 > 0

таке, що для t0 ∈ R i кожного ε > 0 iснує T = T (t0, ε) > 0 таке, що для будь-якого
iншого розв’язку x(t) системи з початковими значеннями з [0, ρ] i

|ξ(θ)− x(θ)| < δ0, θ ∈ [t0 − h, t0], |θ − τ 0
j | > δ0,

виконується |ξ(t)− x(t)| < ε для t ≥ t0 + T i |t− τ 0
j | > ε.

Розв’язок ξ(t) рiвномiрно асимптотично стiйкий, якщо вищеприведенi нерiвностi
виконуються для всiх t0 ∈ R, |t0 − τ 0

j | > δ0, j ∈ Z, з незалежними вiд t0 моментами
часу T.

У роботi нам буде потрiбний такий допомiжний результат [7, 13].
Розглянемо логiстичне рiвняння без запiзнення та з iмпульсною дiєю у фiксованi

моменти

ż = z(a− bz), t 6= tk, (6)
z(tk + 0)− z(tk) = dz(tk)) + q, k ∈ Z, (7)
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де z ≥ 0, a i b — додатнi сталi, d > −1, q ≥ 0, строго зростаюча послiдовнiсть {tk}k∈Z
задовольняє умову tk+1 − tk ≥ θ > 0, k ∈ Z.

Лема 1 Усi розв’язки z(t), z(0) = z0 > 0 рiвняння (6), (7) задовольняють оцiнки

0 < z(t) ≤ max{A,A(1 + d) + q}, A =
a

b(1− e−aθ)
,

для t ≥ 2θ.

3. Обмеженiсть та вiддiленiсть вiд нуля додатних розв’язкiв. Виходячи з бiо-
логiчної iнтерпретацiї, будемо розглядати невiд’ємнi розв’язки рiвняння (1), (2). Тому
початковi умови розв’язкiв задаються так:

x(θ) = ψ(θ), 0 ≤ ψ(θ) ≤ ρ, θ ∈ [−h, 0], ψ(0) > 0. (8)

Теорема 1 Припустимо, що на iнтервалi x ∈ [0, ρ] рiвняння (1), (2) задовольняє умови
(H1) – (H3) i виконуються нерiвностi

∂τk(x)

∂x
x
(
aM − bLx− cLy)

)
< 1, τk((1 + dk)x+ qk) ≤ τk(x), x, y ∈ [0, ρ], k ∈ Z, (9)

ρ ≥M0, (10)

де

M0 =
a1e

aMθ(1 + dM)2+h/θ

1− e−a1θ
+ qM (11)

при dM ≥ 0 i

M0 = max

{
a2e

aMθ

1− e−a2θ
,
a2e

a2θ(1 + dM)

1− e−a2θ
+ qM

}
, (12)

при dM < 0. Тут використано позначення

a1 = aM +
qM

eaMθ(1 + d)− 1
, a2 = aM +

qM

eaMθ − 1
.

Тодi на iнтервалi x ∈ [0, ρ]:
– кожний розв’язок перетинає кожну поверхню t = τk(x) не бiльше одного разу,
– кожний розв’язок з додатними початковими значеннями (8) задовольняє нерiв-

нiсть

x(t) ≤M0, t ≥ 2θ. (13)

Доведення. 1. Розв’язок x(t) рiвняння (1) з початковою функцiєю (8) задовольняє
рiвнiсть

x(t, ψ) = ψ(0)e
∫ t
0 (a(s)−b(s)x(s)−c(s)x(s−h))ds.

Враховуючи останню рiвнiсть i додатнiсть iмпульсної дiї, отримуємо додатнiсть розв’язку
iмпульсного рiвняння (1), (2) з початковою функцiєю ψ(θ).

5



2. Якщо виконуються нерiвностi (9), то з теореми 3.3 роботи [9] випливає, що в областi
x ∈ [0, ρ] кожний розв’язок перетинає криву t = τk(x) не бiльше одного разу.

3. Покажемо, що в областi x ∈ [0, ρ] розв’язки рiвняння (1), (2) фiнально рiвномiрно
обмеженi i задовольняють нерiвнiсть (13).

Розглянемо довiльний розв’язок x(t) рiвняння (1), (2) з початковою функцiєю (8).
Позначимо через τ̃j точки перетину x(t) з поверхнями τj(x).Додатний розв’язок рiвняння
(1) задовольняє нерiвнiсть ẋ(t) ≤ aMx(t). Використовуючи формулу варiацiї сталої для
iмпульсного рiвняння [3], стор.12, отримуємо

x(t) ≤ X1(t, t− h+ 0)x(t− h) +
∑

t−h≤τ̃j<t

X1(t, τj + 0)qj,

де

X1(t, s) = ea
M (t−s)

∏
s≤τ̃j<t

(1 + dj)

- це фундаментальний розв’язок лiнiйного iмпульсного рiвняння

ẋ = aMx, x(τ̃j + 0) = (1 + dj)x(τ̃j), j ∈ Z.

Припустимо, що dM > 0. Поки розв’язок x(t) належить iнтервалу [0, ρ] виконуються
нерiвнiстi (3) i

X1(t, s) ≤ ea
M (t−s)(1 + dM)[(t−s)/θ]+1,

де [z] це цiла частина числа z. Тому

x(t) ≤ ea
Mh

∏
t−h≤τ̃j<t

(1 + dj)x(t− h) +
∑

t−h≤τ̃j<t

ea
M (t−τ̃j)qj

∏
τ̃j<τ̃i<t

(1 + di) ≤

≤ ea
Mh(1 + dM)[h/θ]+1x(t− h) + qM

[h/θ]∑
j=0

eja
Mθ(1 + dM)j =

= ea
Mh(1 + dM)[h/θ]+1

(
x(t− h) +

qM

eaMθ(1 + dM)− 1

)
.

З останньої нерiвностi отримуємо

x(t− h) ≥ e−a
Mh(1 + dM)−[h/θ]−1x(t)− qM

eaMθ(1 + dM)− 1
. (14)

Пiдставляючи (14) у рiвняння (1) отримуємо

ẋ(t) ≤ x(t)

(
aM +

qM

eaMθ(1 + dM)− 1
− e−aMh(1 + dM)−[h/θ]−1x(t)

)
.

Отже, додатнiй розв’язок x(t) рiвняння (1), (2) оцiнюється зверху вiдповiдним розв’язком
рiвняння без запiзнення

ẏ(t) = y(t)

(
aM +

qM

eaMθ(1 + dM)− 1
− e−aMh(1 + dM)−[h/θ]−1y(t)

)
,

y(τ̃k + 0) = (1 + dk)y(τ̃k) + qk, k ∈ Z,
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Застосовуючи до останнього лему 1, отримуємо оцiнку x(t) ≤ M0, t ≥ 2θ при qM ≥ 0, де
M0 задовольняє (11).

Якщо dM < 0, то X(t, s) ≤ ea
M (t−s) i

x(t) ≤ ea
Mhx(t− h) +

∑
t−h≤τ̃j<t

ea
M (t−τ̃j)qj.

Повторюючи оцiнки для dM ≥ 0, отримуємо оцiнку x(t) ≤ M0, t ≥ 2θ при dM < 0, де M0

задовольняє (12). Теорему доведено.

Теорема 2 Нехай виконується одна з нерiвностей

aL + θ ln(1 + dL) > 0, (15)

або

qL = inf
j
qj > 0. (16)

Тодi iснує m0 > 0 таке, що для кожного розв’язку рiвняння (1), (2) з невiд’ємними
початковими функцiями (8) iснує t̄ = t̄(ψ) таке, що

x(t) ≥ m0, t ≥ t̄.

Доведення. Нехай виконується нерiвнiсть (15). Оскiльки x(t) ≤ M0 при t ≥ 2θ то з
рiвняння (1) отримуємо

ẋ ≥ x(aL − bMM0 − cMM0).

Тодi з урахуванням нерiвностей (3) розв’язок рiвняння (1), (2) оцiнюється так

x(t) ≥ x(t0)
∏

t0≤τ̃k<t

(1 + dk)e
(aL−bMM0−cMM0)(t−t0),

де, як i ранiше, τ̃k це точки перетину розв’язку x(t) з лiнiями iмпульсiв τk(x). Тому

x(t− h) ≤ x(t)
∏

t−h≤τ̃k<t

(1 + dk)
−1e−(aL−bMM0−cMM0)h ≤ x(t)c̃, (17)

де
c̃ = (1 + dL)−[h/Θ]e−(aL−bMM0−cMM0)h,

якщо dL > 0 i
c̃ = e−(aL−bMM0−cMM0)h,

якщо dL ≤ 0. Пiдставивши нерiвнiсть (17) в (1), отримаємо

ẋ(t) ≥ x(t)
(
aL − bMx(t)− cM c̃x(t)

)
.

Враховуючи невiд’ємнiсть qk, розв’язок x(t) оцiнюється знизу розв’язком логiстично-
го рiвняння з iмпульсами

du

dt
= u(aL − bMu− cM c̃u), u(τ̃k + 0)− u(τ̃k) = dku(τ̃k). (18)
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Зробивши у рiвняннi (18) замiну змiнних u = 1/z, отримаємо

dz

dt
= −aLz + bM + cM c̃, z(τ̃k + 0) = (1 + dk)

−1z(τ̃k). (19)

Фундаментальний розв’язок вiдповiдного однорiдного рiвняння має вигляд

X2(t, s) =
∏

s≤τ̃j<t

1

1 + dj
e−a

L(t−s) = exp{−aL(t− s)−
∑
s≤τj<t

ln(1 + dj)}.

При виконаннi (15) для X2(t, s) виконується оцiнка

|X2(t, s)| ≤ K1e
−α1(t−s), t ≥ s,

з деякими додатними сталими K1 i α1, а рiвняння (19) має єдиний асимптотично стiйкий
обмежений на осi розв’язок

z0(t) =

∫ t

−∞
X2(t, s)(bM + cM c̃)ds ≤ K1(bM + cM c̃)

α1

.

Кожний iнший розв’язок рiвняння з додатними початковими значеннями задовольняє
оцiнку u(t) ≤ 2K1(bM1 + cM c̃)/α1 починаючи з деякого моменту часу, який залежить вiд
розв’язку. Вiдповiдно кожний розв’язок рiвняння (18) оцiнюється знизу сталою α1/(2K1(bM1 +
cM c̃)) починаючи з деякого моменту часу.

Нехай тепер виконується нерiвнiсть (16). Скористаємося пiдходом роботи [14]. Оскiль-
ки розв’язки рiвняння невiд’ємнi, а значення розв’язку при t = τ̃k + 0 не менше qL, то
при aL < cMM0 на вiдрiзку t ∈ (τ̃k, τ̃k+1], k ≥ 1, розв’язок оцiнюється знизу величиною

z(t) ≥ (cMM0 − aL)qL

qLbM(e(cMM0−aL)(t−τ̃k) − 1) + (cMM0 − aL)e(cMM0−aL)(t−τ̃k)
.

При aL = cMM0 отримуємо

z(t) ≥ qL

1 + qLbM(t− τ̃k)
, t ∈ (τ̃k, τ̃k+1].

Аналогiчно доводимо при aL > cMM0.
Теорему доведено.

Зауваження 1 [14] Якщо dj = 0, j ∈ Z, i aL > cMM0, то лiнiйне рiвняння (19) має
додатний асимптотично стiйкий сталий розв’язок z∗ = bM/(aL−cMM0). Кожен iнший
роз’язок рiвняння з додатними початковими значеннями задовольняє оцiнку z(t) <
2bM/(aL − cMM0) починаючи з деякого моменту часу, який залежить вiд розв’язку.
Тому, розв’язок x(t) з невiд’ємною не рiвною тотожно нулю початковою функцiєю
задовольняє оцiнку

u(t) ≥ aL − cMM0

2bM

починаючи з деякого моменту часу t1.
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4. Iснування майже перiодичних розв’язкiв Для знаходження умов iснування w-
майже перiодичних розв’язкiв рiвняння (1), (2) скористаємося наступними твердження-
ми з роботи [4] про асимптотчно майже перiодичнi розв’язки рiвнянь iз запiзненням та
нефiксованими моментами iмпульсної дiї.

Теорема 3 [4] Припустимо, що рiвняння (1), (2) має розв’язок ξ(t), означений на I =
[0,∞) i такий, що ‖ξ(t)‖ ≤ ρ < ∞ для всiх t ≥ 0. Якщо розв’язок ξ(t) асимптотично
w-майже перiодичний, то рiвняння (1), (2) має w-майже перiодичний розв’язок p(t).

Теорема 4 [4] Припустимо, що K̃1N1 +N1 < 1, де

K̃1 = sup
t∈R,x,y∈[0,ρ]

|x (a(t)− b(t)x− c(t)y) |, (20)

а N1 є сталою Лiпшиця для лiнiй iмпульсiв (4). Нехай розв’язок ξ(t) рiвняння (1), (2)
при всiх t ∈ [0,∞) належить вiдрiзку [0, ρ] i є рiвномiрно асимптотично стiйким при
t ≥ 0. Тодi ξ(t) асимптотично w-майже перiодичний, а рiвняння (1), (2) має w-майже
перiодичний розв’язок, який є асимптотично стiйким при t ≥ 0.

Тепер сформулюємо основний результат роботи.

Теорема 5 Нехай виконуються умови теорем 1 i 2 i

α2 +K2c
MM0e

−α2h < 0, (21)

де α2 =
(
aM − (2bL + cL)m0 + 1

θ
ln(1 + dM)

)
, K2 = 1 + dM якщо dM ≥ 0,

α2 =
(
aM − (2bL + cL)m0 + 1

Θ
ln(1 + dM)

)
, K2 = (1 + dM)−1 якщо dM < 0,

Тодi рiвняння (1), (2) при достатньо малому коефiцiєнтi Лiпшиця N1 має єдиний
додатний асимптотично стiйкий w-майже перiодичний розв’язок.

Proof. З доведення теорем 1 i 2 випливає, що якщо початкова функцiя ϕ розв’язку
x0(t) рiвняння (1), (2) задовольняє умову m0 ≤ ϕ(θ) ≤ M0, θ ∈ [t0 − h, t0], то розв’язок
залишається в цiй областi при всiх t ≥ t0. Доведемо, що розв’язок x0(t) рiвномiрно
асимптотично стiйкий. Перевiримо виконання умов означення 7. Нехай δ0 деяке мале
додатне число. Розглянемо iнший розв’язок y0(t) з початковою функцiєю ψ,m0 ≤ ψ(θ) ≤
M0, θ ∈ [t0 − h, t0], яка задовольняє оцiнки

|ϕ(θ)− ψ(θ)| ≤ δ0, θ ∈ [t0 − h, t0], |θ − τ 1
j | ≥ δ0, (22)

де τ 1
j це точки перетину розв’язку x0(t) з кривими τj(x).
Рiзниця розв’язкiв x0(t)− y0(t) задовольняє рiвняння

ẋ(t)− ẏ(t) =
(
a(t)− b(t)(x0(t) + y0(t))− c(t)y0(t− h)

)
(x(t)− y(t))−

−c(t)x0(t)(x(t− h)− y(t− h)),

i iмпульснi умови

x(τ 1
j + 0)− y(τ 1

j + 0) = (1 + dj)(x(τ 1
j )− y(τ 1

j )) + djy(τ 1
j ) + qj,

x(τ 2
j + 0)− y(τ 2

j + 0) = (x(τ 2
j )− y(τ 2

j ))− djy(τ 2
j )− qj.
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Тут τ 2
j - це точки перетину розв’язку y(t) з лiнiями τj(x), j ∈ Z.

Позначимо

U(t, s) = exp

∫ t

s

(a(s1)− b(s1)(x0(s1) + y0(s1))− c(s1)y0(s1 − h)) ds1

∏
s≤τ ′j<t

(1 + dj)

i запишемо вiдповiдне iнтегральне рiвняння

w(t) = U(t, t0)w0 +

∫ t

t0

U(t, s)c(s)x0(s)w(s− h)ds+

+
∑

t0≤τ1j <t

U(t, τ 1
j + 0)(djy(τ 1

j ) + qj)−
∑

t0≤τ2j <t

U(t, τ 2
j + 0)(djy(τ 2

j ) + qj). (23)

Функцiя U(t, s) задовольняє оцiнку

|U(t, s)| ≤ K2e
α2(t−s), t ≥ s. (24)

Позначимо w(t) = x(t)− y(t), τ ′j = min{τ 1
j , τ

2
j }, τ ′′j = max{τ 1

j , τ
2
j }.

Спершу оцiнимо |τ 1
j − τ 2

j | через рiзницю |x(τ ′j)− y(τ ′j)|. Нехай τ 2
j ≥ τ 1

j = τ ′j. Тодi

|τ 1
j − τ 2

j | ≤ N1|y(τ ′′j )− x(τ ′j)| ≤ N1|y(τ ′′j )− y(τ ′j)|+N1|y(τ ′j)− x(τ ′j)| ≤

≤ N1|y(τ ′j)− x(τ ′j)|+N1

∫ τ ′′j

τ ′j

|y(s)(a(s)− b(s)y(s)− c(s)y(s− h))|ds ≤

≤ N1|y(τ ′j)− x(τ ′j)|+N1K̃1|τ 1
j − τ 2

j |,

де K̃1 визначається формулою (20). Випадок τ 2
j ≤ τ 1

j розглядається аналогiчно. Тодi

|τ 1
j − τ 2

j | ≤
N1

1−N1K̃1

|x(τ ′j)− y(τ ′j)|. (25)

Припустимо τ 1
j > τ 2

j i розглянемо рiзницю

|U(t, τ 1
j + 0)(djy(τ 1

j ) + qj)− U(t, τ 2
j + 0)(djy(τ 2

j ) + qj)| =

= |U(t, τ 1
j + 0)

(
djy(τ 1

j )− djy(τ 2
j + 0) + (1 + dj)(1− U(τ 1

j , τ
2
j ))(djy(τ 2

j ) + qj)
)
|. (26)

Оскiльки |τ 1
j − τ 2

j | ≤ N1M0, то iснує незалежна вiд j ∈ Z додатна стала K̃2 така, що∣∣U(τ 1
j , τ

2
j )− 1

∣∣ ≤ K̃2|τ 1
j − τ 2

j |.

Також

|y(τ 1
j )− y(τ 2

j + 0) =

∣∣∣∣∣
∫ τ1j

τ2j

dy(ξ)

dξ
dξ

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫ τ1j

τ2j

y(s)(a(s)− b(s)y(s)− c(s)y(s− h))ds

∣∣∣∣∣ ≤
≤ K̃1|τ 1

j − τ 2
j |.

Пiдставляючи останнi нерiвностi в (26) i враховуючи (24) i (25), отримаємо

|U(t, τ 1
j + 0)(djy(τ 1

j ) + qj)− U(t, τ 2
j + 0)(djy(τ 2

j ) + qj)| =

≤ N1K2e
α2(t−τ ′′j )

(
dK̃1 + K̃2(1 + d)(dM0 + q)

)
1−N1K̃1

|x(τ ′j)− y(τ ′j)| =

= K̃3N1e
α2(t−τ ′′j )|x(τ ′j)− y(τ ′j)|. (27)
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Якщо τ 1
j < τ 2

j , то

U(t, τ 1
j + 0)(djy(τ 1

j ) + qj)− U(t, τ 2
j + 0)(djy(τ 2

j ) + qj) =

= U(t, τ 2
j + 0)

(
djy(τ 1

j )− djy(τ 2
j ) + (U(τ 2

j , τ
1
j + 0)− 1)(djy(τ 1

j ) + qj)
)
.

Повторюючи вищеприведенi оцiнки, отримуємо нерiвнiсть (27) при τ 1
j < τ 2

j .
Не обмежуючи загальностi, вважаємо, що t0 ∈ (τ 1

0 +δ0, τ
1
1 ]. З (23), (24) i (27) випливає

нерiвнiсть для |w(t)| = |x(t)− y(t)| при t ∈ (τ ′′m, τ
′
m+1] :

|w(t)| ≤ K2e
α2(t−t0)|ϕ(t0)− ψ(t0)|+

∫ t0

t0−h
K2e

α2(t−s−h)cMM0|ϕ(s)− ψ(s)|ds+

+
m−1∑
j=0

∫ τ ′j+1

τ ′′j

K2e
α2(t−s−h)cMM0|w(s)|ds+

m−1∑
j=0

∫ τ ′′j+1

τ ′j+1

K2e
α2(t−s−h)cMM0|w(s)|ds+

+

∫ t

τ ′′m

K2e
α2(t−s−h)cMM0|w(s)|ds+

∑
t0<τ ′j<t

K̃3N1e
α2(t−τ ′′j )|w(τ ′j)| (28)

На iнтервалi [t0−h, t0] не бiльше, нiж [h/θ]+1 точок iмпульсiв. В δ0-околах точок iмпульсiв
функцiя |ϕ(s)−ψ(s)| оцiнюється зверху величиною M0−m0, в iнших точках величиною
δ0. Тому з умови (3) отримуємо∫ t0

t0−h
|ϕ(s)− ψ(s)|ds ≤ 2δ0 ([h/θ] + 1) (M0 −m0) + (h− 2δ0 ([h/θ] + 1)) δ0 = M1δ0.

Позначимо α3 = −α2(M0 −m0)/(1−N1K̃1), тодi

eα2(τ ′j−τ ′′j )) ≤ exp

(
−α2

N1|x(τ ′j)− y(τ ′j)|
1−N1K̃1

)
≤ eN1α3 .

Враховуючи останнi оцiнки, в нерiвностi (28) зробимо перетворення

|w(t)| ≤ δ0K̃4e
α2(t−t0) +

∫ t

t0

K2e
α2(t−s)M0e

−α2h|w(s)|ds+

+
∑

t0<τ ′j<t

N1K̃5e
α2(t−τ ′j)|w(τ ′j)|,

де

K̃4 = K2

(
1 + e−α2hcMM0M1h

)
, K̃5 =

(
K̃3 +

K2c
MM2

0

1−N1K̃1

)
e−α2h+N1α3 .

Застосувавши до останньої нерiвностi узагальнену лему Гронуолла, отримаємо

|x(t)− y(t)| ≤ e(α2+K2cMM0e−α2h)(t−t0)K̃4δ0

∏
t0<τ ′j<t

(1 +N1K̃5).

При виконаннi нерiвностi (21) i при досить малому N1 рiзниця |x(t) − y(t)| експоненцi-
ально прямує до нуля при t → ∞ i t 6∈ (τ ′j, τ

′′
j ], j ∈ Z. Виконуються умови рiвномiрної

асимптотичної стiйкостi розв’язку x0(t). За теоремою 4 рiвняння (1), (2) має w-майже
перiодичний розв’язок зi значеннями в iнтервалi [m0,M0]. Теорему доведено.

11



Лiтература
[1] Kuang Y. Delay differential equations: with applications in population dynamics. —

Academic press, 1993.

[2] Халанай А., Векслер Д. Качественная теория импульсных систем. – М.: Мир, 1971. –
310 с.

[3] Samoilenko A.M., Perestyuk N.A. Impulsive differential equations. – Singapore: World
Scientific Publishing, 1995. – X+462 p.

[4] Myslo Yu.M., Tkachenko V. I. Asymptotically Almost Periodic Solutions of Equations
with Delays and Nonfixed Times of Pulse Action // Journal of Mathematical Sciences
(United States). — 2018. — 228, № 3. — P. 290–305.

[5] Yoshizawa T. Asymptotically almost periodic solutions of an almost periodic system //
Funkcialaj Ekvacioj — 1969. — 12. — P. 23–40.

[6] Myslo Yu.M., Tkachenko V. I. Global attractivity in almost periodic single species
models // Funct. Different. Equat. – 2011. – 18, № 3 – 4. – P. 269 – 278.

[7] Dvornyk A.V., Tkachenko V.I. Almost Periodic Solutions for Systems with Delay and
Nonfixed Times of Impulsive Actions // Ukr. Math. J. — 2017. — 68, № 11. — P. 1673–
1693.

[8] Samoilenko A.M., Perestyuk N.A., Trofimchuk S.I. Generalized solutions of impulse
systems and the phenomenon of pulsations // Ukr. Math. J. – 1991. – 43. – P. 610–
615.

[9] Liu X., Ballinger G. Existence and continuability of solutions for differential equations
with delays and state-dependent impulses // Nonlinear Analysis: TMA. – 2004. – 51,
№ 4. – P. 633 – 647.

[10] Самойленко А.М., Трофимчук С.И. Неограниченные функции с почти периодиче-
скими разностями // Укр. мат. журн. – 1991. – 43, № 10. – С. 1409–1413.

[11] Akhmetov M.U., Perestyuk N.A. Periodic and almost periodic solutions of strongly nonli-
near impulse systems // J. Appl. Math. Mech. – 1992. – 56, № 6. – P. 829 – 837.

[12] Fink A.M. Almost periodic differential equations, Lecture Notes in Mathematics, 377. –
Springer-Virlag, 1974. – 336 p.

[13] Akhmet M.U., Beklioglu M., Ergenc T., Tkachenko V.I. An impulsive ratio-dependent
predator-prey system with diffusion // Nonlinear Analysis: Real World Applications —
2005. — 7. — P. 1255–1267.

[14] Dvornyk A.V., Struk O.O., Tkachenko V.I. Almost Periodic Solutions of Lotka-Volterra
Systems with Diffusion and Pulsed Action // Ukr. Math. J. — 2018. — 70, № 2. —
P.197—216.

12


