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Перелiк умовних позначень

4 — позначка завершення розв’язання
◦ — бiнарна операцiя
∼ — еквiвалентнiсть
∅ — порожня множина
[x] — цiла частина числа x
{x} — цiла частина числа x
2A — булеан множини A
[a0; a1, . . . , an, . . . ] — правильний ланцюговий дрiб
[a0; a1, . . . , an] — n–й пiдхiдний дрiб
a−1 — обернений елемент до елемента a
a ≡ b (mod m) — порiвняння за модулем m

Am
n — кiлькiсть розмiщень без повторення

Am
n — кiлькiсть розмiщень з повтореннями

a ∈ A — належнiсть елемента a множинi A
a /∈ A — неналежнiсть елемента a множинi A
|A| — потужнiсть множини A
Ā — доповнення множини до унiверсальної
A ⊂ B,B ⊃ A — множина A— пiдмножина множини B
A ∼ B — еквiвалентнiсть двох множин
A ∪B — сума (об’єднання) множин
A ∩B — добуток (перерiз) множин
A∆B — симетрична рiзниця множин
A\B — рiзниця множин
n⋃

i=1

Ai — об’єднання n множин
n⋂

i=1

Ai — перерiз n множин

b0 + K∞
i=1

(
ai/bi

)
— ланцюговий дрiб

b0 + Kn

i=1

(
ai/bi

)
— n–й пiдхiдний дрiб ланцюгового дробу

Cm
n — кiлькiсть сполучень без повторення,

Cm
n — кiлькiсть сполучень з повтореннями

Cn(n1, . . . , nk) — кiлькiсть перестановок з повтореннями
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fn(x) — многочлен степеня n
fn(c) — значення многочлена степеня n
ker f — ядро гомоморфiзму
K[x] — кiльце многочленiв
k̄ — клас лишкiв за модулем
m =

∏n
i=1 p

k1
i — канонiчне розвинення числа

N — множина натуральних чисел
n! — n–факторiал
Pn — кiлькiсть перестановок (без повторення)
p# — прайморiал числа p
Q — множина рацiональних чисел
R — множина дiйсних чисел
R+ — множина додатних дiйсних чисел
(x1, x2, . . . , xn) — перестановка
(x; y) — впорядкована пара
(x1;x2; . . . ;xn) — кортеж
X × Y — декартiв добуток множин X та Y
X1×X2×· · ·×Xn — декартiв добуток n множин
Xn — n–а декартова степiнь множин X
Z — множина цiлих чисел
Z0 — множина невiд’ємних цiлих чисел
Z∗m — множина класiв лишкiв за модулем m

ϕ(n) — функцiя Ойлера
НСД — найбiльший спiльний дiльник
НСК — найменше спiльне кратне



Вступ

З давнiх часiв людство мало потребу оберiгати свої знання, технологiї,
данi особистого характеру вiд стороннiх очей. В наш час iнформацiя пере-
творилася у високоцiнний товар, стратегiчний ресурс. З iншого боку, пе-
рехоплення повiдомлень i подальше їх спотворення чи викривлення може
призвести до серйозних наслiдкiв — безпекових, вiйськових, економiчних,
технологiчних, моральних тощо.

Сучаснi способи захисту особливо цiнної iнформацiї ґрунтуються як на
технiчних засобах, так i на програмних. Програмнi методи є реалiзацiєю то-
го чи iншого алгоритмiв криптологiї, однiєї iз частин прикладної матема-
тики. Термiн криптологiя походить вiд двох давньогрецьких слiв κρνπτ óς
— прихований, скритний i λóγoς — слово. Наука криптологiя, яка традицiй-
но дiлиться на криптографiю та криптоаналiз, бере свої початки в багатьох
фундаментальних математичних теорiях i ввiбрала в себе велику кiлькiсть
термiнiв, теорем, тверджень, алгоритмiчних пiдходiв на яких будуються
криптографiчнi схеми чи алгоритми шифрування, дешифрування, аналiзу
криптографiчних перетворень. Методи криптографiї розвиваються i удо-
сконалюються разом iз досягненнями в сучасних математичних теорiях i
часто виступають рушiєм розвитку самих теорiй, а особливо їх практичних
застосувань.

На шляху удосконалення та розвитку методiв шифрування, дешифру-
вання та криптоаналiзу великi сподiвання покладаються на розширенням
можливостей сучасних комп’ютерiв — збiльшення оперативної пам’ятi та
швидкодiї процесорiв, розпаралелювання тощо. З’являються новi напрям-
ки криптографiї, такi як квантова i пост–квантова криптографiя та бiомо-
лекулярна криптографiя.

Даний навчальний посiбник присвячений тим роздiлам сучасної мате-
матики, на яких ґрунтуються класичнi криптографiчнi методи. Цi крипто-
графiчнi методи пройшли перевiрку часом i активно використовуються
сьогоднi в рiзних областях дiяльностi людини для захисту та збереження
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Вступ 9

цiлiсностi важливої iнформацiї.
В рамках пiдготовки фахiвцiв iз спецiальностi "Кiбербезпека та захист

iнформацiї" на фiзичному факультетi Ужгородського нацiонального унi-
верситету читається ряд курсiв з криптологiї.

Методи, алгоритми та пiдходи, що використовуються в задачах шифру-
вання та дешифрування повiдомлень викладаються в таких навчальних
курсах як "Прикладна криптографiя" та "Криптографiчнi перетворення". З
теоретичними основами алгоритмiв шифрування та дешифрування iнфор-
мацiї можна ознайомитися з україномовних джерел, до прикладу [2, 13, 19],
або з книг закордонних авторiв [22, 23, 24]. Навчальний посiбник має на
метi не стiльки виокремити iз джерел необхiднi теоретичнi вiдомостi про
математичнi методи криптологiї, як бiльш детально зосередитися на ме-
тодах розв’язання задач по кожному роздiлу, щоб допомогти студентам,
зокрема вказаних напрямкiв пiдготовки, засвоїти способи та пiдходами
до розв’язання задач iз розглянутих тем. Це особливо важливо, оскiльки
в теорiї криптографiчних перетворень вмiння розв’язувати вказанi типовi
задачi та здатнiсть програмної реалiзацiї їх розв’язання може забезпечити
успiх. Навчальний посiбник доповнює та розширює методичний посiбник
авторiв [16].

Посiбник мiстить наступнi роздiли вищої математики:Теорiя множин,
Елементи комбiнаторики, Окремi роздiли алгебри, Елементи теорiї
чисел, Основи модульної арифметики, Многочлени.

Перед Вступом наведено Перелiк умовних позначень, якi використо-
вуються в навчальному посiбнику. Першому роздiлi розглянуто основнi
поняття, операцiї над множинами, вiдображення множин, впорядкованi
пари. Другий роздiл мiстить вiдомостi про найважливiшi комбiнацiї, їх
кiлькостi та взаємозв’язки. Елементи вищої алгебри викладено в третьому
роздiлi. Тут зокрема розглянуто перестановки, пiдстановки, бiнарнi алге-
бричнi операцiї, групи, кiльця, поля, гомоморфiзм та iзоморфiзм груп. Де-
яким елементам теорiї чисел присвячений четвертий роздiл. Тут зокрема
розглянуто подiльнiсть цiлих чисел, алгоритм Евклiда, елементи правиль-
них ланцюгових дробiв, простi числа, основна теорема арифметики та її
наслiдки. Наступний, п’ятий роздiл, вiдведено пiд одну iз найважливiших
з точки зору теорiй — теорiю лишкiв за модулем. Вiдомостi про многочле-
ни однiєї змiнної над деяким полем наведено в п’ятому роздiлi. Розглянуто
арифметичнi дiї над многочленами та деякi методи вiдшукання найбiль-
шого спiльного дiльника двох многочленiв. В кiнцi посiбника вмiщено
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предметний покажчик основних термiнiв, якi зустрiчаються у текстi та
список джерел. Всi роздiли мають схожу структуру. На початку кожного
параграфу наводяться без обґрунтування необхiднi теоретичнi вiдомостi,
якi iлюструються прикладами. Далi розглянуто розв’язки типових задач
iз розглядуваної теми. Закiнчення розв’язкiв завдань позначено значком
"4".

В кiнцi роздiлу вмiщено питання з теоретичного матерiалу, тести, на
кожен з яких запропоновано три альтернативнi вiдповiдi, а також набiр
вправ для самостiйного розв’язання. Завдання та вправи адаптованi до за-
дач, якi розглядаються при вивченi методiв шифрування та дешифрування
iнформацiї.

Автори сподiваються, що запропонований навчальний посiбник буде
корисним при вивченнi розглянутих тут роздiлiв вищої математики.

Автори



Роздiл 1

Елементи теорiї множин

Теорiя множин — фундамент низки нових роздiлiв математики i при-
свячена вивченню загальних властивостей скiнчених чи нескiнчених мно-
жин ([3, 4, 7, 14, 15, 17]).

1.1 Поняття множини

Поняття множини належить до первинних понять сучасної математи-
ки, тобто тих найпростiших понять, якi не можна означити через поняття
ще бiльш простi. Поряд iз такими первинними поняттями, як точка, пря-
ма, площина, поверхня, тiло тощо, якi добре вiдомi iз курсу шкiльної
геометрiї, поняття множини не означають, а сприймають iнтуїтивно.

Засновник теорiї множин нiмецький математик Георг Кантор ствер-
джував, що множина — це багато дечого, мислимого нами як єдине.
Можна уявляти собi множину як сукупнiсть (сiм’ю, набiр, зiбрання) деяких
об’єктiв, що мають спiльну властивiсть.

Приклад 1.1.
Множина студентiв 3–го курсу фiзичного факультету УжНУ спецiальностi
"Кiбербезпека та захист iнформацiї".

Ця множина складається не iз усiх студентiв УжНУ, а лише з тих, якi
навчаються на 3–му курсi вказаної спецiальностi фiзичного факультету.

Приклад 1.2.
Множина лiтер української абетки,що використовуються при записi речення
— Криптографiя древня наука.

11
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Приклад 1.3.
Множина коренiв квадратного рiвняння

ax2 + bx+ c = 0.

Числа, якi складають дану множину, мають бути коренями квадратного
рiвняння.

Множини складаються iз окремих об’єктiв, якi називаються елемента-
ми множини. Множини, як правило, позначають великими латинськими
лiтерами A,B,C , а елементи множин — малими латинськими лiтерами
a, b, c, або малими лiтерами iз iндексами a1, a2, . . .

Щоб вказати належнiсть елемента a множинi A, будемо писати a ∈ A
i казати "a належить A". А щоб пiдкреслити, що елемент b не належить
множинi A будемо записувати b /∈ A i говорити "b не належитьA".

Означення 1.1.
Множина, елементи якої є множини, називається класом (сiмейством).

Означення 1.2.
Якщо елементи всiх множин вибирають з якоїсь однiєї, досить широкої мно-
жини U , то таку множину називається унiверсальною.

Вкажемо три найпоширенiшi способи задання множини:

1. Перелiченням елементiв, якi входять до множини. Так можна зада-
вати тi множини, якi мiстять скiнчену кiлькiсть елементiв.

Приклад 1.4.
A = {a1; a2; a3; . . . ; an}— скiнчена множина, яка нараховує n еле-
ментiв.

2. Характеристичним предикатом, тобто за допомогою деякого логi-
чного твердження.

Приклад 1.5.
B = {b | 2 < b < 5}—множина всiх дiйсних чисел, що знаходять мiж
числами 2 i 5.

3. Рекурсивною процедурою, тобто формулою, за допомогою якої по-
слiдовно отримують даний елемент множини через попереднi еле-
менти.
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Приклад 1.6.
Послiдовнiсть чисел Фiбоначчi:

NF = {Fk |F1 = 1, F2 = 1, Fk = Fk−1 + Fk−2, k = 3, 4, 5, . . .} =

= {1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, . . . }.

Означення 1.3.
Множина, яка не мiстить жодного елемента, називається порожньою i
позначається символом ∅.

Приклад 1.7.
Множина дiйсних коренiв наступного квадратного рiвняння
x2 + 1 = 0 буде порожньою множиноюA = {x |x2 + 1 = 0} = ∅.

Наведемо приклади деяких числових множин, якi будуть використову-
ватися далi.

Приклад 1.8.
Множина натуральних чисел

N = {1, 2, 3, . . . , n, . . . }.

Приклад 1.9.
Множина невiд’ємних цiлих чисел

Z0 = {0, 1, 2, 3, . . . , n, . . . }.

Приклад 1.10.
Множина цiлих чисел

Z = {0,±1,±2,±3, . . . ,±n, . . . }.

Приклад 1.11.
Множина невiд’ємних цiлих чисел менших за p

Zp = {0, 1, 2, . . . , p− 1}.

Приклад 1.12.
Множина рацiональних чисел

Q =
{
m/n

∣∣m ∈ Z, n ∈ N
}
.
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Приклад 1.13.
Множина дiйсних чисел R.

Приклад 1.14.
Множина лiтер української абетки
{а,б,в,г,ґ,д,е,є,ж,з,и,i,ї,й,к,л,м,н,о,п,р,с,т,у,ф,х,ц,ч,ш,щ,ь,ю,я}.

Приклад 1.15.
Множина лiтер латинської абетки
{a,b,c,d,e,f,g,h,i,j,k,l,m,n,o,p,q,r,s,t,u,v,w,x,y,z}.

Означення 1.4.
Множина A називається пiдмножиною множини B, що записується так
A ⊂ B або такB ⊃ A, якщо кожний елемент множиниAтакож є елемен-
том множини B.

Можна проiлюструвати поняття пiдмножини за допомогою дiаграми
Венна.

B

A

A ⊂ B

Числовi множини, якi розглянутi вище, задовольняють наступну послi-
довнiсть включень N ⊂ Z0 ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R.

Означення 1.5.
МножиниA iB називаютьсярiвними, якщоA ⊂ B iB ⊂ A, що записують
такA = B.

Означення 1.6.
Кажуть, що мiж множинами A i B встановлено взаємно–однозначна вiдпо-
вiднiсть, якщо

1. кожному елементу a ∈ A поставлено у вiдповiднiсть один i тiльки
один елемент b ∈ B, тобто a ∈ A→ b ∈ B;

2. рiзним елементам a ∈ A вiдповiдають рiзнi елементи b∈B;

3. кожен елемент b∈B вiдповiдає одному елементу a∈A.
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Означення 1.7.
Множини A i B мiж якими встановлена взаємно-однозначна вiдповiднiсть
називаються еквiвалентними. Еквiвалентнiсть
множин позначають наступним чином:A ∼ B.

Якщо множина A ∼ {1, 2, . . . , n}, то кажуть, що множина A має по-
тужнiсть n i записують |A| = n. Потужнiсть |∅| = 0. Якщо |A|=|B|, то
множини рiвнопотужнi.

Потужнiсть множини — це їїкардинальне (головне)число. Потужнiсть —
це така властивiсть множини, яка притаманна всiм еквiвалентним, а отже
рiвнопотужним множинам.

Означення 1.8.
Множина всiх пiдмножин множиниA називається булеаном i позначається
2A. Для скiнчених множин потужнiсть булеана рiвна |2A| = 2|A|.

Задача 1.1.
З’ясувати, чиналежитьлiтера "ю" домножинилiтерповiдомлення "гарний
текст".

Розв’язання. Множина A={а,г,е,и,й,к,н,р,с,т} є множиною лiтер повi-
домлення "гарнийтекст". Множина не мiстить лiтери "ю". Отже, "ю" /∈ A.

4

Задача 1.2.
Чи буде множина лiтер повiдомлення "секрет" пiдмножиною множини лiтер
шифровки "еаиаокгрестшi".

Розв’язання. Повiдомлення секрет записано за допомогою множини
лiтер A={е,к,р,с,т}. Шифровка еаиаокгрестшi записана за допомогою лi-
тер B={а,г,е,и,i,к,о,р,с,т,ш}. Легко бачити, що лiтери множини А також
належать до множини В. ТодiA ⊂ B. Отже, множина лiтер повiдомлення
є пiдмножиною лiтер шифровки.

4

Задача 1.3.
Записати булеан множини лiтер шифровки уосоус.

Розв’язання. Множина лiтер шифровки A={о,с,у}. Потужнiсть множи-
ни |A| = 3. Тодi булеан 2A буде мати потужнiсть 2|A| = 8 i складається:
2A={{∅}, {о}, {с}, {у}, {о,с}, {о,у}, {с,у}, {о,с,у}}.
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4

1.2 Операцiї над множинами

Над множинами можна виконувати операцiї.

Означення 1.9.
Будемо називати сумою (об’єднанням) множин A та B множину D i
записуватиD = A ∪B, якщо вона мiстить всi елементи обох множин.

Означення 1.10.
Будемо називатидобутком (перерiзом)множинAтаB множинуC i запи-
суватиC = A ∩B, елементами якої є тi елементи множин, що одночасно
належать i множинiA i множинiB.

Означення 1.11.
Будемо називати рiзницею множин A та B множину E i записувати
E = A\B, що мiстить лише тi елементи множини A, якi не належать
множинiB.

Операцiї суми, добутку та рiзницi множин iлюструються дiаграмами
Венна.

A B

A ∪B

A B

A ∩B

A B

A\B

Означення 1.12.
Будемо називати доповненням множини A до унiверсальної множини U
множину, яку будемо записувати Ā,щомiститьлишетi елементимножини
U , якi не належать множинiA.

Означення 1.13.
Симетрична рiзницю множин A та B, яку записують A∆B, визначає-
ться спiввiдношенням

A∆B =
(
A\B

)
∪
(
B\A

)
.

Маємо такi дiаграми Венна операцiй доповнення множини до унiвер-
сальної та операцiї симетричної рiзницi множин.
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A

U

Ā

A B

A∆B

Задача 1.4.
Нехай множини A,B та унiверсальна множина U визначенi наступним
чином

A = {−2,−1, 0, 1, 2, 3, 4}, B = {−3,−1, 1, 3, 5},

U = {−5,−4,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, 4, 5}.
Знайти множини
C = A ∪B,D = A ∩B,E = A\B,F = B\A, Ā, B̄,H = A∆B.

Розв’язання. Скориставшись означенням вказаних операцiй над мно-
жинами, маємо:

C = A ∪B = {−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, 4, 5},

D = A ∩B = {−1, 1, 3},
E = A\B = {−2, 0, 2, 4},
F = B\A = {−3, 5}.
Ā = {−5,−4,−3, 5},

B̄ = {−5,−4,−2, 0, 2, 4},
H = A∆B = {−5,−4,−3,−2, 0, 2, 4, 5}.

4

Зауваження 1.1.
Операцiї перетину i об’єднання множин узагальнюють на бiльшу кiлькiсть
множин, тобто

n⋃
i=1

Ai = A1 ∪A2 ∪ · · · ∪An

— об’єднання n множин,
n⋂
i=1

Ai = A1 ∩A2 ∩ · · · ∩An

— перерiз n множин.
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Задача 1.5.
Для множин

A = {1, 2, 30, 31}, B = {1, 4, 23, 31}, C = {1, 2, 31}

знайти множини

E = A ∪B ∪ C, D = A ∩B ∩ C.

Розв’язання. Згiдно з означенням маємо

E = {1, 2, 4, 23, 30, 31}, D = {1, 31}.
4

1.3 Впорядкованi пари

Означення 1.14.
Нехай x ∈ X i y ∈ Y . Пару елементiв xта y, яка записана у виглядi (x; y)
називають упорядкованої парою (елемент x— перша компонента пари,
y — друга компонента пари).

Означення 1.15.
Впорядкованi пари (x1; y1) i (x2; y2) рiвнi тодi i тiльки тодi, коли x1 = x2

i y1 = y2.

Iз означення випливає, що, взагалi кажучи, (x; y) 6= (y;x).

Означення 1.16.
Множина, усi елементи якої є впорядкованi пари, називається прямим (де-
картовим) добутком множин:

X × Y = {(x; y) | x ∈ X, y ∈ Y } .

Потужнiсть прямого добутку |X × Y | = |X| · |Y |.

Зауваження 1.2.
Очевидно, щоX × Y = Y ×X тодi , колиX = Y .

Зауваження 1.3.
Аналогiчно, набiр iз n елементiв (x1;x2; . . . ;xn) називаються кортежем.
Кортеж є елемент прямого (декартового) добутку n множин
X1 ×X2 × · · · ×Xn.
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Означення 1.17.
Прямий (декартiв) добуток множиниX саму на себе n разiв називається
n–м декартовим степенем множиниX :

Xn = X ×X × · · · ×X︸ ︷︷ ︸
n разiв

.

Означення 1.18.
Вiдображенням множини X у множину Y називається правило, за яким
кожному елементу x ∈ X ставиться у вiдповiднiсть один елемент y ∈ Y
та позначають f : X → Y .

Вiдображення можна тлумачити, як дiю, що переводить елементx ∈ X
в деякий елемент y ∈ Y , який називають образом елемента x при вiд-
ображенi та позначають f(x),X — область визначення вiдображення.

Означення 1.19.
ОбразомпiдмножиниX1 ⊂ X при вiдображеннif називається об’єднання
образiв всiх елементiв x ∈ X1. Образ пiдмножини позначаємо f(X1).

Якщо y ∈ Y фiксоване, то його повним прообразом при вiдображен-
нi f називається множина всiх елементiв iз X , для яких y є образом при
цьому вiдображеннi. Повний прообраз позначають f−1(y). Довiльний еле-
мент iз f−1(y) називають прообразом елемента y.

Нехай X = {x1, x2, . . . , xn}— деяка скiнчена множина, тодi вiдобра-
ження f : X → Y можна записати у виглядi дворяду

f =

(
x1 x2 x3 · · · xn

f(x1) f(x2) f(x3) · · · f(xn)

)
.

Означення 1.20.
Якщо f : X → Y — однозначне вiдображення зX в Y , то вiдображення ви-
гляду f−1 : Y → X, яке ставить у вiдповiднiсть кожному елементуy ∈ Y
його прообраз f−1(y) ∈ X , називається оберненим для вiдображення f .

Нехай визначенi два вiдображення f : X → Y i g : Y → Z . Якщо по-
ставити у вiдповiднiсть кожному елементу x ∈ X елемент g(f(x)) ∈ Z ,
то вiдображення множини X у множину Z називається добутком (ком-
позицiєю) вiдображень f i g та позначається gf .

Задача 1.6.
Заданi множини X = {a, b}, Y = {e, h, g}. Знайти декартовi добутки
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множинX × Y, Y ×X та степенi множинX3, Y 2.

Розв’язання. Згiдно iз означенням

X × Y = {(a, e), (a, h), (a, g), (b, e), (b, h), (b, g)},

Y ×X = {(e, a), (e, b), (h, a), (h, b), (g, a), (g, b)},

X3 = X ×X ×X ={(a, a, a), (a, a, b), (a, b, a), (a, b, b),

(b, a, a), (b, a, b), (b, b, a), (b, b, b)},

Y 2 = Y × Y ={(e, e), (e, h), (e, g), (h, e), (h, h),

(h, g), (g, e), (g, h), (g, g)}.

4

Задача 1.7.
Нехай вiдображення f : X → Y елементу множиниX = {2, 3, 5, 6} ста-
вить у вiдповiднiсть найменше спiльне кратне цього числа i числа 4. Запи-
сати вказане вiдображення у виглядi дворяду.

Розв’язання. Оскiльки f(2) = 4, f(3) = 12, f(5) = 20, f(6) = 12,
то отримаємо

f =

(
2 3 5 6
4 12 20 12

)
.

4

Задача 1.8.
Нехай вiдображення f, g, якi дiють iз R в R, визначеннi спiввiдношеннями
f(x) = x3, g(x) = ln(x2 + 1). Знайти наступнi композицiї вiдображень
fg, gf, f3, g2, f−1, g−1.

Розв’язання. Знаходимо

fg = f(g(x)) = (ln(x2 + 1))3 = ln3(x2 + 1),

gf = g(f(x)) = ln((x3)2 + 1) = ln(x6 + 1),

f3 = f(f(f(x))) = ((x3)3)3 = x27,

g2 = g(g(x)) = ln((ln(x2 + 1))2 + 1) = ln(ln2(x2 + 1) + 1).

f−1 = 3
√
x, g−1 =

√
ex − 1.

4
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1.4 Питання, тести та вправи до роздiлу 1

1.4.1 Питання до роздiлу 1

1. Як позначається належнiсть елемента a множинiB?

2. Яка множина називається порожньою?

3. Дати означення класу.

4. Якi є способи задання множини?

5. Коли множинаA є пiдмножиною множиниB?

6. Вказати приклади множин.

7. Дайте означення пiдмножини.

8. Коли множинаA рiвна множинiB?

9. Дайте означення взаємно–однозначної вiдповiдностi двох множин.

10. Коли множинаA еквiвалентна множинiB?

11. Що таке потужнiсть скiнченної множини?

12. Дайте означення булеана множини.

13. Як визначається сума двох множин?

14. Дайте означення добутку двох множин.

15. Що розумiють пiд рiзницею двох множин?

16. Як визначається сума та добуток n множин?

17. Дати означення впорядкованої пари.

18. Що таке декартiв добуток множин?

19. Як розумiти n–а степiнь множиниX?

20. Дати означення вiдображення множиниX у множину Y .

21. Що таке образ пiдмножиниX1 ⊂ X при вiдображеннi f?

22. Дати означення повного прообразу y ∈ Y при вiдображеннi f .
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23. Яке вiдображення називається оберненим?

24. Дати означення композицiї вiдображень.

1.4.2 Тести до роздiлу 1

Вказати правильну вiдповiдь на кожен тест.

1. Заданi множинаB i елемент a. Елемент a належитьB:
(A) Нiколи; (B) Деколи; (C) Завжди.

2. Порожня множина ∅ мiстить:
(A) Один елемент; (B) Безлiч елементiв; (C) Жодного елемента.

3. Задана множинаG = {a, b, c, d, e}. Потужнiсть булеана 2G рiвна:
(A) 5; (B) 20; (C) 32.

4. НехайA ⊂ B. Яке твердження вiрне:
(A) Кiлька елементiв зA належатьB;
(B) Всi елементи зA належатьB;
(C) Множини не мають спiльних елементiв.

5. Нехай C = A ∪B. Яке твердження вiрне:
(A) Множина C мiстить лише елементи множиниA;
(B) Множина C мiстить лише елементи множиниB;
(C) Множина C мiстить елементи обох множин.

6. НехайD = A ∩B. Яке твердження вiрне:
(A) Множина D мiстить елементи множини A, що не належать мно-
жинiB;
(B) Множина D мiстить елементи множини B, що не належать мно-
жинiA;
(C) МножинаD мiстить спiльнi елементи обох множин.

7. Нехай E = A\B. Яке твердження вiрне:
(A) Множина E мiстить лише елементи множиниA, якi не належать
множинiB;
(B) Множина E мiстить спiльнi елементи множин;



Роздiл I Елементи теорiї множин 23

(C) Множина E мiстить елементи, якi одночасно не належатьA iB.

8. Нехай C = A1 ∪A2 ∪A3. Яке твердження вiрне:
(A) МножинаC мiстить елементи, якi належать хоча б однiй множинi;
(B) Множина C мiстить елементи, що належать абоA2, абоA3;
(C) Множина C мiстить елементи, якi не належатьA1.

9. НехайD = A1 ∩A2 ∩A3. Яке твердження вiрне:
(A) МножинаD спiльнi елементи трьох множин;
(B) МножинаD мiстить елементи, що належать абоA1, абоA2;
(C) Множина C мiстить елементи, якi не належатьA3.

10. Нехай x ∈ X, y ∈ Y , де множини X,Y — рiзнi. Для впорядкованих
пар (x; y) та (y;x), яке твердження вiрне:
(A) Пари однаковi; (B) Пари подiбнi; (C) Пари рiзнi.

11. НехайX = {a, b}. Множина Y = {(a; a), (a, b), (b, b)} буде:
(A) Декартовим квадратом множиниX ;
(B) Пiдмножиною множиниX2;
(C) ДобуткомX наX .

12. Заданi множини X = {−2,−1, 0, 1, 2} та Y = {1, 2, 5}. Вказати
вiдображення f : X → Y :
(A) y = x+ 2 ; (B) y = x2; (C) y = x2 + 2.

13. Заданi два вiдображення f(n) = n2 + 2, g(n) = 2n+ 1 множини
N в N . Вказати композицiю вiдображень f(g(n)):
(A) f(g(n)) = 4(n2 + n+ 1)− 1;
(B) f(g(n)) = 4(n+ 1)2 + 1;
(C) f(g(n)) = 4n2 + 3.

1.4.3 Вправи до роздiлу 1

Вправа 1.1.
З’ясувати, чи належить лiтери "ь", "є", "ґ" множинi лiтер виразу "знову
снiгова заметiль вкрила дорогу".
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Вправа 1.2.
Маємошифрограму "сiцноправувашлоерта". З’ясувати, чимножиналiтер
слова "орел" буде пiдмножиною лiтер шифрограми.

Вправа 1.3.
Отримали шифровку "павуувапу". Записати булеан множини лiтер ши-
фровки.

Вправа 1.4.
НехайA—множина лiтер повiдомлення "дрiбна дислокацiя", аB—множи-
на лiтер повiдомлення "велика частина". Знайти суму, рiзницi та добуток,
симетричну рiзницю цих множин та доповнення множинA i B до унiверсаль-
ної множини U— лiтер української абетки.

Вправа 1.5.
Отримали три радiограми: "ґрунтову дорогу замiновано", "рiчка броду
не має", "болотом проходить стежка". Утворити множини лiтер кожного
повiдомлення. Знайти суму та добуток трьох знайдених множин.

Вправа 1.6.
МножиниA1, A2, A3, A4 складаються, вiдповiдно, iз лiтер повiдомлень
C1 = "можливi змiни";
C2 = "очiкувати завтра";
C3 = "зелена троянда";
C4 = "злiва вiд зупинки".

Знайти множиниB1 =
4⋃
i=1

Ai, B2 =
4⋂
i=1

Ai, B1\{A2 ∪A3}.

Вправа 1.7.
Для множин X = {S, T}, Y = {b, c, d}, Z = {1, 2, 3, 4}, знайти декар-
товi добутки множинX × Y, X × Z,Z × Y та декартовi степенi мно-
жинX4, Y 3, Z2.

Вправа 1.8.
Вiдображення f : X → Y ставить у вiдповiднiсть кожному елементу мно-
жини X={а,в,ґ,i,к} порядковий номер лiтери в українськiй абетцi. Записати
вказане вiдображення у виглядi дворяду.

Вправа 1.9.
Знайти вiдображення fg, gf, f2, g3, g−1, якщо f = sinx2, g = ex.



Роздiл 2

Елементи комбiнаторики

Комбiнаторика або комбiнаторний аналiз — роздiл математики, що
присвячений розв’язанню задач вибору та розмiщення елементiв деякої
скiнченної множини згiдно iз заданими правилами ([6, 9, 21]).

2.1 Комбiнаторнi схеми

Означення 2.1 (Правило суми).
Якщо A i B — скiнченi множини, якi не перетинаються, тобто A ∩B = ∅
i крiм того |A| = n, |B| = m, тодi |A ∪B| = n+m.

Означення 2.2 (Правило прямого добутку).
НехайA iB — скiнченi множини, |A| = n, |B| = m. Тодi |A×B| = n ·m.

Зауваження 2.1.
Нехай заданi множиниX1, X2, . . . , Xk, що мають потужностi |Xi| = ni,
i = 1, 2, . . . , k, тодi виконуються рiвностi

∣∣∣X1 ×X2 × · · · ×Xk

∣∣∣ = n1 · n2 · . . . · nk =
k∏
i=1

ni,

∣∣∣ k⋃
i=1

Xi

∣∣∣ = n1 + n2 + · · ·+ nk =
k∑
i=1

ni, Xi ∩Xj = ∅.

Задача 2.1.
Скiльки тризначних парних чисел можна утворити iз наступних цифр
{0; 1; 2; 3; 4; 5; 6}, якщо цифри повторюються?

25



26 Ю. Мисло, М. Пагiря, В. Рiзак

Розв’язання. Утвореннi числа мають мiстити три цифри

A1A2A3.

У першому, найстаршому розрядi A1 можуть бути всi цифри крiм 0.
Отже, потужнiсть |A1| = 6.

В якостi другої цифри можна взяти довiльну цифру, |A2| = 7.
Оскiльки число має бути парним, то в молодшому розрядi має бути

одна iз цифрA3 = {0; 2; 4; 6}, |A3| = 4.
Згiдно iз правилом прямого добутку, основного правила комбiна-

торики, кiлькiсть тризначних непарних чиселN рiвна

N = |A1 ×A2 ×A3| = |A1| · |A2| · |A3| = 6 · 7 · 4 = 168.

4
Нехай X — скiнчена, |X| = n. Вибираємо m елементiв. Утворюються

деякi пiдмножини iзX , якi називають комбiнацiями iз n поm.
Залежно вiд того, чи враховується черговiсть елементiв, чи входять

всi елементи чи тiльки частина, розрiзняють:

• розмiщення iз n елементiв поm без повторення;

• перестановки iз n елементiв;

• сполучення iз n елементiв поm без повторення;

• розмiщення iз n поm з повторенням;

• перестановки iз n елементiв з повторенням;

• сполучення iз n елементiв поm з повторенням.

2.2 Розмiщення iз n елементiв поm без повторення

Означення 2.3.
Комбiнацiї, кожна з яких мiститьm елементiв, якi вибранi iз n рiзних еле-
ментiв,m 6 n, i якi вiдрiзняються одна вiд одної або складом елементiв або
їх порядком, називаються розмiщення iз n елементiв поm (без повто-
рення).
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Кiлькiсть розмiщень без повторень обчислюється за формулою

Am
n = n(n− 1) · (n− 2) · · · (n−m+ 1) =

n!

(n−m)!
, (2.1)

деn! = 1 · 2 · · ·n— факторiал натурального числаn. Домовимося надалi
вважати, що 0! = 1.

Задача 2.2.
Задана множина цифр {1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9}. Знайти кiльки семизначних
чисел, якi можна утворити iз цифр множини, щоб жодна iз цифр не повто-
рювалася?

Розв’язання. Цифри не мають повторюватися. Водночас, порядок вхо-
дження цифр в число важливе. Маємо задачу на розмiщення iз 9 елементiв
(цифр) по 7. Скористаємося формулою (2.1). Тодi, кiлькiсть семизначних
чисел N буде рiвна

N = A7
9 = 9 · 8 · 7 · 6 · 5 · 4 · 3 = 181440.

4

2.3 Перестановки iз n елементiв

Означення 2.4.
Комбiнацiї, кожна з яких мiстить усi n елементiв iз n можливих елементiв,
якi взятi у певному порядку, називаються перестановкою iз n елементiв.

Так як перестановка є розмiщенням без повторення iз n елементiв по
n, то кiлькiсть перестановок

Pn = An
n = n · (n− 1) · . . . · 2 · 1 = n! (2.2)

Задача 2.3.
Нехай заданi цифри {1; 2; 3; 5; 7; 9}. Скiльки шестизначних парних чисел
можна утворити iз вказаних цифр, якщо цифри в числi не повторюються?

Розв’язання. Утворенi числа мають бути парними. Отже, всi вони в
молодшому розрядi мусять мiстити цифру 2. Решта 5 цифр можуть в
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довiльнiй послiдовностi без повторень займати 5 старших розрядiв числа.
Тодi згiдно iз формулою (2.2) маємо

N = A5
5 = 5! = 120.

4

Задача 2.4.
У пiдгрупi 7 студентiв. Староста складає графiк чергування по одному сту-
денту на день. Скiльки iснує рiзних варiантiв графiку чергування?

Розв’язання. Кожен студент потрапляє у графiк чергування один раз.
Порядок чергування суттєвий. Маємо розмiщення iз 7 елементiв по 7, тобто
кiлькiсть перестановок iз 7 елементiв. За формулою (2.2) знаходимо

N = A7
7 = 7! = 5040.

4

2.4 Сполучення iз n елементiв поm без повторення

Означення 2.5.
Комбiнацiї, кожна з яких мiстить m елементiв iз можливих n рiзних еле-
ментiв,m 6 n, якi вiдрiзняються одна вiд одної принаймнi одним елементом
називаються сполученнями iз n елементiв поm без повторення.

Зауваження 2.2.
На вiдмiну вiд розмiщень, елементи у сполученнях не впорядкованi.

Кiлькiсть сполучень визначається формулою

Cm
n =

n · (n− 1) · · · · · (n−m+ 1)

m!
=

n!

(n−m)!m!
. (2.3)

.
Взаємозв’язок мiж розмiщеннями та сполученнями без повторення за-

дається спiввiдношенням

Am
n = m! · Cm

n .

Числа Cm
n також називають бiномiальними коефiцiєнтами, оскiльки

для довiльного n має мiсце формула бiнома Ньютона

(a+ b)n = C0
na

nb0 + C1
na

n−1b1 + · · ·+ Cn
na

0bn.
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Комбiнацiї або бiномiальнi коефiцiєнти володiють наступними власти-
востями:

1. Cm
n = Cn−m

n ;

2. C0
n = Cn

n = 1; C1
n = n;

3. C0
n + C1

n + · · ·+ Cn−1
n + Cn

n = 2n;

4. Cm
n = Cm

n−1 + Cm−1
n−1 , n > 1, 0 < m < n.

Часто бiномiальнi коефiцiєнти записують у трикутник Паскаля

n = 0 1
n = 1 1 1
n = 2 1 2 1
n = 3 1 3 3 1
n = 4 1 4 6 4 1
n = 5 1 5 10 10 5 1
n = 6 1 6 15 20 15 6 1
n = 7 1 7 21 35 35 21 7 1
n = 8 1 8 28 56 70 56 28 8 1

... ... ... ... ... ... ... ...

Задача 2.5.
Скiльки рiзних добуткiв можна утворити iз дiйсних чисел a, b, c, d, e ∈ R,
якщо кожний добуток мiстить три рiзнi множники?

Розв’язання. Iз середньої школи вiдомо, що у множинi дiйсних чиселR
операцiя множення комутативна, тобто ab = ba. Тодi, порядок входження
чисел у добуток не є важливим. Маємо сполуки iз 5 елементiв по 3. Згiдно
iз формулою (2.3) маємо

K = C3
5 =

5 · 4 · 3
6

= 10.

4

Задача 2.6.
Скiльки iснує дiльникiв числа 210?
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Розв’язання.
Розкладемо число 210 на простi множники: 210 = 2 · 3 · 5 · 7. Дiльни-

ками будуть числа 1,2,3,5,7,210, тобто 6 чисел. Дiльниками будуть добутки
двох довiльних простих дiльникiв — 2,3,5,7

C2
4 = 6, числа 6, 10, 14, 15, 21, 35.

Дiльниками також будуть добутки трьох простих дiльникiв

C3
4 = 4, числа 30, 42, 70, 105.

Число 210 має 6 + 6 + 4 = 16 дiльникiв.
4

2.5 Розмiщення з повтореннями

Означення 2.6.
Розмiщенням iз n елементiв поm з повтореннями називається комбi-
нацiяm елементiв iз n, у кожне з яких може повторюватися.

Число таких розмiщень
Am
n = nm. (2.4)

Задача 2.7.
Визначити кiлькiсть семизначних чисел, якi утворенi iз чисел {3, 4, 5, 6},
якщо цифри можуть повторюватися.

Розв’язання. Маємо розмiщення з повтореннями. Скористаємося фор-
мулою (2.4), коли n = 4,m = 7.

A7
4 = 47 = 16384.

4

Задача 2.8.
Сейф замикається на замок, що має 5 дискiв, на кожному з яких зображенi
цифри {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}. Замок вiдiмкнуто, коли на дисках набрана
певна комбiнацiя цифр. Чиможна "зламати" сейф за 10 днiв, якщо працювати
щодня по 13 годин, а набiр однiєї комбiнацiї цифр потребує 5 секунд.
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1 2 3 4 5 1
5 6 7 8 6 2
4 8 9 9 7 3
3 7 9 9 8 4
2 6 8 7 6 5
1 5 4 3 2 1

Рис. 2.1: Ґратка Кардано 6× 6

Розв’язання. Всiх можливих комбiнацiй, якi можна набрати на 5 дисках
буде A5

10 = 100000. Щоб набрати всi можливi комбiнацiй потрiбно за-
тратити 500000 секунд, або 500000/3600 = 138, 888888889 годин, або
138, 888888889/13 = 10, 6838 "робочих днiв". Отже, за 10 днiв всi мо-
жливi комбiнацiї не набрати.

4

Задача 2.9.
Для шифрування тексту виготовлено трафарет, ґратка Кардано, з ква-
дратного паперового аркушу у клiтинку розмiром `× `, де `—парне число.
Одну iз сторiн трафарету помiчено. Деякi iз клiтинок вирiзано так, щоб при
накладаннi чистий квадрат такого ж розмiру чотирма способами (помiче-
на сторона угорi, праворуч, унизу, лiворуч) вирiзанi клiтинки покрили
всю площу квадрата, причому кожна клiтинка мала опинитися пiд вирiзом
тiльки один раз. Скiльки рiзних трафаретiв можна виготовити?

Розв’язання. Усi клiтинки квадрата розiб’ємо на групи, якi не пере-
тинаються, по чотири клiтинки у кожнiй групi. Вiднесемо клiтинки до
однiєї групи, якщо при кожному поворотi квадрата до його сумiщення
вони пересуваються на мiсця клiток iз цiєї групи. На рисунку 2.1 показано
розбиття на групи клiток квадрата при 6× 6, де клiтинки однiєї групи
помiчено однаковою цифрою. Усього таких груп m = `2/4 (m–цiле, бо
`–парне число.) При накладаннi трафарету на квадрат рiвно одна клiтинка
iз заданою групи опиниться пiд вирiзом. Кожному трафарету поставимо у
вiдповiднiсть упорядкований набiр усiх клiток з таких груп, що будуть пiд
вирiзами при накладаннi трафарету на квадрат помiченим боком угору.
Усього таких трафаретiв буде стiльки, скiльки iснує вiдображень iз m еле-
ментiв у множину iз чотирьох елементiв (n = 4). Тобто маємо задачу про
розмiщення iз повтореннями i за формулоюnm = 4`

2/4 — кiлькiсть рiзних
трафаретiв.

4
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2.6 Перестановки з повтореннями

Означення 2.7.
Перестановками iз n елементiв з повтореннями називаються переста-
новки з n елементiв, в кожну з яких входить n1 однакових елемент першого
типу,n2 однакових елементiв другого типу i т.д. доnk однакових елементiв
k–го типу, де n1 + n2 + · · ·+ nk = n.

Загальну кiлькiсть таких перестановок позначають

Cn(n1, n2, . . . , nk) =
n!

n1!n2! · · ·nk!
. (2.5)

Задача 2.10.
Скiльки iснує семизначних чисел, у яких цифра 6 зустрiчається 3 рази, а
цифра 5 трапляється 4 рази?

Розв’язання. Маємо перестановки з повтореннями. Згiдно iз (2.5)

C7(3, 4) =
7!

3! · 4!
= 35.

4

Задача 2.11.
Скiльки рiзних слiв (не обов’язково зi змiстом) можна утворити, якщо пере-
ставляти лiтери у словах:

a) абракадабра; b) баран; c) зебра?

Розв’язання. а) Слово абракадабра мiстить 5 лiтер a, по 2 лiтери б та
р i по 1 лiтерi д i к. Загалом у словi 11 лiтер. Тодi загальна кiлькiсть слiв

Na = C11(5, 2, 2, 1, 1) =
11!

5! · 2! · 2! · 1! · 1!
= 83160.

b) У словi баран двi лiтери а i по однiй лiтерi б, р, н. Слово має 5 лiтер.
Загальна кiлькiсть слiв

Nb = C5(2, 1, 1, 1) =
5!

2! · 1! · 1! · 1!
= 60.

c) Слово зебра мiстить по однiй лiтерi а, б, з, е, р. Тодi

Nc = C5(1, 1, 1, 1, 1) =
5!

1! · 1! · 1! · 1! · 1!
= 120.

4
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2.7 Сполучення з повтореннями

Означення 2.8.
Сполученнями iз n елементiв поm з повтореннями називаються ком-
бiнацiї, що мiстятьm елементiв без врахування порядку, при цьому кожен
елемент може входити у комбiнацiю декiлька разiв, але не бiльшеm раз.

Зауваження 2.3.
При утвореннi сполучень для 4 комбiнацiї {a,a,b,a}, {b,a,a,a} не розрiзняються,
а {a,c,a,a} вiдрiзняється вiд попереднiх.

Кiлькiсть сполучень iз n елементiв поm з повтореннями рiвна

Cm
n = Cm

n+m−1 = Cn−1
n+m−1. (2.6)

Задача 2.12.
В кондитерському магазинi продавали тiстечка 4 видiв: еклер, наполеон,
пiсочне та струдель. Скiльки iснує способiв вибрати 7 тiстечок?

Розв’язання. Кожен спосiб вибору 7 тiстечок — це комбiнацiя з повто-
ренням елементiв вибору, у якiй порядок входження не вiдiграє ролi. Отже,
маємо сполучення iз 4 елементiв по 7. За формулою (2.6) знаходимо

C7
4 = C7

10 =
10!

7! · 3!
= 120.

4

Задача 2.13.
В ящику знаходяться по 20 екземплярiв кожної iз лiтер {a,b,c,d,e}. Скiльки
iснує способiв вибрати 11 лiтер iз ящика, щоб далi утворити з них шифр?

Розв’язання. Коли вибирають 11 лiтер з ящика, в якому є лiтери 5
видiв, то деякi з них, якщо не всi, мусять повторюватися. Маємо сполуки
iз 5 елементiв по 11. За (2.6) маємо

C11
5 = C11

15 =
15!

11! · 4!
= 1365.

4
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2.8 Питання, тести та вправи до роздiлу 2

2.8.1 Питання до роздiлу 2

1. Сформулювати правило суми.

2. Дайте означення правила прямого добутку.

3. Сформулювати правила суми та добутку для k множин.

4. Що таке комбiнацiя iз n елементiв поm?

5. Дайте означення розмiщення iз n елементiв поm без повторення.

6. Вкажiть формулу обчислення кiлькостi розмiщень iз n елементiв по
m без повторення.

7. Що таке перестановки iз n елементiв без повторення?

8. Як записується формула пiдрахунку кiлькостi перестановок iз n еле-
ментiв без повторення?

9. Дайте означення сполучення iз n елементiв поm без повторення.

10. За допомогою якої формули обчислюється кiлькiсть сполучень iз n
елементiв поm без повторення?

11. Записати взаємозв’язок мiж розмiщеннями та сполученнями без по-
вторення.

12. Вказати основнi властивостi комбiнацiй без повторення (бiномiальних
коефiцiєнтiв).

13. Проiлюструвати властивостi бiномiальних коефiцiєнтiв за допомогою
трикутника Паскаля.

14. Дайте означення розмiщення iз n елементiв поm з повтореннями.

15. Записати формулу обчислення розмiщень iз n елементiв по m з по-
втореннями.

16. Як визначаються перестановки iз n елементiв з повтореннями.

17. За допомогою якої формули обчислюються кiлькостi перестановок iз
n елементiв з повтореннями?
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18. Дати означення сполучення iз n елементiв поm з повтореннями.

19. Записати формулу обчислення кiлькостi сполучень iз n елементiв по
m з повтореннями.

2.8.2 Тести до роздiлу 2

Вказати правильну вiдповiдь на кожен тест.

1. Нехай A,B,C — скiнченi множини, якi не перетинаються i мають
потужностi |A| = n, |B| = m, |C| = k. Яке твердження вiрне:
(A) |A ∪B ∪ C| = n+m− k;
(B) |A ∪B ∪ C| = n ·m+ k;
(C) |A ∪B ∪ C| = n+m+ k.

2. НехайA— скiнченна множина, якi має потужнiсть |A| = n. Комбiна-
цiї iз n елементiв поm можна утворити коли:
(A)m < 0; (B) 0 6 m 6 n; (C)m > n.

3. НехайA,B,C — скiнченнi множини, якi мають потужностi |A| = n,
|B| = m, |C| = k. Яке твердження вiрне:
(A) |A ∩B ∩ C| = n+m · k;
(B) |A ∩B ∩ C| = n ·m · k;
(C) |A ∩B ∩ C| = n ·mk.

4. НехайA— скiнченна множина, якi має потужнiсть |A| = n. Два роз-
мiщення iзn елементiв поm без повторення будуть рiзнi коли мають:
(A) лише рiзнi складовi;
(B) або рiзнi складовi, або рiзний порядок входження;
(C) рiзну кiлькiсть елементiв.

5. Нехай A— скiнченна множина, якi має потужнiсть |A| = n. Двi пе-
рестановки iз n елементiв без повторення вiдрiзняються, коли мають:
(A) рiзнi складовi;
(B) рiзний порядок входження;
(C) нiколи.
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6. НехайA— скiнченна множина, якi має потужнiсть |A| = n. Два спо-
лучення iз n елементiв поm без повторення вiдрiзняються, коли:
(A) вiдрiзняється порядок входження елементiв;
(B) мiстять рiзнi елементи;
(C) завжди.

7. Сума елементiв п’ятого рядка трикутника Паскаля рiвна
(A) 17; (B) 24; (C) 32.

8. НехайA— скiнченна множина, якi має потужнiсть |A| = n. Кiлькiсть
розмiщень iз n елементiв поm з повтореннями рiвна:
(A)Am

n = nm;
(B)Am

n = n · (n− 1) · (n− 2) · · · (n+ 1−m);
(C)Am

n = n · (n−m) · (n+ 1) · (n+ 2−m).

9. НехайA— скiнченна множина, якi має потужнiсть |A| = n. Кiлькiсть
перестановок iз n елементiв з повтореннями, в якi елементи групи
k, де k = 1, 2, · · · ,m, входять nk разiв, n1 + n2 + · · ·+ nm = n
дорiвнює:

(A) Cn(n1, n2, . . . , nm) =
n!

n1!n2! . . . nm!
;

(B) Cn(n1, n2, . . . , nm) = nn1 · nn2 · · ·nnm;
(C) Cn(n1, n2, . . . , nm) = nn1 · nn2 · · ·nnm .

10. НехайA— скiнченна множина, якi має потужнiсть |A| = n. Кiлькiсть
сполучень iз n елементiв поm з повтореннями дорiвнює:
(A) Cm

n = Cm
n+m−1; (B) Cm

n = Cm−1
n+m−1; (C) Cm

n = Cm+1
n+m+1.

2.8.3 Вправи до роздiлу 2

Вправа 2.1.
Шифр сейфу мiстить 4 значки i складається iз малих лiтер {a;b;c;d;e;f;h}
та цифр {2;3;4;5;6}, що повторюються. Перший значок не може бути цифра,
а останнiй — лiтера. Скiльки рiзних шифрiв можна утворити?

Вправа 2.2.
Задано множину лiтер {б,в,г,ґ,к,л,м,н,с,т,х,ц}. Шифр сховища мiстить рi-
зних 6 лiтер iз вказаної множини. Скiльки iснує рiзних шифрiв?
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Вправа 2.3.
Диск сейфу мiстить цифри {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}. Скiльки iснує 10–ти
значних шифрiв, якщо кожна цифра набирається лише один раз?

Вправа 2.4.
У пiдгрупi 7 студентiв. Староста складає графiк чергування по два студен-
ти. Скiльки рiзних варiантiв графiку чергування можна сформувати?

Вправа 2.5.
У волейбольнiй командi "Буревiсник–УжНУ" нараховується 18 спортсме-
нiв. Скiльки iснує можливостей сформувати стартову шiстку?

Вправа 2.6.
Паролем доступу до комп’ютера є 10–лiтерне слово у складi якого лише: а)
двi лiтери — {a,b}; б) лише три лiтери — {K,L,M}. Скiльки паролiв доступу
iснує?

Вправа 2.7.
Задана множина лiтер {а, в, д, i, к, л, о }. Скiльки слiв, не обов’язково змiстов-
них, що складаються iз 4 лiтер можна утворити iз лiтер множини, якщо
лiтери можуть повторюватися?

Вправа 2.8.
Ключ до шифру утворюється в результатi перестановки лiтер в словi ди-
версифiкацiя. Скiльки iснує рiзних шифрiв?

Вправа 2.9.
Скiльки рiзних слiв, не обов’язково змiстовних, можна утворити, якщо пере-
ставляючи лiтери у словi кардинально?

Вправа 2.10.
В пакетику знаходяться по 20 карамельки зi смаком вишнi, черешнi, яблука,
абрикоса та полуницi. Скiльки є варiантiв взяти iз пакетика 10 карамельок?

Вправа 2.11.
Розсипанi на пiдлозi лото з лiтерами {а, б, в, г}. Кожної лiтери по 15 штук.
Скiльки маємо варiантiв пiдняти з пiдлоги 9 лото з лiтерами?



Роздiл 3

Окремi роздiли алгебри

Загальна алгебра знайшла своє достойне мiсце в багатьох областях
природознавства. Алгебрична термiнологiя проникла не тiльки у всi роз-
дiли математики, а також широко використовується в багатьох областях її
застосування ([11, 20]).

3.1 Перестановки. Пiдстановки

Означення 3.1.
Довiльне впорядковане розмiщення елементiв множини

X = {x1, x2, x3, . . . , xn},

тобто розмiщення, в якому вказано, який елемент перший, який другий i т.д.
називається перестановкою множиниX .

Перестановки будемо позначати (x1, x2, . . . , xn).

Означення 3.2.
Двi перестановки однаковi, якщо порядок елементiв в них однаковий.

Приклад 3.1.
Перестановки (a, b, c, d, e), (a, c, d, e, b), (d, e, a, b, c), (a, b, c, e, d)—
рiзнi перестановки множини {a, b, c, d, e}.

Вiзьмемо одну перестановку i перенумеруємо її елементи вiд 1 до n.
Нас цiкавить тiльки порядок елементiв у перестановцi.

Теорема 1 (Кiлькiсть перестановок).
Рiзних перестановок, якi можна утворити iз n елементiв множиниX дорiв-
нює n!.

38
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Означення 3.3.
Якщо в перестановцi (x1, x2, . . . , xn) для елементiв xi i xj має мiсце нерiв-
нiсть xi > xj при i < j, то пара (xi, xj) називається iнверсiєю.

Кiлькiсть iнверсiй у перестановцi позначимо J(x1, x2, . . . , xn).

Означення 3.4.
Перестановка множиниX називається парною, якщо кiлькiсть iнверсiй J
число парне i непарною у протилежному випадку.

Задача 3.1.
Визначити парнiсть перестановки Y = (5, 2, 1, 6, 4, 3).

Розв’язання. В перестановцi Y :

• перед елементом 1 мiстяться 2 два елементи 5, 2;

• перед елементом 2 мiститься 1 елемент 5;

• перед елементом 3 мiстяться 3 елементи 5, 6, 4;

• перед елементом 4 мiстяться 2 елементи 5, 6;

• перед елементом 5 мiстяться 0 елементiв;

• перед елементом 6 мiстяться 0 елементiв.

Тодi,J(5, 2, 1, 6, 4, 3) = 2 + 1 + 3 + 2 + 0 + 0 = 8. Отже, перестановка
парна.

4

Означення 3.5.
Будь–яке взаємно–однозначне вiдображення множиниX в саму себе називає-
ться пiдстановкою цiєї множини.

Зауваження 3.1.
Довiльна пiдстановка може бути подана у виглядi двох перестановок, якi
записанi одна пiд одною.

Якщо множина скiнчена, тобто складається iзn елементiв (1, 2, . . . , n),
то вiдображення π : X → X буде пiдстановкою n –го степеня i запи-
шеться

π =

(
1 2 3 · · · n

π1 π2 π3 · · · πn

)
, де πi = π(xi) образ xi, i = 1, . . . , n.
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Означення 3.6.
Тотожною (одиничною) пiдстановкою e називається пiдстановка, яка
всi елементи множини переводить самi в себе, тобто

e(xi) = xi, i = 1, 2, . . . , n,

або

e =

(
1 2 · · · n
1 2 · · · n

)
.

Добуток пiдстановок π : X → X та σ : X → X визначається як по-
слiдовне виконання пiдстановок π та σ i задається формулою
πσ(x) = π(σ(x)), для довiльного x ∈ X .

Означення 3.7.
Пiдстановка π−1 називається оберненою для пiдстановки π, якщо

π−1 π = π π−1 = e.

Означення 3.8.
Добуток πk = π · . . . · π︸ ︷︷ ︸

k разiв

називається k–м степенем пiдстановки π.

Означення 3.9.
Найменше натуральне числоm, для якого πm = e, називається порядком
пiдстановки π.

Задача 3.2.
Знайти добутки пiдстановок πσ i σπ та обернену пiдстановку π−1, якщо

π =

(
1 2 3 4 5
4 3 5 1 2

)
, σ =

(
1 2 3 4 5
3 4 5 1 2

)
.

Розв’язання.

πσ = π(σ) =

(
1 2 3 4 5
4 3 5 1 2

)
·
(

1 2 3 4 5
3 4 5 1 2

)
=

(
1 2 3 4 5
5 1 2 4 3

)
.

σπ = σ(π) =

(
1 2 3 4 5
3 4 5 1 2

)
·
(

1 2 3 4 5
4 3 5 1 2

)
=

(
1 2 3 4 5
1 5 2 3 4

)
.

π−1 =

(
4 3 5 1 2
1 2 3 4 5

)
=

(
1 2 3 4 5
4 5 2 1 3

)
.

4
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Задача 3.3.
Знайти пiдстановку ξ з рiвностi πξσ = ϕ, якщо

π =

(
1 2 3 4 5 6 7
7 3 2 1 6 5 4

)
, σ =

(
1 2 3 4 5 6 7
3 1 2 7 4 5 6

)
,

ϕ =

(
1 2 3 4 5 6 7
5 1 3 6 4 7 2

)
.

Розв’язання. Пiдстановку

ξ =

(
1 2 3 4 5 6 7
ξ1 ξ2 ξ3 ξ4 ξ5 ξ6 ξ7

)
знайдемо iз спiввiдношення ξ = π−1ϕσ−1. Знаходимо

π−1 =

(
1 2 3 4 5 6 7
4 3 2 7 6 5 1

)
, σ−1 =

(
1 2 3 4 5 6 7
2 3 1 5 6 7 4

)
.

Тодi

ξ =

(
1 2 3 4 5 6 7
4 3 2 7 6 5 1

)(
1 2 3 4 5 6 7
5 1 3 6 4 7 2

)(
1 2 3 4 5 6 7
2 3 1 5 6 7 4

)
=

=

(
1 2 3 4 5 6 7
4 2 6 7 1 3 5

)
.

Отже, шукана пiдстановка

ξ =

(
1 2 3 4 5 6 7
4 2 6 7 1 3 5

)
.

4

Означення 3.10.
Пiдстановкаπ, яка дiєтаким чином,що в результатi елементи пiдстановки
i1, i2, . . . , ik переходять за правилом

π(i1) = i2, π(i2) = i3, . . . , π(ik−1) = ik, π(ik) = i1,

а решта елементiв пiдстановки залишаються на своїх мiсцях, називається
циклом довжини k i позначається (i1, i2, . . . , ik).
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Кожна нетотожна пiдстановка π єдиним способом розкладається на
добуток незалежних циклiв σ1, σ2, . . . , σr (з точнiстю до перестановки
множникiв).

Порядок m пiдстановки π дорiвнює найменшому спiльному кратному
довжин циклiв в добуток яких вона розкладається.

Задача 3.4.
Знайти π100, якщо

π =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
3 5 4 1 7 10 2 6 9 8

)
.

Розв’язання. Розкладемо пiдстановку π в добуток циклiв

π =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
3 5 4 1 7 10 2 6 9 8

)
= (1, 3, 4)(2, 5, 7)(8, 6, 10)(9).

Довжини незалежних циклiв — 3, 3, 3, 1. Найменше спiльне кратне циклiв
рiвне 3. Тодi π3 = e, π100 = π99π = (π3)33π = π.

4

3.2 Бiнарна операцiя

Означення 3.11.
Нехай X 6= ∅— деяка множина. Кажуть, що бiнарна алгебрична опе-
рацiя ◦ визначена на множинi X , якщо кожнiй упорядкованiй парi (x, y)
елементiв множини X поставлено у вiдповiднiсть однозначно визначений
елемент z ∈ X . Цей елемент z = x ◦ y називають композицiєю елемен-
тiв x, y вiдносно даної алгебричної операцiї.

Якщо X = {x1, x2, . . . , xn}— скiнчена множина, то алгебричну опе-
рацiю можна записати за допомогою таблицi Кейлi .

Таблиця Кейлi

◦ x1 x2 x3 x4 . . . xn

x1 z11 z12 z13 z14 · · · z1n
x2 z21 z22 z23 z24 · · · z2n
x3 z31 z32 z33 z34 · · · z3n
... ... ... ... ... . . . ...
xn zn1 zn2 zn3 zn4 · · · znn
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Означення 3.12.
Нейтральним елементом вiдносно визначеної алгебричної операцiї ◦ нази-
вається елемент n ∈ X , що для будь–якого елемента x ∈ X виконується
рiвнiсть n ◦ x = x ◦ n = x.

Означення 3.13.
Алгебрична операцiя називається:

• комутативною, якщо x ◦ y = y ◦ x,

• асоцiативною, якщо (x ◦ y) ◦ z = x ◦ (y ◦ z), де x, y, z — довiльнi
елементи множиниX .

Означення 3.14.
Елемент x ∈ X називається симетричним до елемента y ∈ X вiдносно
алгебричної операцiї ◦, якщо x ◦ y = y ◦ x = n, де n— нейтральний еле-
мент.

Часто зручно i природно називати алгебричну операцiю додаванням
або множенням i позначати⊕ та⊗.

Операцiя Композицiя Нейтральний Симетричний
елемент елемент

Множення добуток елементiв одиниця обернений
⊗ xy 1 або e x−1

Додавання сума елементiв нуль протилежним
⊕ x+ y 0 −x

Задача 3.5.
На множинi натуральних чисел N задана алгебрична операцiя наступним
чином a ◦ b = max{a, b}. З’ясувати, чи ця операцiя: комутативна, асоцi-
ативна, чи iснує нейтральний елемент?

Розв’язання. 1) Оскiльки для довiльних натуральних чисел a, b ∈ N
максимальний елемент також буде натуральним числом, то визначена
бiнарна операцiя на N.

2) Виконується спiввiдношення max{a, b} = max{b, a}. Отже, опера-
цiя комутативна.

3) Вiрною є рiвнiсть max{max{a, b}, c} = max{a,max{b, c}}. Звiд-
си робимо висновок, що операцiя асоцiативна.

4) Для довiльного a ∈ N вiрним є max{1, a} = max{a, 1} = a. Отже,
iснує нейтральний елемент вiдносно введеної операцiї.
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4

Задача 3.6.
Множина A = {2, 3, 5, 7, 11, 13, 17} мiстить першi 7–м простих чисел.
Скластитаблицю Кейлi операцiї�, яка визначена на множинiA наступним
чином x� y = min{x, y}. За допомогою побудованої таблицi з’ясувати:
чи операцiя бiнарна, чи операцiя комутативна, чи операцiя асоцiативна, чи
iснує вiдносно операцiї нейтральний елемент?

Розв’язання.
Утворимо табличку Кейлi вказаної операцiї.

� 2 3 5 7 11 13 17

2 2 2 2 2 2 2 2
3 2 3 3 3 3 3 3
5 2 3 5 5 5 5 5
7 2 3 5 7 7 7 7
11 2 3 5 7 11 11 11
13 2 3 5 7 11 13 13
17 2 3 5 7 11 13 17

Iз побудованої таблицi безпосередньо випливає:
1) Що задана операцiя є бiнарною операцiєю на множинi A. Результат

операцiї, композицiя двох довiльних елементiв iз множини є елемент, який
належить множинi.

2) Розглянута операцiя комутативна та асоцiативна.
3) Нейтрального елемента не iснує.

4

3.3 Група

Означення 3.15.
Групою називається непорожня множинаG, на якiй визначена бiнарна алге-
брична операцiя ◦, що називається груповою, i задовольняє умови (аксiоми
групи):

1. кожнiй упорядкованiй парi (a; b) елементiв множиниG однозначно по-
ставлено у вiдповiднiсть за допомогою введеної алгебричної операцiї ви-
значений елемент c ∈ G, що записується як a ◦ b = c (аксiома за-
мкненостi);
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2. операцiя ◦ асоцiативна, тобто для будь–яких елементiв a, b, c викону-
ється (a ◦ b) ◦ c = a ◦ (b ◦ c) (аксiома асоцiативностi);

3. у множинi G iснує нейтральний елемент e вiдносно введеної операцiї,
тобто a ◦ e = e ◦ a = a, де a ∈ G (аксiома iснування нейтраль-
ного елемента);

4. для кожного елемента a множини G у цiй множинi iснує симетричний
елемент (аксiома iснування симетричного елемента).

Якщо в додаток до умов (аксiом групи) групова операцiя буде ще i
комутативної, тобто a ◦ b = b ◦ a, то група називається комутативною
або абелевою.

Групу називають мультиплiкативною, якщо в нiй групова операцiя є
множення i адитивною, якщо групова операцiя є додавання.

Означення 3.16.
Якщо у групi скiнчена кiлькiсть елементiв, то її називають скiнченною, а
кiлькiсть елементiв — порядком i позначають |G|. В протилежному випадку,
коли група має нескiнчену кiлькiсть елементiв її називають нескiнченною
.

Приклад 3.2.
Маємо множини:

• Множина цiлих чисел Z буде адитивна група.

• Множина Z не є мультиплiкативна група, бо для цiлих чисел вiдмiнних
вiд ±1 не iснує обернених елементiв, що належать Z.

• Множина рацiональних чисел Q буде адитивна група.

• Множина Q не буде мультиплiкативна група, бо дiлення на нуль немо-
жливе.

• Якщо вилучити нуль зQ, то множина всiх рацiональних чисел вiдмiнних
вiд нуля, тобто Q\{0}, стане i мультиплiкативною групою.

• Множини R та C— нескiнченi адитивнi абелевi групи дiйсних та ком-
плексних чисел вiдповiдно.

• Множини всiх вiдмiнних вiд нуля дiйсних та комплексних чисел — муль-
типлiкативнi абелевi групи дiйсних та комплексних чисел —R\{0},
C\{0}.
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• Множина всiх невироджених квадратних матриць порядку n— нескiн-
чена не комутативна мультиплiкативна група.

• Множина всiх пiдстановок множини X = {1; 2; 3; . . . ;n}— скiнчен-
на мультиплiкативна група, яку називають симетричною групою
степеня n i позначають Sn. Роль одиничного елемента в цiй групi вi-
дiграє тотожна пiдстановка. Пiдстановка π−1 буде оберненим елемен-
том до пiдстановкиπ ∈ Sn. Симетрична групаS2 степеня 2 — абелева,
а при n > 3, група Sn не буде абелева. Порядок симетричної групи —
|Sn| = n!.

Задача 3.7.
На множинi парних цiлих чисел визначена операцiя додавання. З’ясувати, чи
буде множина: a) групою? б) абелевою групою?

Розв’язання. Маємо множину A = {a : a = 2k, k ∈ Z}. Виберемо
довiльнi три елемента a = 2k, b = 2m, c = 2n, що належать A. Групова
операцiя — додавання чисел +. Перевiримо виконання всiх аксiом групи.

1) При довiльних значеннях k,m ∈ Z як результат суми двох парних
чисел a+ b = 2k + 2m = 2(k +m) отримуємо парне цiле число. Аксi-
ома замкненостi виконується.

2) Оскiльки (a+ b) + c = 2(k +m) + 2n = 2(k +m+ n), а також
a+ (b+ c) = 2k + 2(m+ n) = 2(k +m+ n), то виконується аксiома
асоцiативностi.

3) Якщо k = 0, то a = 0 ∈ A. Число 0 буде виконувати роль нейтраль-
ного елемента, оскiльки 0 + a = a+ 0 = a для довiльного a ∈ A. Аксiо-
ма iснування нейтрального елемента справедлива.

4) Враховуючи, що якщо a ∈ A, то−a = 2(−k) ∈ A i має мiсце спiв-
вiдношенняa+ (−a) = 0, приходимо до висновку, що аксiома iснування
симетричного елемента також вiрна.

Отже, множинаA є групою.
Крiм того a+ b = 2(k +m) = b+ a, тобто групова операцiя комута-

тивна. ТодiA— адитивна абелева група.
4

Означення 3.17.
Якщо деяка пiдмножинаH групи G вiдносно введеної групової операцiї сама
утворює групу, тоH називається пiдгрупою групиG.
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Пiдгрупи групи G, якi вiдмiннi вiд її тривiальних пiдгруп {e} та G
називаються власними пiдгрупами групиG.

Теорема 2 (Перетин пiдгруп).
Якщо групаG має пiдгрупиH1 таH2, то перетин пiдгрупH1 ∩H2 також
буде пiдгрупою групиG.

Приклад 3.3.
Наведемо приклади.

• Адитивна група всiх парних чисел буде власною пiдгрупою групи всiх
цiлих чисел.

• Адитивна група всiх цiлих чисел буде власною пiдгрупою в адитивнiй
групi всiх дiйсних чисел.

• Множина всiх парних пiдстановок з n чисел утворює власну пiдгрупу
симетричної групи пiдстановок Sn.

Задача 3.8.
Задана множинаA = {a : a = 3n, n ∈ Z}. Показати, щоA власна пiдгру-
па адитивної групи цiлих чисел.

Розв’язання. Очевидно, щоA ⊂ Z. Перевiримо, що множинаA є ади-
тивна група.

1) Аксiома замкненостi виконується, оскiльки, якщо a = 3n, b = 3m,
де n,m ∈ Z, то a+ b = 3(n+m) ∈ A.

2) Якщо c = 3k, то (a+ b) + c = a+ (b+ c) = 3(n+m+ k). Отже,
аксiома асоцiативностi також має мiсце.

3) Нейтральним елементом буде e = 0 = 3 · 0.
4) Аксiома iснування симетричного елемента виконується. Симетри-

чним для довiльного елемента a = 3n буде елемент (−a) = 3(−n).
Аксiоми групи для множиниA вiрнi, отжеA власна пiдгрупа адитивної

групи цiлих чисел.
4

3.4 Гомоморфiзм та iзоморфiзм груп

Означення 3.18.
Нехай G1 та G2 — двi групи iз груповими операцiями ◦ та • вiдповiдно.
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Кажуть, що вiдображення f : G1 → G2 зберiгає групову операцiю, якщо для
всiх елементiв a, b ∈ G1 виконується рiвнiсть f(a ◦ b) = f(a) • f(b), а
саме вiдображення при цьому називається гомоморфiзмом з групи G1 у
групуG2.

Означення 3.19.
Множина елементiв a ∈ G1, для яких f(a) = e′, де e′ — нейтральний еле-
мент групиG2, називається ядром ker f гомоморфiзму f : G1 → G2.

Основнi властивостi гомоморфiзму

• Нейтральному елементу групиG1 ставиться у вiдповiднiсть нейтраль-
ний елемент групиG2.

• Якщо елементу a ∈ G1 вiдповiдає елемент a1 = f(a) ∈ G2, то еле-
менту a−1 ∈ G1 буде вiдповiдати a−11 ∈ G2.

Теорема 3 (Ядро гомоморфiзму).
Нехай f — гомоморфiзм з групиG1 у групуG2 iH = ker f — ядро гомомор-
фiзму. ТодiH — пiдгрупа групиG1.

Означення 3.20.
Якщо гомоморфiзм є ще i взаємно однозначне вiдображення, то вiн називає-
ться iзоморфiзмом .

Означення 3.21.
Якщо iснує iзоморфiзм групи G1 на групу G2, то кажуть, що група G1

iзоморфна групiG2 та записуютьG1
∼= G2.

Приклад 3.4.
Вкажемо iзоморфiзми груп.

• Iзоморфнi мiж собою адитивна група цiлих чиселта адитивна гру-
па парних чисел, хоча друга є пiдгрупою першої. Вiдображення, яке
ставить довiльному цiлому числу n парне число 2n є взаємно однозна-
чне.

• Мультиплiкативна група всiх додатних дiйсних чисел

R+ = {x : x ∈ R, x > 0}
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iзоморфна адитивнiй групi всiх дiйсних чисел R, бо кожному додатному
числу a можна поставити у вiдповiднiсть число ln a ∈ R. Таке вiдобра-
ження зберiгає групову операцiю ln(ab) = ln a+ ln b.

З погляду алгебри iзоморфнi групи не вiдрiзняються, бо вiдображення,
яке породжує iзоморфiзм, як дзеркало, переводить елементи i групову
операцiю однiєї групи в елементи i групову операцiю iншої групи.

3.5 Кiльця i поля

Означення 3.22.
Кiльце— це множина K, на якiй визначенi двi бiнарнi алгебричнi операцiї
додавання та множення, при цьому:

• для будь-яких елементiв a, b, c ∈ K виконується

(a+ b) + c = a+ (b+ c)— додавання асоцiативне;

• iснує елемент 0 ∈ K , що для будь–якого елемента a ∈ K виконується
рiвнiсть a+ 0 = 0 + a = a— iснування нуля;

• для будь–якого елемента a ∈ K iснує обернений елемент (−a), такий,
що
a+ (−a) = 0— iснування оберненого елемента вiдносно додавання;

• a+ b = b+ a— додавання комутативне;

• (a · b) · c = a · (b · c)—множення асоцiативне;

• a · (b+ c) = a · b+ a · c, (a+ b) · c = a · c+ b · c—множення
дистрибутивне лiворуч та праворуч.

Означення 3.23.
Кiльце називається комутативним, якщо виконується властивiсть кому-
тативностi множення. Тобто a · b = b · a.

Означення 3.24.
Комутативне кiльце, на якому виконується властивiсть iснування одиницi,
тобто iснує e ∈ K , що e · a = a · e = a, називається кiльцем з одини-
цею.

Приклад 3.5.
Розглянемо множини:
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1. Множина цiлих чисел Z, множина рацiональних чисел Q, множина дiй-
сних чисел R, множина комплексних чисел C є прикладами кiлець iз
звичайними додаванням та множенням чисел.

2. Множина цiлих чисел nZ, якi кратнi натуральному числу n.

3. Комутативне кiльце з одиницею утворює арифметика цiлих чисел на
комп’ютерi.

4. Множина додатних чисел не буде кiльцем, бо для a > 0, b > 0 або
a− b < 0, або b− a < 0, а отже не належить множинi додатних
дiйсних чисел.

5. Не буде кiльцем множина вiд’ємних дiйсних чисел, бо їх добуток буде
число додатне.

6. Некомутативним кiльцем буде множина квадратних матриць iз дiй-
сними елементами фiксованого порядку n iз звичайними операцiями до-
давання та множення матриць. Кiльце позначаютьMn(R). Роль оди-
ницi в ньому вiдiграє одинична матриця.

Означення 3.25.
Два елементи кiльця, добуток яких рiвний нулю, хоча кожен iз них вiдмiнний
вiд нуля, називаються дiльниками нуля.

Якщо кiльце не мiстить дiльникiв нуля, то його називають кiльцем без
дiльникiв нуля, а iнакше — кiльцем з дiльниками нуля.

Так кiльце квадратних матрицьMn(R) буде кiльцем iз дiльниками ну-
ля. Наприклад, якщо n = 2, то(

2 6
1 3

)
·
(

3 −9
−1 3

)
=

(
0 0
0 0

)
.

Жодна iз матриць не є нульовою матрицею, а результат добутку цих ма-
триць є нульова матриця.

У кiльцi виконуються спiввiдношення:

• 0 · a = a · 0 = 0;

• a · (−b) = (−a) · b = −(a · b);

• (−a) · (−b) = a · b.
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Означення 3.26.
Елемент a−1 кiльця K з одиницею називається оберненим до елемента
a ∈ K , якщо a · a−1 = a−1 · a = e. Сам елемент a в такому разi назива-
ється оборотним.

Означення 3.27.
Поле— це множина F, на якiй визначенi двi бiнарнi алгебричнi операцiї дода-
вання та множення, при цьому:

• для будь-яких елементiв a, b, c ∈ F виконується
(a+ b) + c = a+ (b+ c)— додавання асоцiативне;

• iснує елемент 0 ∈ F , що для будь–якого елемента a ∈ F виконується
рiвнiсть a+ 0 = 0 + a = a— iснування нуля;

• для будь–якого елемента a ∈ F iснує обернений елемент (−a), такий,
що a+ (−a) = 0— iснування оберненого елемента вiдносно додавання;

• a+ b = b+ a— додавання комутативне;

• (a · b) · c = a · (b · c)—множення асоцiативне;

• iснує такий елемент 1 ∈ F , що 1 · a = a · 1 = a— iснування одиницi;

• для кожного a ∈ F iснує обернений елемент a−1, що
a−1 · a = a · a−1 = 1— iснування оберненого елемента вiдносно
множення;

• a · b = b · a—множення комутативне;

• a · (b+ c) = a · b+ a · c— множення дистрибутивне вiдносно дода-
вання.

Iз означення випливає:

• поле F — комутативна група за додаванням, нейтральним елементом
якої є нуль;

• множина ненульових елементiв не порожня та утворює комутативну
мультиплiкативну групу, одиничний елемент якої — 1.

Комутативну мультиплiкативну групу поля F прийнято позначати як
F ∗ (тобто F ∗ = F\{0}).
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Приклад 3.6.
Наведемо приклади полiв.

1. Поле дiйсних чисел R;

2. Поле рацiональних чисел Q;

3. Поле комплексних чисел C.

Спiввiдношення в полi

• (−a) = a · (−1);

• −(a+ b) = (−a) + (−b);

• якщо a 6= 0, то (a−1)−1 = a;

• якщо a · b = 0, то a = 0 або b = 0 — властивiсть вiдсутностi дiльни-
кiв нуля;

• якщо a 6= 0, то у полi єдиним способом розв’язується рiвняння
a · x+ b = 0 i його розв’язок x = −(a−1) · b.

3.6 Питання, тести та вправи до роздiлу 3

3.6.1 Питання до роздiлу 3

1. Дайте означення перестановки множиниX, |X| = n.

2. Якi двi перестановки однаковi?

3. НехайX, |X| = n. Скiльки iснує рiзних перестановок?

4. Що таке iнверсiя елементiв перестановка? Як пiдраховується кiлькiсть
iнверсiй в перестановцi?

5. Дайте означення парної та непарної перестановки.

6. Що називається пiдстановкою множиниX, |X| = n?

7. Яка пiдстановка буде тотожною (одиничної)?

8. Що розумiється пiд добутком пiдстановок?

9. Дайте означення оберненої пiдстановки.
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10. Як визначається степiнь пiдстановки? Що таке порядок пiдстановки?

11. Що розумiти пiд циклом пiдстановки?

12. Сформулюйте означення бiнарної операцiї на множинi.

13. Яка бiнарна операцiя буде комутативна? Яка буде асоцiативна?

14. Дайте означення нейтрального та симетричного елемента вiдносно
бiнарної операцiї.

15. Який вигляд має таблиця Кейлi для бiнарної операцiї?

16. Дайте означення групи.

17. Яка група називається абелевою, мультиплiкативною, адитивною?

18. Що таке порядок групи?

19. Дайте означення пiдгрупи.

20. Яке вiдображення називається гомоморфiзмом?

21. Вкажiть властивостi гомоморфiзму.

22. Дайте означення iзоморфiзму.

23. Яка множина називається кiльцем?

24. Вказати, коли кiльце називається комутативним.

25. Дайте означення кiльця з одиницею.

26. Якi елементи кiльця називають дiльниками нуля?

27. В якому випадку говорять про кiльце без дiльникiв нуля?

28. Який елемент кiльця називається оборотним елементом?

29. Якi спiввiдношення виконуються в кiльцi?

30. Дайте означення поля.

31. Вкажiть спiввiдношення в полi.
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3.6.2 Тести до роздiлу 3

Вказати правильну вiдповiдь на кожен тест.

1. НехайX — перестановка. Яке твердження вiрне:
(A) Порядок елементiв вX вказаний;
(B) Порядок елементiв вX довiльний;
(C) Порядок елементiв вX не важливий.

2. Задано двi перестановки X1 = (a, b, c, d) та X2 = (d, c, b, a). Вка-
занi перестановки:
(A) однаковi; (B) рiзнi; (C) подiбнi.

3. Нехай задана множина A = (1, 3, 5, 7, 9). Кiлькiсть рiзних переста-
новок множини рiвна:
(A) 90; (B) 96; (C) 120.

4. Задана перестановка X1 = (4, 2, 8, 10, 6). Кiлькiсть iнверсiй в пере-
становцi дорiвнює:
(A) 2; (B) 3; (C) 4.

5. Задана перестановка (x1, x2, x3, . . . , xn). Яке твердження вiрне:
(A) Перестановка парна, якщо n парне число;
(B) Перестановка непарна, якщо n непарне число;
(C) Перестановка парна, якщо число iнверсiй J(x1, x2, x3, . . . , xn)
парне число.

6. Яке твердження вiрне:
(A) Пiдстановка — це довiльне вiдображення множиниX вX ;
(B) Пiдстановка — це взаємно–однозначне вiдображення множиниX
саму у себе;
(C) Пiдстановка — це довiльне перетворення множиниX .

7. Нехай π — пiдстановка. Пiдстановка π−1 буде обернена для π, якщо
(A) π + π−1 = e; (B) ππ−1 = π−1π = e; (C) ππ−1 = 0.
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8. Запис πk означає:
(A) πk = ππ . . . π︸ ︷︷ ︸

k раз
; (B) πk = π + π + · · ·+ π︸ ︷︷ ︸

k раз

; (C) πk = k · π.

9. Порядком пiдстановки π називається :
(A) Найменше натуральне числоm, для якого πm = e;
(B) Найбiльше натуральне числоm, для якого πm = e;
(C) Деяке натуральне числоm, для якого πm = e.

10. Нехай пiдстановка π є циклом (i1, i2, . . . , ik). Яке твердження вiрне:
(A) Елементи циклу можна перемiшувати довiльним чином;
(B) Елементи циклу не можна перемiшувати;
(C) Елементи циклу можна перемiшувати лише по циклу.

11. Нехай на X визначено бiнарну операцiю ◦, так що z = x ◦ y, коли
x, y ∈ X . Тодi:
(A) z ∈ X ; (B) z 6∈ X ; (C) z ∈ Y .

12. Нехай на X визначено бiнарну операцiю ◦. Тодi елемент n ∈ X ,
такий що n ◦ x = x ◦ n = x, x ∈ X називається:
(A) симетричним; (B) нейтральним; (C) нульовим.

13. Нехай на X визначено бiнарну операцiю ◦. Тодi елемент y ∈ X , та-
кий що y ◦ x = x ◦ y = n, x, n ∈ X , де n— нейтральний елемент,
називається:
(A) симетричним; (B) нейтральним; (C) нульовим.

14. Нехай G— група з груповою операцiєю ◦. Тодi G буде абелева група,
якщо:
(A) a ◦ b = 0; (B) a ◦ b = n; (C) a ◦ b = b ◦ a.

15. НехайG— група з груповою операцiєю ◦. МножинаH буде пiдгрупа,
якщо:
(A)H ⊂ G;
(B)H ⊂ G i вiдносно групової операцiї утворює групу;
(C) на множинi визначена групова операцiя.
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16. Якщо f : G1 → G2 — гомоморфiзм, то:
(A) зберiгається групова операцiя;
(B) групи однаковi;
(C) не вiдбувається збереження групової операцiї.

17. Якщо f : G1 → G2 — iзоморфiзм, то це гомоморфiзм, який є:
(A) взаємно–однозначне вiдображення;
(B) еквiвалентне вiдображення;
(C) обернено–зворотнє вiдображення.

18. НехайK — кiльце. В кiльцi визначено:
(A) 1 операцiя; (B) 2 операцiї; (C) 3 операцiї.

19. НехайK — кiльце. Кiльце буде комутативне, якщо:
(A) a+ b = b+ a; (B) a · b = b · a; (C) a · b = e.

20. НехайK — кiльце. Кiльце буде кiльцем з одиницею, якщо:
(A) воно комутативне i знайдеться e ∈ K , що e · a = a · e = a;
(B) знайдеться e ∈ K , що e+ a = a+ e = a;
(C) знайдуться a, b ∈ K , що a · b = e.

21. НехайK — кiльце з одиницею. Елемент a−1 кiльця обернений до еле-
мента a ∈ K , якщо:
(A) a+ a−1 = 0; (B) a · a−1 = 0; (C) a · a−1 = e.

22. Нехай F — поле. В полi визначено бiнарних операцiй:
(A) 0; (B) 1; (C) 2.

23. Нехай F — поле. В полi дiльникiв нуля:
(A) немає; (B) лише два; (C) довiльна кiлькiсть.

3.6.3 Вправи до роздiлу 3

Вправа 3.1.
Визначити парностi перестановок:

a) X1 = (3, 5, 7, 1, 4, 8, 2, 6); b) X2 = (6, 8, 1, 5, 2, 9, 3, 10, 7, 4).
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Вправа 3.2.
Знайти добутки пiдстановокπσ iσπта оберненi пiдстановкиπ−1 таσ−1,
якщо

π =

(
1 2 3 4 5 6 7
2 7 4 6 3 1 5

)
, σ =

(
1 2 3 4 5 6 7
7 6 1 3 2 5 4

)
.

Вправа 3.3.
Знайти добутки пiдстановокπσ iσπта оберненi пiдстановкиπ−1 таσ−1,
якщо

π =

(
1 2 3 4 5 6 7 8
8 6 5 3 1 2 4 7

)
, σ =

(
1 2 3 4 5 6 7 8
7 3 1 8 2 5 4 6

)
.

Вправа 3.4.
Знайти пiдстановку ξ з рiвностi πξσ = ϕ, якщо

π =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
2 3 8 9 1 4 7 5 6

)
, σ =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
6 4 5 9 3 8 7 1 2

)
,

ϕ =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
7 3 1 4 8 9 2 5 6

)
.

Вправа 3.5.
Знайти пiдстановку ξ з рiвностi πξσ = ϕ, якщо

π =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
8 10 6 9 4 3 1 2 7 5

)
,

σ =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
5 6 4 7 2 9 8 10 3 1

)
,

ϕ =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
4 2 6 7 9 8 3 5 10 1

)
.

Вправа 3.6.
Знайти π182, якщо

π =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
5 6 4 7 11 8 9 10 3 12 1 2

)
.

Вправа 3.7.
Обчислити π241, якщо

π =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
9 12 14 15 1 2 3 6 11 8 5 10 4 7 13

)
.
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Вправа 3.8.
На множинi цiлих чисел Z визначена алгебрична операцiя наступним чином
a ◦ b = a− b. З’ясувати, чи ця операцiя: комутативна, асоцiативна, чи
iснує нейтральний елемент?

Вправа 3.9.
На множинi цiлих чисел Z визначена алгебрична операцiя наступним чином
a ◦ b = a× b. З’ясувати, чи ця операцiя: комутативна, асоцiативна, чи
iснує нейтральний елемент?

Вправа 3.10.
МножинаA = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}. Алгебрична операцiя визначена насту-
пним чином a ◦ b = 7−max{a, b}. Скласти для операцiї таблицю Кейлi i
за допомогою побудованої таблицi з’ясувати: чи операцiя бiнарна, чи операцiя
комутативна, чи операцiя асоцiативна, чи iснує вiдносно операцiї нейтраль-
ний елемент?

Вправа 3.11.
МножинаA = {0, 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20}. На множинi визначена
алгебрична операцiя наступним чином a ◦ b = |a− b|. Сформувати вiдно-
сно операцiї таблицю Кейлi i за допомогою побудованої таблицi з’ясувати:
чи операцiя бiнарна, чи операцiя комутативна, чи операцiя асоцiативна, чи
iснує вiдносно операцiї нейтральний елемент?

Вправа 3.12.
З’ясувати чи множина додатних дiйсних чисел R+ утворює групу вiдносно
операцiї множення. Визначити чи буде група абелева.

Вправа 3.13.
Дослiдити чи множина рацiональних чисел, знаменниками яких є степенi чи-
сла 2 з цiлими невiд’ємними показниками, вiдносно операцiї множення утво-
рює групи. У випадку позитивної вiдповiдi з’ясувати, чи буде група абелева.

Вправа 3.14.
Показати, що множина

nZ = {a : a = n · k, n, k ∈ Z, n— фiксоване}

буде власною пiдгрупою адитивної групи цiлих чисел.



Роздiл 4

Елементи теорiї чисел

Теорiю чисел часом ще називають вищою арифметикою. Теорiя чисел
бере свої початки з вивчення властивостей натуральних чисел та питань
подiльностi i розв’язання алгебричних рiвнянь у натуральних числах. В
теорiї чисел також розглядаються функцiї рiзноманiтного походження, якi
пов’язанi з арифметикою цiлих чисел та їх узагальнень ([1, 5, 8, 18, 22, 25]).

4.1 Подiльнiсть чисел

Роздiл математики теорiя чисел вивчає цiлi числа. До цiлих чисел вiд-
носять 0,−1,+1,−2,+2,−3,+3, . . . . Множину цiлих чисел, як вiдомо,
традицiйно позначають через

Z = {0,±1,±2,±3, . . . }.

У множинi цiлих чисел Z сума a+ b, рiзниця a− b та добуток a · b
чисел також будуть цiлими числами, проте частка a/b вiд дiлення a на
b, b 6= 0, може i не бути цiлим числом.

Те, що частка a/b— цiле число, позначають як a = qb, де q ∈ Z — цiле
число. Число b називають дiльником числа a, число a— кратним числа
b, що стисло записують: або b|a або a...b.

В теорiї подiльностi цiлих чисел важливе мiсце займає наступне твер-
дження.

Теорема 4 (Подiльнiсть з остачею).
Довiльне число a ∈ Z єдиним чином можна подати у виглядi

a = bq + r, 0 6 r < b, де b, q, r ∈ Z.

59
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Число r називається остачею вiд дiлення, а q — неповною часткою.
Далi будемо розглядати лише додатнi дiльники.

Означення 4.1.
Будь–яке цiле число d, на яке дiляться одночасно цiлi числа a1, a2, . . . , ak,
називається їх спiльним дiльником.

Числа можуть мати декiлька спiльних дiльникiв.

Означення 4.2.
Цiле число d 6= 0 називається найбiльшим спiльним дiльником (НСД)
чисел a1, a2, . . . , ak , якщо виконуються умови:

1. кожне iз чисел a1, a2, . . . , ak дiлиться на d;

2. якщо d1 6= 0— iнший спiльний дiльник чисел a1, a2, . . . , ak, то d дiли-
ться на d1.

НСД чисел a1, a2, . . . , ak позначають НСД(a1, a2, . . . , ak),

Означення 4.3.
Якщо НСД(a1, a2, . . . , ak) = 1, то числа називаються взаємно прости-
ми.

Приклад 4.1.
Так як НСД(30, 20) = 10, то числа 20 та 30 не є взаємно–простими, а
оскiльки НСД(16, 27) = 1, то числа 16 i 27 взаємно простi числа.

Означення 4.4.
Числа a1, a2, . . . , ak називаються попарно простими, якщо при довiльних
i 6= j, i, j = 1, 2, . . . , k, числа ai та aj взаємно простi.

Iз означення випливає, що попарно простi числа водночас будуть взаєм-
но простими числами, але обернене твердження, взагалi кажучи, невiрне.

Приклад 4.2.
Числа 10, 14, 35— взаємно простi, позаяк НСД(10, 14, 35) = 1. Але чи-
сла не є попарно простими, оскiльки НСД(10, 14) = 2, НСД(10, 35) = 5,
НСД(14, 35) = 7.

Приклад 4.3.
Числа (13, 14, 27)— попарно простi, боНСД(13, 14)=1,НСД(13, 27)=1,
НСД(14, 27) = 1. Звiдки випливає, що данi три числа — взаємно простi.
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Властивостi найбiльшого спiльного дiльника чисел.

1. Якщо a = bq, то НСД(a, b) = b.

2. Якщо a = bq + r, то спiльнi дiльники чисел a i b збiгаються iз спiль-
ними дiльниками чисел b i r. Зокрема НСД(a, b) =НСД(b, r).

3. Для будь–якого додатного цiлого числаm справджується рiвнiсть
НСД(am, bm) = m·НСД(a, b).

4. Якщо НСД(a, b) = 1, то НСД(ac, b)=НСД(c, b).

5. Якщо НСД(a, b) = 1 i ac...b, то c...b.

4.2 Алгоритм Евклiда знаходження найбiльшого
спiльного дiльника двох цiлих чисел

Найбiльший спiльний дiльник двох цiлих чисел можна визначити за
евклiдовим алгоритмом.

Нехай a i b— цiлi додатнi числа i для визначеностi a > b. Складемо
низку рiвностей:

a = bq1 + r1, 0 < r1 < b;
b = r1q2 + r2, 0 < r2 < r1;
r1 = r2q3 + r3, 0 < r3 < r2;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
rn−3 = rn−2qn−1 + rn−1, 0 < rn−1 < rn−2;

rn−2 = rn−1qn rn = 0.

Остання рiвнiсть, rn = 0, обов’язково виконується, бо

b > r1 > r2 > · · · > rn−1 > rn = 0

послiдовнiсть спадних цiлих чисел i не може мiстити бiльше, нiж b дода-
тних чисел.

Iз вказаних формул та властивостей НСД випливає, що

НСД(a, b) = НСД(b, r1) = НСД(r1, r2) = · · ·

· · · = НСД(rn−2, rn−1) = НСД(rn−1, 0) = rn−1. (4.1)
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Теорема 5 (НСД чисел).
Найбiльший спiльний дiльник чисел a та b рiвний останнiй, вiдмiннiй вiд
нуля, остачi rn−1 в рядi рiвностей (4.1) вказаного алгоритму. Тобто

НСД(a, b) = rn−1.

Задача 4.1.
Знайти найбiльший спiльний дiльник чисел 4171 i 18527.

Розв’язання. Скористаємося евклiдовим алгоритмом:

18527=4171 ·4+1843,
4171=1843 ·2+485,
1843= 485 ·3+388,
485= 388 ·1+97,
388= 97 ·4+0.

Отже, НСД(18527, 4171) = 97.
4

Задача 4.2.
Перевiрити чи числа 16675 та 6496 будуть взаємно простими.

Розв’язання. Знайдемо НСД(16675, 6496). Для цього скористаємося
евклiдовим алгоритмом:

16675=6496 ·2+3683,
6496=3683 ·1+2813,
3683=2813 ·1+870,
2813= 870 ·3+203,
870= 203 ·4+58,
203= 58 ·3+29,
58= 29 ·2+0.

Оскiльки НСД(16675, 6496) = 29, то числа не є взаємно простими.
4

Задача 4.3.
Перевiрити чи числа 22275 та 5681 будуть взаємно простими.

Розв’язання. Знайдемо НСД(22275, 5681) за допомогою евклiдового
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алгоритму.
22275=5681 ·3 +5232,
5681=5232 ·1 +449,
5232= 449 ·11+293,
449= 293 ·1 +156,
293= 156 ·1 +137,
156= 137 ·1 +19,
137= 19 ·7 +4,
19= 4 ·4 +3,
4= 3 ·1 +1,
3= 1 ·3 +0.

Отримали, що НСД(22275, 5681) = 1. Числа є взаємно простими.
4

Будь–яке цiле, яке дiлиться без остачi на всi числа a1, a2, . . . , ak нази-
вається їх спiльним кратним. Найменше серед спiльних кратних чисел
називається найменшим спiльним кратним (НСК). Для чисел a i b най-
менше спiльне кратне позначають НСК(a, b). Має мiсце спiввiдношення:

НСК(a, b) =
a · b

НСД(a, b)
. (4.2)

Так для чисел 4171 та 18527

НСК(4171, 18527) =
4171 · 18527

97
= 796661

.

Задача 4.4.
Знати найбiльший спiльний дiльник (НСД) та найменше спiльне кратне
(НСК) чисел 16303 та 34661.

Розв’язання. За допомогою евклiдового алгоритму знайдемо
НСД(34661, 16303).

34661=16303 ·2 +2055,
16303= 2055 ·7 +1918,
2055= 1918 ·1 +137,
1918= 137 ·14+0.

Отже, НСД(34661, 16303) = 137. Згiдно iз формулою (4.2) отримуємо

НСК(34661, 16303) =
34661 · 116303

137
= 4124659.
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4

4.3 Правильнi ланцюговi дроби

Означення 4.5.
Ланцюговим (неперервним) дробом називають вираз вигляду

f = b0 +
a1

b1 +
a2

b2 + . . .
+

an

bn + . . .

.

Для короткого позначення ланцюгового дробу використовують:

f = b0 +
a1

b1 +

a2

b2 + · · · +

an

bn + · · ·
= b0 +

∞

K
i=1

ai

bi
.

Скiнчений ланцюговий дрiб fn, n–й пiдхiдний дрiб, що є n–м набли-
ження ланцюгового дробу f , аналогом скiнченної суми для ряду, коротко
записують

fn = b0 +
a1

b1 +

a2

b2 + · · · +

an

bn
= b0 +

n

K
i=1

ai

bi
.

Елементи ланцюгового дробуai, bi, i = 1, 2, . . . ,називаютьсячастин-
нимичисельниками та знаменниками, вiдповiдно, а b0 — вiльнимчле-
ном. Елементи ланцюгового дробу належать деякому полю або кiльцю.

В теорiї чисел широко використовуються ланцюговi дроби, в яких вiль-
ний член є деяке цiле число, частиннi чисельники всi рiвнi 1, частиннi
знаменники деякi натуральнi числа. Такi ланцюговi дроби називаються
правильними ланцюговими дробами i записуються коротко наступним
чином

f = a0 +
1

a1 +

1

a2 + · · · +

1

an + · · ·
= [a0; a1, a2, . . . , an, . . .],

де ai ∈ N, a0 ∈ Z.
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Ланцюговому дробуf ставиться у вiдповiднiсть послiдовнiсть пiдхiдних
дробiв {pi/qi, i = 0, 1, . . . }, де

p0

q0
= a0,

p1

q1
= a0 +

1

a1

= [a0; a1],
p2

q2
= a0 +

1

a1 +

1

a2

= [a0; a1, a2],

· · · ,
pk

qk
= a0 +

1

a1 +

1

a2 + · · · +

1

ak
= [a0; a1, a2, . . . , ak], k ∈ N.

Числа pk та qk називаються k–м канонiчним чисельником та знамен-
ником пiдхiдного дробу.

Значення пiдхiдних дробiв pk/qk можна обчислювати за допомогою
рекурентних спiввiдношень (формул Воллiса)

pk = akpk−1 + pk−2, qk = akqk−1 + qk−2, k ∈ N, (4.3)

p−1 = 1, q−1 = 0, p0 = a0, q0 = 1.

Властивостi пiдхiдних дробiв правильного ланцюгового дробу

1. Має мiсце детермiнантна формула

pk · qk−1 − pk−1 · qk = (−1)k−1. (4.4)

2. Пiдхiднi дроби правильного ланцюгового дробу нескоротнi.

3. Пiдхiднi дроби парного порядку утворюють монотонно зростаючу по-
слiдовнiсть, а пiдхiднi дроби непарного порядку — монотонно спадну
послiдовнiсть i при цьому

p2k

q2k
<
p2i−1

q2i−1
, при довiльних значеннях i, k.

4. Пiдхiднi дроби правильного ланцюгового дробу задовольняють так
званий "принцип вилки"

p0

q0
<
p2

q2
< · · · <

p2k

q2k
< · · ·< f < · · · <

p2k−1

q2k−1
< · · · <

p3

q3
<
p1

q1
,

де
f = [a0; a1, a2, . . . ].
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Зауваження 4.1.
Iз останньої властивостi, "принципу вилки", випливає, що послiдовнiсть пiд-
хiдних дробiв парних порядкiв p2k/q2k, яка монотонно зростає, буде давати
наближене значення f з недостачею, а послiдовнiсть пiдхiдних дробiв непар-
ного порядку p2k−1/q2k−1, яка монотонно спадає, буде давати наближене
значення f з надлишком.

Задача 4.5.
Знайти розвинення числа

√
2 в правильний ланцюговий дрiб i обчислити

наближене значення з недостачею та надлишком з точнiстю ε = 0,00001.

Розв’язання. За умовою задачi потрiбно знайти такi a−, a+,щоб

a− <
√

2 < a+, та |a− a−| < ε, |a− a+| < ε.

Виконаємо еквiвалентнi перетворення

√
2 = 1 +

√
2− 1 = 1 +

(
√

2− 1)(
√

2 + 1)
√

2 + 1
= 1 +

1

1 +
√

2
.

Послiдовно вкладаючи отримане спiввiдношення само в себе, отримаємо
√

2 = 1 +
1

1 +
√

2
= 1 +

1

2 +

1

1 +
√

2
= 1 +

1

2 +

1

2 +

1

1 +
√

2
=

= · · · = 1 +
1

2 +

1

2 + · · · +

1

2 +

1

1 +
√

2
= · · · =

= 1 +
1

2 +

1

2 + · · · +

1

2 + · · ·
= [1; 2, 2, . . . , 2, . . . ].

Використовуючи формули (4.3) обчислимо послiдовнiсть канонiчних
чисельникiв pi та знаменникiв qi, i = 0, 1, 2, . . . . пiдхiдних дробiв

p0 = 1, q0 = 1,
p1 = 2 · 1 + 1 = 3, q1 = 2 · 1 + 0 = 2,
p2 = 2 · 3 + 1 = 7, q2 = 2 · 2 + 1 = 5,
p3 = 2 · 7 + 3 = 17, q3 = 2 · 5 + 2 = 12,
p4 = 2 · 17 + 7 = 41, q4 = 2 · 12 + 5 = 29,
p5 = 2 · 41 + 17 = 99, q5 = 2 · 29 + 12 = 70,
p6 = 2 · 99 + 41 = 239, q6 = 2 · 70 + 29 = 169,
p7 = 2 · 239 + 99 = 577, q7 = 2 · 169 + 70 = 408,
p8 = 2 · 577 + 239 = 1393, q8 = 2 · 408 + 169 = 985.
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Пiдхiднi дроби pi/qi, i = 0, 1, 2, . . . будуть рiвнi

p0

q0
=

1

1
= 1,

p1

q1
=

3

2
= 1,5,

p2

q3
=

7

5
= 1,4,

p3

q3
=

17

12
≈ 1,41667,

p4

q4
=

41

29
≈ 1,41379,

p5

q5
=

99

70
≈ 1,41429,

p6

q6
=

239

169
≈ 1,41420,

p7

q7
=

577

408
≈ 1,414215686,

p8

q8
=

1393

985
≈ 1,414213197

Згiдно iз "принципом вилки" маємо, що

1 <
7

5
<

41

29
<

239

169
<

1393

985
<
√

2 <
577

408
<

99

70
<

17

12
<

3

2
.

Крiм того,
p7

q7
−
p8

q8
< 0,000002.

Отже,
a− =

1393

985
, a+ =

577

408
.

Або виконавши заокруглення до 6 знаку пiсля десяткової коми, маємо

1, 414215 <
√

2 < 1, 414216.

4

4.4 Розв’язання невизначених рiвнянь першого
степеня з двома невiдомими у цiлих числах
за допомогою ланцюгових дробiв

Нехай a, b, c— цiлi числа, x, y — цiлi змiннi. Розглядаються рiвняння
вигляду

ax+ by = c, (4.5)
де коефiцiєнти a, b взаємно простi числа, тобто НСД(a, b) = 1.

При великих коефiцiєнтах такi рiвняння зручно розв’язувати за допо-
могою ланцюгових дробiв. Припустимо, щоa/b = pk/qk — k–й пiдхiдний
дрiб розвинення вiдношення чисел a/b в ланцюговий дрiб. Знайдемо по-
переднiй pk−1/qk−1 пiдхiдний дрiб. Згiдно iз детермiнантною формулою
(4.4) матимемо

aqk−1 − bpk−1 = (−1)k−1.
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Пiсля множення лiвої та правої частин рiвностi на (−1)k−1c отримуємо:

(−1)k−1caqk−1 − (−1)k−1cbpk−1 = c.

Нехай
x0 = (−1)k−1cqk−1, y0 = (−1)k−1cpk−1. (4.6)

Тодi
ax0 + by0 = c,

або
a(x0 + bt) + b(y0 − at) = c.

Маємо загальний розв’язок рiвняння (4.5)

x = x0 + bt, y = y0 − at, де t = 0,±1,±2, . . . .

Задача 4.6.
Знайти цiлочисловi розв’язки рiвняння

29x+ 19y = 5.

Розв’язання. Вiдмiтимо, що НСД(29, 19) = 1. Коефiцiєнти рiвняння

взаємно простi числа. Розвинемо вiдношення
a

b
=

29

19
в правильний лан-

цюговий дрiб:

29

19
= 1 +

1
19
10

= 1 +
1

1 +

1
10
9

= 1 +
1

1 +

1

1 +

1

9
= [1; 1, 1, 9].

Обчислимо пiдхiдний дрiб:

pk−1

qk−1
=
p2

q2
, p2 = 3, q2 = 2.

Згiдно iз формулою (4.6) маємо

x0 = (−1)2 · 5 · 2 = 10, y0 = (−1)3 · 5 · 3 = −15,

x = 10 + 19t, y = −15− 29t, де t = 0,±1,±2, . . . .

4

Задача 4.7.
Знайти розв’язок рiвняння першого степеня з двома невiдомими

37x+ 64y = 10.
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Розв’язання. Розвинемо вiдношення коефiцiєнтiв в правильний лан-
цюговий дрiб

37

64
=

1
64
37

=
1

1 +

1
37
27

=
1

1 +

1

1 +

1
27
10

=
1

1 +

1

1 +

1

2 +

1
10
7

=

=
1

1 +

1

1 +

1

2 +

1

1 +

1
7
3

=
1

1 +

1

1 +

1

2 +

1

1 +

1

2 +

1

1 +

1

3
=

= [0; 1, 1, 2, 1, 2, 1, 3].

Визначаємо значення пiдхiдного дробу

pk−1

qk−1
=
p5

q5
, p5 = 11, q5 = 19.

За формулою (4.6) обчислюємо

x0 = (−1)5 · 10 · 19 = −190, y0 = (−1)6 · 10 · 11 = 110.

x = −190 + 64t, y = 110− 37t, де t = 0,±1,±2, . . . .

4

4.5 Алгоритм Евклiда та розвинення рацiонального
дробу у правильний ланцюговий дрiб

Нехай p, q ∈ N i дрiб p/q — нескоротний. Операцiю дiлення з остачею
в алгоритмi Евклiда перепишемо у виглядi

p

q
= a0 +

r1

q
, 0 < r1 < q;

q

r1
= a1 +

r2

r1
, 0 < r2 < r1;

r1

r2
= a2 +

r3

r2
, 0 < r3 < r2;

... ...
rn−2

rn−1
= an−1 +

rn

rn−1
, 0 < rn < rn−1;

rn−1

rn
= an, an > 1.
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Запишемо дрiб p/q наступним чином

p

q
= a0 +

r1

q
= a0 +

1

q

r1

= a0 +
1

a1 +

r2

r1
= a0 +

1

a1 +

1

r1

r2

=

= a0 +
1

a1 +

1

a2 +

r3

r2
= · · · = a0 +

1

a1 +

1

a2 +

1

a3 + · · · +

1

an
=

= [a0; a1, a2, a3, . . . , an],

де a0 ∈ Z, ai ∈ N.

Задача 4.8.
Розвинути рацiональний дрiб 1638

1495
у правильний ланцюговий дрiб.

Розв’язання. Послiдовно виконуємо дiї

1639

1495
= 1 +

144

1495
= 1 +

1

1495

144

=

= 1 +
1

10 +

55

144
= 1 +

1

10 +

1

144

55

=

= 1 +
1

10 +

1

2 +

34

55
= 1 +

1

10 +

1

2 +

1

55

34

=

= 1 +
1

10 +

1

2 +

1

1 +

21

34
== 1 +

1

10 +

1

2 +

1

1 +

1

34

21

=

= 1 +
1

10 +

1

2 +

1

1 +

1

1 +

13

21
= 1 +

1

10 +

1

2 +

1

1 +

1

1 +

1

21

13

=

= 1 +
1

10 +

1

2 +

1

1 +

1

1 +

1

1 +

8

13
=

= 1 +
1

10 +

1

2 +

1

1 +

1

1 +

1

1 +

1

13

8

=
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= 1 +
1

10 +

1

2 +

1

1 +

1

1 +

1

1 +

1

1 +

5

8
=

= 1 +
1

10 +

1

2 +

1

1 +

1

1 +

1

1 +

1

1 +

1

8

5

=

= 1 +
1

10 +

1

2 +

1

1 +

1

1 +

1

1 +

1

1 +

1

1 +

3

5
=

= 1 +
1

10 +

1

2 +

1

1 +

1

1 +

1

1 +

1

1 +

1

1 +

1

5

3

=

= 1 +
1

10 +

1

2 +

1

1 +

1

1 +

1

1 +

1

1 +

1

1 +

1

1 +

2

3
=

= 1 +
1

10 +

1

2 +

1

1 +

1

1 +

1

1 +

1

1 +

1

1 +

1

1 +

1

3

2

=

= 1 +
1

10 +

1

2 +

1

1 +

1

1 +

1

1 +

1

1 +

1

1 +

1

1 +

1

1 +

1

2
.

4

4.6 Простi числа

Означення 4.6.
Натуральне число p ∈ N називається простим, якщо p > 1 i p дiлиться
тiльки само на себе i на 1. В протилежному випадку натуральне число нази-
вається складеним.

Складене число дiлиться не лише на один, само на себе, а ще хоча б
одне натуральне число.

Першими простими натуральними числами є:
2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, . . .

Якщо n— число складене, то знайдеться таке цiле a ∈ N, що
n = a · b, 1 < b < n, b = n/a.

Очевидно, що всi парнi числа, крiм 2, є складенi.
Множина натуральних чисел N може бути розбита на три пiдмножини:
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• множину простих чисел;

• множину складених чисел;

• число 1, яке не вiдноситься нi до складених нi до простих.

Властивостi простих чисел

1. Для будь–якого цiлого числа n > 1 найменший вiдмiнний вiд оди-
ницi додатний дiльник — це завжди просте число.

2. Найбiльший простий дiльник, який вiдмiнний вiд 1, будь–якого скла-
деного числа n не перевищує

√
n.

3. Простих чисел безлiч.

4. Якщо добуток натуральних чисел a · b дiлиться на просте число p, то
хоча б одне з них дiлиться на p.

4.7 Решето Ератосфена

Найпростiшою процедурою отримання послiдовностi простих чисел є
решето Ератосфена. Завдання методу — визначити (просiяти) всi додатнi
простi числа, якi меншi за деяке цiле значення n > 0. Згiдно iз методом
вiдбувається поступове викреслювання, просiювання, в рядi чисел, якi кра-
тнi простим числам, що меншi за

√
n. Всi числа, якi залишаться, будуть

простими.
Проiлюструємо метод решета Ератосфена для випадку, коли n = 100.

Випишемо всi натуральнi числа вiд 2 до 100. Перше просте число у цьому
рядi — 2. Викреслимо, вiзьмемо в рамочку, всi числа ряду, якi кратнi 2 крiм
нього самого.

2, 3, 4 , 5, 6 , 7, 8 , 9, 10 , 11, 12 , 13, 14 , 15, 16 , 17, 18 , 19, 20 , 21,

22 , 23, 24 , 25, 26 , 27, 28 , 29, 30 , 31, 32 , 33, 34 , 35, 36 , 37, 38 ,
39, 40 , 41, 42 , 43, 44 , 45, 46 , 47, 48 , 49, 50 , 51, 52 , 53, 54 , 55,

56 , 57, 58 , 59, 60 , 61, 62 , 63, 64 , 65, 66 , 67, 68 , 69, 70 , 71, 72 ,
73, 74 , 75, 76 , 77, 78 , 79, 80 , 81, 82 , 83, 84 , 85, 86 , 87, 88 , 89,

90 , 91, 92 , 93, 94 , 95, 96 , 97, 98 , 99, 100 .
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Перше не викреслене, не взяте в рамочку, число пiсля 2 буде число 3
i воно просте. Викреслимо в рядi всi числа, що не були викресленнi на
попередньому кроцi, якi кратнi 3. Починаємо викреслювати з 32 = 9.
2, 3, 4 , 5, 6 , 7, 8 , 9 , 10 , 11, 12 , 13, 14 , 15 , 16 , 17, 18 , 19, 20 , 21 ,

22 , 23, 24 , 25, 26 , 27 , 28 , 29, 30 , 31, 32 , 33 , 34 , 35, 36 , 37, 38 ,
39 , 40 , 41, 42 , 43, 44 , 45 , 46 , 47, 48 , 49, 50 , 51 , 52 , 53, 54 , 55,

56 , 57 , 58 , 59, 60 , 61, 62 , 63 , 64 , 65, 66 , 67, 68 , 69 , 70 , 71, 72 ,
73, 74 , 75 , 76 , 77, 78 , 79, 80 , 81 , 82 , 83, 84 , 85, 86 , 87 , 88 , 89,

90 , 91, 92 , 93 , 94 , 95, 96 , 97, 98 , 99 , 100 .
Наступним пiсля 3 буде число 5. Викреслимо в рядi чисел, що залиши-

лися, усi числа, якi кратнi 5 починаючи з 52 = 25:
2, 3, 4 , 5, 6 , 7, 8 , 9 , 10 , 11, 12 , 13, 14 , 15 , 16 , 17, 18 , 19, 20 , 21 ,
22 , 23, 24 , 25 , 26 , 27 , 28 , 29, 30 , 31, 32 , 33 , 34 , 35 , 36 , 37, 38 ,
39 , 40 , 41, 42 , 43, 44 , 45 , 46 , 47, 48 , 49, 50 , 51 , 52 , 53, 54 , 55 ,
56 , 57 , 58 , 59, 60 , 61, 62 , 63 , 64 , 65 , 66 , 67, 68 , 69 , 70 , 71, 72 ,
73, 74 , 75 , 76 , 77, 78 , 79, 80 , 81 , 82 , 83, 84 , 85 , 86 , 87 , 88 , 89,

90 , 91, 92 , 93 , 94 , 95 , 96 , 97, 98 , 99 , 100 .
Пiсля 5 йде число 7. Викреслимо всi числа, що кратнi 7. Розпочинаємо

з 72 = 49.
2, 3, 4 , 5, 6 , 7, 8 , 9 , 10 , 11, 12 , 13, 14 , 15 , 16 , 17, 18 , 19, 20 , 21 ,
22 , 23, 24 , 25 , 26 , 27 , 28 , 29, 30 , 31, 32 , 33 , 34 , 35 , 36 , 37, 38 ,
39 , 40 , 41, 42 , 43, 44 , 45 , 46 , 47, 48 , 49 , 50 , 51 , 52 , 53, 54 , 55 ,
56 , 57 , 58 , 59, 60 , 61, 62 , 63 , 64 , 65 , 66 , 67, 68 , 69 , 70 , 71, 72 ,
73, 74 , 75 , 76 , 77 , 78 , 79, 80 , 81 , 82 , 83, 84 , 85 , 86 , 87 , 88 , 89,

90 , 91 , 92 , 93 , 94 , 95 , 96 , 97, 98 , 99 , 100 .
Наступним пiсля 7 числом, яке ще не викреслено, є число 11. Але насту-

пний крок просiювання чисел в алгоритмi решета Ератосфена виконувати
не потрiбно, оскiльки 11 >

√
100 = 10. Випишемо всi числа, якi залиши-

лися. Маємо всi простi числа, вiд 2 до 100.
2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41,

43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97.
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4.8 Прайморiал простого числа

У 1987 роцi американський математик Гарвi Дабнер ввiв поняття прай-
морiала простого числа за аналогiєю до факторiалу натурального.

Означення 4.7.
Прайморiалом p# простого числа p > 0 називається добуток всiх про-
стих чисел менших або рiвних p.

Приклад 4.4.
За означенням 2# = 2, 5# = 2 · 3 · 5 = 30.

Варто зауважити, що якщо q — наступне пiсля p просте число, то має
мiсце спiввiдношення q# = p# · q.

Якщо розглядати числа вигляду p# + 1, то виявляється, що

2# + 1 = 3, 3# + 1 = 6 + 1 = 7, 5# + 1 = 30 + 1 = 31,

7# + 1 = 210 + 1 = 211, 11# + 1 = 2310 + 1 = 2311

простi числа, але

13# + 1 = 2 · 3 · 5 · 7 · 11 · 13 + 1 = 30031 = 59 · 509

буде число складене. Хоча числа вигляду p# + 1 не завжди простi числа,
але не мають дiльникiв менших або рiвних числу p.

Проблема також полягає в тому, що навiть при невеликих значеннях p
прайморiал p# — велике число.

Задача 4.9.
Обчислити прайморiал числа числа 19 та з’ясувати, чи число 19# + 1 буде
простим числом.

Розв’язання. Згiдно iз означенням

19# = 2 · 3 · 5 · 7 · 11 · 13 · 17 · 19 = 9699690.

Але число
19# + 1 = 9699691 = 347 · 27953

не є простим числом.
4
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4.9 Основна теорема арифметики

Теорема 6 (Основна арифметики).
Для довiльного цiлого числа m 6=1 iснує єдине канонiчне розвинення на
простi множники (з точнiстю до їх перестановок), тобто

m = pk11 · p
k2
2 · . . . · p

kn
n =

n∏
i=1

pkii ,

де p1, p2, . . . , pn — рiзнi простi числа, а k1, k2, . . . , kn — натуральнi числа,
що називаються кратностi простих чисел .

Наслiдки з основної теореми арифметики

1. Число
m = pk11 · p

k2
2 · . . . · p

kn
n

дiлиться на число b тодi i тiльки тодi, коли

b = pt11 · p
t2
2 · . . . · p

tn
n ,

де 0 6 t1 6 k1, 0 6 t2 6 k2, . . . , 0 6 tn 6 kn.

2. Число
m = pk11 · p

k2
2 · . . . · p

kn
n

тодi i тiльки тодi буде точним `–им степенем деякого цiлого числа,
коли всi показники k1, k2, . . . , kn будуть дiлитися на число `.

3. Кiлькiсть усiх дiльникiв числа

m = pk11 · p
k2
2 · . . . · p

kn
n

можна обчислити за формулою

τ (m) = (k1 + 1)(k2 + 1) · · · (kn + 1). (4.7)

4. Сума всiх дiльникiв числа дорiвнює

S(m) =
pk1+1
1 − 1

p1 − 1
·
pk2+1
2 − 1

p2 − 1
· . . . ·

pkn+1
n − 1

pn − 1
. (4.8)

Задача 4.10.
Знайти канонiчне розвинення числа 16200 на простi множники.
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Розв’язання. Послiдовно виконуємо дiлення на простi числа

16200 2 225 3
8100 2 75 3
4050 2 25 5
2025 3 5 5
675 3 1

Отримуємо розвинення 16200 = 23 · 34 · 52.
4

Задача 4.11.
Показати, що число 14553 дiлиться на число 2079.

Розв’язання. Знайдемо канонiчнi розвинення чисел 14553 та 2079 на
простi множники. Послiдовно дiлимо на простi числа.

14553 3 2079 3
4851 3 693 3
1617 3 231 3
539 7 77 7
77 7 11 11
11 11 1
1

Отримали розвинення

14553 = 33 · 72 · 11, 2079 = 33 · 7 · 11.

Числа розвинутi за одними i тими ж простими числами 3, 7, 11. Згiдно iз
першим наслiдком з основної теореми арифметики число 14553 дiлиться
на 2079.

4

Задача 4.12.
Знайти кiлькiсть дiльникiв та їх суму числа 79625.

Розв’язання. Число має канонiчне розвинення на простi множники

79625 = 53 · 72 · 13.

Згiдно iз формулою (4.7) маємо

τ (79625) = (3 + 1)(2 + 1)(1 + 1) = 24.
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За допомогою формули (4.8) знаходимо

S(79625) =
54 − 1

5− 1
·

73 − 1

7− 1
·

132 − 1

13− 1
= 156 · 57 · 14 = 124488.

4
Як наслiдок iз основної теореми алгебри випливає твердження.

Теорема 7 (Про канонiчне розвинення).
Нехай маємо канонiчнi розвинення на множники двох чисел a та b

a = pk11 · p
k2
2 · . . . · p

kn
n , b = pm1

1 · p
m2

2 · . . . · p
mn

n ,

причому деякi показники ki imi можуть дорiвнювати нулю. Тодi найбiльший
спiльний дiльник чисел a i b визначається за формулою

НСД(a, b) = pt11 · p
t2
2 · · · p

tn
n , (4.9)

де ti = min{ki;mi}, i = 1, 2, · · · , n, а найменше спiльне кратне цих чи-
сел за формулою

НСК(a, b) = ps11 · p
s2
2 · . . . · p

sn
n , (4.10)

де si = max{ki;mi}, i = 1, 2, · · · , n.

Задача 4.13.
Обчислитинайбiльший спiльний дiльник (НСД)та найменше спiльне кратне
(НСК) чисел a = 7800 та b = 14586.

Розв’язання. Запишемо канонiчне розвинення чисел на простi мно-
жники

a = 7800 = 23 · 3 · 52 · 13, b = 14586 = 2 · 3 · 11 · 13 · 17.

Перепишемо розвинення у виглядi

a = 23 · 3 · 52 · 110 · 13 · 170, b = 2 · 3 · 50 · 11 · 13 · 17.

За допомогою формули (4.9) знаходимо

НСД(7800, 14586) = 21 · 31 · 50 · 110 · 131 · 170 = 78.

Аналогiчно, згiдно iз формулою (4.10) маємо

НСК(7800, 14586) = 23 · 31 · 52 · 111 · 131 · 171 = 1458600.

4
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4.10 Важливi функцiї теорiї чисел

Означення 4.8.
Функцiя [x], яка визначена для довiльного дiйсного числа x i приймає найбiль-
ше цiле значення, що не перевищує x, називається його цiлою частиною.

Означення 4.9.
Функцiя {x}, яка задається для довiльного дiйсного значення x, приймає зна-
чення з пiвiнтервалу [0; 1) i визначена наступним чином

{x} def= x− [x],

називається дробовою частиною x.

Задача 4.14.
Визначити цiлу та дробову частини числа 5,26 та числа−3,75.

Розв’язання. Маємо:

[5,26] = 5, {5, 26} = 5,26− [5,26] = 5,26− 5 = 0, 26.

[−3,75] = −4, {−3,75} = −3,75− [−3,75] = −3,75 + 4 = 0,25.

4

Означення 4.10.
Функцiя Ойлера ϕ(n) визначена для всiх натуральних значень n i рiвна
кiлькостi натуральних чисел, якi взаємно простi з n i не перевищують його.

Задача 4.15.

ϕ(1) = 1, ϕ(2) = 1, ϕ(3) = 2, ϕ(4) = 2, ϕ(5) = 4, ϕ(6) = 2.

Властивостi функцiї Ойлера

1. Нехай p— просте число, тодi

ϕ(p) = p− 1.

2. Нехай p— просте число, k > 1 — деяке натуральне, тодi

ϕ(pk) = pk − pk−1.
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3. Якщо a = pk11 · p
k2
2 · · · pknn — канонiчне розвинення числа на простi

множники. Значення функцiї Ойлераϕ(a) обчислюють за допомогою
однiєї iз формул

ϕ(a) =

(
1−

1

p1

)(
1−

1

p2

)
· · ·
(

1−
1

pn

)
,

ϕ(a) =
(
pk1 − pk1−1

)(
pk2 − pk2−1

)
· · ·
(
pkn − pkn−1

)
.

Приклад 4.5.
Оскiльки 17— просте число, то ϕ(17) = 16.

Задача 4.16.
Обчислити значення функцiї Ойлера чисел 64, 81.

Розв’язання. Згiдно iз другою властивiстю функцiї Ойлера маємо

ϕ(64) = ϕ(26) = 26 − 25 = 64− 32 = 32.

Аналогiчно

ϕ(81) = ϕ(34) = 34 − 33 = 81− 27 = 54.

4

Задача 4.17.
Обчислити значення функцiї Ойлера числа 16200.

Розв’язання. Згiдно iз третьою властивiстю функцiї Ойлера маємо

ϕ(16200) = ϕ(23 · 34 · 52) = (23 − 22)(34 − 33)(52 − 5) =

= (8− 4)(81− 27)(25− 5) = 4 · 54 · 20 = 4320.

4

4.11 Питання, тести та вправи до роздiлу 4

4.11.1 Питання до роздiлу 4

1. Що розумiють пiд множиною цiлих чисел?

2. Якi операцiї над елементами множини цiлих чисел Z не виводять за
межi цiєї множини?
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3. Дайте означення дiльника на множинi Z.

4. Сформулюйте теорему про подiльнiсть з остачею цiлих чисел.

5. Дайте означення найбiльшого спiльного дiльника цiлих чисел.

6. Якi цiлi числа називаються взаємно простими?

7. Коли цiлi числа називаються попарно простими?

8. Сформулюйте алгоритм Евклiда вiдшукання найбiльшого спiльного
дiльника двох цiлих чисел.

9. Дайте означення найменшого спiльного кратного цiлих чисел.

10. Який вираз називається ланцюговим дробом?

11. Вкажiть скороченi позначення для ланцюгового дробу.

12. Що розумiють пiд пiдхiдним дробом ланцюгового дробу.

13. Дайте означення частинних чисельникiв та знаменникiв, а також вiль-
ного члена ланцюгового дробу.

14. Який ланцюговий дрiб називають правильним ланцюговим дробом?
Який короткий запис використовується?

15. Що розумiють пiд канонiчним чисельником та канонiчним знамен-
ником ланцюгового дробу?

16. Запишiть формули Воллiса.

17. Сформулюйте "детермiнантну формулу" для правильного ланцюго-
вого дробу.

18. Вкажiть властивостi для послiдовностей пiдхiдних дробiв парного i
непарного порядкiв правильного ланцюгового дробу.

19. Сформулюйте "принцип вилки"для правильного ланцюгового дробу.

20. Який взаємозв’язок мiж евклiдовим алгоритмом знаходження най-
бiльшого спiльного дiльника двох чисел та розвиненням рацiональ-
ного дробу у правильний ланцюговий дрiб?

21. Якi числа називають простими, а якi складеними?
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22. Якими властивостями володiють простi числа.

23. В чому полягає "решето Ератосфена"?

24. Дайте означення прайморiала простого числа.

25. Сформулюйте основну теорему арифметики.

26. Якi наслiдки випливають з основної теореми арифметики.

27. Вкажiть формулу для пiдрахунку кiлькостi дiльникiв числа.

28. За допомогою якої формули можна пiдрахувати суму всiх дiльникiв
числа?

29. Сформулюйте теорему про канонiчне розвинення чисел.

30. Дайте означення функцiї цiлої частини числа.

31. Як визначається функцiя дробової частини числа.

32. Сформулюйте означення функцiї Ойлера.

33. Якi властивостi має функцiя Ойлера у випадку простого числа.

4.11.2 Тести до роздiлу 4

Вказати правильну вiдповiдь на кожен тест.

1. Сума, рiзниця та добуток двох цiлих чисел буде цiлим числом:
(A) завжди; (B) нiколи; (C) деколи.

2. Результатом дiлення цiлого числа на цiле число буде цiле число:
(A) завжди; (B) нiколи; (C) деколи.

3. Три цiлi числа мають спiльний дiльник:
(A) завжди; (B) нiколи; (C) деколи.

4. Якщо d1 — найбiльший спiльний дiльник чисел a1 та a2 i d2 iнший їх
спiльний дiльник, то
(A) d2 дiлиться на d1; (B) d1 дiлиться на d2; (C) d2=d1.
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5. Нехай a = bq + r. Тодi
(A) НСД(a, b)=НСД(a, r);
(B) НСД(a, b)=НСД(b, r);
(C) НСД(a, b)=НСД(q, r) .

6. Нехайm— додатне цiле число. Тодi
(A) НСД(ma,mb)=m·НСД(a,mb);
(B) НСД(ma,mb)=m· НСД(ma, b);
(C) НСД(ma,mb)=m·НСД(a, rb.

7. Найбiльший спiльний дiльник чисел a та b згiдно iз евклiдовим алго-
ритмом:
(A) остання остача rn;
(B) передостання вiдмiнна вiд нуля остача rn−1;
(C) довiльна, вiдмiнна вiд нуля остача.

8. Якщо c1 — найменше спiльне кратне чисел a та b, а c2 — iнше спiльне
кратне цих чисел. Тодi:
(A) c1 6 c2; (B) c2 > c2; (C) c1 = c2.

9. Нехай [a0; a1, a2, · · · ] — правильний ланцюговий дрiб. Тодi
(A) a0 ∈ Z; (B) a0 ∈ R; (C) a0 ∈ C.

10. Нехай [a0; a1, a2, · · · ] — правильний ланцюговий дрiб. Тодi:
(A) a2 ∈ Z; (B) a2 ∈ N; (C) a2 ∈ R.

11. Нехай [a0; a1, a2, · · · ] — правильний ланцюговий дрiб, {pi/qi}— по-
слiдовнiсть пiдхiдних дробiв. Тодi
(A) p1 = a0 · a1 + 1; (B) p1 = a0 + 1; (C) p1 = a0.

12. Нехай [a0; a1, a2, · · · ] — правильний ланцюговий дрiб, {pi/qi}— по-
слiдовнiсть пiдхiдних дробiв. Тодi
(A) q2 = a1 · a2 + 1; (B) q2 = a2 + 1; (C) q2 = a1.

13. Нехай [a0; a1, a2, · · · ] — правильний ланцюговий дрiб, {pi/qi}— по-
слiдовнiсть пiдхiдних дробiв. Тодi має мiсце формула:
(A) q5 = a5 · q4 + q3; (B) p5 = a5 · q4 + p3; (C) q5 = a5 · p4.
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14. Нехай [a0; a1, a2, · · · ] — правильний ланцюговий дрiб, {pi/qi}— по-
слiдовнiсть пiдхiдних дробiв. Детермiнантна формула має вигляд:
(A) pkpk−1 − qkqk−1 = (−1)k−1;
(B) pkqk−1 − pk−1qk = (−1)k−1;
(C) pkqk − pk−1qk−1 = (−1)k−1.

15. Нехай [a0; a1, a2, · · · ] — правильний ланцюговий дрiб, {pi/qi}— по-
слiдовнiсть пiдхiдних дробiв. Пiдхiднi дроби:
(A) мають спiльнi дiльники; (B) нескоротнi; (C) скоротнi завжди.

16. Нехай [a0; a1, a2, · · · ] — правильний ланцюговий дрiб, {pi/qi}— по-
слiдовнiсть пiдхiдних дробiв. Вiрним буде спiввiдношення:
(A) p2k

q2k
= p2k−1

q2k−1
; (B) p2k

q2k
> p2k−1

q2k−1
; (C) p2k

q2k
< p2k−1

q2k−1
.

17. Нехай f = [a0; a1, · · · ] — правильний ланцюговий дрiб, {pi/qi}—
послiдовнiсть пiдхiдних дробiв. Вiрним буде спiввiдношення:
(A) p2k

q2k
< f < p2k−1

q2k−1
; (B) p2k

q2k
> f > p2k−1

q2k−1
; (C) p2k

q2k
= f = p2k−1

q2k−1
.

18. Просте число має:
(A) два дiльника; (B) жодного дiльника; (C) лише один дiльник.

19. Найбiльший простий дiльник дiльник m, який вiдмiнний вiд 1, до-
вiльного складеного числа n задовольняє нерiвнiсть:
(A)m =

√
n; (B)m >

√
n; (C) 1 < m 6

√
n.

20. Простих чисел:
(A) безлiч; (B) скiнчене велике число; (C) всi числа складенi.

21. Метод вiдшукання простих чисел, якi не перевищуютьn, називається:
(A) Ситом Евклiда; (B) Решетом Ератосфена; (C) Сiткою Пiфагора.

22. Нехай p# — прайморiал простого числа p. Вiрним буде твердження:
(A) p# < p; (B) p# = p; (C) p# > p.

23. Якщо p# — прайморiал простого числа p, тодi p# + 1 буде число
(A) завжди просте;
(B) завжди складене;
(C) або просте, або складене.



84 Ю. Мисло, М. Пагiря, В. Рiзак

24. Нехай m = pk11 · p
k2
2 · · · · pknn ,m > 1 — канонiчне розвинення числа

на простi множники. Числа k1, k2, . . . , kn можуть бути:

(A) натуральнi; (B) цiлi; (C) дiйснi.

25. Нехайm = pk11 · p
k2
2 · · · · pknn ,m > 1,— канонiчне розвинення числа

на простi множники. Числа p1, p2, . . . , pn можуть бути:

(A) однаковi; (B) рiзнi; (C) довiльнi.

26. Нехайm1 = 24 · 35 · 56 im2 = 25 · 34 · 53. Тодi:

(A)m1 дiлиться наm2;

(B)m1 не дiлиться наm2;

(C)m1 = m2;

27. Нехайm = 36 · 52 · 74. Числоm:

(A) куб деякого числа;

(B) квадрат деякого числа;

(C) деяке число у 5 степенi.

28. Нехай m = pk11 · p
k2
2 · · · · pknn ,m > 1 — канонiчне розвинення числа

на простi множники. Кiлькiсть дiльникiв числаm рiвна:

(A) τ (m) = k1 · k2 · . . . · kn;

(B) τ (m) = k1 + k2 + · · ·+ kn;

(C) τ (m) = (k1 + 1) · (k2 + 1) · . . . · (kn + 1).

29. Функцiя [x] визначає:

(A) цiлу частину числа; (B) дробову частину числа; (C) знак числа.

30. Функцiя {x} задає:

(A) цiлу частину числа; (B) дробову частину числа; (C) знак числа.

31. Значення функцiї Ойлера ϕ(11) рiвне:

(A) 9; (B) 10; (C) 11.
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4.11.3 Вправи до роздiлу 4

Вправа 4.1.
Знайти найбiльший спiльний дiльник таких двох чисел 1989792 i 608580.

Вправа 4.2.
Знайти найбiльший спiльний дiльник таких чисел 2465680 i 623672.

Вправа 4.3.
Перевiрити чи числа 45747 та 20387 будуть взаємно простими.

Вправа 4.4.
Перевiрити чи числа 71148 та 8325 будуть взаємно простими.

Вправа 4.5.
Знати найбiльший спiльний дiльник (НСД) та найменше спiльне кратне
(НСК) таких двох чисел 701688 та 1117758.

Вправа 4.6.
Знати найбiльший спiльний дiльник (НСД) та найменше спiльне кратне
(НСК) чисел 456987 та 96877719.

Вправа 4.7.
Число

ϕ =

√
5− 1

2

називається золотим перерiзом. Отримати розвинення (зображення) чи-
слаϕ у правильний ланцюговий дрiб та знайти наближене значення з точнi-
стю до шостого знаку пiсля десяткової коми.

Вказiвка до розв’язання. Скористатися тотожнiстю
√

5− 1

2
= 1 +

1

1 +

√
5− 1

2

.

Вправа 4.8.
Отримати розвинення (зображення) числа

√
3 у правильний ланцюговий дрiб

та обчислити наближене значення числа з точнiстю до шостого знака пiсля
десяткової коми.
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Вказiвка до розв’язання. Обґрунтувати та скористатися тотожнiстю

√
3 = 1 +

1

1 +
1

1 +
√

3

.

Вправа 4.9.
Розвинути рацiональний дрiб 8220

2533
у правильний ланцюговий дрiб.

Вправа 4.10.
Розвинути рацiональний дрiб 3632

3033
у правильний ланцюговий дрiб.

Вправа 4.11.
Знайти розв’язок рiвняння першого степеня з двома невiдомими

38x+ 117y = 209.

Вправа 4.12.
Знайти розв’язок рiвняння першого степеня з двома невiдомими

122x+ 129y = 2.

Вправа 4.13.
Використовуючи алгоритм решета Ератосфена, знайти простi числа вiд 2
до 300.

Вправа 4.14.
Обчислити прайморiал чисел 31, 37, 47.

Вправа 4.15.
З’ясувати чи число 17# + 1 буде простим числом.

Вправа 4.16.
Обчислити прайморiал числа числа 23 та з’ясувати, чи число 23# + 1 буде
простим числом.

Вправа 4.17.
Знайти канонiчне розвинення числа 379456 на простi множники.

Вправа 4.18.
Знайти канонiчне розвинення числа 29712375 на простi множники.

Вправа 4.19.
Показати, що число 83006 дiлиться на число 539.
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Вправа 4.20.
Показати, що число 343343 дiлиться на число 637.

Вправа 4.21.
Знайти кiлькiсть дiльникiв та їх суму числа 705551.

Вправа 4.22.
Знайти кiлькiсть дiльникiв та їх суму числа 7626125.

Вправа 4.23.
Обчислитинайбiльший спiльний дiльник (НСД)та найменше спiльне кратне
(НСК) чисел a = 429975 та b = 647360.

Вправа 4.24.
Обчислитинайбiльший спiльний дiльник (НСД)та найменше спiльне кратне
(НСК) чисел a = 714420 та b = 1028160.

Вправа 4.25.
Визначити цiлу та дробову частину числа 3,82 та числа−4,23.

Вправа 4.26.
Обчислити значення функцiї Ойлера чисел 24, 29, 30, 31.

Вправа 4.27.
Обчислити значення функцiї Ойлера чисел 125, 128, 243.

Вправа 4.28.
Обчислити значення функцiї Ойлера чисел 21168, 496125.



Роздiл 5

Основи модульної арифметики

Модульна арифметика — це система арифметики цiлих чисел, в якiй
числа "обертаються навколо" деякого значення, що називається модулем.

Ще один пiдхiд до модульної арифметики пов’язаний з остачами вiд
дiлення цiлих чисел на певне задане натуральне число i розглядаються
класи еквiвалентностi ([1, 5, 10, 25, 18]).

5.1 Вiдношення порiвняння

Нехайm > 1 — цiле додатне число, яке назвемо модулем.

Означення 5.1.
Два числа a та b називаються порiвнянними за модулем m, якщо їх
рiзниця a− b дiлиться без остачi на числоm.

Таке спiввiдношення мiж числами a та b називається порiвнянням
чисел та записують

a ≡ b mod m.

В такому записi про число a кажуть, що це — лишок числа b за моду-
лем m. Запис a mod m означає лишок числа a, який рiвний деякому
цiлому числу вiд 0 доm− 1. Операцiяa mod mназивається зведенням
числа a за модулемm.

Властивостi вiдношення порiвняння

• рефлексивнiсть: a ≡ a mod m для будь–якого числаm;

• симетричнiсть: якщо a ≡ b mod m, то b ≡ a mod m;

88
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• транзитивнiсть: якщо a ≡ b mod m та c ≡ b mod m, то
a ≡ c mod m;

• якщоa ≡ b mod m ik— довiльне цiле число, то ka ≡ kb mod m;

• якщо ka ≡ kb mod m, а k im взаємно простi числа, то
a ≡ b mod m;

• якщо a ≡ b mod m i k— довiльне натуральне число, то
ka ≡ kb mod km;

• Якщо a ≡ b mod m та c ≡ d mod m, тодi
a± c ≡ b± d mod m;

• Будь–який доданок лiвої та правої частин порiвняння можна перено-
сити з протилежним знаком в iншу частину, тобто:
1) якщо a ≡ b+ c mod m, то a− b ≡ c mod m,
a− c ≡ b mod m;
2) якщо a+ b ≡ c mod m, то a ≡ c− b mod m;

• Якщо a ≡ b mod m, то an ≡ bn mod m для будь–якого цiлого
n > 0;

• Якщо a ≡ b mod m i

f(x) = cnx
n + cn−1x

n−1 + · · ·+ c1x+ c0

довiльний багаточлен iз цiлими коефiцiєнтами, то

f(a) ≡ f(b) mod m.

Задача 5.1.
Чи будуть порiвнянними за модулем 29 такi числа
−56,−43,−27,−14, 2, 60, 89, 102, 160.

Розв’язання. Перевiряємо, чи дiлиться без остачi рiзниця двох чисел
a− b на число 29. Вiзьмемо число−56. Тодi

(−43 + 56)/29 = 13/29; (−27 + 56)/29 = 1;

(−14 + 56)/29 = 42/29; (2 + 56)/29 = 2;

(60 + 56)/29 = 4; (89 + 56)/29 = 5;
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(102 + 56)/29 = 158/29; (160 + 56)/29 = 216/29.

Отже, число −56 порiвнянне за модулем 29 з числами −27, 2, 60, 89.
В силу транзитивностi вiдношення порiвняння маємо, що всi числа iз
множиниA = {−56,−27, 2, 60, 89} попарно порiвняннi за модулем 29.

Беремо число−43 i порiвняємо його iз числами, що не належать мно-
жинiA .

(−14 + 43)/29 = 1; (102 + 43)/29 = 5; (160 + 43)/29 = 7.

Маємо, що число −43 порiвнянне з числами −14, 102, 160 по моду-
лю 29. Знову, в силу властивостi транзитивностi вiдношення порiвняння,
числа iз множиниB = {−43,−14, 102, 160} попарно порiвняннi по мо-
дулю 29.

4

Задача 5.2.
Звести числа за модулем:

a) 123 mod 47; b)−23 mod 17;

Розв’язання. a) Оскiльки 123 = 2 · 47 + 29, то 123 ≡ 29 mod 47.
b) Аналогiчно−23 ≡ 34− 23 ≡ 11 mod 17.

4

Задача 5.3.
Довести, що для довiльного натурального n число

a = 37n+2 + 16n+1 + 23n

дiлиться на 7.

Розв’язання. Нам потрiбно показати, що остача вiд дiлення числа a на
7 рiвна 0. Виконаємо зведення по модулю 7. Маємо:

37 ≡ 2 mod 7, 16 ≡ 2 mod 7, 23 ≡ 2 mod 7.

Тодi
37n+2 ≡ 2n+2 mod 7,

16n+1 ≡ 2n+1 mod 7,

23n ≡ 22 mod 7.

Використаємо властивiсть вiдношення порiвняння. Маємо

37n+2 + 16n+1 + 23n ≡ 2n+2 + 2n+1 + 2n mod 7,
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37n+2 + 16n+1 + 23n ≡ 2n(4 + 2 + 1) mod 7,

37n+2 + 16n+1 + 23n ≡ 2n · 7 mod 7 ≡ 0 mod 7,

Отже,
37n+2 + 16n+1 + 23n

дiлиться на 7 для довiльного натурального n.
4

5.2 Адитивний ланцюг

Обчислення за модулем досить часто використовується в криптографiї,
оскiльки його зручно реалiзовувати на комп’ютерi i скорочується дiапазон
промiжних значень i результатiв. У процесi обчислень вiдбувається замiна
будь–яких промiжних результатiв на iншi числа, якi порiвняльнi з ним за
модулем. Проiлюструємо це на прикладах.

Приклад 5.1.
Потрiбно обчислити a16 mod m. Але ми не будемо виконувати 15 мно-
жень та одне зведення великого числа за модулем

a16 mod m = a · a · · · a︸ ︷︷ ︸
15 раз

mod m,

а використаємо так званий адитивний ланцюг. При використаннi ади-
тивного ланцюга потрiбно буде виконати 4 множення i стiльки ж зведень за
модулем. При цьому, промiжнi результати не будуть такими об’ємними:

a16 mod m = (((a2 mod m)2 mod m)2 mod m)2 mod m.

Задача 5.4.
Довести, що

3105 + 4105

дiлиться на 181.

Розв’язання. Для обчислення значення кожного iз доданкiв утворимо
адитивний ланцюг по модулую 181.

3105 = 33·5·7 ≡ ((37 mod 181)5 mod 181)3 mod 181 ≡
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≡ ((2187 mod 181)5 mod 181)3 mod 181 ≡
≡ ((15)5 mod 181)3 mod 181 ≡
≡ (759375 mod 181)3 mod 181 ≡

≡ (80)3 mod 181 = 512000 mod 181 ≡ 132 mod 181 .

4105 = (4)3·5·7 ≡ ((47 mod 181)5 mod 181)3 mod 181 ≡
≡ ((16384 mod 181)5 mod 181)3 mod 181 ≡

≡ (945 mod 181)3 mod 181 ≡
≡ (7339040224 mod 181)3 mod 181 ≡

≡ 1013 mod 181 ≡ 1030301 mod 181 ≡ 49 mod 181 .

Таким чином
(3105 + 4105) mod 181 ≡ 132 mod 181 + 49 mod 181 =

= 181 mod 181 ≡ 0 mod 181 .

Отже довели, що 3105 + 4105 дiлиться на 105.
4

5.3 Клас лишкiв Zm за модулемm

Вiдношення еквiвалентностi розбиває числову множину, на якiй воно
визначено, на класи еквiвалентностi. Всi числа, що належать одному
класу, мають однакову, спiльну остачу r при дiленнi наm. Довiльне число
iз цього класу називається лишком за модулемm. Класи еквiвалентностi
(класи лишкiв) позначають

0̄, 1̄, 2̄, . . . , m− 1.

Клас лишкiв за модулем m, що мiстить число a позначається ā. Вiн є
множиною чисел вигляду

a+ km, k ∈ Z,
число a називають представником цього класу:

0̄ = {. . . ,−2m,−m, 0,m, 2m, . . . },
1̄ = {. . . ,−2m+ 1,−m+ 1, 1,m+ 1, 2m+ 1, . . . },
... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

m− 1 = {. . . ,−m− 1,−1,m− 1, 2m− 1, 3m− 1, . . . },
Iз означення класу лишкiв випливає, що всiм числам класу вiдповiдає одна
i та ж остача a.
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Властивостi класiв лишкiв за даним модулем

1. Усi лишки одного i того ж класу порiвняннi одним з одним за модулем
m, а лишки рiзних класiв — нi.

2. Кожен клас лишкiв мiстить нескiнченну множину чисел.
Кожне цiле число можна порiвняти за модулем m тiльки з одним iз
чисел 0, 1, 2, . . . ,m− 1.

Приклад 5.2.
За модулем 5 можна назвати 5 наступних класiв:

0̄ = {. . . ,−10,−5, 0, 5, 10, . . . },
1̄ = {. . . ,−9,−4, 1, 6, 11, . . . },
2̄ = {. . . ,−8,−3, 2, 7, 12, . . . },
3̄ = {. . . ,−7,−2, 3, 8, 13, . . . },
4̄ = {. . . ,−6,−1, 4, 9, 14, . . . }.

3. Якщо два класи мають принаймнi одне спiльне число, то вони збiга-
ються.

4. Усi лишки одного класу ā за модулемmмають iз числомm однаковий
найбiльший спiльний дiльник.

Задача 5.5.
Визначити до якого класу лишкiв за модулем 17 належать числа

{23, 38, 49,−3,−10,−24}.

Розв’язання. Оскiльки

23 = 17 + 6 ≡ 6 mod 17,

то число 23 належить класу 6̄. Далi маємо, що

38 = 2 · 17 + 4 ≡ 4 mod 17.

Тодi число 38 належить класу 4̄. Аналогiчно

49 = 2 · 17 + 15 ≡ 15 mod 17.

Число 49 належить класу 15. Так як

−3 = −17 + 14 ≡ 14 mod 17,
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то число (−3) належить класу 14. Iз порiвняння

−10 = −17 + 7 ≡ 7 mod 17,

то число (−10) належить класу 7̄. Насамкiнець

−24 = −2 · 17 + 10 ≡ 10 mod 17,

то число (−24) належить класу 10.
4

Нехайm ∈ N — деяке натуральне число. ЧерезZm позначимо множину
чисел

Zm = {0, 1, 2, . . . ,m− 1},

яка є повною системою найменших невiд’ємних лишкiв за модулем m i
утворює множину класiв лишкiв за модулем 0̄, 1̄, 2̄, . . . ,m− 1.

На множинi Zm вводять двi операцiї, якi називають додаванням та
множенням класiв лишкiв за модулем i позначають ,,+” та ,, ·”. Для
вказаних операцiй покладемо

ā+ b̄ = a+ b, якщо a+ b < m;

ā+ b̄ = a+ b−m, якщо a+ b > m;
ā · b̄ = r, де a · b = mq + r, 0 6 r < m.

За означенням, сумою i добутком класiв ā та b̄ будуть класи чисел, якi
мiстять числа a+ b та a · b.

Клас лишкiв −a називається протилежним класу ā. На множинi Zm
маємо:−a = m− a.

Додавання та множення класiв лишкiв зручно задавати за допомогою
таблиць Кейлi.

Приклад 5.3.
Визначимо таблицi Кейлi операцiй додавання та множення класiв лишкiв
0̄, 1̄, 2̄, 3̄, 4̄ за модулем 5 (таблицi на стор. 95).

Приклад 5.4.
Визначимо таблицi Кейлi операцiй додавання та множення класiв лишкiв
0̄, 1̄, 2̄, 3̄, 4̄, 5̄ за модулем 6.

На вiдмiну вiд попереднього випадку число 6 є складеним, а тому таблицi
Кейлi мають вигляд (див. стор. 95). В серединi таблицi Кейлi множення класiв
лишкiв з’явилися нулi.
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Таблицi Келi задачi 5.3

+ 0̄ 1̄ 2̄ 3̄ 4̄

0̄ 0̄ 1̄ 2̄ 3̄ 4̄

1̄ 1̄ 2̄ 3̄ 4̄ 0̄

2̄ 2̄ 3̄ 4̄ 0̄ 1̄

3̄ 3̄ 4̄ 0̄ 1̄ 2̄

4̄ 4̄ 0̄ 1̄ 2̄ 3̄

· 0̄ 1̄ 2̄ 3̄ 4̄

0̄ 0̄ 0̄ 0̄ 0̄ 0̄

1̄ 0̄ 1̄ 2̄ 3̄ 4̄

2̄ 0̄ 2̄ 4̄ 1̄ 3̄

3̄ 0̄ 3̄ 1̄ 4̄ 2̄

4̄ 0̄ 4̄ 3̄ 2̄ 1̄

Таблицi Келi задачi 5.4

+ 0̄ 1̄ 2̄ 3̄ 4̄ 5̄

0̄ 0̄ 1̄ 2̄ 3̄ 4̄ 5̄

1̄ 1̄ 2̄ 3̄ 4̄ 5̄ 0̄

2̄ 2̄ 3̄ 4̄ 5̄ 0̄ 1̄

3̄ 3̄ 4̄ 5̄ 0̄ 1̄ 2̄

4̄ 4̄ 5̄ 0̄ 1̄ 2̄ 3̄

5̄ 5̄ 0̄ 1̄ 2̄ 3̄ 4̄

· 0̄ 1̄ 2̄ 3̄ 4̄ 5̄

0̄ 0̄ 0̄ 0̄ 0̄ 0̄ 0̄

1̄ 0̄ 1̄ 2̄ 3̄ 4̄ 5̄

2̄ 0̄ 2̄ 4̄ 0̄ 2̄ 4̄

3̄ 0̄ 3̄ 0̄ 3̄ 0̄ 3̄

4̄ 0̄ 4̄ 2̄ 0̄ 4̄ 2̄

5̄ 0̄ 5̄ 4̄ 3̄ 2̄ 1̄

Множина класiв лишкiв Zm за модулем m, що складається рiвно iз m
елементiв, вiдносно операцiй додавання та множення є скiнчене комута-
тивне кiльцем класiв лишкiв за модулемm з одиницею.

Означення 5.2.
Елемент кiльця Zm, який позначається a−1 називається оберненим до
елемента a у кiльцi Zm, а саме число a називається оборотним, якщо
виконується рiвнiсть

a · a−1 ≡ 1 mod m, або 1 ≡ a · a−1 mod m.

У кiльцi лишкiв за модулемm можуть бути дiльники нуля тодi i тiльки
тодi, коли m— складене число. Кiльце лишкiв за простим модулем не
мiстить дiльникiв нуля. В цьому можна пересвiдчитися, якщо звернутися
до наведених вище прикладiв.
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Означення 5.3.
Множина елементiв вZm, для яких у цьому кiльцi iснують оберненi елементи
вiдносно множення, утворюють мультиплiкативну групу Z∗m.

Теорема 8 (Про будову групи Z∗m).
Елементами групиZ∗m будуть тiльки взаємно простi за модулемm елемен-
ти a кiльця Zm.

Теорема 9 (Ойлера).
Для будь–якого модуля m i будь–якого a > 1, яке взаємно просте з числом
m, вiрним є порiвняння

aϕ(m) ≡ 1 mod m.

Теорема 10 (Ферма).
Для будь–якого простого p i будь–якого a > 1, яке не дiлиться на p, вiрним є
порiвняння

ap−1 ≡ 1 mod m.

Теорема Ферма є частинним випадком теореми Ойлера, бо якщо p—
просте число, то ϕ(p) = p− 1.

5.4 Вiдшукання оберненого елемента за модулем

Iдея розширеного евклiдового алгоритму, який запропонований вiдо-
мим американським вченим Дональдом Кнутом, полягає в тому, щоб на
кожному кроцi алгоритму вiдшукання НСД(a, b) подати залишок rj у
виглядi комбiнацiї дiленого a i дiльника b, тобто

a = bq1 + r1, r1 = ax1 + by1,
b = r1q2 + r2, r2 = ax2 + by2,
r1 = r2q3 + r3, r3 = ax3 + by3,
... ...
rj−1 = rjqj+1 + rj+1, rj+1 = axj+1 + byj+1,
... ...
rn−3 = rn−2qn−1 + rn−1, rn−1 = axn−1 + byn−1,

rn−2 = rn−1qn, rn = 0.

Числа xj та yj визначаються за рекурентними формулами

xj = xj−2 − qjxj−1, yj = yj−2 − qjyj−1, j = 1, 2, . . . , n, (5.1)
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при початкових значеннях x−1 = 1, y−1 = 0, x0 = 0, y0 = 1.

Задача 5.6.
За допомогою розширеного евклiдового алгоритму, знайти d=НСД(a, b) та
числа α i β у спiввiдношеннi αa+ βb = d, якщо a = 168156, b = 38925.

Розв’язання. Скористаємося формулами (5.1).

168156=4 · 38925 + 12456, x1=1− 4 · 0=1, y1=0− 4 · 1=−4,
38925=3 · 12456 + 1557, x2=0− 3 · 1=−3, y2=1 + 3 · 4=13,
12456=8 · 1557 + 0.

Отримали

α = −3, β = 13, −3 · 168156 + 13 · 38925 = 1557,

d=НСД(168156, 38925)=1557.
4

Коли числа m та a взаємно простi, то НСД(m,a) = 1. Згiдно iз роз-
ширеним евклiдовим алгоритмом для a та m знайдуться такi числа α, β,
що α ·m+ β · a = 1, а це в Z∗m еквiвалентно тотожностi

β · a ≡ 1 mod m, тобто β = a−1.

Задача 5.7.
За розширеним евклiдовим алгоритмом, знайти елемент, який обернений до
елемента 173 у кiльцi лишкiв Z∗659.

Розв’язання. За допомогою розширеного евклiдового алгоритму зна-
йдемо НСД(659, 173) та числа α, β:

659 = 173 · 3 + 140, x1 = 1− 0 = 1, y1 = 0− 3 = −3;
173 = 140 · 1 + 33, x2 = 0− 1 = −1, y2 = 1 + 3 = 4;
140 = 33 · 4 + 8, x3 = 1 + 4 = 5, y3 = −3− 16 = −19;
33 = 8 · 4 + 1, x4 = −1− 20 = −21, y4 = 4 + 76 = 80;
8 = 8 · 1 + 0.

Отже, НСД(659, 173) = 1, (−21) · 659 + 80 · 173 = 1, β = 80

80 · 173 ≡ 1 mod 659⇒ 173−1 mod 659 = 80 mod 659.

4
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Згiдно iз теоремою Ойлера для будь–якого модуляm i будь–якого числа
a > 1, яке взаємно просте з числомm, справедливе порiвняння

aϕ(m) ≡ 1 mod m,

а звiдки
a−1 ≡ aϕ(m)−1 mod m.

Задача 5.8.
За допомогою теореми Ойлера знайти обернений елемент до елемента 7 у
кiльцi лишкiв Z∗13.

Розв’язання. Оскiльки модуль 13 — просте число, то

ϕ(13) = 13− 1 = 12, звiдки 7−1 mod 13 ≡ 711 mod 13 =

≡ 711 mod 13 = 1977326743 mod 13 =

= 152102057 · 13 + 2 mod 13 = 2 mod 13.

Отже,
7−1 mod 13 ≡ 2 mod 13.

4

5.5 Питання, тести та вправи до роздiлу 5

5.5.1 Питання до роздiлу 5

1. Коли два числа a та b порiвняннi за модулемm?

2. Дайте означення операцiї зведення числа за модулем.

3. Сформулюйте властивостi рефлексивностi, симетричностi та транзи-
тивностi вiдношення порiвняння.

4. Коли можна скорочувати на спiльний множник у порiвняннях за мо-
дулем?

5. Сформулюйте умови, при виконаннi яких можна домножувати всi
частини вiдношення порiвняння.

6. Як здiйснюється додавання чи вiднiмання вiдношення порiвняння?

7. Вкажiть правила перенесення доданкiв з рiзних частин порiвняння.
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8. Сформулюйте метод пiднесення до цiлого степеня частин порiвняння.

9. Дайте означення класiв лишкiв.

10. Як визначаються операцiї додавання та множення класiв лишкiв за
модулем?

11. Який клас лишкiв називається протилежним i як вiн визначається?

12. Дайте означення оберненого елемента в кiльцi Zm.

13. Коли кiльце лишкiв за модулем не мiстить дiльникiв нуля?

14. З чого складається мультиплiкативна група Z∗m?

15. Сформулюйте теорему Ойлера для модуляm.

16. Сформулюйте теорему Ферма для простого числа p.

5.5.2 Тести до роздiлу 5

Вказати правильну вiдповiдь на кожен тест.

1. Чи буде число 10 порiвняним iз числом 7 за модулем 3

(A) так; (B) нi; (C) не завжди.

2. Якщо a ≡ b mod m, то b ≡ a mod m виконується:
(A) завжди; (B) нiколи; (C) якщоm просте.

3. Якщо a ≡ b mod m i a ≡ c mod m. Тодi порiвняння
c ≡ b mod m має мiсце колиm:
(A) парне; (B) просте; (C) довiльне.

4. Якщо ka ≡ kb mod m. Порiвняння a ≡ b mod m вiрне, якщо:
(A)m— просте число;
(B) k— довiльне число;
(C) k таm— взаємно простi числа.

5. Якщо a ≡ b mod m i k деяке натуральне число. Яке порiвняння
вiрне:
(A) ka ≡ kb mod m;
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(B) ka ≡ b mod km;
(C) ka ≡ kb mod km.

6. Нехай a ≡ b mod m i c ≡ d mod m. Буде виконуватися порiвня-
ння a± c ≡ b± d mod m, якщо
(A)m— просте число;
(B) a та c i b та d— взаємно простi;
(C) для довiльних a, b, c, d.

7. Якщо a ≡ b mod m. Порiвняння an ≡ bn mod m виконується,
коли n:
(A) n > 0; (B) n ∈ Z; (C) n— просте.

8. Два числа a та b належать одному класу еквiвалентностi за модулем
m. Тодi остача вiд дiлення цих чисел наm буде:
(A) кратнаm; (B) рiзна; (C) однакова.

9. Клас лишкiв ā за модулемm мiстить:
(A)m елементiв; (B) 2m елементiв; (C) нескiнчену кiлькiсть.

10. Число c належить двом класам лишкiв ā та b̄. Яке твердження вiрне:
(A) класи лишкiв перетинаються;
(B) класи лишкiв збiгаються;
(C) класи лишкiв не мають iнших спiльних елементiв.

11. Множина класiв лишкiв Zm вiдносно операцiй додавання та множе-
ння буде:
(A) комутативне кiльце без одиницi; (B) не комутативне кiльце;
(C) комутативне кiльце з одиницею.

12. Елемент a−1 кiльця Zm називається оберненим, якщо
(A) a · a−1 = 1; (B) a+ a−1 = 0; (C) a · a−1 ≡ 1 mod m.

13. Серед елементiв групи Z∗m будуть лише:
(A) не нульовi елементи кiльця Zm;
(B) взаємно простi елементи кiльця Zm;
(C) не нульовi елементи кiльця Zm.
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5.5.3 Вправи до роздiлу 5

Вправа 5.1.
Якi числа множини

A = {−68,−34,−31,−29, 8, 40, 43, 45, 80, 82, 114, 119, 154}

будуть порiвнянними за модулем 37.

Вправа 5.2.
Звести числа за модулем.

1) 23 mod 17; 2) 64 mod 31; 3)−23 mod 13; 4)−3 mod 7;
5)−67 mod 19.

Вправа 5.3.
Знайти остачу вiд дiлення числа 975 − 95 на 7.

Вправа 5.4.
Переконатися, що вiрним є порiвняння

830 ≡ 34 mod 55.

Вправа 5.5.
Знайти залишок вiд дiлення

(96746 + 28)15

на число 39.

Вправа 5.6.
Визначити до якого класу лишкiв за модулем 19 належать числа

{21, 38, 44,−2,−8,−14}.

Вправа 5.7.
Перевiрити чи належать числа

{25,−2, 48,−21, 33,−13}

до одного класу лишкiв за модулем 23.

Вправа 5.8.
Побудувати таблицi Кейлi додавання та множення класiв лишкiв

0̄, 1̄, 2̄, 3̄, 4̄, 5̄, 6̄

за модулем 7.
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Вправа 5.9.
Побудувати таблицi Кейлi додавання та множення класiв лишкiв

0̄, 1̄, 2̄, 3̄, 4̄, 5̄, 6̄, 7̄

за модулем 8.

Вправа 5.10.
За допомогою розширеного евклiдова алгоритму знайти d=НСД(a, b) та
числа α, β у рiвностi α · a+ β · b = d, коли

a = 116675, b = 90468.

Вправа 5.11.
Використовуючи розширений евклiдiв алгоритм знайти d=НСД(a, b) та
числа α, β у рiвностi α · a+ β · b = d, коли

a = 827793, b = 275094.

Вправа 5.12.
За розширеним евклiдовим алгоритмом знайти елемент, що обернений до
елемента 233 у кiльцi лишкiв Z∗719.

Вправа 5.13.
Використовуючи розширений евклiдiв алгоритм знайти у кiльцi лишкiвZ∗761
обернений елемент до 443.

Вправа 5.14.
За допомогою теореми Ойлера знайти обернений елемент до елемента 9 у
кiльцi лишкiв Z∗11.

Вправа 5.15.
За допомогою теореми Ойлера знайти до елемента 12 у кiльцi лишкiв Z∗17
обернений елемент.



Роздiл 6

Многочлени

У математицi многочлен вiд однiєї чи багатьох змiнних — це вираз,
що складається з невiдомих змiнних i коефiцiєнтiв, який включає лише
операцiї додавання, вiднiмання, множення та цiлi додатнi степенi змiнних.

Множина многочленiв, коефiцiєнти яких належать кiльцю цiлих, ра-
цiональних або дiйсних чисел, вiдносно операцiї додавання та множення
володiють тими ж властивостями, що i множина цiлих чисел Z вiдносно
операцiй додавання та множення цiлих чисел ([12, 11]).

6.1 Операцiї над многочленами

Означення 6.1.
Многочленом (багаточленом, полiномом) степеня n вiдносно змiнної x
називається вираз

fn(x) = a0x
n + a1x

n−1 + · · ·+ an−1x+ an =
n∑
i=0

aix
n−i, (6.1)

де ai(0 6 i 6 n)— коефiцiєнти многочлена, a0 6= 0— старший коефiцiєнт,
an — вiльний член.

Вiдносно коефiцiєнтiв многочлена припускають, що вони належать де-
якому кiльцю K або полю F. Наприклад полю дiйсних R, рацiональних Q
або комплексних C чисел. Тодi кажуть, що многочлен заданий над полем
або над кiльцем.

Деколи многочлен записують не тiльки за спадними степенями x, а
також степенями зростання:

fn(x) = b0 + b1x+ · · ·+ bn−1x
n−1 + bnx

n =
n∑
i=0

bix
i. (6.2)

103
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Зауваження 6.1.
Многочлен (6.1) (або (6.2)) називається нормованим (зведеним), якщо кое-
фiцiєнт при старшому степенi рiвний 1, тобто коли a0 = 1 (або bn = 1).

Задача 6.1.
Знайти нормований (зведений) многочлен для многочлена

f5(x) = 3x5 + 6x4 − 9x3 + 7x2 − 2x− 1.

Розв’язання. Роздiливши всi коефiцiєнти многочлена f5(x) на стар-
ший коефiцiєнт, будемо мати

p5(x) = x5 + 2x4 − 3x3 +
7

3
x2 −

2

3
x−

1

3
.

Многочлен p5(x) буде нормованим (зведеним) многочленом, який вiдпо-
вiдний многочлену f5(x).

4
Всяке число, яке вiдмiнне вiд нуля буде многочленом нульової сте-

пенi f0(x) = a0, a0 6= 0. Число 0 також належить до многочленiв, але
оскiльки степiнь його не визначена, то його називають нульовим много-
членом.

Многочлен першого степеня f1(x) = a0x+ a1 називається лiнiйним,
другого степеня f2(x) = a0x

2 + a1x+ a2 — квадратним, третього сте-
пеня f3(x) = a0x

3 + a1x
2 + a2x+ a3 — кубiчним.

Зауваження 6.2.
Вигляд многочлена (6.2) називають канонiчним. Якщо многочлен не мi-
стить якогось степеня x, то у канонiчному записi коефiцiєнт при такому
степенi x ставлять рiвним 0.

Приклад 6.1.
Многочлен

f6(x) = x6 − 3x3 + 5x2 + 1

записують у канонiчному виглядi як

f6(x) = x6 + 0x5 + 0x4 − 3x3 + 5x2 + 0x+ 1.

Коефiцiєнти многочлена, який записаний в канонiчному виглядi, рiвнi

a0 = 1, a1 = 0, a2 = 0, a3 = −3, a4 = 5, a5 = 0, a6 = 1.
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Задача 6.2.
Записати канонiчний вигляд многочлена

f7(x) = 2x7 + 6x4 + x.

Розв’язання. В записi многочлена f7(x) вiдсутнi коефiцiєнти при сте-
пеняхx6, x5, x3, x2, x0.Вважаючи, що коефiцiєнти при цих степенях рiвнi
0, тодi многочлен може бути записаний в наступному канонiчному вигля-
дi

f7(x) = 2x7 + 0x6 + 0x5 + 6x4 + 0x3 + 0x2 + 1x1 + 0x0.

4

Означення 6.2.
Два многочлени

fn(x) = a0x
n + a1x

n−1 + a2x
n−2 + · · ·+ an−1x+ an

та

ϕm(x) = b0x
m + b1x

m−1 + b2x
m−2 + · · ·+ bm−1x+ bm

називаються рiвними, якщо n = m та ai = bi, i = 0, 1, . . . , n. Рiвнiсть
многочленiв записують так fn(x) = ϕn(x).

Протилежним для многочлена

fn(x) = a0x
n + a1x

n−1 + a2x
n−2 + · · ·+ an−1x+ an

буде многочлен

−fn(x) = −a0x
n − a1x

n−1 − a2x
n−2 − · · · − an−1x− an.

Нехай маємо многочлени

fn(x) = a0x
n + a1x

n−1 + a2x
n−2 + · · ·+ an−1x+ an,

ϕm(x) = b0x
m + b1x

m−1 + b2x
m−2 + · · ·+ bm−1x+ bm,

gk(x) = c0x
k + c1x

k−1 + c2x
k−2 + · · ·+ ck−1x+ ck.

Означення 6.3.
Сумою многочленiв fn(x) та ϕm(x) називається многочлен

gk(x) = fn(x) + ϕm(x) = c0x
k + c1x

k−1 + · · ·+ ck−1x+ ck,
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де k = max(n,m),

ci =


ai + bi, для i 6 min(n,m);

ai, для min(n,m) < i 6 n, якщо n > m;

bi, для min(n,m) < i 6 m, якщо n < m.

Означення 6.4.
Рiзницею двох многочленiв fn(x)− ϕm(x) називається такий многочлен
gk(x), що fn(x) = ϕm(x) + gk(x).

Означення 6.5.
Добутком многочленiв fn(x) та ϕm(x) називається многочлен

gm+n(x) = (a0x
n + a1x

n−1 + a2x
n−2 + · · ·+ an−1x+ an)×

×(b0x
m + b1x

m−1 + b2x
m−2 + · · ·+ bm−1x+ bm)

степеня n+m вигляду

gm+n(x) = a0b0x
n+m + (a0b1 + a1b0)x

n+m−1+

+(a0b2 + a1b1 + a2b0)x
n+m−2 + · · ·+ (a0bk + a1bk−1+

+ · · ·+ akb0)x
n+m−k + · · ·+ (anbm−1 + an−1bm)x+ anbm.

Зауваження 6.3.
Множина многочленiв над кiльцем K з введеними вище операцiями додава-
ння та множення утворює кiльце, яке називається кiльцем многочленiв
над K i позначається K[x]. Роль нульового елемента цього кiльця вiдiграє
нульовий многочлен. Деякi властивостi кiльцяK переймає кiльцеK[x]. На-
приклад,K[x]— комутативне кiльце з одиницею лише при умовi, що кiльце
K , над яким визначений многочлен, саме комутативне з одиницею, або ж
кiльце многочленiвK[x] не має дiльникiв нуля, коли їх не мiстить кiльцеK .

Задача 6.3.
Знайти суму, рiзницю та добуток многочленiв

f3(x) = 3x3 − 4x2 + 6x, g4(x) = −2x4 + 5x3 + 2x2 − 8.

Розв’язання. Знаходимо суму

f3(x) + g4(x) = (3x3 − 4x2 + 6x) + (−2x4 + 5x3 + 2x2 − 8) =

= (0− 2)x4 + (3 + 5)x3 + (−4 + 2)x2 + (6 + 0)x+ (0− 8) =
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= −2x4 + 8x3 − 2x2 + 6x− 8.

Рiзницею многочленiв буде многочлен

f3(x)− g4(x) = (3x3 − 4x2 + 6x)− (−2x4 + 5x3 + 2x2 − 8) =

= (0 + 2)x4 + (3− 5)x3 + (−4− 2)x2 + (6− 0)x+ (0 + 8) =

= 2x4 − 2x3 − 6x2 + 6x+ 8.

Пiдрахуємо добуток

f3(x)× g4(x) = (3x3 − 4x2 + 6x)× (−2x4 + 5x3 + 2x2 − 8) =

= (−6)x7 + (15 + 8)x6 + (6− 20− 12)x5 + (−8 + 30)x4+

+(−24 + 12)x3 + (32)x2 + (−48)x+ (0) =

= −6x7 + 23x6 − 26x5 + 22x4 − 12x3 + 32x2 − 48x.

4

6.2 Дiлення многочленiв

Означення 6.6.
Часткою вiд дiлення многочлена fn(x) на многочлен ϕm(x) називається
многочлен gn−m(x) (при умовi, що вiн iснує), який при його множенi на мно-
гочлен ϕm(x) дає многочлен fn(x), тобто

gn−m(x) =
fn(x)

ϕm(x)
, якщо gn−m(x)ϕm(x) = fn(x).

У цьому випадку говорять, що многочлен fn(x) дiлиться на многочлен
ϕm(x) без остачi, а множники ϕm(x) та gn−m(x) називаються дiльни-
ками многочлена fn(x).

Якщо многочлен fn(x) не дiлиться нацiло на многочлен ϕm(x), то
вводять операцiю дiлення многочленiв з остачею.

Для будь–яких многочленiв fn(x) та ϕm(x) iснують i визначаються
єдиним способом многочлени qn−m(x) та rk(x), для яких

fn(x) = qn−m(x)ϕm(x) + rk(x), де k < m. (6.3)
Многочлен qn−m(x) називаєтьсячасткою, а многочлен rk(x) — остачею
вiд дiлення многочлена fn(x) на ϕm(x).
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Властивостi дiлення многочленiв

1. Якщо многочленfn(x) дiлиться нацiло на многочленϕm(x), а много-
членϕm(x) дiлиться нацiло на многочлен gk(x), то многочлен fn(x)
дiлиться нацiло на многочлен gk(x).

2. Якщо многочлени fn(x) iϕm(x) дiляться нацiло на многочлен gk(x),
то fn(x)± ϕm(x) буде дiлитися нацiло на gk(x), а добуток много-
членiв fn(x)ϕm(x) — на многочлен g2k(x).

3. Якщо многочлен fn(x) дiлиться нацiло на многочлен ϕm(x), то до-
буток многочлена fn(x) на будь–який многочлен gk(x) також буде
дiлитися нацiло на многочлен ϕm(x).

4. Якщо добуток ϕm(x)gk(x) дiлиться нацiло на двочлен x− α, то
принаймнi один iз многочленiв ϕm(x) чи gk(x) дiлиться нацiло на
x− α 6= 0.

На практицi многочлен дiлять на многочлен або методом "дiлення
кутом", або метод невизначених коефiцiєнтiв. Проiлюструємо кожен iз
них на прикладах.

Задача 6.4.
Роздiлити f5(x) = 2x5 − 3x4 + 5x3 + x2 + 3x+ 28 на
многочлен ϕ3(x) = 2x3 + 3x2 + 6x+ 7.

Розв’язання.

2x5−3x4+5x3+ x2+ 3x+28 2x3 + 3x2 + 6x+ 7
−2x5+3x4+6x3+ 7x2 x2 − 3x+ 4

−6x4− x3− 6x2+ 3x−−6x4−9x3−18x2−21x
8x3+12x2+24x+28−
8x3+12x2+24x+28

0

4

Задача 6.5.
За допомогою методу "дiлення кутом" роздiлити з остачею многочлен

f6(x) = x6 − x5 + x4 + 3x3 + x− 8
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на многочлен
g3(x) = x3 + 2x2 + 3x+ 4.

Розв’язання. Аналогiчно виконуємо дiї.

x6− x5+ x4+3x3+ 0x2+ x−8 x3 + 2x2 + 3x+ 4
−x6+2x5+3x4+4x3 x3 − 3x2 + 4x
−3x5−2x4− x3+ 0x2
−
−3x5−6x4−9x3−12x2

4x4+8x3+12x2+ x−
4x4+8x3+12x2+16x

−15x−8

Отримали частку
q3(x) = x3 − 3x2 + 4x

i остачу
r1(x) = −15x− 8.

Має мiсце рiвнiсть

x6 − x5 + x4 + 3x2 + x− 8 =

= (x3 + 2x2 + 3x+ 4)(x3 − 3x2 + 4x)− 15x− 8.

4

Задача 6.6.
За допомогою методу "невизначених коефiцiєнтiв" роздiлити з остачею
многочлен

f5(x) = x5 + 4x3 − 5x2 + x− 7

на многочлен
g3(x) = x3 − 6x2 + 8x− 4.

Розв’язання. Згiдно iз (6.3) маємо, що

f5(x) = q2(x)g3(x) + r2(x),

де коефiцiєнти многочленiв q2(x), r2(x) потрiбно знайти. Маємо

x5 + 4x3 − 5x2 + x− 7 = (Ax2 +Bx+ C)(x3 − 6x2 + 8x− 4)+

+Dx2 + Ex+ F .
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У правiй частинi зведемо коефiцiєнти при однакових степенях x. Отри-
муємо

x5 + 0x4 + 4x3 − 5x2 + x− 7 = Ax5 + (−6A+B)x4+

+(8A− 6B + C)x3 + (−4A+ 8B − 6C +D)x2+

+(−4B + 8C + E)x+ (−4C + F ).

Прирiвнюємо коефiцiєнти при однакових степенях x в лiвiй та правiй
частинах рiвностi.

x5 1 = A A = 1
x4 0 = −6A+B B = 6
x3 4 = 8A− 6B + C C = 32
x2 −5 = −4A+ 8B − 6C +D D = 143
x 1 = −4B + 8C + E E = −231
x0 −7 = −4C + F F = 121

Отримали, що частка вiд дiлення q2(x) = x2 + 6x+ 32 i остача вiд
дiлення r2(x) = 143x2 − 231x+ 121.

4
Схема Горнера є наслiдком методу невизначених коефiцiєнтiв i ви-

користовується при дiленнi многочлена fn(x) на двочлен x− c, де c—
стала. Згiдно iз формулою (6.3), якщо

fn(x) = a0x
n + a1x

n−1 + a2x
n−2 + · · ·+ an−1x

1 + an,

то
fn(x) = qn−1(x)(x− c) + r,

де

qn−1(x) = b0x
n−1 + b1x

n−2 + · · ·+ bn−2x+ bn−1, r = const.

Коефiцiєнти b0, b1, . . . , bn−1 та стала r визначаються за формулами:

b0 = a0; bk = ak + cbk−1; k = 1, 2, . . . , n− 1; r = an + cbn−1.

Процес дiлення за схемою Горнера записують у виглядi таблицi.
a0 a1 . . . an−1 an

c b0=a0 b1=a1+cb0 . . . bn−1=an−1+cbn−2 r=an+cbn−1

У верхньому рядку таблицi мiстяться коефiцiєнти многочлена fn(x),
який записаний у канонiчному виглядi за степенями x, а у нижньому —
коефiцiєнти многочлена частки qn−1(x) та остача r.
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Задача 6.7.
За допомогою схеми Горнера знайтичасткута остачу вiд дiленнямногочлена

f5(x) = 2x5 + 3x3 − 2x+ 6

на двочлен x+ 3.

Розв’язання. Запишемо многочлен f5(x) у канонiчному виглядi

f5(x) = 2x5 + 0x4 + 3x3 + 0x2 − 2x+ 6,

i застосуємо схему Горнера при c = −3

c = −3

ai 2 0 3 0 -2 6
bi, r 2 -6 21 -63 187 -555

Отримали частку q4(x) = 2x4 − 6x3 + 21x2 − 63x+ 187 i остачу вiд
дiлення r = −555.

4

6.3 Евклiдiв алгоритм знаходження найбiльшого
спiльного дiльника двох многочленiв

Означення 6.7.
Многочленgk(x)називається спiльнимдiльником двохмногочленiвfn(x),
ϕm(x), якщо вiн є дiльником кожного iз них.

Усi многочлени нульового степеня будуть спiльними дiльниками будь–
яких двох многочленiв fn(x) i ϕm(x). Якщо цi два многочлени не мають
iнших спiльних дiльникiв, то вони називаються взаємно простими.

Означення 6.8.
Спiльний дiльник двох многочленiв називається найбiльшим спiльним
дiльником (НСД), якщо вiн дiлиться на будь–який iнший спiльний дiльник
цих многочленiв.

НСД многочленiв fn(x) та ϕm(x) визначається з точнiстю до сталого
множника, який вiдмiнний вiд нуля, i позначається d(fn(x);ϕm(x)) або
НСД(fn(x);ϕm(x)).
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Властивостi найбiльшого спiльного дiльника многочленiв

1. Множина всiх дiльникiв НСД многочленiв fn(x) таϕm(x) збiгається
iз множиною всiх спiльних дiльникiв цих многочленiв.

2. Якщо d(x) = НСД(fn(x);ϕm(x)), то найбiльшими спiльними дiль-
никами многочленiв також будуть усi многочлени виду Cd(x), де
C = const.

3. Якщо многочлени fn(x) та ϕm(x) мають рацiональнi або дiйснi кое-
фiцiєнти, то їхНСД буде многочленом iз рацiональними або дiйсними
коефiцiєнтами.

4. НСД(fn(x);ϕm(x);ψk(x))=НСД(НСД(fn(x);ϕm(x));ψk(x)).

5. Якщо d(x) = НСД(fn(x);ϕm(x)), то знайдуться такi єдинi много-
члени up(x) та vq(x), що

fn(x)up(x) + ϕm(x)vq(x) = d(x),

де p < m, q < n.

НСД двох многочленiв можна знайти за евклiдовим алгоритмом,
який базується лише на операцiї дiлення многочленiв з остачею.

Задача 6.8.
За евклiдовим алгоритмом знайти НСД многочленiв

f4(x) = x4 − 2x3 − 4x2 + 4x− 3, ϕ3(x) = 2x3 − 5x2 − 4x+ 3.

Зауваження 6.4.
НСД визначається iз точнiстю до сталого множника, вiдмiнного вiд нуля.
Тому в процесi застосування евклiдового алгоритму, щоб спростити обчи-
слення, многочлени та промiжнi результати при дiленнi будемо домножати
на "зручнi" коефiцiєнти. Такi випадки будемо помiчати подвiйною рискою.

Розв’язання. Подiлимо многочлен 2 · f4(x) на ϕ3(x):

2x4−4x3−8x2+ 8x− 6 2x3 − 5x2 − 4x+ 3
2x4−5x3−4x2+ 3x x‖+ 1

x3−4x2+ 5x− 6
2x3−8x2+10x−12
2x3−5x2− 4x+ 3
−3x2+14x−15
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Подiлимо многочлен ϕ3(x) на остачу−3x2 + 14x− 15:

2x3− 5x2− 4x+ 3 −3x2 + 14x− 15

6x3−15x2− 12x+ 9 −2x‖ − 13
6x3−28x2+ 30x

13x2− 42x+ 9

39x2−126x+ 27
39x2−182x+195

56x−168

x− 3

Тепер подiлимо многочлен 3x2 − 14x+ 15 на x− 3:

3x2− 14x+15 x− 3
3x2− 9x 3x− 5

−5x+15
−5x+15

0

Отже, найбiльший спiльний дiльник многочленiв

f4(x) = x4 − 2x3 − 4x2 + 4x− 3 та ϕ3(x) = 2x3 − 5x2 − 4x+ 3

буде x− 3, тобто НСД(f4(x);ϕ3(x)) = x− 3.

4

Задача 6.9.
За евклiдовим алгоритмом знайти НСД наступних многочленiв

f5(x) = x5 − 5x2 + x− 3, ϕ3(x) = x3 − x− 6.

Розв’язання. Знайдемо неповну частку q(1)2 (x) та остачу r(1)2 (x) при
дiленнi f5(x) на ϕ3(x) за допомогою методу невизначених коефiцiєнтiв.

Нехай

q
(1)
2 (x) = Ax2 +Bx+ C i r

(1)
2 (x) = Dx2 + Ex+ F.

Тодi

x5 − 5x2 + x− 3=(Ax2+Bx+C)(x3−x−6)+Dx2+Ex+F .

x5 − 5x2 + x− 3=Ax5 +Bx4 + (−A+ C)x3+
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+(−6A−B +D)x2 + (−6B − C + E)x+ (−6C + F ).

Прирiвняємо коефiцiєнти при однакових степенях

x5 1 = A A = 1
x4 0 = B B = 0
x3 0 = −A+ C C = 1
x2 −5 = −6A−B +D D = 1
x1 1 = −6B − C + E E = 2
x0 −3 = −6C + F F = 3

Отримали:

q
(1)
2 (x) = x2 + 1, r

(1)
2 (x) = x2 + 2x+ 3. r

(1)
2 (x) 6≡ 0.

Роздiлимо ϕ3(x) на r(1)2 (x). Маємо:

x3 − x− 6 = (Ax+B)(x2 + 2x+ 3) + Cx+D.

Або

x3 − x− 6 = Ax3 + (2A+B)x2 + (3A+ 2B + C)x+ 3B +D.

Тодi
x3 1 = A A = 1
x2 0 = 2A+B B = −2
x1 −1 = 3A+ 2B + C C = 0
x0 −6 = 3B +D D = 0

Отже, r(2)1 (x) ≡ 0. Тодi отримуємо НСД(f5(x);ϕ3(x))=x2 + 2x+ 3.
4

6.4 Коренi многочленiв. Звiднiсть многочленiв над по-
лем

Означення 6.9.
Значенням многочлена

fn(x) = a0x
n + a1x

n−1 + · · ·+ an−1x+ an

при x = c називається число, яке дорiвнює

fn(c) = a0c
n + a1c

n−1 + · · ·+ an−1c+ an.
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Задача 6.10.
Знайти значення многочлена

f5(x) = x5 + 4x4 + 3x3 + 2x2 + x+ 5

для x = −2, x = −1, x = 0, x = 1, x = 2.

Розв’язання. Коли пiдставити замiсть x значення−2, то отримаємо

f5(−2) = −32 + 64− 24 + 8− 2 + 5 = 19.

Аналогiчним чином

f5(−1) = −1 + 4− 3 + 2− 1 + 5 = 6, f5(0) = 5,

f(1) = 1 + 4 + 3 + 2 + 1 + 5 = 16,

f(2) = 32 + 64 + 24 + 8 + 2 + 5 = 135.

4

Означення 6.10.
Коренем (нулем) многочлена fn(x) називається число c, при якому чи-
слове значення многочлена рiвне нулю, fn(c) = 0.

Задача 6.11.
Перевiрити, чи будуть коренями многочлена

f4(x) = x4 − 4x3 − x2 + 16x− 12

числа x1 = 0, x2 = −2, x3 = 1.

Розв’язання. Пiдставимо замiсть x значення 0,−2, 1 i знаходимо зна-
чення.

f4(0) = −12, f4(−2) = 16 + 32− 4− 32− 12 = 0,

f4(1) = 1− 4− 1 + 16− 12 = 0.

Отримали, що числа −2 та −1 є коренями (нулями) многочлена f4(x), а
число 0 — не є коренем (нулем).

4

Теорема 11 (Безу).
Остача вiд дiлення многочлена fn(x) на лiнiйний многочлен x− c дорiвнює
значенню fn(c).
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Наслiдок 6.1.
Число cтодi iтiлькитодi корiньмногочленаfn(x), якщомногочлен дiлиться
нацiло на лiнiйний двочлен x− c.

Задача 6.12.
Обчислити остачу вiд дiлення многочлена

f6(x) = 2x6 + 7x4 + 5x3 − 4x+ 10

на двочлен x+ 2.

Розв’язання. Згiдно iз теоремою Безу остача вiд дiлення буде рiвна
значенню f6(−2). Маємо

f6(−2) = 2(−2)6 + 7(−2)4 + 5(−2)3 − 4(−2) + 10 = 218.

4

Означення 6.11.
Якщо многочлен fn(x) дiлиться на (x− c)k, де k ∈ N i не дiлиться на
(x− c)k+1, то число k називається кратнiстю кореня c. Однократний
корiнь многочлена (k = 1) називається простим коренем.

Приклад 6.2.
Нехай задано многочлен

f8(x) = (x− 2)2(x+ 1)3(x− 3)(x2 + 1).

Число 2 буде коренем кратностi 2, число (−1) буде коренем кратностi 3 i
число 1 буде простим коренем многочлена.

Задача 6.13.
Довести, що многочлен

f5(x) = x5 − 7x4 + 12x3 + 27x− 81

має корiнь x = 3 та визначити його кратнiсть.

Розв’язання. Використаємо схему Горнера дiлення многочлена на дво-
член. Дiлення будемо проводити до того часу, поки остача вiд дiлення не
стане вiдмiнною вiд нуля.

c = 3

ai 1 -7 12 0 27 -81
bi, r 1 -4 0 0 27 0
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Остача вiд дiлення рiвна 0. Отже,x = 3 — корiнь многочлена i має мiсце
рiвнiсть

f5(x) = (x− 3)(x4 − 4x3 + 27).

Дiлимо x4 − 4x3 + 27 на x− 3 за схемою Горнера.

c = 3

ai 1 -4 0 0 27
bi, r 1 -1 -3 9 0

Остача вiд дiлення рiвна 0, а тодi

f5(x) = (x− 3)2(x3 − x2 − 3x+ 9).

Повторно роздiлимо x3 − x2 − 3x+ 9 на x− 3.

c = 3

ai 1 -1 -3 -9
bi, r 1 2 3 0

Оскiльки остача знову рiвна 0, то

f5(x) = (x− 3)3(x2 + 2x+ 3).

В результатi дiлення x2 + 2x+ 3 на x− 3 за схемою Горнера, отримуємо

c = 3

ai 1 2 3
bi, r 1 5 18

Маємо остачу вiдмiнну вiд нуля. Таким чином доведено, що x = 3 —
корiнь кратностi 3 многочлена f5(x) = x5 − 7x4 + 12x3 + 27x− 81.

4

Теорема 12 (основна теорема алгебри).
Будь–який многочлен

fn(x) = a0x
n + a1x

n−1 + · · ·+ an−1x+ an

степеня n > 1 має у полi C принаймнi один корiнь.

Наслiдок 6.2.
Будь–який многочлен fn(x) степеня n з дiйсними чи комплексними коефiцi-
єнтами має у полi комплексних чисел C рiвно n коренiв, якщо кожен корiнь
рахувати стiльки разiв яка його кратнiсть.
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Iз основної теореми алгебри та теореми Безу випливає, що для много-
члена fn(x) має мiсце розвинення на множники:

fn(x) = a0(x− α1)
k1(x− α2)

k2 · · · (x− αm)km,

k1 + k2 + · · ·+ km = n.

Вiдомо, що будь–яке натуральне число можна розвинути у добуток
простих чисел. При розвиненнi многочлена на множники роль простих
чисел вiдiграють так званi незвiднi многочлени.

Означення 6.12.
Кажуть, що многочлен степеня n є незвiдним многочленом над деяким
полем F , якщо вiн не дiлиться на жоден многочлен степеня k, 0 < k < n,
коефiцiєнти належать цьому полю.

Незвiдний многочлен неможливо подати як добуток iнших многочле-
нiв над цим полем, степенi яких меншi за n. У протилежному випадку
многочлен буде звiдним.

Зауваження 6.5.
Багаточлени нульового степеня i сам нульовий многочлен не належать нi до
незвiдних, нi до звiдних многочленiв.

Зауваження 6.6.
Властивiсть звiдностi чи незвiдностi многочлена над деяким полем F зале-
жить вiд властивостi самого поля.

Приклад 6.3.
Наведемо приклади:

1. Над полем комплексних чисел C незвiдними є тiльки многочлени
першого степеня x− c, де x, c ∈ C.

2. Над полем дiйсних чисел R незвiдними будуть многочлени першо-
го степеня виду x− c та многочлени 2–го степеня x2 + px+ q, де
p2 − 4q < 0, x, p, q, c ∈ R.

З урахуванням кратностi дiйсних та комплексних коренiв, для много-
члена fn(x) з дiйсними коефiцiєнтами має мiсце розвинення на лiнiйнi
та квадратнi множники:

fn(x) = a0(x− α1)
k1(x− α2)

k2 · · · (x− αm)km×
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×(x2 + p1x+ q1)
l1(x2 + p2x+ q2)

l2 · · · (x2 + psx+ qs)
ls,

де k1 + k2 + · · ·+ km + 2l1 + 2l2 + · · ·+ 2ls = n, ki, lj ∈ N.

6.5 Питання, тести, вправи до роздiлу 6

6.5.1 Питання до роздiлу 6

1. Дайте означення многочлена n–го степеня змiнної x.

2. Який коефiцiєнт многочлена n–го степеня називається старшим, а
який вiльним членом?

3. Коли многочлен називається нормованим?

4. Що таке многочлен нульового степеня?

5. Що розумiють пiд нульовим многочленом?

6. Який вигляд многочлена називають канонiчним?

7. Коли два многочлени називають рiвними?

8. Дайте означення протилежного многочлена.

9. Сформулюйте правило додавання двох многочленiв.

10. Як отримується добуток многочленiв?

11. Якi властивостi успадковує кiльце многочленiвK[x] вiд кiльця коефi-
цiєнтiвK?

12. Що таке частка вiд дiлення двох многочленiв та остача?

13. Сформулюйте основнi властивостi операцiї дiлення многочленiв.

14. Якi два многочлени називаються взаємно простими?

15. Дайте означення найбiльшого спiльного дiльника двох многочленiв.

16. Перерахуйте властивостi найбiльшого спiльного дiльника многочле-
нiв.

17. Вкажiть основнi елементи алгоритму Евклiда вiдшукання найбiльшо-
го спiльного дiльника двох многочленiв.



120 Ю. Мисло, М. Пагiря, В. Рiзак

18. Що потрiбно розумiти пiд значенням многочлена в точцi?

19. Дайте означення кореня (нуля) многочлена.

20. Сформулюйте теорему Безу.

21. Яке число називається кратнiстю кореня?

22. У якому випадку корiнь буде простим коренем?

23. Сформулюйте основну теорему алгебри та наслiдок iз теореми.

24. Що означає розвинути многочлен на множники?

6.5.2 Тести до роздiлу 6

Вкажiть правильну вiдповiдь на кожний тест.
1. Вираз 2x+ 3x3 − 4 є многочлен степеня:

(A) 2; (B) 3; (C) 4.

2. Старший коефiцiєнт многочлена 4x2 + 7x3 − x4 + 6x− 5 рiвний:
(A) 4; (B) 7; (C)−1.

3. Задано многочлен f4(x) = 3x4 + 9x2 + 12. Многочлен запишеться
в канонiчному виглядi:
(A) f4(x) = x4 + 3x2 + 4;
(B) f4(x) = 12 + 9x2 + 3x4;
(C) f4(x) = 3x4 + 0x3 + 9x2 + 0x+ 12.

4. Задано многочлен f3(x) = 2x3 + 8x2 + 16. Вiдповiдний нормова-
ний многочлен запишеться у виглядi:
(A) f3(x) = x3 + 2x2 + 4;
(B) f3(x) = 16 + 8x2 + 2x3;
(C) f3(x) = 2x3 + 8x2 + 0x+ 16.

5. Сумою многочленiвf3(x) = x3 + 3x− 4 таg2(x) = −3x2 + 5 буде
многочлен:
(A) h3(x) = −2x3 + 8x− 4;
(B) h2(x) = −2x2 + 1;
(C) h3(x) = x3 − 3x2 + 3x+ 1.
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6. Заданi многочлени f4(x) = x4 + 2x2 + 1 та g3(x) = x3 + 2x2 + 2.
Рiзниця f4(x)− g3(x) рiвна:
(A) h4(x) = x4 + x3 + 4x2 + 3;
(B) h4(x) = x4 − x3 − 1;
(C) h4(x) = x4 + x3.

7. Добуток многочлена f3(x) = x3 + x2 + x+ 1 на g2(x) = x2 − 1
рiвний:
(A) h5(x) = x5 + x4 − x− 1;
(B) h4(x) = x4 + x3 + x− 1;
(C) h5(x) = x5 − x2 − 1.

8. Нехай многочлен fn(x) дiлиться нацiло на многочлен ϕm(x), а мно-
гочлен ϕm(x) дiлиться нацiло на многочлен gk(x). Тодi многочлен
fn(x) дiлиться на многочлен gk(x):
(A) з остачею; (B) з надлишком; (C) нацiло.

9. Нехай многочлениfn(x) iϕm(x) дiляться нацiло на многочленgk(x).
Тодi на многочлен g2n(x) дiлиться нацiло многочлен:
(A) fn(x) + gk(x); (B) fn(x)× gk(x); (C) fn(x)/gk(x).

10. Нехай многочлен fn(x) дiлиться нацiло на многочлен ϕm(x). Тодi
многочлен fn(x) · gk(x), де gk(x) — довiльний многочлен, дiлиться
на многочлен ϕm(x):
(A) нацiло; (B) з остачею; (C) з надлишком.

11. Нехай d(x) = НСД(fn(x);ϕm(x)) i h(x) деякий спiльний дiльник
многочленiв fn(x) та ϕm(x)). Тодi
(A) Многочлен h(x) дiлить d(x);
(B) Многочлен h(x) не належить множинi дiльникiв d(x);
(C) Многочлен h(x) може належати множинi дiльникiв d(x), а може
i не належати.

12. Нехай d(x) = НСД(fn(x);ϕm(x)). Тодi
(A) Cd(x) спiльний дiльник;
(B) Cd(x), спiльний дiльник, якщо C > 0;
(C) Cd(x), спiльний дiльник, якщо C < 0.
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13. Нехай d(x) = НСД(fn(x);ϕm(x);ψk(x)). Крiм того маємо, що
d1(x) = НСД(fn(x);ϕm(x)). Тодi
(A) d(x) = НСД(d1(x);ψk(x));
(B) d(x) = НСД(d1(x))× ψk(x);
(C) d(x) = НСД(d1(x) + ψk(x)).

14. Результат при дiленнi многочлена f6(x) = x6 − 8 на x4 + 2x2 + 4
рiвний:
(A) x− 2; (B) x2 + 2; (C) x2 − 2.

15. Многочлени x4 − 81 та x2 + 9 будуть:
(A) взаємно простими;
(B) мають спiльнi дiльники;
(C) мають спiльнi значення.

16. Нехай dk(x) =НСД(fn(x); gm(m)) двох многочленiв. Про много-
член dk(x) можна сказати:
(A) визначається однозначно;
(B) визначається iз точнiстю до сталого множника;
(C) не завжди визначається.

17. Нехай fn(x) = a0x
n + a1x

n−1 + · · ·+ an−1x+ an — многочлен.
Пiд значенням многочлена fn(c) розумiють:
(A) Довiльне число iз областi значень;
(B) Довiльне число iз областi визначення;
(C) Число, яке отримується, коли у многочлен пiдставили x = c.

18. Нехай fn(x) = a0x
n + a1x

n−1 + · · ·+ an−1x+ an — многочлен, а
c— нуль (корiнь) многочлена. Тодi
(A) c = an = 0 ; (B) c = 0; (C) fn(c) = 0.

19. Нехай fn(x) = a0x
n + a1x

n−1 + · · ·+ an−1x+ an — многочлен.
Згiдно iз теоремою Безу:
(A) fn(x) = (x− c)gn−1(x);
(B) fn(x) = Agn−1(x) + (x− c);
(C) fn(x) = gn−1(x)(x− c) + fn(c).
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20. Нехай fn(x) = a0x
n + a1x

n−1 + · · ·+ an−1x+ an — многочлен.
Число c корiнь многочлена fn(x). Тодi:
(A) fn(x) = (x− c)gn−1(x);
(B) fn(x) = Agn−1(x) + (x− c);
(C) fn(x) = gn−1(x)(x− c) + fn(c).

21. Нехай fn(x) = a0x
n + a1x

n−1 + · · ·+ an−1x+ an — многочлен.
Число c буде простим коренем многочлена fn(x), якщо:
(A) Число c— просте число;
(B) c корiнь кратностi 1;
(C) fn(x) = gn−1(x)(x− c) + fn(c).

22. Нехай fn(x) = (x− c)k+1(x2 + x+ 2). Число c буде коренем кра-
тностi:
(A) k; (B) k + 1; (C) k − 1.

23. Нехай многочлен задано у виглядi:

fn(x) = a0(x− α1)
k1(x− α2)

k2 · · · (x− αm)km.

Яке спiввiдношення буде вiрним:
(A) k1 + k2 + · · ·+ km > n;
(B) k1 + k2 + · · ·+ km < n;
(C) k1 + k2 + · · ·+ km = n .

6.5.3 Вправи до роздiлу 6

Вправа 6.1.
Знайти нормований (зведений) многочлен для многочлена

f6(x) = 2x6 + x5 − 4x4 − 6x3 + 3x2 + 4x− 5.

Вправа 6.2.
Знайти нормований (зведений) многочлен для многочлена

f7(x) = −4x7 + 2x6 − x5 + 3x4 − 5x3 − 8x2 + 12x− 8.



124 Ю. Мисло, М. Пагiря, В. Рiзак

Вправа 6.3.
Записати канонiчний вигляд многочлена

f8(x) = −3x8 + 4x5 − 3x2 + 5.

Вправа 6.4.
Записати канонiчний вигляд многочлена

f9(x) = x9 − 7x6 + 5x3 − 2x.

Вправа 6.5.
Знайти суму, рiзницю та добуток многочленiв

f5(x) = −2x5 − 3x3 + 4x2 − 8,

g4(x) = 3x4 + 4x3 − 5x2 + 6x− 7.

Вправа 6.6.
Знайти суму, рiзницю та добуток многочленiв

f6(x) = 3x6 − 4x5 + 5x4 − 4x3 + 3x2 − 2x+ 1,

g5(x) = −3x5 + 2x4 + 6x3 − 7x2 + 8x− 9.

Вправа 6.7.
Роздiлити без остачi многочлен

f6(x) = 3x6 + 5x5 − 16x4 + 2x3 + 27x2 − 28x+ 10

на многочлен
ϕ2(x) = 3x2 − 4x+ 2.

Вправа 6.8.
Роздiлити без остачi многочлен

f7(x) = −5x7 + 7x6 − 5x5 − 13x4 − 33x3 − 37x2 + 41x− 10

на многочлен
ϕ3(x) = 5x3 + 3x2 − 4x+ 1.

Вправа 6.9.
За допомогою методу "дiлення кутом" роздiлити многочлен

f7(x) = x7 + 6x5 − 3x3 + 4x2 + 9

на многочлен
g4(x) = x4 − 5x3 − 4x2 + 7x+ 3.
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Вправа 6.10.
За допомогою методу "дiлення кутом" роздiлити многочлен

f8(x) = −5x8 + 4x7 − 3x5 + 2x3 − 3x2 + 5x+ 9

на многочлен
g3(x) = 2x3 + 3x2 − 6x+ 5.

Вправа 6.11.
За допомогою методу "невизначених коефiцiєнтiв" роздiлити многочлен

f6(x) = x6 + 5x5 + 2x4 − 3x3 + 6x2 − 4x+ 9

на многочлен
g4(x) = x4 − 7x3 + 5x2 + 3x− 8.

Вправа 6.12.
За допомогою методу "невизначених коефiцiєнтiв" роздiлити многочлен

f7(x) = 2x7 − 5x6 + 4x5 − 3x4 + 7x3 − 2x2 + 5x+ 3

на многочлен
g4(x) = x4 + 3x3 − 4x2 + 6x+ 9.

Вправа 6.13.
За допомогою схеми Горнера знайтичасткута остачу вiд дiленнямногочлена
f6(x) = −3x6 + 2x5 − x4 + x2 − 7 на двочлен x− 2.

Вправа 6.14.
За допомогою схеми Горнера знайтичасткута остачу вiд дiленнямногочлена
f7(x) = 3x7 − 4x6 + 4x4 − 5x3 + 3x+ 8 на двочлен x− 2.

Вправа 6.15.
За допомогою евклiдового алгоритму знайти найбiльший спiльний дiльник
многочленiв

f6(x) = x6 + 3x5 + 3x4 + 8x3 − 4x2 + 3x− 14

та
ϕ4(x) = x4 + 3x3 + x2 + x− 6.

Вправа 6.16.
За евклiдовим алгоритмом знайти НСД многочленiв

f7(x) = x7 − 2x6 + 4x5 − 2x4 + 6x3 − 5x2 + 4x− 10
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та
ϕ4(x) = 5x4 − 2x3 + 4x2 + 3x− 7.

Вправа 6.17.
Знайти значення многочлена

f6(x) = x6 − 4x3 + 5x− 6

для x = −3, x = −2, x = 2, x = 3.

Вправа 6.18.
Знайти значення многочлена

f4(x) = x4 − 2x3 + 3x2 + 6x− 7

для x = −2
√

3, x = −1, x = 4, x = 5
√

2.

Вправа 6.19.
Перевiрити, чи будуть коренями (нулями) многочлена

f5(x) = x5 − x4 − 12x3 − x2 + x+ 12

числа x1 = −2, x2 = 1, x3 = 3.

Вправа 6.20.
Знайти остачу вiд дiлення многочлена

f7(x) = 3x7 − 4x5 + 2x3 − 6x− 12

на двочлен x− 3.

Вправа 6.21.
Знайти остачу вiд дiлення многочлена

f8(x) = 3x8 − 5x7 + x6 − 3x5 + 2x4 − 4x3 + 7x2 − 6x− 10

на двочлен x+ 2.

Вправа 6.22.
Вкажiть кратностi коренiв многочлена

f10(x) = (x+ a)5(x+ b)3(x− c)2.

Вправа 6.23.
Довести, що многочлен

f6(x) = x6 + 9x5 + 33x4 + 64x3 + 72x2 + 48x+ 16

має корiнь x = −2 та визначити його кратнiсть.
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Вправа 6.24.
Довести, що многочлен

f7(x) = x7 − 5x6 + 11x5 − 15x4 + 15x3 − 11x2 + 5x− 1

має корiнь x = 1 та визначити його кратнiсть.



Пiслямова

Основу навчального посiбника склали типовi задачi з тих роздiлiв суча-
сної математики, якi утворюють пiдґрунтя для рiзноманiтних криптогра-
фiчних алгоритмiв як зi секретним (симетричним) ключем, так зi вiдкри-
тим (асиметричним) ключем. Подiбнi задачi пропонуються студентам для
розв’язання на практичних (лабораторних) заняттях. Пiдбiр типiв задач
визначався теоретичним матерiалом, що вдається розглянути в наявнiй
кiлькостi годин. Значна кiлькiсть типiв задач залишилася за межами посi-
бника. В той же час, мета розглянути всi типи задач i не ставилася.
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