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Ïåðåäìîâà

Öå íàâ÷àëüíå âèäàííÿ ïðèçíà÷åíå äëÿ ñòóäåíòiâ ôàêóëüòåòó ìà-
òåìàòèêè òà öèôðîâèõ òåõíîëîãié äåðæàâíîãî âèùîãî íàâ÷àëüíîãî
çàêëàäó ¾Óæãîðîäñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò¿, ÿêi íàâ÷àþòüñÿ
çà îñâiòíiìè ïðîãðàìè, ùî âêëþ÷àþòü ó ñåáå, ÿê êîìïîíåíòó, íà-
â÷àëüíó äèñöèïëiíó ¾Ëiíiéíà àëãåáðà¿. Ëiíiéíà àëãåáðà ¹ âàæëèâèì
ðîçäiëîì ìàòåìàòèêè ó äå÷îìó äóæå ñõîæèì ç iíøèì ¨¨ ðîçäiëîì, à
ñàìå àíàëiòè÷íîþ ãåîìåòði¹þ. Òèì íå ìåíøå öå îêðåìèé ðîçäië ìà-
òåìàòèêè, â ÿêîìó ïðîïîíó¹òüñÿ êîíöåïöiÿ óçàãàëüíåííÿ, àíàëiçó iç
ñïiëüíèõ ïîçèöié ðiçíèõ çà ïðèðîäîþ îá'¹êòiâ. Òàêèé ìàòåìàòè÷íèé
àïàðàò, ùî öiëêîì ñôîðìóâàëàñÿ ó XX ñòîëiòòi, äàâ ìîæëèâiñòü îäåð-
æàòè ôóíäàìåíòàëüíi ðåçóëüòàòè ó ðiçíèõ ãàëóçÿõ íàóêè, çíàéøîâ
ïðàêòè÷íå çàñòîñóâàííÿ ó åëåêòðîííî îá÷èñëþâàëüíié òåõíiöi. ×å-
ðåç öå çíàííÿ åëåìåíòiâ ëiíiéíî¨ àëãåáðè íà ðiâíi îêðåìèõ ïîíÿòü
i àëãîðèòìiâ çóñòði÷àþòüñÿ ñåðåä êîìïåòåíòíîñòåé îñâiòíiõ ïðîãðàì
ðÿäó ñïåöiàëüíîñòåé. Ìåòà öüîãî íàâ÷àëüíîãî ïîñiáíèêà îçíàéîìèòè
ñòóäåíòà iç îñíîâàìè ëiíiéíî¨ àëãåáðè ó òié ëîãi÷íié ïîñëiäîâíîñòi
âèêëàäàííÿ ìàòåðiàëó, ÿê öå ðîáèëîñÿ ïðîòÿãîì êiëüêà äåñÿòèði÷
âèêëàäà÷àìè êàôåäðè àëãåáðè Óæãîðîäñüêîãî äåðæàâíîãî, à çãî-
äîì íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó. Òåîðåòè÷íèé ìàòåðiàë ç ïèòàíü, ÿêi
âèíîñÿòüñÿ íà ñåìåñòðîâèé åêçàìåí çãiäíî ðîáî÷î¨ íàâ÷àëüíî¨ ïðî-
ãðàìè íàâ÷àëüíî¨ äèñöèïëiíè ¾Ëiíiéíà àëãåáðà¿, ïîäàíî ïîâíiñòþ ç
äîâåäåííÿì i îá ðóíòóâàííÿì âiäïîâiäíèõ òåîðåì. Éîãî öiëêîì äî-
ñòàòíüî äëÿ óñïiøíîãî ñêëàäàííÿ åêçàìåíó iç äèñöèïëiíè. Ñòóäåíòó,
ùî ïðàãíå äîñÿãòè áiëüøîãî ó íàâ÷àííi, ðåêîìåíäó¹ìî îçíàéîìèòèñÿ
ç ïiäðó÷íèêàìè ç ëiíiéíî¨ àëãåáðè, ïåðåëiê ÿêèõ íàâåäåíèé ó êiíöi
íàâ÷àëüíîãî ïîñiáíèêà. ×èìàëó ÷àñòèíó êíèã ç öüîãî ïåðåëiêó ìî-
æíà çíàéòè ó áiáëiîòåöi ÄÂÍÇ ¾Óæãîðîäñüêèé íàöiîíàëüíèé óíi-
âåðñèòåò¿ àáî ó ìåðåæi Iíòåðíåò. ×åðåç öå âèîêðåìèìî ùå îäíó îñî-
áëèâiñòü öüîãî ïîñiáíèêà � äîñòóïíiñòü ñòóäåíòàì ôàêóëüòåòó éîãî
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åëåêòðîííî¨ êîïi¨ íà ñàéòi åëåêòðîííîãî íàâ÷àííÿ óíiâåðñèòåòó. Êî-
æåí ïóíêò çàâåðøó¹òüñÿ âïðàâàìè äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè, áiëüøiñòü
iç ÿêèõ çàïîçè÷åíi iç çáiðíèêiâ çàäà÷ [5, 7]. Íà öüîìó åòàïi âèäàí-
íÿ íàâ÷àëüíîãî ïîñiáíèêà ìè íå âêëþ÷èëè âiäïîâiäi i âêàçiâêè äî
ðîçâ'ÿçàííÿ îêðåìèõ çàâäàíü. �õ ìîæíà çíàéòè ó âêàçàíèõ çáiðíè-
êàõ çàäà÷, ïåðiîäè÷íå ÷èòàííÿ ÿêèõ, òàê ñàìî, ÿê i ïiäðó÷íèêiâ ç
ëiíiéíî¨ àëãåáðè iç ïåðåëiêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë, ëèøå ðîçøèðèòü
êðóãîçið ÷èòà÷à. Ó ïðîöåñi íàïèñàííÿ öüîãî íàâ÷àëüíîãî ïîñiáíèêà
ðîçðîáëåíî i ðàíiøå âèäàíî ìåòîäè÷íi ðåêîìåíäàöi¨ äëÿ âèêîíàííÿ
ñòóäåíòàìè iíäèâiäóàëüíèõ ðîáiò [10]. Âîíè ïîäiëåíi íà äâi ÷àñòèíè,
ó ïåðøié ç ÿêèõ íàâåäåíî òåêñòè çàäà÷ äëÿ iíäèâiäóàëüíî¨ ðîáîòè, à
ó äðóãié � ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçàíü öèõ çàäà÷. Âiäçíà÷èìî, ùî äëÿ iíäè-
âiäóàëüíî¨ ðîáîòè ñòóäåíòiâ çàïðîïîíîâàíi ëèøå íàéáiëüø âàæëèâi
íà äóìêó àâòîðà ïèòàííÿ íàâ÷àëüíî¨ ïðîãðàìè.

Àâòîð ùèðî âäÿ÷íèé ðåöåíçåíòàì çà ïîðàäè, íàäàíi ïðè íàïèñàí-
íi öüîãî íàâ÷àëüíîãî âèäàííÿ.
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Ðîçäië 1

Ëiíiéíi ïðîñòîðè

Âèâ÷åííÿ ìàòåìàòèêè ó øêîëi ðîçïî÷èíà¹òüñÿ iç çíàéîìñòâà ç íà-
òóðàëüíèìè ÷èñëàìè, ïîâ'ÿçóþ÷è ¨õ ç ïîíÿòòÿì ¾ùîñü ïîðàõóâàòè¿,
íåîáõiäíiñòþ ¾êiëüêiñíî ïîðiâíþâàòè¿, à òàêîæ ç ïîòðåáîþ âèêîíó-
âàòè òàê çâàíi äi¨ ¾äîäàâàííÿ¿ i ¾ìíîæåííÿ¿ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë.
Çãîäîì ó÷íi ïiçíàþòü íîâi äëÿ íèõ ÷èñëà: öiëi, ðàöiîíàëüíi, äiéñíi,
äëÿ ÿêèõ òàêîæ ââîäÿòüñÿ çà ïåâíèìè ïðàâèëàìè äi¨ äîäàâàííÿ òà
ìíîæåííÿ. Âñi äi¨ îá'¹äíó¹ ¹äèíå ïðàâèëî: âïîðÿäêîâàíié ïàði ÷èñåë
a i b ïåâíèì ÷èíîì ñòàâèòüñÿ ó âiäïîâiäíiñòü çíîâó æ òàêè ÷èñëî,
ÿêå äëÿ äi¨ äîäàâàííÿ íàçèâàëè ñóìîþ i ïîçíà÷àëè a + b çà äîïî-
ìîãîþ ñèìâîëó +, à äëÿ äi¨ ìíîæåííÿ � äîáóòêîì, ÿêèé ïîçíà÷àëè
a · b, âèêîðèñòîâóþ÷è ñèìâîë ·. Ïiçíiøå ó÷íi çíàéîìëÿòüñÿ ç äåùî
iíøèìè çà ïðèðîäîþ îá'¹êòàìè, à ñàìå ìíîãî÷ëåíàìè, ôóíêöiÿìè,
âåêòîðàìè, äëÿ ÿêèõ òàêîæ ââîäÿòüñÿ äi¨ äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ, âè-
êîðèñòîâóþ÷è òi æ ñàìi ñèìâîëè +, ·. ×åðåç äîñâiä ó÷íiâ ïðèâ÷àþòü
äî iñòèííîñòi äåÿêèõ âëàñòèâîñòåé öèõ äié, à ñàìå ïåðåñòàâíèõ, ñïî-
ëó÷íèõ çàêîíiâ äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ, ðîçïîäiëüíîãî çàêîíó ìíîæå-
ííÿ âiäíîñíî äîäàâàííÿ, ÿêi ôiêñóþòü ó âèãëÿäi ¾ïðàâèë¿. Ó êóðñi
âèùî¨ àëãåáðè âæå ðåòåëüíiøå çàñòîñîâó¹òüñÿ êîíñòðóêòèâíèé ïiä-
õiä äî ïîáóäîâè íîâèõ îá'¹êòiâ: ïîëÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, àëãåáðè ìà-
òðèöü, n-âèìiðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó i âñi âiäïîâiäíi âëàñòèâîñòi
äîâîäÿòüñÿ, ñïèðàþ÷èñü íà âiäîìi âëàñòèâîñòi åëåìåíòiâ êîíñòðóêöi¨.
Ìåòà öüîãî ðîçäiëó ëiíiéíî¨ àëãåáðè ïîëÿãà¹ ó áàæàííi îá'¹äíàòè ç
îäíàêîâèõ ïîçèöié, íà ïåðøèé ïîãëÿä, ðiçíi çà ïðèðîäîþ îá'¹êòè.
�é òàêîæ ñëóæèòü òåìà ¾Ãðóïè. Êiëüöÿ. Ïîëÿ¿, ÿêà ðîçãëÿäàëàñÿ ó
íàâ÷àëüíié äèñöèïëiíi ¾Àëãåáðà¿.
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1.1 Îçíà÷åííÿ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó

Íåõàé P � äåÿêå ïîëå, à L � íåïîðîæíÿ ìíîæèíà åëåìåíòiâ äî-
âiëüíî¨ ïðèðîäè. Åëåìåíòè ïîëÿ P ìè çàçâè÷àé áóäåìî ïîçíà÷àòè
ìàëèìè ãðåöüêèìè ëiòåðàìè, à åëåìåíòè iç L � â îñíîâíîìó ëàòèí-
ñüêèìè ëiòåðàìè. Êðiì òîãî, íåõàé 1 � îäèíèöÿ ïîëÿ P , à 0 � íóëü
ïîëÿ P .

Îçíà÷åííÿ 1. Íåïîðîæíÿ ìíîæèíà L íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíèì ïðî-
ñòîðîì íàä ïîëåì P , ÿêùî:

1) çàäàíî âiäîáðàæåííÿ f iç äåêàðòîâîãî äîáóòêó L × L â L, ÿêå
êîæíié âïîðÿäêîâàíié ïàði (a, b) åëåìåíòiâ a i b ìíîæèíè L
ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü ¹äèíèé åëåìåíò öi¹¨ æ ìíîæèíè, ÿêèé
íàçèâà¹òüñÿ ñóìîþ åëåìåíòiâ a i b i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç a + b
(çà äîìîâëåíiñòþ âiäîáðàæåííÿ f áóäåìî íàçèâàòè äi¹þ äîäà-
âàííÿ åëåìåíòiâ ç L);

2) çàäàíî âiäîáðàæåííÿ g iç äåêàðòîâîãî äîáóòêó P×L â L, ÿêå êî-
æíié âïîðÿäêîâàíié ïàði (α, a) åëåìåíòiâ α iç P i a iç L ñòàâèòü
ó âiäïîâiäíiñòü ¹äèíèé åëåìåíò iç L, ùî íàçèâà¹òüñÿ äîáóòêîì
α íà a i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç α · a (çà äîìîâëåíiñòþ âiäîáðàæå-
ííÿ g áóäåìî íàçèâàòè äi¹þ ìíîæåííÿ åëåìåíòiâ ïîëÿ P íà
åëåìåíòè ìíîæèíè L);

3) âêàçàíi âèùå äi¨ çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíèì óìîâàì (¨õ ùå íà-
çèâàþòü àêñiîìàìè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó):

(i) a+ b = b+ a äëÿ áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ a i b iç L;
(ii) (a+ b)+c = a+(b+c) äëÿ áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ a, b i c iç L;
(iii) iñíó¹ òàêèé åëåìåíò 0̄ iç L, ùî a + 0̄ = a äëÿ áóäü-ÿêîãî

åëåìåíòà a iç L;
(iv) äëÿ áóäü-ÿêîãî åëåìåíòà a iç L iñíó¹ òàêèé åëåìåíò a′ iç

L, ùî a+ a′ = 0̄;
(v) α · (β · a) = (αβ) · a äëÿ áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α, β iç P i a

iç L;
(vi) 1 · a = a äëÿ áóäü-ÿêîãî åëåìåíòà a iç L;
(vii) α · (a+ b) = α · a+α · b äëÿ áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α iç P i a,

b iç L;
(viii) (α+ β) · a = α · a+ β · a äëÿ áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α, β iç P

i a iç L.

Çàóâàæåííÿ 1. Äîáóòîê α · a åëåìåíòiâ α iç P i a iç L iíêîëè
ïèøóòü áåç ñèìâîëó ·, òîáòî αa. Ìè òàêîæ áóäåìî ïiäòðèìóâàòè öþ
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òðàäèöiþ, àëå çà íåîáõiäíiñòþ iíêîëè ïèñàòèìåìî i òàê, ÿê âêàçàíî
â îçíà÷åííi.

Ðîçãëÿíåìî äåÿêi ïðèêëàäè ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ, âêàçóþ÷è ëèøå
ìíîæèíó L, â îêðåìèõ âèïàäêàõ ïîëå P òà äi¨ äîäàâàííÿ åëåìåíòiâ
iç L òà ìíîæåííÿ åëåìåíòiâ ïîëÿ P íà åëåìåíòè iç L. Ïåðåâiðêó iñòèí-
íîñòi óñiõ âîñüìè àêñiîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó äëÿ êîæíîãî ïðèêëàäó
çàëèøà¹ìî ÷èòà÷åâi.

1. Íóëüîâèé ïðîñòið íàä ïîëåì P � öå ìíîæèíà L = {a}, ùî
ñêëàäà¹òüñÿ iç îäíîãî âåêòîðà a, äi¨ íàä ÿêèì âèêîíóþòüñÿ çà ïðà-
âèëàìè:

a+ a = a, αa = a

äëÿ äîâiëüíîãî α iç P .

2. Äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî n äiéñíèé n-âèìiðíèé âåêòîð-
íèé ïðîñòið Rn ¹ ïðèêëàäîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó íàä ïîëåì äiéñíèõ
÷èñåë R.

3. Óçàãàëüíåííÿì äiéñíîãî n-âèìiðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó Rn

¹, òàê çâàíèé, n-âèìiðíèé âåêòîðíèé ïðîñòið Pn íàä ïîëåì P . Íå-
õàé n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî. Áóäü-ÿêà âïîðÿäêîâàíà ñóêóïíiñòü
n åëåìåíòiâ ïîëÿ P íàçèâà¹òüñÿ n-âèìiðíèì âåêòîðîì íàä ïîëåì P .
n-âèìiðíèé âåêòîð íàä ïîëåì P , óòâîðåíèé åëåìåíòàìè α1, α2, . . . ,
αn ïîëÿ P , áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç (α1, α2, . . . , αn) i íàçèâàòè α1

1-þ êîìïîíåíòîþ, α2 � 2-þ êîìïîíåíòîþ i ò.ä., αn � n-þ êîìïîíåí-
òîþ öüîãî âåêòîðà. Äâà n-âèìiðíi âåêòîðè íàä ïîëåì P íàçèâàþòüñÿ
ðiâíèìè, ÿêùî ðiâíi âiäïîâiäíi êîìïîíåíòè öèõ âåêòîðiâ. Ïîçíà÷èìî
÷åðåç Pn � ìíîæèíó âñiõ n-âèìiðíèõ âåêòîðiâ íàä ïîëåì P . Ââåäåìî
â ìíîæèíi Pn äi¨:

1) ÿêùî a = (α1, α2, . . . , αn) i b = (β1, β2, . . . , βn) iç Pn, òî âèçíà-
÷èìî ñóìó a+ b çà ïðàâèëîì

a+ b = (α1 + β1, α2 + β2, . . . , αn + βn);

2) ÿêùî γ iç P i a = (α1, α2, . . . , αn) iç Pn, òî äîáóòîê γa âèçíà÷èìî
çà ïðàâèëîì

γa = (γα1, γα2, . . . , γαn).

Âêàçàíi äi¨ íàä åëåìåíòàìè iç Pn çàäîâîëüíÿþòü àêñiîìàì ëiíiéíîãî
ïðîñòîðó, ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ n-âèìiðíèì âåêòîðíèì ïðîñòîðîì íàä
ïîëåì P .

Ó ïðîöåñi ïåðåâiðêè àêñiîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó áóäå âñòàíîâëå-
íî, ùî âåêòîðîì 0̄ iç òðåòüî¨ àêñiîìè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó â Pn ¹
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n-âèìiðíèé âåêòîð (0, 0, . . . , 0), à âåêòîðîì a′ iç ÷åòâåðòî¨ àêñiîìè ëi-
íiéíîãî ïðîñòîðó äëÿ n-âèìiðíîãî âåêòîðà a = (α1, α2, . . . , αn) ∈ Pn

¹ n-âèìiðíèé âåêòîð (−α1,−α2, . . . ,−αn).

4. Êiëüöå ìíîãî÷ëåíiâ P [x] âiä íåâiäîìî¨ x íàä ïîëåì P ¹ ïðèêëà-
äîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó. Äiÿ äîäàâàííÿ ìíîãî÷ëåíiâ òà äiÿ ìíîæåííÿ
åëåìåíòà ïîëÿ íà ìíîãî÷ëåí çàäàþòüñÿ ó çâè÷àéíèé ñïîñiá, òîáòî ÷å-
ðåç áiíàðíi àëãåáðà¨÷íi îïåðàöi¨, âèçíà÷åíi â êiëüöi P [x].

5. Íåõàé α i β � äåÿêi äiéñíi ÷èñëà i α < β. Ìíîæèíà C[α, β] âñiõ
íåïåðåðâíèõ ôóíêöié íà ïðîìiæêó [α, β] ¹ ïðèêëàäîì ëiíiéíîãî ïðî-
ñòîðó íàä ïîëåì äiéíèõ ÷èñåë. Äâi ôóíêöi¨ f , g iç C[α, β] íàçèâàþòüñÿ
ðiâíèìè, ÿêùî f(x) = g(x) äëÿ áóäü-ÿêîãî ÷èñëà x ∈ [α, β]. Ââåäåìî
äi¨ íàä åëåìåíòàìè iç C[α,β]:

1) ÿêùî f, g ∈ C[α,β], òî ñóìó f + g âèçíà÷èìî çà ïðàâèëîì[
f + g

]
(x) = f(x) + g(x)

äëÿ êîæíîãî x ∈ [α, β];

2) ÿêùî γ ∈ R i f ∈ C[α,β], òî äîáóòîê γf âèçíà÷èìî çà ïðàâèëîì[
γf
]
(x) = γf(x)

äëÿ êîæíîãî x ∈ [α, β].

Iç âiäîìèõ òåîðåì ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó ñëiäó¹, ùî f + g i γf �
íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ íà [α, β], òîáòî f + g ∈ C[α,β] i γf ∈ C[α,β].

Òâåðäæåííÿ 1. Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P . Òîäi
â L iñíó¹ òiëüêè îäèí åëåìåíò 0̄ òàêèé, ùî çàäîâîëüíÿ¹ àêñiîìi (iii)
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó. Òàêîæ äëÿ êîæíîãî a iç L iñíó¹ òiëüêè îäèí
åëåìåíò a′ ∈ L, ùî a+ a′ = 0̄.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî âiä ïðîòèëåæíîãî îáèäâà òâåðäæåííÿ.
Ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî 0̄ i 0̂ � äâà ðiçíi åëåìåíòè iç L, ùî çà-
äîâîëüíÿþòü àêñiîìó (iii) ëiíiéíîãî ïðîñòîðó. Òîäi ñïðàâäæóþòüñÿ
ðiâíîñòi 0̄ + 0̂ = 0̄, 0̂ + 0̄ = 0̂. Çà àêñiîìîþ (i) ëiíiéíîãî ïðîñòîðó
0̄ + 0̂ = 0̂ + 0̄. ×åðåç öå 0̄ = 0̂, ùî ñóïåðå÷èòü òîìó, ùî öå ðiçíi
åëåìåíòè iç L.

Òåïåð ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ äåÿêîãî åëåìåíòà a iç L iñíóþòü äâà
ðiçíi åëåìåíòè a′ i a′′ iç L, ùî a+ a′ = 0̄ i a+ a′′ = 0̄. Òîäi

a′ = a′ + 0̄ = a′ +(a+ a′′) = (a′ + a)+ a′′ = (a+ a′)+ a′′ = 0̄+ a′′ = a′′,

ùî çíîâó æ òàêè ïðèçâîäèòü äî ñóïåðå÷íîñòi.
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Çàóâàæåííÿ 2. Åëåìåíòè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L áóäåìî íàçèâàòè
âåêòîðàìè íåçàëåæíî âiä ïðèðîäè öèõ åëåìåíòiâ. �äèíèé åëåìåíò 0̄
â L áóäåìî íàçèâàòè íóëüîâèì âåêòîðîì ïðîñòîðó L. Äëÿ êîæíîãî
âåêòîðà a ∈ L ¹äèíèé åëåìåíò a′ ∈ L òàêèé, ùî a + a′ = 0̄, áóäåìî
íàçèâàòè ïðîòèëåæíèì âåêòîðîì äî âåêòîðà a i ïîçíà÷àòè éîãî
÷åðåç −a.

Òâåðäæåííÿ 2. Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P ç íó-
ëüîâèì âåêòîðîì 0̄. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî âåêòîðà a iç L òà áóäü-ÿêîãî
åëåìåíòà α ïîëÿ P ñïðàâäæóþòüñÿ ðiâíîñòi:

0a = 0̄, α0̄ = 0̄, (−1)a = −a. (1)

ßêùî æ äëÿ äåÿêîãî âåêòîðà a iç L òà äåÿêîãî åëåìåíòà α ïîëÿ P
ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü αa = 0̄, òî àáî α = 0, àáî a = 0̄.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé a � äåÿêèé âåêòîð ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä
ïîëåì P . Òîäi iç àêñiîìè (viii) ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ñëiäó¹, ùî

0a = (0 + 0)a = 0a+ 0a.

Ïîçíà÷èâøè âåêòîð 0a ÷åðåç b, îäåðæèìî b = b + b. Îñêiëüêè äëÿ
âåêòîðà b iñíó¹ ïðîòèëåæíèé âåêòîð −b, òî

b = b+ 0̄ = b+ (b+ (−b)) = (b+ b) + (−b) = b+ (−b) = 0̄.

Öå îçíà÷à¹, ùî ñïðàâäæó¹òüñÿ ïåðøà ç ðiâíîñòåé (1).
Äðóãà ç öèõ ðiâíîñòåé äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî, âèêîðèñòîâóþ÷è

àêñiîìó (vii) ëiíiéíîãî ïðîñòîðó, à ñàìå ç ðiâíîñòåé

α0̄ = α(0̄ + 0̄) = α0̄ + α0̄

äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà α ïîëÿ P .
Iñòèííiñòü òðåòüî¨ ç ðiâíîñòåé (1) ñëiäó¹ iç ïåðøî¨ ç íèõ, àêñiîì

(vi) òà (viii) ëiíiéíîãî ïðîñòîðó òà òâåðäæåííÿ 1:

a+ (−1)a = 1a+ (−1)a = (1 + (−1))a = 0a = 0̄.

Òîìó −a = (−1)a.
Íàðåøòi, íåõàé äëÿ äåÿêîãî âåêòîðà a iç L òà äåÿêîãî åëåìåíòà α

ïîëÿ P ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü αa = 0̄. ßêùî α = 0, òî òâåðäæåííÿ
äîâåäåíî. ßêùî æ α ̸= 0, òî ó ïîëi P iñíó¹ îáåðíåíèé åëåìåíò α−1 äëÿ
åëåìåíòà α. Çà äîâåäåíèì ðàíiøå òà çà àêñiîìàìè (v), (vi) ëiíiéíîãî
ïðîñòîðó ìà¹ìî, ùî

a = 1a = (α−1α)a = α−1(αa) = α−10̄ = 0̄.

Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.
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Îçíà÷åííÿ 2. Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P i A �
íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà â L. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ïiäìíîæèíà A
çàìêíåíà âiäíîñíî äié íàä âåêòîðàìè, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

1) ñóìà áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ iç A ¹ òàêîæ âåêòîðîì iç A;

2) äîáóòîê áóäü-ÿêîãî åëåìåíòà iç P íà áóäü-ÿêèé âåêòîð iç A ¹
òàêîæ âåêòîðîì iç A.

Äëÿ âèçíà÷åííÿ iíøèõ, êðiì íàâåäåíèõ âèùå, ïðèêëàäiâ ëiíiéíèõ
ïðîñòîðiâ çðó÷íî âèêîðèñòîâóâàòè íàñòóïíó òåîðåìó.

Òåîðåìà 1. Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà A ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L
íàä ïîëåì P ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì P âiäíîñíî òèõ äié,
ÿêi âèçíà÷åíi â ïðîñòîði L, òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ìíîæèíà A
çàìêíåíà âiäíîñíî äié íàä âåêòîðàìè.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü òåîðåìè î÷åâèäíà. Äîâåäåìî äîñòà-
òíiñòü. Íåõàé A ¹ çàìêíåíîþ ïiäìíîæèíîþ âiäíîñíî äié, çàäàíèõ
ó ëiíiéíîìó ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P . Îñêiëüêè ðiâíîñòi ç óñiõ àêñi-
îì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó îêðiì àêñiîì (iii) òà (iv) ñïðàâäæóþòüñÿ äëÿ
âñiõ âåêòîðiâ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L, òî çðîçóìiëî, ùî âîíè ñïðàâäæó-
þòüñÿ i äëÿ åëåìåíòiâ ïiäìíîæèíè A. Çàëèøèëîñÿ ïåðåêîíàòèñÿ â
iñòèííîñòi çãàäàíèõ äâîõ àêñiîì. Ìíîæèíà A ¹ íåïîðîæíüîþ. ×åðåç
öå ìiñòèòü äåÿêèé åëåìåíò a. Îñêiëüêè A ¹ çàìêíåíîþ ïiäìíîæè-
íîþ, òî 0a ∈ A. Îäíàê 0a = 0̄. Òîìó 0̄ ìiñòèòüñÿ â A. Íàðåøòi äëÿ
äîâiëüíîãî åëåìåíòà b ∈ A ñïðàâäæóþòüñÿ ðiâíiñòü òà âêëþ÷åííÿ
−b = (−1)b ∈ A. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Çàóâàæåííÿ 3. Ðiçíèöþ äâîõ âåêòîðiâ, ñóìó 3-õ âåêòîðiâ, ñóìó
4-õ âåêòîðiâ i ò. ä. âèçíà÷èìî çà ïðàâèëàìè:

� a− b = a+ (−b),
� a+ b+ c = (a+ b) + c,

� a+ b+ c+ d = (a+ b+ c) + d . . .
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Âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

1. Íåõàé O � äåÿêà òî÷êà ïëîùèíè α, b � äåÿêà ïðÿìà, ùî ëå-
æèòü â öié ïëîùèíi, à L ¹ ìíîæèíîþ âñiõ âåêòîðiâ ïëîùèíè α ç ïî-
÷àòêàìè ó òî÷öi O i êiíöÿìè, ùî ëåæàòü íà ïðÿìié b. ×è ¹ ìíîæèíà
L ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì R äiéñíèõ ÷èñåë âiäíîñíî çâè÷íèõ
äié äîäàâàííÿ âåêòîðiâ òà ìíîæåííÿ äiéñíîãî ÷èñëà íà âåêòîð? Âiä-
ïîâiäü îá ðóíòóâàòè.

2. Íåõàé íà ïëîùèíi çàäàíà ñèñòåìà êîîðäèíàò ç ïî÷àòêîì ó òî÷öi
O. Âèÿñíèòè ÷è ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë ìíî-
æèíà âñiõ âåêòîðiâ ïëîùèíè, ïî÷àòêè ÿêèõ çíàõîäÿòüñÿ ó òî÷öi O, à
êiíöi ó à) ïåðøié ÷âåðòi; á) ïåðøié àáî òðåòié ÷âåðòi, âiäíîñíî çâè-
÷íèõ äié äîäàâàííÿ âåêòîðiâ òà ìíîæåííÿ ÷èñëà íà âåêòîð. Âiäïîâiäü
îá ðóíòóâàòè.

3. Íåõàé O � äåÿêà òî÷êà ïëîùèíè α, v � äåÿêèé íåíóëüîâèé
âåêòîð, ùî íàëåæèòü öié ïëîùèíi, à L ¹ ìíîæèíîþ âñiõ âåêòîðiâ
ïëîùèíè α ç ïî÷àòêàìè ó òî÷öi O i ÿêi óòâîðþþòü êóò φ ç âåêòîðîì
v, äå φ ∈ [0, π]. ×è ¹ ìíîæèíà L ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì
äiéñíèõ ÷èñåë âiäíîñíî çâè÷íèõ äié äîäàâàííÿ âåêòîðiâ òà ìíîæåííÿ
äiéñíîãî ÷èñëà íà âåêòîð? Âiäïîâiäü îá ðóíòóâàòè.

4. Â ìíîæèíi R+ âñiõ äîäàòíèõ äiéñíèõ ÷èñåë âèçíà÷åíi íàñòóïíi
äi¨: 1) äiÿ äîäàâàííÿ ⊕ åëåìåíòiâ iç R+ çà ïðàâèëîì x⊕ y = x · y, äå ·
¹ çâè÷íîþ îïåðàöi¹þ ìíîæåííÿ äiéñíèõ ÷èñåë x i y iç R+; 2) äiÿ ìíî-
æåííÿ ⊙ äiéñíîãî ÷èñëà α íà åëåìåíò x iç R+ çà ïðàâèëîì α⊙x = xα,
äå xα � çâè÷íèé ñòåïiíü äiéñíîãî ÷èñëà x iç R+ ç äiéñíèì ïîêàçíè-
êîì α. Ïåðåâiðèòè ÷è ¹ ìíîæèíà R+ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì
R âiäíîñíî ââåäåíèõ äié.

5. Â ìíîæèíi R̃2 âñiõ âïîðÿäêîâàíèõ ïàð äiéñíèõ ÷èñåë âèçíà÷å-
íi íàñòóïíi äi¨: 1) äiÿ äîäàâàííÿ + äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ x = (α1, α2),
y = (β1, β2) iç R̃2 çà ïðàâèëîì x+y = (α1+β1, α2+β2); 2) äiÿ ìíîæå-
ííÿ ◦ äîâiëüíîãî äiéñíîãî ÷èñëà γ íà áóäü-ÿêèé åëåìåíò x = (α1, α2)
iç R̃2 çà ïðàâèëîì γ ◦ x = (γα1, α2). Ïåðåâiðèòè ÷è ¹ ìíîæèíà R̃2

ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì R âiäíîñíî ââåäåíèõ äié.

6. Íåõàé F2 = {0, 1} � ïîëå ç äâîõ åëåìåíòiâ, Fn
2 � n-âèìiðíèé

âåêòîðíèé ïðîñòið íàä ïîëåì F2. Äîâåñòè, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî åëå-
ìåíòà x iç Fn

2 ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü x + x = 0̄, äå 0̄ � íóëüîâèé
âåêòîð iç Fn

2 . Çíàéòè ÷èñëî åëåìåíòiâ â F
n
2 .
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7. Íåõàé S ¹ ìíîæèíîþ âñiõ íåñêií÷åííèõ ïîñëiäîâíîñòåé ðàöiî-
íàëüíèõ ÷èñåë. Äiÿ äîäàâàííÿ äîâiëüíèõ ïîñëiäîâíîñòåé {an}, {bn}
iç S çàäà¹òüñÿ òàê: {an} + {bn} = {an + bn}. Äiÿ ìíîæåííÿ ðàöiî-
íàëüíîãî ÷èñëà γ íà ïîñëiäîâíiñòü {an} iç S çàäà¹òüñÿ òàêèì ÷èíîì:
γ · {an} = {γan}. ×è ¹ ìíîæèíà S ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì Q
ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë âiäíîñíî ââåäåíèõ äié? Íàãàäà¹ìî, ùî íåñêií÷åí-
íîþ ïîñëiäîâíiñòþ åëåìåíòiâ äåÿêî¨ íåïîðîæíüî¨ ìíîæèíè A íàçèâà-
¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿ ç ìíîæèíè N íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ó ìíîæèíó A.

8. Íåõàé F � ìíîæèíà âñiõ íåñêií÷åííèõ ïîñëiäîâíîñòåé äié-
ñíèõ ÷èñåë, ó ÿêèõ êîæåí ÷ëåí, ïî÷èíàþ÷è ç òðåòüîãî, ¹ ñóìîþ äâîõ
ïîïåðåäíiõ ¨¨ ÷ëåíiâ. Äiÿ äîäàâàííÿ äîâiëüíèõ ïîñëiäîâíîñòåé {an},
{bn} iç F çàäà¹òüñÿ òàê: {an}+ {bn} = {an + bn}. Äiÿ ìíîæåííÿ äié-
ñíîãî ÷èñëà γ íà ïîñëiäîâíiñòü {an} iç F çàäà¹òüñÿ òàêèì ÷èíîì:
γ · {an} = {γan}. ×è ¹ ìíîæèíà F ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì R
âiäíîñíî ââåäåíèõ äié?

9. ×è ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä äåÿêèì ïîëåì P ìíîæèíà âñiõ
ìíîãî÷ëåíiâ äåÿêîãî äàíîãî ñòåïåíÿ n ∈ N ∪ {0} íàä ïîëåì P ðàçîì
íóëüîâèì ìíîãî÷ëåíîì âiäíîñíî çâè÷íèõ äié äîäàâàííÿ ìíîãî÷ëåíiâ
òà ìíîæåííÿ ÷èñëà íà ìíîãî÷ëåí?

10. Íåõàé L � ìíîæèíà âñiõ ìíîãî÷ëåíiâ f(x) íàä ïîëåì R äié-
ñíèõ ÷èñåë, äëÿ ÿêèõ ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü à) f(0) = 1; á) f(0) = 0;
â) 2f(0)− 3f(1) = 0. ×è ¹ ìíîæèíà L ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì
R âiäíîñíî çâè÷íèõ äié äîäàâàííÿ ìíîãî÷ëåíiâ òà ìíîæåííÿ ÷èñëà
íà ìíîãî÷ëåí?
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1.2 Ëiíiéíà çàëåæíiñòü âåêòîðiâ

Íåõàé âñþäè íàäàëi L ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì P .

Îçíà÷åííÿ 1. Áóäü-ÿêó âïîðÿäêîâàíó ñêií÷åííó ìíîæèíó âå-
êòîðiâ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L áóäåìî íàçèâàòè ñèñòåìîþ âåêòîðiâ.

Îçíà÷åííÿ 2. Íåõàé a1, a2, . . . , as ¹ äåÿêîþ ñèñòåìîþ iç s âå-
êòîðiâ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà s, à β1,
β2, . . . , βs ¹ äåÿêèìè åëåìåíòàìè ïîëÿ P . Âåêòîð b ëiíiéíîãî ïðîñòî-
ðó L òàêèé, ùî

b = β1a1 + β2a2 + · · ·+ βsas

íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as
âiäïîâiäíî ç êîåôiöi¹íòàìè β1, β2, . . . , βs. ßêùî æ äëÿ äåÿêîãî âå-
êòîðà c iç L çíàéäóòüñÿ åëåìåíòè γ1, γ2, . . . , γs ïîëÿ P òàêi, ùî

c = γ1a1 + γ2a2 + · · ·+ γsas,

òî êàçàòèìåìî, ùî âåêòîð c ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ ó âèãëÿäi ëiíiéíî¨ êîì-
áiíàöi¨ çàäàíî¨ ñèñòåìè âåêòîðiâ.

Îçíà÷åííÿ 3. Ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as ëiíiéíîãî ïðîñòî-
ðó L íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíî çàëåæíîþ, ÿêùî iñíóþòü òàêi åëåìåíòè α1,
α2, . . . , αs ïîëÿ P , õî÷à á îäèí iç ÿêèõ íå äîðiâíþ¹ 0, ùî ñïðàâäæó-
¹òüñÿ ðiâíiñòü

α1a1 + α2a2 + · · ·+ αsas = 0̄,

äå, íàãàäà¹ìî, 0̄ � íóëüîâèé âåêòîð â L.

Îçíà÷åííÿ 4. Ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as ëiíiéíîãî ïðîñòîðó
L íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ, ÿêùî íóëüîâèé âåêòîð 0̄ òiëüêè
îäíèì ñïîñîáîì ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ ó âèãëÿäi ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ öi¹¨
ñèñòåìè âåêòîðiâ, à ñàìå

0̄ = 0a1 + 0a2 + · · ·+ 0as.

Öiëêîì î÷åâèäíèì ¹ òîé ôàêò, ùî ó âèïàäêó, êîëè ñèñòåìà âå-
êòîðiâ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó íå ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ, òî âîíà ¹ ëiíié-
íî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ âåêòîðiâ. Òàêîæ ñïðàâäæó¹òüñÿ íàñòóïíå
òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 1. Ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as ëiíiéíîãî ïðî-
ñòîðó L ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ, ÿêùî i òiëüêè ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ
åëåìåíòiâ α1, α2, . . . , αs ïîëÿ P , õî÷à á îäèí iç ÿêèõ íå äîðiâíþ¹ 0,
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ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ α1a1 +α2a2 + · · ·+αsas íå ¹ íóëüîâèì âåêòîðîì
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.

Òåîðåìà 1 (îçíàêà ëiíiéíî¨ çàëåæíîñòi). Äàíà ñèñòåìà âåêòîðiâ
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè îäèí iç âåêòîðiâ öi¹¨ ñèñòåìè ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó
âèãëÿäi ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ iíøèõ âåêòîðiâ öi¹¨ ñèñòåìè âåêòîðiâ.

Äîâåäåííÿ. Ñïðàâäi, ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî äåÿêà çàäàíà ñè-
ñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as iç L ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ. Òîäi iñíó¹ ñè-
ñòåìà åëåìåíòiâ γ1, γ2, . . . , γs ïîëÿ P , õî÷à á îäèí ç ÿêèõ, ñêàæiìî
γj , íå äîðiâíþ¹ íóëþ, äëÿ ÿêèõ ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

γ1a1 + γ2a2 + · · ·+ γjaj + · · ·+ γsas = 0̄.

Iç öi¹¨ ðiâíîñòi ñëiäó¹, ùî

−γjaj = γ1a1 + · · ·+ γj−1aj−1 + γj+1aj+1 + · · ·+ γsas. (1)

Îñêiëüêè γj ̸= 0, òî ëiâó i ïðàâó ÷àñòèíè ðiâíîñòi (1) ìîæíà ïîìíî-
æèòè íà −γ−1

j . Ó ðåçóëüòàòi îäåðæèìî ðiâíiñòü

aj =
(
−γ−1

j γ1
)
a1 + · · ·+

(
−γ−1

j γj−1

)
aj−1+

+
(
−γ−1

j γj+1

)
aj+1 + · · ·+

(
−γ−1

j γs
)
as.

Öå îçíà÷à¹, ùî âåêòîð aj ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñèñòåìè âåêòîðiâ
a1, . . . , aj−1, aj+1, . . . , as, à òîìó íåîáõiäíiñòü òåîðåìè äîâåäåíà.

Äîâåäåìî òåïåð ¨¨ äîñòàòíiñòü. Íåõàé äåÿêèé âåêòîð, íàïðèêëàä
aj , iç ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ iíøèõ
¨¨ âåêòîðiâ. Òîäi

aj = γ1a1 + · · ·+ γj−1aj−1 + γj+1aj+1 + · · ·+ γsas,

äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ γ1, . . . , γj−1, γj+1, . . . , γs ïîëÿ P . Ç öi¹¨ ðiâíîñòi
ñëiäó¹ íàñòóïíà ðiâíiñòü

γ1a1 + · · ·+ γj−1aj−1 + (−1) · aj + γj+1aj+1 + · · ·+ γsas = 0̄.

Î÷åâèäíî, íå âñi ç åëåìåíòiâ ñèñòåìè γ1, . . . , γj−1, −1, γj+1, . . . , γs äî-
ðiâíþþòü íóëþ, à òîìó çà îçíà÷åííÿì ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as
¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ. Òåîðåìà äîâåäåíà.
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Òåîðåìà 2 (ïðî ñèñòåìó âåêòîðiâ i ¨¨ ïiäñèñòåìó). ßêùî äåÿêà
ïiäñèñòåìà äàíî¨ ñèñòåìè âåêòîðiâ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì
P ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ, òî i äàíà ñèñòåìà âåêòîðiâ ¹ òàêîæ ëiíiéíî
çàëåæíîþ. ßêùî æ äàíà ñèñòåìà âåêòîðiâ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L ¹
ëiíiéíî íåçàëåæíîþ, òî i áóäü-ÿêà ¨¨ ïiäñèñòåìà òàêîæ ¹ ëiíiéíî
íåçàëåæíîþ.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî äåÿêà ïiäñèñòåìà ñèñòåìè âåêòîðiâ
a1, a2, . . . , as ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ i íåõàé âîíà
ñêëàäà¹òüñÿ ç k âåêòîðiâ. Âðàõîâóþ÷è, ùî âëàñòèâiñòü áóòè ëiíiéíî
çàëåæíîþ, íå çàëåæèòü âiä ïîðÿäêó âåêòîðiâ ñèñòåìè, ìè íå çìåíøè-
ìî çàãàëüíîñòi äîâåäåííÿ òåîðåìè ïðèïóñòèâøè, ùî ïiäñèñòåìà a1,
a2, . . . , ak ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ. Òîäi çà îçíà÷åííÿì ëiíiéíî çàëåæíî¨
ñèñòåìè âåêòîðiâ iñíó¹ ñèñòåìà åëåìåíòiâ γ1, γ2, . . . , γk ïîëÿ P , íå
âñi ç ÿêèõ ðiâíi íóëþ i òàêèõ, ùî γ1a1 + γ2a2 + · · · + γkak = 0̄. Òîìó
î÷åâèäíî

γ1a1 + γ2a2 + · · ·+ γkak + 0 · ak+1 + · · ·+ 0 · as = 0̄,

òîáòî ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ.
Äðóãå òâåðäæåííÿ òåîðåìè ¹ îáåðíåíèì i ïðîòèëåæíèì òâåðäæå-

ííÿ äî ïåðøîãî. Éîãî íå âàæêî äîâåñòè ìåòîäîì âiä ïðîòèëåæíîãî,
ÿêå çàëèøà¹ìî ÷èòà÷åâi äëÿ ñàìîñòiéíî¨ âïðàâè.

Òåîðåìà 3 (ïðî ëiíiéíi êîìáiíàöi¨). Íåõàé a1, a2, . . . , as � äåÿêà
ñèñòåìà âåêòîðiâ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P . ßêùî êîæåí
âåêòîð ñèñòåìè âåêòîðiâ b1, b2, . . . , bt ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L ¹ ëi-
íiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as i t > s, òî
ñèñòåìà âåêòîðiâ b1, b2, . . . , bt ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè i ïðèïóñòèìî,
ùî

b1 = γ11a1 + γ12a2 + · · ·+ γ1sas,

b2 = γ21a1 + γ22a2 + · · ·+ γ2sas,

. . . . . . .

bt = γt1a1 + γt2a2 + · · ·+ γtsas

äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ γik ïîëÿ P , äå i ∈ {1, 2, . . . , t}, k ∈ {1, 2, . . . , s}.
Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíi s-âèìiðíi âåêòîðè íàä ïîëåì P :

u1 = (γ11, γ12, . . . , γ1s), . . . , ut = (γt1, γt2, . . . , γts).
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×åðåç òå, ùî t > s ñèñòåìà âåêòîðiâ u1, u2, . . . , ut ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ.
Öå ñëiäó¹ iç òåîðåìè ïðî ñèñòåìè n-âèìiðíèõ âåêòîðiâ íàä ïîëåì P ,
â ÿêèõ ÷èñëî âåêòîðiâ áiëüøå çà n. Âîíà ¹ àíàëîãîì òåîðåìè ïðî
ñèñòåìè äiéñíèõ n-âèìiðíèõ âåêòîðiâ, â ÿêèõ ÷èñëî âåêòîðiâ áiëüøå
çà ÷èñëî êîìïîíåíò. Òîìó iñíóþòü åëåìåíòè λ1, λ2, . . . , λt ïîëÿ P ,
íå âñi ç ÿêèõ ðiâíi íóëþ äëÿ ÿêèõ ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

λ1u1 + λ2u2 + · · ·+ λtut = (0, 0, . . . , 0) ∈ P s. (2)

Îá÷èñëèìî êîìïîíåíòè âåêòîðà, ùî ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ

λ1u1 + λ2u2 + · · ·+ λtut =

= λ1 · (γ11, γ12, . . . , γ1s) + λ2 · (γ21, γ22, . . . , γ2s)+
+ · · ·+ λt · (γt1, γt2, . . . , γts) =

=(λ1γ11 + λ2γ21 + · · ·+ λtγt1, . . . , λ1γ1s + λ2γ2s + · · ·+ λtγts) =

=

(
t∑

k=1

λkγk1,
t∑

k=1

λkγk2, . . . ,
t∑

k=1

λkγks

)
.

Çâiäñè òà iç âåêòîðíî¨ ðiâíîñòi (2) îäåðæèìî íàñòóïíi ðiâíîñòi:

t∑
k=1

λkγk1 = 0,

t∑
k=1

λkγk2 = 0, . . . ,

t∑
k=1

λkγks = 0.

Áåðó÷è ¨õ äî óâàãè, îá÷èñëèìî ëiíiéíó êîìáiíàöiþ

λ1b1 + λ2b2 + · · ·+ λtbt =
t∑

k=1

λkbk =

=
t∑

k=1

λk
s∑

l=1

γklal =
t∑

k=1

s∑
l=1

λkγklal =
s∑

l=1

t∑
k=1

λkγklal =

=
s∑

l=1

(
t∑

k=1

λkγkl

)
al =

s∑
l=1

0 · al = 0̄ ∈ L.

Òàêèì ÷èíîì, ñèñòåìà âåêòîðiâ b1, b2, . . . , bt ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ.
Òåîðåìà äîâåäåíà.
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Âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

1. Äîâåñòè, ùî áóäü-ÿêà ñèñòåìà âåêòîðiâ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L
íàä ïîëåì P , ÿêà ìiñòèòü íóëüîâèé âåêòîð, ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ.

2. Äîâåñòè, ùî áóäü-ÿêà ñèñòåìà âåêòîðiâ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L
íàä ïîëåì P , ÿêà ìiñòèòü äâà ïðîïîðöiéíi âåêòîðè, ¹ ëiíiéíî çàëå-
æíîþ.

3. Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P ; a1, a2, . . . , an �
ëiíiéíî çàëåæíà ñèñòåìà âåêòîðiâ iç L, äå n ∈ N; b� âåêòîð iç L, ÿêèé
¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , an. Äîâåñòè, ùî
âåêòîð b ïðèíàéìíi äâîìà ñïîñîáàìè ìíîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi
ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , an.

4. Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P ; x, y, z � ëiíiéíî
íåçàëåæíà ñèñòåìà âåêòîðiâ iç L. ×è ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìà
âåêòîðiâ à) x, x+ y, x+ y + z; á) x+ y, y + z, z + x?

5. Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P . Äîâåñòè ùî äëÿ
áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ x, y, z iç L òà áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α, β, γ ïîëÿ
P ñèñòåìà âåêòîðiâ αx− βy, γy − αz, βz − γx ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ.

6. Íåõàé çàäàíî ñèñòåìó ìíîãî÷ëåíiâ f1 = 1 − t2, f2 = 1 + t3,
f3 = t − t3, f4 = 1 + t + t2 + t3 iç ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ìíîãî÷ëåíiâ
R[t] íàä ïîëåì R. Îá÷èñëèòè ëiíiéíi êîìáiíàöi¨ 5f1 + f2 − 4f3 òà
f1 + 9f2 − 4f4. Ïîðiâíþþ÷è ðåçóëüòàòè îá÷èñëåíü çðîáiòü âèñíîâîê
ïðî çàäàíó ñèñòåìó ìíîãî÷ëåíiâ.

7. Âèÿñíèòè ÷è ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ ñèñòåìà ÷èñåë
√
2,

√
4,

√
8

iç ëiíiéíîãî ïðîñòîðó R äiéñíèõ ÷èñåë íàä ïîëåì Q ðàöiîíàëüíèõ
÷èñåë.

8. Íåõàé r, s i v � ïîïàðíî ðiçíi äiéñíi ÷èñëà. ×è ¹ ëiíiéíî íåçà-
ëåæíîþ ñèñòåìà ìíîãî÷ëåíiâ (x−r)(x−s), (x−r)(x−v), (x−s)(x−v)
iç ëiíiéíîãî ïðîñòîðó R[x] íàä ïîëåì R?

9. Âèÿñíèòè ÷è ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ ñèñòåìà âåêòîðiâ a1 = (1, i,
2 − i, 3 + i), a2 = (1 − i, 1 + i, 1 − 3i, 4 − 2i) iç ÷îòèðèâèìiðíîãî êîì-
ïëåêñíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó C4.

10. Âèÿñíèòè ÷è ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ ñèñòåìà ìàòðèöü

A1 =

(
1 1
1 1

)
, A2 =

(
1 −1

−1 1

)
, A3 =

(
1 −1
1 −1

)
, A4 =

(
1 1

−1 −1

)
iç ëiíiéíîãî ïðîñòîðó R2×2 âñiõ 2 × 2-ìàòðèöü íàä ïîëåì äiéñíèõ
÷èñåë.
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1.3 Ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið

Îçíà÷åííÿ 1. Ëiíiéíèé ïðîñòið L íàä ïîëåì P íàçèâà¹òüñÿ íå-
ñêií÷åííîâèìiðíèì, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n iñíó¹
ëiíiéíî íåçàëåæíà ñèñòåìà iç n âåêòîðiâ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. ßêùî
æ äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m áóäü-ÿêà ñèñòåìà iç m âåêòî-
ðiâ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ, òî ëiíiéíèé ïðîñòið L
íàçèâà¹òüñÿ ñêií÷åííîâèìiðíèì.

Ïðèêëàäîì íåñêií÷åííîâèìiðíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ¹ êiëüöå
ìíîãî÷ëåíiâ R[x], ðîçãëÿäóâàíå ÿê ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì R

äiéíèõ ÷èñåë. Áî äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ñèñòåìà ìíî-
ãî÷ëåíiâ 1, x, x2, . . . , xn−1 ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ âåêòîðiâ.
Íàòîìiñòü äiéñíèé n-âèìiðíèé âåêòîðíèé ïðîñòið Rn ¹ ñêií÷åííîâè-
ìiðíèì ëiíiéíèì ïðîñòîðîì. Áî äîáðå âiäîìî, ùî áóäü-ÿêà ñèñòåìà
iç áiëüø íiæ n n-âèìiðíèõ âåêòîðiâ ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ.

Îçíà÷åííÿ 2. Ðîçìiðíiñòþ ñêií÷åííîâèìiðíîãî ëiíiéíîãî ïðî-
ñòîðó L íàä ïîëåì P íàçèâà¹òüñÿ íàòóðàëüíå ÷èñëî s, äëÿ ÿêîãî
iñíó¹ ëiíiéíî íåçàëåæíà ñèñòåìà iç s âåêòîðiâ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L,
à áóäü-ÿêà ñèñòåìà iç s+ 1 âåêòîðiâ ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ.

ßêùî L ¹ íóëüîâèì ïðîñòîðîì, òî éîãî ðîçìiðíiñòü ââàæàþòü
ðiâíîþ íóëþ. Ðîçìiðíiñòü íåñêií÷åííîâèìiðíîãî ïðîñòîðó ââàæàþòü
óìîâíî ðiâíîþ ∞. Ðîçìiðíiñòü ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P
ïîçíà÷àþòü ÷åðåç dimPL.

Ðîçìiðíiñòü äiéñíîãî n-âèìiðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó Rn äîðiâ-
íþ¹ n, òîáòî dimRRn = n, îñêiëüêè, ÿê çàçíà÷àëîñÿ ðàíiøå, áóäü-ÿêà
ñèñòåìà iç áiëüø íiæ n n-âèìiðíèõ âåêòîðiâ ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ, à
ç iíøîãî áîêó iñíó¹ ëiíiéíî íåçàëåæíà ñèñòåìà iç n âåêòîðiâ, íàïðè-
êëàä: e1 = (1, 0, . . . , 0, 0), e2 = (0, 1, . . . , 0, 0), . . . , en = (0, 0, . . . , 0, 1).
Àíàëîãi÷íî, ÿêèì áè íå áóëî ïîëå P , âåêòîðíèé ïðîñòið Pn òàêîæ ¹
ñêií÷åííîâèìiðíèì ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì P i dimPP

n = n.

Îçíà÷åííÿ 3. Ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as ëiíiéíîãî ïðîñòî-
ðó L íàä ïîëåì P íàçèâà¹òüñÿ áàçèñîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L, ÿêùî
âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè:
1) ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ;
2) áóäü-ÿêèé âåêòîð ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ

ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as.

Òåîðåìà 1 (òåîðåìà ïðî áàçèñ i ðîçìiðíiñòü). Íåõàé L ¹ íåíó-
ëüîâèì ñêií÷åííîâèìiðíèì ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì P . Òîäi
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iñíó¹ áàçèñ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L, ïðè÷îìó ÷èñëî âåêòîðiâ áóäü-ÿêîãî
áàçèñó ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L äîðiâíþ¹ ðîçìiðíîñòi ëiíiéíîãî ïðîñòî-
ðó L íàä ïîëåì P .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé L � íåíóëüîâèé ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé
ïðîñòið íàä ïîëåì P ðîçìiðíîñòi k, òîáòî dimPL = k, äå k � äå-
ÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî. Òîäi iñíó¹ äåÿêà ëiíiéíî íåçàëåæíà ñèñòåìà
iç k âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Ïðè÷îìó áóäü-ÿêà
ñèñòåìà iç k + 1 âåêòîðiâ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ.
Òîìó äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà b iç L ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak,
b ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ. Öå îçíà÷à¹, ùî iñíóþòü åëåìåíòè α1, α2, . . . ,
αk, β ïîëÿ P , íå âñi ðiâíi íóëþ òàêi, ùî

α1a1 + α2a2 + · · ·+ αkak+βb = 0̄.

Åëåìåíò β íå äîðiâíþ¹ íóëþ, áî ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó îäåðæàëè
á, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ. Òîìó

b = (−β−1α1)a1 + (−β−1α2)a2 + · · ·+ (−β−1αk)ak,

òîáòî áóäü-ÿêèé âåêòîð b ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi-
¹þ ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak. Òàêèì ÷èíîì, öÿ ñèñòåìà âåêòîðiâ
çàäîâîëüíÿ¹ îáèäâi óìîâè iç îçíà÷åííÿ áàçèñó ëiíiéíîãî ïðîñòîðó.
Òîìó âîíà ¹ áàçèñîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P .

Äàëi, íåõàé c1, c2, . . . , cl � äåÿêèé iíøèé áàçèñ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó
L íàä ïîëåì P . Îñêiëüêè a1, a2, . . . , ak � áàçèñ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L,
òî êîæåí iç âåêòîðiâ c1, c2, . . . , cl ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñèñòåìè âå-
êòîðiâ a1, a2, . . . , ak. Çà òåîðåìîþ ïðî ëiíiéíi êîìáiíàöi¨, âðàõîâóþ÷è
ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ c1, c2, . . . , cl ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ, îäåðæèìî,
ùî l ≤ k. Íàâïàêè, âðàõîâóþ÷è, ùî êîæåí iç âåêòîðiâ ëiíiéíî íåçàëå-
æíî¨ ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñèñòåìè
âåêòîðiâ c1, c2, . . . , cl, àíàëîãi÷íî îäåðæèìî, ùî k ≤ l. Òàêå ìîæëèâå
ëèøå ó âèïàäêó, êîëè l = k. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Òåîðåìà 2. Íåõàé a1, a2,. . . , as ¹ äåÿêîþ ñèñòåìîþ âåêòîðiâ
ñêií÷åííîâèìiðíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P . Ñïðàâäæó-
¹òüñÿ ëèøå îäíå iç íàñòóïíèõ òâåðäæåíü:
1) ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ;

2) ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as � áàçèñ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L;

3) iñíó¹ âåêòîð b iç ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L òàêèé, ùî ñèñòåìà
âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as, b ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé a1, a2, . . . , as � äåÿêà ñèñòåìà âåêòîðiâ ñêií-
÷åííîâèìiðíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P . Äëÿ äîâåäåííÿ
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òåîðåìè íàì äîñèòü ïîêàçàòè, ùî ÿêùî íå âèêîíóþòüñÿ ïåðøi äâà
òâåðäæåííÿ òåîðåìè äëÿ öi¹¨ ñèñòåìè âåêòîðiâ, òî äëÿ íå¨ ñïðàâäæó-
¹òüñÿ òðåò¹ òâåðäæåííÿ.

Ïðèïóñòèìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as ¹ ëiíiéíî íåçàëå-
æíîþ i íå ¹ áàçèñîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Òîäi iñíó¹ âåêòîð b, ÿêèé
íå ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as. Ðîçãëÿíå-
ìî ñèñòåìó âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as, b. ßêùî âîíà ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ,
òî àíàëîãi÷íî äîâåäåííþ òåîðåìè 1 ìîæíà ïîêàçàòè, ùî âåêòîð b ¹
ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as. Îñêiëüêè öå
ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ, òî ìîæåìî ñòâåðäæóâàòè, ùî ñèñòåìà âå-
êòîðiâ a1, a2, . . . , as, b ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Íàñëiäîê 1. Áóäü-ÿêó ëiíiéíî íåçàëåæíó ñèñòåìó âåêòîðiâ ñêií-
÷åííîâèìiðíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P , ÿêà íå ¹ áàçèñîì
L, ìîæíà äîïîâíèòè äî äåÿêîãî áàçèñó ïðîñòîðó L.

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî, íåõàé a1, a2, . . . , as ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ
ñèñòåìîþ âåêòîðiâ ñêií÷åííîâèìiðíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L ðîçìið-
íîñòi n íàä ïîëåì P , ÿêà íå ¹ áàçèñîì L. Çà ïîïåðåäíüîþ òåîðåìîþ
çíàéäåòüñÿ âåêòîð b1 iç L, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as, b1 ¹
ëiíiéíî íåçàëåæíîþ. Òîäi s + 1 ≤ n. ßêùî s + 1 = n, òî ñèñòåìà
âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as, b1 � áàçèñ L. Áî äëÿ öi¹¨ ñèñòåìè âåêòîðiâ
î÷åâèäíî íå ñïðàâäæóþòüñÿ 1-øå òâåðäæåííÿ iç òåîðåìè 2. À 3-ò¹
òâåðäæåííÿ íå ñïðàâäæó¹òüñÿ ó öüîìó âèïàäêó ÷åðåç òå, ùî áóäü-ÿêà
ñèñòåìà iç s + 2 âåêòîðiâ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ,
áî s+ 2 > n = dimPL. ßêùî æ s+ 1 < n, òî ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2,
. . . , as, b1 íå ¹ áàçèñîì L, áî çà äîâåäåíèì ðàíiøå áóäü-ÿêèé áàçèñ L
ïîâèíåí ñêëàäàòèñÿ ç n âåêòîðiâ. Òîìó çíîâó æ òàêè çà òåîðåìîþ 2
çíàéäåòüñÿ âåêòîð b2 iç L, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as, b1, b2
¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ i ò. ä. Îñêiëüêè s i n � äåÿêi ôiêñîâàíi íàòó-
ðàëüíi ÷èñëà, òî çðîçóìiëî, ùî öåé ïðîöåñ çóïèíèòüñÿ íà (n− s)-ìó
êðîöi. Ïiñëÿ ÿêîãî îäåðæèìî áàçèñ a1, a2, . . . , as, b1, b2, . . . , bn−s

ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Íàñëiäîê äîâåäåíî.

Òåîðåìà 3 (ïðî ðîçêëàä). Íåõàé L � íåíóëüîâèé ñêií÷åííîâè-
ìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P ðîçìiðíîñòi n, à ñèñòåìà
âåêòîðiâ a1, a2, . . . , an � áàçèñ öüîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó. Äëÿ êî-
æíîãî âåêòîðà b ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L iñíó¹ òiëüêè îäíà ñèñòåìà
åëåìåíòiâ β1, β2, . . . , βn ïîëÿ P òàêà, ùî âåêòîð b ïðåäñòàâëÿ¹-
òüñÿ ó âèãëÿäi

b = β1a1 + β2a2 + · · ·+ βnan. (1)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè i b � äîâiëüíèé
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âåêòîð ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Iç îçíà÷åííÿ áàçèñó îäðàçó ñëiäó¹, ùî
iñíóþòü åëåìåíòè β1, β2, . . . , βn ïîëÿ P òàêi, ùî ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâ-
íiñòü (1). Ïðèïóñòèìî, ùî êðiì íàáîðó åëåìåíòiâ β1, β2, . . . , βn ïîëÿ
P iñíóþòü åëåìåíòè γ1, γ2, . . . , γn öüîãî æ ïîëÿ òàêi, ùî ñïðàâäæó-
¹òüñÿ ðiâíiñòü

b = γ1a1 + γ2a2 + · · ·+ γnan,

ïðè÷îìó βi ̸= γi äëÿ äåÿêîãî i ∈ {1, 2, . . . , n}. Òîäi

β1a1 + β2a2 + · · ·+ βnan = γ1a1 + γ2a2 + · · ·+ γnan.

Çâiäñè (β1 − γ1)a1 + · · ·+ (βi − γi)ai + · · ·+ (βn − γn)an = 0̄. Îñêiëüêè
βi−γi ̸= 0, òî iç îñòàííüî¨ ðiâíîñòi ñëiäó¹, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2,
. . . , an ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ, ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi òåîðåìè. Òåîðåìà
äîâåäåíà.

Îçíà÷åííÿ 4. Ïðåäñòàâëåííÿ âåêòîðà b ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L ó
âèãëÿäi (1) ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ âåêòîðiâ äåÿêîãî áàçèñó a1, a2, . . . ,
an öüîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó íàçèâà¹òüñÿ ðîçêëàäîì âåêòîðà çà áàçè-
ñîì a1, a2, . . . , an ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Êîåôiöi¹íòè β1, β2, . . . , βn
íàçèâàþòüñÿ êîîðäèíàòàìè âåêòîðà b ó áàçèñi a1, a2, . . . , an.

Ïðè öüîìó áóäåìî ãîâîðèòè, ùî β1 � 1-øà êîîðäèíàòà, β2 � 2-ãà
êîîðäèíàòà i ò.ä., βn � n-à êîîðäèíàòà âåêòîðà b.

Îçíà÷åííÿ 5. n-âèìiðíèé âåêòîð (β1, β2, . . . , βn), ñêëàäåíèé ç êî-
îðäèíàò âåêòîðà b, áóäåìî íàçèâàòè êîîðäèíàòíèì ðÿäêîì âåêòîðà
b ó áàçèñi a1, a2, . . . , an. Âiäïîâiäíî ñòîâïåöü, ñêëàäåíèé iç öèõ êî-
îðäèíàò, áóäåìî íàçèâàòè êîîðäèíàòíèì ñòîâïöåì ó öüîìó áàçèñi.

Äëÿ ïðèêëàäó ðîçãëÿíåìî áàçèñ u1 = (1, 1, 1), u2 = (0, 1, 1), u3 =
= (0, 0, 1) äiéñíîãî òðèâèìiðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó R3. Îñêiëüêè
äëÿ âåêòîðà w = (2, 3, 4) ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü w = 2u1 + 1u2 +
+1u3, òî (2, 1, 1) ¹ êîîðäèíàòíèì ðÿäêîì âåêòîðà w ó áàçèñi u1, u2,
u3 âåêòîðíîãî ïðîñòîðó R3.

Çàóâàæåííÿ 1. ßêùî ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , an ¹ áàçèñîì
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P , òî êîîðäèíàòíi ðÿäêè áàçèñíèõ
âåêòîðiâ a1, a2, . . . , an ñïiâïàäàþòü âiäïîâiäíî ç âåêòîðàìè êàíîíi-
÷íîãî áàçèñó â Pn ÷åðåç òå, ùî

a1 = 1a1 + 0a2 + · · ·+ 0an−1 + 0an,

a2 = 0a1 + 1a2 + · · ·+ 0an−1 + 0an,

. . . . . . (2)

an = 0a1 + 0a2 + · · ·+ 0an−1 + 1an.
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Òåîðåìà 4 (ïðî äi¨ íàä âåêòîðàìè ó êîîðäèíàòíié ôîðìi). Íåõàé
ó ñêií÷åííîâèìiðíîìó ëiíiéíîìó ïðîñòîði L íàä ïîëåì P âèáðàíî
áàçèñ i äåÿêi âåêòîðè b òà c iç L ðîçêëàäåíi çà öèì áàçèñîì. Òîäi
êîîðäèíàòè ñóìè âåêòîðiâ b i c äîðiâíþþòü ñóìàì âiäïîâiäíèõ êî-
îðäèíàò öèõ âåêòîðiâ ó ðîçãëÿíóòîìó áàçèñi. Ùîá îäåðæàòè êîîð-
äèíàòè äîáóòêó åëåìåíòà δ ïîëÿ P íà âåêòîð b ïîòðiáíî åëåìåíò
δ ïîëÿ ïîìíîæèòè íà âiäïîâiäíi êîîðäèíàòè öüîãî âåêòîðà.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé L � äåÿêèé ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðî-
ñòið íàä ïîåì P , à a1, a2, . . . , an � äåÿêèé áàçèñ öüîãî ëiíiéíîãî
ïðîñòîðó. Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêi âåêòîðè b i c ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.
Ðîçêëàäåìî âåêòîðè b i c çà áàçèñîì a1, a2, . . . , an:

b = β1a1 + β2a2 + · · ·+ βnan, c = γ1a1 + γ2a2 + · · ·+ γnan,

äå βi, γj ∈ P ; i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Òîäi

b+ c = (β1a1 + β2a2 + · · ·+ βnan) + (γ1a1 + γ2a2 + · · ·+ γnan) =

= β1a1 + β2a2 + · · ·+ βnan + γ1a1 + γ2a2 + · · ·+ γnan =

= (β1a1 + γ1a1) + (β2a2 + γ2a2) + · · ·+ (βnan + γnan) =

= (β1 + γ1)a1 + (β2 + γ2)a2 + · · ·+ (βn + γn)an.

Òîìó çà òåîðåìîþ ïðî ðîçêëàä β1+γ1, β2+γ2, . . . , βn+γn ¹ âiäïîâiäíî
1-øîþ, 2-ãîþ i ò.ä., n-þ êîîðäèíàòîþ âåêòîðà b+ c.

Ïîäiáíèì ÷èíîì äîâîäèòüñÿ äðóãà ÷àñòèíà òåîðåìè. À ñàìå, äëÿ
äîâiëüíîãî åëåìåíòà δ ïîëÿ P òà âèùå çãàäàíîãî âåêòîðà b ñïðàâ-
äæóþòüñÿ ðiâíîñòi

δb = δ(β1a1 + β2a2 + · · ·+ βnan) = δ(β1a1) + · · ·+ δ(βnan) =

= (δβ1)a1 + (δβ2)a2 + · · ·+ (δβn)an.

Çâiäñè ñëiäó¹, ùî (δβ1, δβ2, . . . , δβn) ¹ êîîðäèíàòíèì ðÿäêîì âåêòîðà
δb. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Îçíà÷åííÿ 6. Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n íàä ïî-
ëåì P , à ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , an òà b1, b2, . . . , bn � áàçèñè
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P . Ðîçêëàäåìî âåêòîðè îäíîãî áà-
çèñó ïî äðóãîìó áàçèñó:

b1 = τ11a1 + τ21a2 + · · ·+ τn1an,

b2 = τ12a1 + τ22a2 + · · ·+ τn2an,

. . . . . . . . . . .

bn = τ1na1 + τ2na2 + · · ·+ τnnan,
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äå τij ∈ P ; i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Òîäi ìàòðèöÿ

T =


τ11 τ12 . . . τ1n
τ21 τ22 . . . τ2n
...

...
. . .

...
τn1 τn2 . . . τnn


íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöåþ ïåðåõîäó âiä áàçèñó a1, a2, . . . , an äî áàçèñó
b1, b2,. . . , bn.

Òåîðåìà 5. Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n íàä ïî-
ëåì P , à ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , an; b1, b2, . . . , bn òà c1, c2,
. . . , cn � áàçèñè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P . ßêùî T ¹ ìà-
òðèöåþ ïåðåõîäó âiä áàçèñó a1, a2, . . . , an äî áàçèñó b1, b2,. . . , bn, à
S ¹ ìàòðèöåþ ïåðåõîäó âiä áàçèñó b1, b2,. . . , bn äî áàçèñó c1, c2, . . . ,
cn, òî TS ¹ ìàòðèöåþ ïåðåõîäó âiä áàçèñó a1, a2, . . . , an äî áàçèñó
c1, c2, . . . , cn.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè òà

T =


τ11 τ12 . . . τ1n
τ21 τ22 . . . τ2n
...

...
. . .

...
τn1 τn2 . . . τnn

 , S =


σ11 σ12 . . . σ1n
σ21 σ22 . . . σ2n
...

...
. . .

...
σn1 σn2 . . . σnn


¹ âiäïîâiäíî ìàòðèöÿìè ïåðåõîäó âiä ïåðøîãî áàçèñó äî äðóãîãî áà-
çèñó i âiä äðóãîãî áàçèñó äî òðåòüîãî áàçèñó. Òîäi

bi = τ1ia1 + τ2ia2 + · · ·+ τnian =

n∑
k=1

τkiak,

cj = σ1jb1 + σ2jb2 + · · ·+ σnjbn =

n∑
l=1

σljbl

äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Iç öèõ ðiâíîñòåé ñëiäó¹, ùî

cj =

n∑
l=1

σljbl =

n∑
l=1

σlj

(
n∑

k=1

τklak

)
=

n∑
l=1

n∑
k=1

σljτklak =

=

n∑
k=1

n∑
l=1

σljτklak =

n∑
k=1

(
n∑

l=1

σljτkl

)
ak =

n∑
k=1

(
n∑

l=1

τklσlj

)
ak
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äëÿ äîâiëüíîãî j ∈ {1, 2, . . . , n}. Îòæå, ìàòðèöÿ

Q =



n∑
l=1

τ1lσl1
n∑

l=1

τ1lσl2 . . .
n∑

l=1

τ1lσln

n∑
l=1

τ2lσl1
n∑

l=1

τ2lσl2 . . .
n∑

l=1

τ2lσln

...
...

. . .
...

n∑
l=1

τnlσl1
n∑

l=1

τnlσl2 . . .
n∑

l=1

τnlσln


¹ ìàòðèöåþ ïåðåõîäó âiä áàçèñó a1, a2, . . . , an äî áàçèñó c1, c2, . . . , cn
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Ó ñâîþ ÷åðãó çà îçíà÷åííÿì äîáóòêó ìàòðèöü
ìàòðèöÿ Q äîðiâíþ¹ äîáóòêó ìàòðèöü T i S. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Íàñëiäîê 1. Íåõàé T ¹ ìàòðèöåþ ïåðåõîäó âiä áàçèñó a1,
a2, . . . , an äî áàçèñó b1, b2, . . . , bn ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì
P . Ìàòðèöÿ T ¹ îáîðîòíîþ ìàòðèöåþ, à îáåðíåíà äî íå¨ ìàòðè-
öÿ T−1 ¹ ìàòðèöåþ ïåðåõîäó âiä áàçèñó b1, b2, . . . , bn äî áàçèñó a1,
a2, . . . , an.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè íàñëiäêó i S ¹ ìàòðèöåþ
ïåðåõîäó âiä áàçèñó b1, b2, . . . , bn äî áàçèñó a1, a2, . . . , an. Òîäi çà ïî-
ïåðåäíüîþ òåîðåìîþ ìàòðèöÿ TS ¹ ìàòðèöåþ ïåðåõîäó âiä áàçèñó a1,
a2, . . . , an äî áàçèñó a1, a2, . . . , an, ÿêà, î÷åâèäíî (äèâ. ðiâíîñòi (2)),
¹ îäèíè÷íîþ ìàòðèöåþ. Îñêiëüêè äîáóòîê TS äîðiâíþ¹ îäèíè÷íié
ìàòðèöi, òî T ¹ îáîðîòíîþ ìàòðèöåþ, à S ¹ îáåðíåíîþ ìàòðèöåþ äî
ìàòðèöi T . Íàñëiäîê äîâåäåíî.

Òåîðåìà 6. Íåõàé ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , an òà b1,
b2, . . . , bn � áàçèñè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P , à T ¹ ìàòðè-
öåþ ïåðåõîäó âiä áàçèñó a1, a2, . . . , an äî áàçèñó b1, b2, . . . , bn. Òîäi
äëÿ áóäü-ÿêîãî âåêòîðà u ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L êîîðäèíàòíi ñòîâ-
ïöi Ua òà Ub âåêòîðà u âiäïîâiäíî ó áàçèñàõ a1, a2, . . . , an òà b1,
b2, . . . , bn ïîâ'ÿçàíi ðiâíiñòþ

Ua = TUb. (3)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè, T = ∥τij∥, äå
τij ∈ P ; i, j ∈ {1, 2, . . . , n} i u � äîâiëüíèé âåêòîð ëiíiéíîãî ïðîñòîðó
L. Ðîçêëàäåìî âåêòîð u çà îáîìà áàçèñàìè:

u = α1a1 + α2a2 + · · ·+ αnan, u = β1b1 + β2b2 + · · ·+ βnbn.



1.3. Ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið 27

Òîäi

u =

n∑
k=1

βkbk =

n∑
k=1

βk

(
n∑

l=1

τlkal

)
=

=

n∑
k=1

n∑
l=1

βkτlkal =

n∑
l=1

(
n∑

k=1

τlkβk

)
al.

Iç òåîðåìè ïðî ðîçêëàä ñëiäó¹, ùî αl =
n∑

k=1

τlkβk äëÿ äîâiëüíîãî

l ∈ {1, 2, . . . , n}, ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.

Îçíà÷åííÿ 7. Ðiâíiñòü (3) íàçèâà¹òüñÿ ôîðìóëîþ ïåðåòâîðåííÿ
êîîðäèíàò âåêòîðà ïðè ïåðåõîäi âiä îäíîãî áàçèñó ëiíiéíîãî ïðîñòî-
ðó äî iíøîãî áàçèñó.

Âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

1. Äîâåñòè, ùî ïîëå C êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì
ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì R äiéñíèõ ÷èñåë âiäíîñíî çâè÷íèõ
àëãåáðà¨÷íèõ îïåðàöié äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë,
áåðó÷è äî óâàãè, ùî áóäü-ÿêå äiéñíå ÷èñëî ¹ êîìïëåêñíèì. Çíàéòè
ðîçìiðíiñòü dimRC.

2. Äîâåñòè, ùî ïîëå C êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ¹ íåñêií÷åííîâèìið-
íèì ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì Q ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë âiäíîñíî
çâè÷íèõ àëãåáðà¨÷íèõ îïåðàöié äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ êîìïëåêñíèõ
÷èñåë, áåðó÷è äî óâàãè, ùî áóäü-ÿêå ðàöiîíàëüíå ÷èñëî ¹ êîìïëå-
êñíèì.

3. Íåõàé R+ ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì âñiõ äîäàòíèõ äiéñíèõ ÷è-
ñåë íàä ïîëåì R äiéñíèõ ÷èñåë ç íàñòóïíèìè äiÿìè: x ⊕ y = x · y,
α⊙ x = xα äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ R+ i α ∈ R. ×è ¹ ëiíiéíèé ïðîñòið
R+ ñêií÷åííîâèìiðíèì? ßêùî òàê, òî çíàéòè éîãî ðîçìiðíiñòü i äå-
ÿêèé éîãî áàçèñ.

4. Íåõàé S ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì âñiõ íåñêií÷åííèõ ïîñëiäîâíî-
ñòåé ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë íàä ïîëåì Q ç äiÿìè äîäàâàííÿ äîâiëüíèõ
ïîñëiäîâíîñòåé {an}, {bn} iç S çà ïðàâèëîì {an}+ {bn} = {an + bn}
òà ìíîæåííÿì ðàöiîíàëüíîãî ÷èñëà γ íà ïîñëiäîâíiñòü {an} òàê, ùî
γ · {an} = {γan}. ×è ¹ ëiíiéíèé ïðîñòið S ñêií÷åííîâèìiðíèì? ßêùî
òàê, òî âêàæiòü äåÿêèé áàçèñ öüîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó.
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5. Íåõàé F ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì âñiõ íåñêií÷åííèõ ïîñëiäîâíî-
ñòåé äiéñíèõ ÷èñåë, ó ÿêèõ êîæåí ÷ëåí, ïî÷èíàþ÷è ç òðåòüîãî, ¹
ñóìîþ äâîõ ïîïåðåäíiõ ¨¨ ÷ëåíiâ. Äiÿ äîäàâàííÿ äîâiëüíèõ ïîñëiäîâ-
íîñòåé {an}, {bn} iç F çàäà¹òüñÿ òàê: {an} + {bn} = {an + bn}. Äiÿ
ìíîæåííÿ äiéñíîãî ÷èñëà γ íà ïîñëiäîâíiñòü {an} iç F çàäà¹òüñÿ òà-
êèì ÷èíîì: γ · {an} = {γan}. ×è ¹ ëiíiéíèé ïðîñòið F íàä ïîëåì R
ñêií÷åííîâèìiðíèì? ßêùî òàê, òî âêàæiòü äåÿêèé áàçèñ öüîãî ëiíié-
íîãî ïðîñòîðó.

6. Íåõàé R[x]n ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì âñiõ ìíîãî÷ëåíiâ íàä ïîëåì
äiéñíèõ ÷èñåë, ñòåïåíi ÿêèõ íå ïåðåâèùóþòü äåÿêîãî íåâiä'¹ìíîãî
öiëîãî ÷èñëà n (äi¨ â R[x]n çàäàþòüñÿ çâè÷íèì ÷èíîì). ×è ¹ ëiíié-
íèé ïðîñòið R[x]n ñêií÷åííîâèìiðíèì? ßêùî òàê, òî âêàæiòü äåÿêèé
áàçèñ öüîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó.

7. Íåõàé P ¹ äåÿêèì ïîëåì, à n � íàòóðàëüíèì ÷èñëîì. Äîâåñòè,
ùî n-âèìiðíi âåêòîðè

(α11, α12, . . . , α1n), (α21, α22, . . . , α2n), . . . , (αn1, αn2, . . . , αnn)

âåêòîðíîãî ïðîñòîðó Pn óòâîðþþòü áàçèñ öüîãî ïðîñòîðó òîäi i òiëü-
êè òîäi, êîëè äåòåðìiíàíò∣∣∣∣∣∣∣∣∣

α11 α21 . . . αn1

α12 α22 . . . αn2

...
...

. . .
...

α1n α2n . . . αnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
íå äîðiâíþ¹ íóëþ.

8. Äîâåñòè, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ñèñòåìà âå-
êòîðiâ

a1 = (1, 2, 3, . . . , n− 1, n), a2 = (0, 2, 3, . . . , n− 1, n),

a3 = (0, 0, 3, . . . , n− 1, n), . . . , an = (0, 0, 0, . . . , 0, n)

¹ áàçèñîì äiéñíîãî n-âèìiðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó Rn.

9. Äîâåñòè, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ñèñòåìà âå-
êòîðiâ

x1 = (1, 1, . . . , 1, 1, 1), x2 = (1, 1, . . . , 1, 1, 0),

x3 = (1, 1, . . . , 1, 0, 0), . . . , xn = (1, 0, . . . , 0, 0, 0)
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¹ áàçèñîì äiéñíîãî n-âèìiðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó Rn.

10. Ó ÷îòèðèâèìiðíîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði R4 çíàéòè äâà áà-
çèñè, ùî ìiñòÿòü âåêòîðè a1 = (1, 1, 0, 0), a2 = (0, 0, 1, 1).

11. Ñèñòåìó ìíîãî÷ëåíiâ x5 + 4x4, x5 − 3x3, x5 + 2x2, x5 − x iç
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó R[x]5 äîïîâíèòè äî áàçèñó öüîãî ïðîñòîðó.

12. Íåõàé áóäü-ÿêèé âåêòîð ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P
ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ ó âèãëÿäi ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ äåÿêî¨ ñèñòåìè âåêòî-
ðiâ a1, a2, . . ., an öüîãî ïðîñòîðó, äå n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî.
Ïðè÷îìó äëÿ äåÿêîãî âåêòîðà b iç L iñíó¹ ëèøå îäíå ïðåäñòàâëåí-
íÿ ó âèãëÿäi ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ âåêòîðiâ öi¹¨ ñèñòåìè. Äîâåñòè, ùî
ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . ., an ¹ áàçèñîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.

13. Äîâåñòè, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ e1 = (2, 2,−1), e2 = (2,−1, 2),
e3 = (−1, 2, 2) ¹ áàçèñîì äiéñíîãî òðèâèìiðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó
R3. Çíàéòè êîîðäèíàòè âåêòîðà x = (1, 1, 1) ó öüîìó áàçèñi.

14. Äîâåñòè, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ e1 = (1, 5, 3), e2 = (2, 7, 3),
e3 = (3, 9, 4) ¹ áàçèñîì äiéñíîãî òðèâèìiðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó
R3. Çíàéòè êîîðäèíàòè âåêòîðà x = (2, 1, 1) ó öüîìó áàçèñi.

15. Äîâåñòè, ùî ñèñòåìà ìàòðèöü

A1 =

(
1 2

−1 −2

)
, A2 =

(
2 3
0 −1

)
, A3 =

(
1 2
1 4

)
, A4 =

(
1 3

−1 0

)
¹ áàçèñîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó R2×2. Çíàéòè êîîðäèíàòè ìàòðèöi

X =

(
7 14

−1 2

)
ó öüîìó áàçèñi.

16. Çíàéòè êîîðäèíàòè ìíîãî÷ëåíà t5− t4+ t3− t2− t+1 ó áàçèñi
t3 + 1, t3 + t, t3 + t2, t3, t4 + t3, t5 + t3 ëiíiéíîãî ïðîñòîðó R[t]5 âñiõ
ìíîãî÷ëåíiâ íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë, ñòåïiíü ÿêèõ íå ïåðåâèùó¹ 5.

17. Çíàéòè êîîðäèíàòè ìíîãî÷ëåíà 2x3 − 7x2 + 11x− 11 ó áàçèñi
x3 − 3x2 + 3x− 1, x2 − 2x+ 1, x− 1, 1 ëiíiéíîãî ïðîñòîðó R[x]3 âñiõ
ìíîãî÷ëåíiâ íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë, ñòåïiíü ÿêèõ íå ïåðåâèùó¹ 3.

18. Íåõàé F ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì âñiõ íåñêií÷åííèõ ïîñëiäîâ-
íîñòåé äiéñíèõ ÷èñåë, ó ÿêèõ êîæåí ÷ëåí, ïî÷èíàþ÷è ç òðåòüîãî, ¹
ñóìîþ äâîõ ïîïåðåäíiõ ¨¨ ÷ëåíiâ. Äiÿ äîäàâàííÿ äîâiëüíèõ ïîñëiäîâ-
íîñòåé {an}, {bn} iç F çàäà¹òüñÿ òàê: {an} + {bn} = {an + bn}. Äiÿ
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ìíîæåííÿ äiéñíîãî ÷èñëà γ íà ïîñëiäîâíiñòü {an} iç F çàäà¹òüñÿ òà-
êèì ÷èíîì: γ · {an} = {γan}. Äîâåñòè, ùî ïîñëiäîâíîñòi

(2, 3, 5, 8, 13, . . .), (1, 2, 3, 5, 8, . . .)

óòâîðþþòü áàçèñ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó F . Ðîçêëàñòè çà öèì áàçèñîì
ïîñëiäîâíiñòü (1, 1, 2, 3, 5, . . .).

19. Äîâåñòè, ùî êîæíà iç äâîõ ñèñòåì âåêòîðiâ a1 = (1, 2, 1),
a2 = (2, 3, 3), a3 = (3, 7, 1); b1 = (3, 1, 4), b2 = (5, 2, 1), b3 = (1, 1,−6)
¹ áàçèñîì òðèâèìiðíîãî äiéñíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó R3 i çíàéòè
çâ'ÿçîê ìiæ êîîðäèíàòàìè îäíîãî i òîãî æ âåêòîðà â öèõ äâîõ áàçè-
ñàõ.

20. Çíàéòè êîîðäèíàòè ìíîãî÷ëåíà

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0

à) â áàçèñi 1, x, x2, . . . , xn; á) â áàçèñi 1, x−α, (x−α)2, . . . , (x−α)n
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó R[x]n, äå n ∈ N, α ∈ R.

21. ßê çìiíèòüñÿ ìàòðèöÿ ïåðåõîäó âiä îäíîãî áàçèñó ñêií÷åí-
íîâèìiðíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó äî iíøîãî áàçèñó, ÿêùî ïîìiíÿòè
ìiñöÿìè äâà âåêòîðà ïåðøîãî áàçèñó.
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1.4 Içîìîðôiçì ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ

Îçíà÷åííÿ 1. Íåõàé L i L′ ¹ ëiíiéíèìè ïðîñòîðàìè íàä îäíèì
i òèì æå ïîëåì P ç äiÿìè äîäàâàííÿ âåêòîðiâ âiäïîâiäíî +, ⊕ òà
äiÿìè ìíîæåííÿ åëåìåíòà ïîëÿ íà âåêòîð âiäïîâiäíî · i ⊙. Âiäîáðà-
æåííÿ φ : L → L′ ìíîæèíè L ó ìíîæèíó L′ íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíèì
âiäîáðàæåííÿì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L ó ëiíiéíèé ïðîñòið L′, ÿêùî
ñïðàâäæóþòüñÿ íàñòóïíi ðiâíîñòi:

φ(a+ b) = φ(a)⊕ φ(b), φ(α · a) = α⊙ φ(a) (1)

äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ a, b iç L òà áóäü-ÿêîãî åëåìåíòà α ïîëÿ P .

Çàóâàæåííÿ 1. ×åðåç áàæàííÿ ðîçâèíóòè iäåþ ¾óçàãàëüíåííÿ ç
¹äèíèõ ïîçèöié¿ ðiçíèõ çà ïðèðîäîþ îá'¹êòiâ äiþ äîäàâàííÿ âåêòîðiâ
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó âñþäè çàçâè÷àé ïîçíà÷àþòü ñèìâîëîì +, à äiþ
ìíîæåííÿ åëåìåíòiâ ïîëÿ íà âåêòîðè ïîçíà÷àþòü ñèìâîëîì ·. Òîìó
ðiâíîñòi (1) ìè ïèñàòèìåìî, ÿê i ó áàãàòüîõ ïiäðó÷íèêàõ, ó ñïðîùå-
íîìó âèãëÿäi

φ(a+ b) = φ(a) + φ(b), φ(α · a) = α · φ(a),

ðîçóìiþ÷è iç êîíòåêñòó ïðî ÿêi äi¨ éäå ìîâà.

Îçíà÷åííÿ 2. Âiäîáðàæåííÿ φ : L → L′ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L
íàä ïîëåì P ó ëiíiéíèé ïðîñòið L′ íàä öèì æå ïîëåì íàçèâà¹òüñÿ
içîìîðôiçìîì, ÿêùî φ ¹ ëiíiéíèì âiäîáðàæåííÿì ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ
i φ ¹ ái¹êòèâíèì âiäîáðàæåííÿ ìíîæèíè L ó ìíîæèíó L′.

Îçíà÷åííÿ 3. Ëiíiéíèé ïðîñòið L íàä ïîëåì P íàçèâà¹òüñÿ içî-
ìîðôíèì ëiíiéíîìó ïðîñòîðó L′ íàä ïîëåì P , ÿêùî iñíó¹ içîìîðôiçì
φ : L→ L′ ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ.

Çàïèñ L ∼= L′ îçíà÷à¹, ùî ëiíiéíèé ïðîñòið L içîìîðôíèé ëiíié-
íîìó ïðîñòîðó L′. Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàäè içîìîðôíèõ ëiíiéíèõ ïðî-
ñòîðiâ.

Ïðèêëàä 1. Íåõàé L � ïiäìíîæèíà äiéñíîãî òðèâèìiðíîãî ïðî-
ñòîðó R3, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ äiéñíèõ òðèâèìiðíèõ âåêòîðiâ, îñòà-
ííÿ êîìïîíåíòà ÿêèõ äîðiâíþ¹ íóëþ, òîáòî

L = {(α, β, 0) | α, β ∈ R} .

Î÷åâèäíî, L ¹ çàìêíåíîþ ïiäìíîæèíîþ âiäíîñíî äié â R3. Òîìó L ¹
ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì R. Ëiíiéíèé ïðîñòið L ¹ içîìîðôíèì
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ëiíiéíîìó ïðîñòîðó R2. Âiäîáðàæåííÿ ψ : L→ R2 òàêå, ùî

ψ
(
(α, β, 0)

)
= (α, β)

äëÿ áóäü-ÿêîãî âåêòîðà (α, β, 0) iç L, ¹ içîìîðôiçìîì. Öå òàê ÷åðåç
òå, ùî:

� ψ ¹ ëiíiéíèì âiäîáðàæåííÿì, áî äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ u = (α,
β, 0), v = (γ, δ, 0) iç L i äëÿ áóäü-ÿêîãî äiéñíîãî ÷èñëà γ ñïðàâ-
äæóþòüñÿ ðiâíîñòi:

ψ(u+ v) = ψ
(
(α+ γ, β+ δ, 0)

)
= (α+ γ, β+ δ) =

= (α, β)+(γ, δ) = ψ(u)+ψ(v),

ψ(γ · u) = ψ
(
(γα, γβ, γ0)

)
= (γα, γβ) = γ ·(α, β) = γ ·ψ(u);

� ψ ¹ ái¹êòèâíèì âiäîáðàæåííÿì, áî

� äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà w = (ζ, η) ∈ R2 iñíó¹ ïðîîáðàç
ψ−1(w) = (ζ, η, 0) ∈ L, òîáòî ψ ¹ ñþð'¹êòèâíèì âiäîáðà-
æåííÿì;

� äëÿ áóäü-ÿêèõ ðiçíèõ âåêòîðiâ u = (α, β, 0), v = (γ, δ, 0)
iç L ψ(u) = (α, β) ̸= (γ, δ) = ψ(v), à öå îçíà÷à¹, ùî φ ¹
ií'¹êòèâíèì âiäîáðàæåííÿì.

Ïðèêëàä 2. Äiéñíèé îäíîâèìiðíèé âåêòîðíèé ïðîñòið R1 ¹ içî-
ìîðôíèì ëiíiéíîìó ïðîñòîðó R+ âñiõ äîäàòíèõ äiéñíèõ ÷èñåë íàä
ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë, â ÿêîìó äiÿ äîäàâàííÿ âåêòîðiâ òà ìíîæåííÿ
åëåìåíòiâ ïîëÿ íà âåêòîð âèçíà÷åíi íàñòóïíèì ÷èíîì:

a⊕ b = ab, γ⊙ a = aγ

äëÿ äîâiëüíèõ âåêòîðiâ a, b ∈ R+ òà ÷èñëà γ ∈ R.
Âiäîáðàæåííÿ φ : R1 → R+ òàêå, ùî φ(x) = 2x, äå x ∈ R1, ¹

içîìîðôiçìîì, îñêiëüêè:

� φ ¹ ëiíiéíèì âiäîáðàæåííÿì, áî äëÿ áóäü-ÿêèõ a, b ∈ R1 i
áóäü-ÿêîãî γ ∈ R ñïðàâäæóþòüñÿ ðiâíîñòi

φ(a+ b) = 2a+b = 2a2b = 2a ⊕ 2b = φ(a)⊕ φ(b),

φ(γ · a) = 2γa = (2a)
γ
= γ ⊙ 2a = γ ⊙ φ(a).
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� φ ¹ ái¹êòèâíèì âiäîáðàæåííÿì, áî

� äëÿ äîâiëüíîãî äîäàòíîãî äiéñíîãî ÷èñëà u ∈ R+ iñíó¹
ïðîîáðàç φ−1(u) = log2 u ∈ R1, òîáòî φ ¹ ñþð'¹êòèâíèì
âiäîáðàæåííÿì;

� äëÿ áóäü-ÿêèõ ðiçíèõ äiéñíèõ ÷èñåë a, b ∈ R1 φ(a) = 2a ̸=
̸= 2b = φ(b), à îòæå, φ ¹ ií'¹êòèâíèì âiäîáðàæåííÿì.

Ïðîïîíó¹ìî ÷èòà÷åâi ñàìîñòiéíî äîâåñòè, ùî âiäíîøåííÿ ¾áóòè
içîìîðôíèìè¿, çàäàíå íà ìíîæèíi âñiõ ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ íàä îäíèì
i òèì æå ïîëåì P , ¹ âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi, òîáòî çàäîâîëüíÿ¹
âëàñòèâîñòÿì ðåôëåêñèâíîñòi, ñèìåòðè÷íîñòi i òðàíçèòèâíîñòi:

1) áóäü-ÿêèé ëiíiéíèé ïðîñòið L íàä ïîëåì P içîìîðôíèé ñîái;

2) ÿêùî ëiíiéíèé ïðîñòið L íàä ïîëåì P içîìîðôíèé ëiíiéíîìó
ïðîñòîðó L′ íàä öèì æå ïîëåì, òî L′ içîìîðôíèé L;

3) ÿêùî ëiíiéíèé ïðîñòið L íàä ïîëåì P içîìîðôíèé ëiíiéíîìó
ïðîñòîðó L′ íàä öèì æå ïîëåì, à âií ó ñâîþ ÷åðãó içîìîðôíèé
ëiíiéíîìó ïðîñòîðó L′′ íàä ïîëåì P , òî L içîìîðôíèé L′′.

Òåîðåìà 1. Íåõàé φ : L → L′ ¹ ëiíiéíèì âiäîáðàæåííÿì ëiíié-
íîãî ïðîñòîðó L ó ëiíiéíèé ïðîñòið L′ íàä îäíèì i òèì æå ïîëåì
P i a1, a2, . . . , as � ñèñòåìà âåêòîðiâ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Äëÿ
áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ γ1, γ2, . . . , γs ïîëÿ P ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

φ(γ1a1 + γ2a2 + · · ·+ γsas) = γ1φ(a1) + γ2φ(a2) + · · ·+ γsφ(as).

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî òåîðåìó ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨
çà ÷èñëîì s âåêòîðiâ ó çàäàíié ñèñòåìi âåêòîðiâ. ßêùî s = 1, òî ïðà-
âèëüíiñòü òâåðäæåííÿ òåîðåìè îäðàçó ñëiäó¹ iç îçíà÷åííÿ ëiíiéíîãî
âiäîáðàæåííÿ: φ(γ1a1) = γ1φ(a1) äëÿ äîâiëüíîãî γ1 ∈ P .

Ïðèïóñòèìî, ùî òâåðäæåííÿ òåîðåìè ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ äëÿ
áóäü-ÿêî¨ ñèñòåìè âåêòîðiâ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ìåíø íiæ iç k âåêòî-
ðiâ, òîáòî çà óìîâè, ùî s < k. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó iç k âåêòîðiâ a1,
a2, . . . , ak ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ γ1,
γ2, . . . , γk ïîëÿ P ñïðàâäæóþòüñÿ ðiâíîñòi

φ(γ1a1 + γ2a2 + · · ·+ γkak) = φ (γ1a1 + (γ2a2 + · · ·+ γkak)) =

= φ(γ1a1) + φ (γ2a2 + · · ·+ γkak) = γ1φ(a1)+

+ (γ2φ(a2) + · · ·+ γkφ(ak)) = γ1φ(a1) + γ2φ(a2) + · · ·+ γkφ(ak).

Òåîðåìà äîâåäåíà.
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Òåîðåìà 2. Íåõàé φ : L → L′ ¹ ëiíiéíèì âiäîáðàæåííÿì ëiíié-
íîãî ïðîñòîðó L ó ëiíiéíèé ïðîñòið L′ íàä îäíèì i òèì æå ïîëåì
P i 0̄ � íóëüîâèé âåêòîð ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L, à 0̄′ � íóëüîâèé
âåêòîð ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L′. Òîäi φ(0̄) = 0̄′.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè φ ¹ ëiíiéíèì âiäîáðàæåííÿì, òî

φ(0̄) = φ(0 · 0̄) = 0·φ(0̄) = 0̄′,

ùî i ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.

Òåîðåìà 3. Íåõàé φ : L→ L′ ¹ içîìîðôiçìîì ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ
L òà L′ íàä ïîëåì P i a1, a2, . . . , as ¹ äåÿêîþ ñèñòåìîþ âåêòîðiâ
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Ñïðàâäæóþòüñÿ íàñòóïíi òâåðäæåííÿ:

1) ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè ñèñòåìà îáðàçiâ φ(a1), φ(a2), . . . , φ(as) ¹
ëiíiéíî çàëåæíîþ;

2) ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as ¹ áàçèñîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó
L òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ñèñòåìà îáðàçiâ φ(a1), . . . , φ(as−1),
φ(as) ¹ áàçèñîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L′.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè. Ïðèïóñòèìî,
ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ. Òîäi iñíó-
þòü åëåìåíòè γ1, γ2, . . . , γs ïîëÿ P , íå âñi ðiâíi íóëþ òàêi, ùî

γ1a1 + γ2a2 + · · ·+ γsas = 0̄.

Iç ïîïåðåäíiõ òåîðåì ïðî ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ ñëiäó¹, ùî

γ1φ(a1) + γ2φ(a2) + · · ·+ γsφ(as) =

= φ(γ1a1 + γ2a2 + · · ·+ γsas) = φ(0̄) = 0̄′.

Òàêèì ÷èíîì ñèñòåìà âåêòîðiâ φ(a1), φ(a2), . . . , φ(as) ëiíiéíîãî ïðî-
ñòîðó L′ ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ.

Íåõàé òåïåð íàâïàêè, ñèñòåìà âåêòîðiâ φ(a1), φ(a2), . . . , φ(as)
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L′ ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ. Òîäi iñíóþòü åëåìåíòè γ1,
γ2, . . . , γs ïîëÿ P íå âñi ðiâíi íóëþ òàêi, ùî ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiíñòü
γ1φ(a1) + γ2φ(a2) + · · ·+ γsφ(as) = 0̄′. Òîäi

φ(γ1a1 + γ2a2 + · · ·+ γsas) = γ1φ(a1) + γ2φ(a2) + · · ·+ γsφ(as) = 0̄′.

Îñêiëüêè φ ¹ içîìîðôiçìîì iç ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L â ëiíiéíèé ïðî-
ñòið L′, òî çà òåîðåìîþ 2 íóëüîâèé âåêòîð 0̄ iç L ¹ ¹äèíèì ïðîîáðàçîì
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íóëüîâîãî âåêòîðà 0̄′ iç L′, à òîìó

γ1a1 + γ2a2 + · · ·+ γsas = 0̄.

Öå îçíà÷à¹, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ.
Íåõàé òåïåð ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as � áàçèñ ëiíiéíîãî ïðî-

ñòîðó L. Òîäi çà äîâåäåíèì âèùå ñèñòåìà îáðàçiâ φ(a1), . . . , φ(as−1),
φ(as) ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ. Îñêiëüêè ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó áó-
ëà á ëiíiéíî çàëåæíîþ ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as, à îñòàíí¹
ñóïåðå÷èòü òîìó, ùî âîíà ¹ áàçèñîì L.

Íåõàé b′ � áóäü-ÿêèé åëåìåíò ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L′. Iç òîãî, ùî φ
¹ içîìîðôiçìîì ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ L i L′, ñëiäó¹ iñíóâàííÿ âåêòîðà b
iç L òàêîãî, ùî φ(b) = b′. Íåõàé b = β1a1+β2a2+ · · ·+βsas � ðîçêëàä
âåêòîðà b çà áàçèñîì a1, a2, . . . , as ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Òîäi

b′ = φ(b) = φ(β1a1 + β2a2 + · · ·+ βsas) =

= β1φ(a1) + β2φ(a2) + · · ·+ βsφ(as),

Öå îçíà÷à¹, ùî áóäü-ÿêèé âåêòîð ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L′ ¹ ëiíiéíîþ
êîìáiíàöi¹þ ñèñòåìè âåêòîðiâ φ(a1), φ(a2), . . . , φ(as). Òîìó âîíà ¹
áàçèñîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L′.

ßêùî æ ñèñòåìà âåêòîðiâ φ(a1), φ(a2), . . . , φ(as) ¹ áàçèñîì ëiíié-
íîãî ïðîñòîðó L′, òî äîâåäåííÿ òîãî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . ,
as ¹ áàçèñîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L àíàëîãi÷íå ïîïåðåäíüîìó. Òåîðåìà
äîâåäåíà.

Òåîðåìà 4 (êëàñèôiêàöiéíà òåîðåìà). Íåõàé L òà L′ � ñêií÷åí-
íîâèìiðíi ëiíiéíi ïðîñòîðè íàä ïîëåì P . Òîäi ëiíiéíèé ïðîñòið L
içîìîðôíèé ëiíiéíîìó ïðîñòîðó L′ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ðîçìið-
íiñòü ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L äîðiâíþ¹ ðîçìiðíîñòi ëiíiéíîãî ïðîñòî-
ðó L′.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé L òà L′ � íåíóëüîâi ñêií÷åííîâèìiðíi ëiíiéíi
ïðîñòîðè íàä ïîëåì P âiäïîâiäíî ðîçìiðíîñòåé s i s′. Ó âèïàäêó
íóëüîâèõ ïðîñòîðiâ òâåðäæåííÿ òåîðåìè ¹ î÷åâèäíèì.

Ïðèïóñòèìî, ùî ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíié ïðîñòið L içîìîð-
ôíèé ïðîñòîðó L′ i φ : L → L′ � içîìîðôiçì ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ.
Íåõàé a1, a2, . . . , as � äåÿêèé áàçèñ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Òîäi çà
ïîïåðåäíüîþ òåîðåìîþ ñèñòåìà âåêòîðiâ φ(a1), φ(a2), . . . , φ(as)� áà-
çèñ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L′. Öå îçíà÷à¹, ùî dimPL

′ = s. Îòæå, s = s′.
Öå äîâîäèòü íåîáõiäíiñòü òåîðåìè.

Íåõàé òåïåð dimPL = dimPL
′, òîáòî s = s′. Ðîçãëÿíåìî äåÿêi

áàçèñè a1, a2, . . . , as òà a′1, a
′
2, . . . , a

′
s ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ L i L′.
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Ïîáóäó¹ìî âiäïîâiäíiñòü ψ iç ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L ó ëiíiéíèé ïðîñòið
L′ òàêèì ÷èíîì, ùî êîæíîìó âåêòîðó u iç L ñòàâèòüñÿ ó âiäïîâiäíiñòü
âåêòîð u′ iç L′, êîîðäèíàòíèé ðÿäîê ÿêîãî ó áàçèñi a′1, a

′
2, . . . , a

′
s

äîðiâíþ¹ êîîðäèíàòíîìó ðÿäêó âåêòîðà u ó áàçèñi a1, a2, . . . , as.
Òîáòî, ÿêùî

u = γ1a1 + γ2a2 + · · ·+ γsas,

� ðîçêëàä âåêòîðà u çà áàçèñîì a1, a2, . . . , as ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L,
äå γ1, γ2, . . . , γs ∈ P , òî

ψ(u) = γ1a
′
1 + γ2a

′
2 + · · ·+ γsa

′
s.

Iç òåîðåìè ïðî îäíîçíà÷íiñòü ðîçêëàäó âåêòîðà çà áàçèñîì ñëiäó¹,
ùî âiäïîâiäíiñòü ψ ¹ âiäîáðàæåííÿì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L ó ëiíiéíèé
ïðîñòið L′, äî òîãî æ ái¹êòèâíèì âiäîáðàæåííÿì. Âiäîáðàæåííÿ ψ
¹ ëiíiéíèì âiäîáðàæåííÿì. Äiéñíî, íåõàé u, v � áóäü-ÿêi âåêòîðè
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L, α � äîâiëüíèé åëåìåíò ïîëÿ P , à

u = γ1a1 + γ2a2 + · · ·+ γsas, v = δ1a1 + δ2a2 + · · ·+ δsas

� âiäïîâiäíî ðîçêëàäè âåêòîðiâ u i v çà áàçèñîì a1, a2, . . . , as ëiíié-
íîãî ïðîñòîðó L. Òîäi:

ψ(u+ v) = ψ
(
(γ1 + δ1)a1 + (γ2 + δ2)a2 + · · ·+ (γs + δs)as

)
=

= (γ1 + δ1)a
′
1 + (γ2 + δ2)a

′
2 + · · ·+ (γs + δs)a

′
s =

= (γ1a
′
1 + γ2a

′
2 + · · ·+ γsa

′
s) + (δ1a

′
1 + δ2a

′
2 + · · ·+ δsa

′
s) = ψ(u) + ψ(v),

ψ(αu) = ψ
(
(αγ1)a1 + (αγ2)a2 + · · ·+ (αγs)as

)
=

= (αγ1)a
′
1+(αγ2)a

′
2+· · ·+(αγs)a

′
s = α(γ1a

′
1+γ2a

′
2+· · ·+γsa′s) = αψ(u).

Òàêèì ÷èíîì, ψ ¹ içîìîðôiçìîì ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ L i L′, à òîìó
L ∼= L′. Òåîðåìà äîâåäåíà.

×åðåç òå, ùî ðîçìiðíiñòü dimPP
n n-âèìiðíîãî âåêòîðíîãî ïðî-

ñòîðó Pn íàä ïîëåì P äîðiâíþ¹ n, òî iç ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè îäðàçó
ñëiäó¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Íàñëiäîê 1. Íåõàé L � íåíóëüîâèé ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíié-
íèé ïðîñòið íàä ïîëåì P ðîçìiðíîñòi n. Òîäi ëiíiéíèé ïðîñòið L
içîìîðôíèé n-âèìiðíîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîðó Pn (L ∼= Pn). ßêùî
n ̸= m, òî âåêòîðíèé ïðîñòið Pn íå içîìîðôíèé âåêòîðíîìó ïðî-
ñòîðó Pm.
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Âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

1. Íåõàé L ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì âñiõ âåêòîðiâ ïëîùèíè α íàä ïî-
ëåì äiéñíèõ ÷èñåë âiäíîñíî çâè÷àéíèõ îïåðàöié äîäàâàííÿ âåêòîðiâ
òà ìíîæåííÿ äiéñíîãî ÷èñëà íà âåêòîð, O � äåÿêà òî÷êà ïëîùèíè
α. ×è ¹ içîìîðôiçìîì iç L â L ïîâîðîò ïëîùèíè íà äåÿêèé êóò β
íàâêîëî òî÷êè O. Âiäïîâiäü îá ðóíòóâàòè.

2. Íåõàé L ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì ðîçâ'ÿçêiâ ëiíiéíîãî îäíîðiäíîãî
ðiâíÿííÿ x1 + x2 + x3 = 0 ç íåâiäîìèìè x1, x2, x3 íàä ïîëåì äiéñíèõ
÷èñåë. Íàâåñòè ïðèêëàä içîìîðôiçìó iç L ó äiéñíèé äâîâèìiðíèé âå-
êòîðíèé ïðîñòið R2.

3. Íåõàé L ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì ðîçâ'ÿçêiâ ëiíiéíîãî îäíîðiäíîãî
ðiâíÿííÿ x1−x2+

√
2x3 = 0 ç íåâiäîìèìè x1, x2, x3 íàä ïîëåì äiéñíèõ

÷èñåë. Âiäîáðàæåííÿ φ : R2 → L êîæíîìó äiéñíîìó äâîâèìiðíîìó
âåêòîðó (x1, x2) ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü âåêòîð iç L òàêèé, ùî((

1
2+

√
2
4

)
x1+

(
1
2−

√
2
4

)
x2,
(

1
2−

√
2
4

)
x1+

(
1
2+

√
2
4

)
x2,

1
2x2−

1
2x1

)
.

Äîâåñòè, ùî φ ¹ içîìîðôiçìîì.

4. Âiäîáðàæåííÿ φ : R3 → R3 êîæíîìó äiéñíîìó òðèâèìiðíîìó
âåêòîðó x = (x1, x2, x3) ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü âåêòîð φ(x) iç R3

òàêèé, ùî

φ(x) = (10x1 − 10x2 − 5x3, −2x1 + 5x2 − 14x3, −11x1 − 10x2 − 2x3) .

Äîâåñòè, ùî φ ¹ içîìîðôiçìîì.

5. Âiäîáðàæåííÿ φ : R[x]2 → R3 êîæíîìó ìíîãî÷ëåíó f(x) íàä
ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë, ñòåïiíü ÿêîãî íå ïåðåâèùó¹ 2, ñòàâèòü ó âiäïî-
âiäíiñòü äiéñíèé òðèâèìiðíèé âåêòîð (f(1), f(2), f(3)) iç R3. Äîâåñòè,
ùî φ ¹ içîìîðôiçìîì.

6. Äîâåñòè, ùî ëiíiéíèé ïðîñòið S2×2 âñiõ äiéñíèõ ñèìåòðè÷íèõ
2×2-ìàòðèöü içîìîðôíèé ëiíiéíîìó ïðîñòîðó R[x]5(x3−1) âñiõ ìíî-
ãî÷ëåíiâ íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë, ñòåïåíi ÿêèõ íå ïåðåâèùóþòü
5 i ÿêi êðàòíi ìíîãî÷ëåíó x3 − 1. Äi¨ â îáîõ ëiíiéíèõ ïðîñòîðàõ
çàäàíî çâè÷íèì ÷èíîì. Ïîáóäóâàòè äåÿêèé içîìîðôiçì iç S2×2 â
R[x]5(x3 − 1).
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1.5 Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó.

Äi¨ íàä ïiäïðîñòîðàìè

Îçíà÷åííÿ 1. Íåõàé L ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì P . Íå-
ïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà A ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíèì
ïiäïðîñòîðîì L, ÿêùî ìíîæèíà A ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì
P âiäíîñíî òèõ äié, ÿêi ââåäåíi â L.

Äîìîâèìîñÿ íàäàëi âñþäè âèêîðèñòîâóâàòè ïîíÿòòÿ ¾ïiäïðîñòið¿
â ÿêîñòi ïîíÿòòÿ ¾ëiíiéíèé ïiäïðîñòið¿.

Òåîðåìà 1 (ïåðøà îçíàêà ïiäïðîñòîðó). Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæè-
íà A ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ ïiäïðîñòîðîì ïðîñòîðó L
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ìíîæèíà A ¹ çàìêíåíîþ âiäíîñíî äié íàä
âåêòîðàìè.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé L ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì P i A �
íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà L. Ïðèïóñòèìî, ùî A ¹ ïiäïðîñòîðîì ëiíié-
íîãî ïðîñòîðó L. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ a, b iç A òà áóäü-ÿêîãî
åëåìåíòà γ ïîëÿ P ñïðàâäæóþòüñÿ âêëþ÷åííÿ

a+ b ∈ A, γa ∈ A. (1)

Òîìó A ¹ çàìêíåíîþ ïiäìíîæèíîþ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.
Òåïåð íåõàé A � çàìêíåíà ïiäìíîæèíà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä

ïîëåì P . Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ a, b iç A òà áóäü-ÿêîãî åëåìåíòà
γ ïîëÿ P ñïðàâäæóþòüñÿ âêëþ÷åííÿ (1). Îòæå, äîäàâàííÿ âåêòîðiâ
iç A, ðîçãëÿäóâàíèõ ÿê âåêòîðiâ iç L, òà ìíîæåííÿ åëåìåíòà ïîëÿ
P íà âåêòîð iç A çàäàþòü äiþ äîäàâàííÿ åëåìåíòiâ íà ìíîæèíi A
òà äiþ ìíîæåííÿ åëåìåíòà ïîëÿ P íà åëåìåíò iç A. Îñêiëüêè L ¹
ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì P , òî äëÿ äîâiëüíèõ âåêòîðiâ a, b, c iç
L, çîêðåìà iç A, òà äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ α, β ïîëÿ P ñïðàâäæóþòüñÿ
ðiâíîñòi:

(a+ b) + c = a+ (b+ c), a+ b = b+ a, α(βa) = (αβ)a,

1a = a, α(a+ b) = αa+ αb, (α+ β)a = αa+ βa.

Ðîçãëÿíåìî äåÿêèé âåêòîð a iç A. Òàêèé iñíó¹, áî A ̸= ∅. Òîäi

0̄ = 0a ∈ A, −a = (−1)a ∈ A

÷åðåç òå, ùî A ¹ çàìêíåíîþ ïiäìíîæèíîþ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Öå
îçíà÷à¹, ùî íóëüîâèé âåêòîð 0̄ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàëåæèòü A i
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âií ¹ íóëüîâèì âåêòîðîì â A. Òàê ñàìî, äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà a iç
A iñíó¹ ïðîòèëåæíèé âåêòîð −a â A. Òîìó çà îçíà÷åííÿì ëiíiéíîãî
ïðîñòîðó ìíîæèíà A ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì P âiäíîñíî òèõ
äié, ÿêi ââåäåíi â L, à îòæå é ïiäïðîñòîðîì â L. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Òåîðåìà 2 (äðóãà îçíàêà ïiäïðîñòîðó). Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà
A ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ ïiäïðîñòîðîì L òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ a òà b iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ
α òà β iç P âåêòîð αa+ βb íàëåæèòü A.

Äîâåäåííÿ. ßêùî A � ïiäïðîñòið ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïî-
ëåì P , òî äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ a òà b iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α
òà β iç P âåêòîðè αa i βb íàëåæèòü A. Òîìó ñóìà αa+βb íàëåæèòü A.

Íàâïàêè, íåõàé äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ a òà b iç A i áóäü-ÿêèõ
åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αa + βb íàëåæèòü A. Òîäi a + b =
= 1u + 1v ∈ A, αa = αa + 0b ∈ A. Îòæå, ìíîæèíà A � çàìêíåíà
âiäíîñíî äié íàä âåêòîðàìè. Çà ïåðøîþ îçíàêîþ ïiäïðîñòîðó A ¹
ïiäïðîñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàäè ïiäïðîñòîðiâ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó:

1) ïðîñòið ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ç n íå-
âiäîìèìè íàä ïîëåì P ¹ ïiäïðîñòîðîì n-âèìiðíîãî âåêòîðíîãî
ïðîñòîðó Pn;

2) äëÿ áóäü-ÿêîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P éîãî òðèâi-
àëüíi ïiäìíîæèíè {0̄} i L ¹ ïiäïðîñòîðàìè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó
L, ¨õ ùå íàçèâàþòü òðèâiàëüíèìè ïiäïðîñòîðàìè;

3) ìíîæèíà {α1a1 + α2a2 + · · ·+ αsas | α1, α2, . . . , αs ∈ P} âñiõ ëi-
íiéíèõ êîìáiíàöié äåÿêî¨ ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as iç ëi-
íiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ ïiäïðîñòîðîì L, öåé ïiä-
ïðîñòið íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ ñèñòåìè âåêòîðiâ a1,
a2, . . . , as òà ïîçíà÷àþòü ñèìâîëîì ⟨a1, a2, . . . , as⟩.

Îçíà÷åííÿ 2. Íåõàé A, B � íåïîðîæíi ïiäìíîæèíè ëiíiéíîãî
ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P . ×åðåç A + B ïîçíà÷èìî ìíîæèíó âñiõ âå-
êòîðiâ âèãëÿäó a + b, äå a ïðîáiãà¹ âñþ ìíîæèíó A, à b ïðîáiãà¹
ìíîæèíó B:

A+B = {a+ b | a ∈ A, b ∈ B} .

Ìíîæèíà A+B íàçèâà¹òüñÿ ñóìîþ ïiäìíîæèí A i B ëiíiéíîãî ïðî-
ñòîðó L.

Íàãàäà¹ìî, ùî ìíîæèíà âñiõ ñïiëüíèõ äëÿ A i B âåêòîðiâ íàçè-
âà¹òüñÿ ïåðåòèíîì ìíîæèí A òà B i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç A ∩B.
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Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàäè ñóì òà ïåðåòèíiâ ïiäìíîæèí ëiíiéíîãî ïðî-
ñòîðó. Íåõàé

A = {(α, β, 0) | α, β ∈ R} , B = {(0, α′, β′) | α′, β′ ∈ R}

� ïiäìíîæèíè äiéñíîãî òðèâèìiðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó R3. Òîäi:

A+B = R3, A+A = A, A+R3 = R3,

A ∩R3 = A, A ∩A = A, A ∩B = {(0, γ, 0) | γ ∈ R} .

Ïåðøà ðiâíiñòü ñëiäó¹ iç âçà¹ìíèõ âêëþ÷åíü, îäíå ç ÿêèõ, à ñàìå
A + B ⊂ R3, ¹ î÷åâèäíèì, à äðóãå A + B ⊃ R3 âèïëèâà¹ iç òîãî,
ùî áóäü-ÿêèé âåêòîð (α, β, γ) iç R3 ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi ñóìè
âåêòîðiâ

(α, β, 0) + (0, 0, γ) ∈ A+B.

Îá ðóíòóâàííÿ iíøèõ ðiâíîñòåé çàëèøà¹ìî ÷èòà÷åâi. Ñïðàâäæó¹-
òüñÿ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 3. Ñóìà i ïåðåòèí áóäü-ÿêèõ ïiäïðîñòîðiâ ëiíiéíîãî
ïðîñòîðó L ¹ ïiäïðîñòîðàìè L. ßêùî A i B ¹ ñêií÷åííîâèìiðíè-
ìè ïiäïðîñòîðàìè ïðîñòîðó L, òî ðîçìiðíiñòü ñóìè A + B öèõ
ïiäïðîñòîðiâ äîðiâíþ¹ ñóìi ðîçìiðíîñòåé ïiäïðîñòîðiâ A i B ìiíóñ
ðîçìiðíiñòü ¨õ ïåðåòèíó, òîáòî dimP (A+B) = dimPA+ dimPB −
−dimP (A ∩B).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé L ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì P , a A i
B � ïiäïðîñòîðè ïðîñòîðó L. Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêi äâà âåêòîðè u, v iç
A+B. Çà îçíà÷åííÿì ñóìè ïiäìíîæèí ëiíiéíîãî ïðîñòîðó çíàéäóòüñÿ
òàêi âåêòîðè a1, a2 ∈ A i b1, b2 ∈ B, ùî u = a1 + b1, v = a2 + b2. Òîäi
äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ γ, δ iç ïîëÿ P ñïðàâäæóþòüñÿ ðiâíîñòi

γu+ δv = γ(a1 + b1) + δ(a2 + b2) =

= γa1 + γb1 + δa2 + δb2 = (γa1 + δa2) + (γb1 + δb2).

Îñêiëüêè A, B � ïiäïðîñòîðè â L, òî çà äðóãîþ îçíàêîþ ïiäïðîñòîðó

γa1 + δa2 ∈ A, γb1 + δb2 ∈ B.

Öå îçíà÷à¹, ùî γu + δv ∈ A + B. Çíîâó æ òàêè çà äðóãîþ îçíàêîþ
ïiäïðîñòîðó A+B ¹ ïiäïðîñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Àíàëîãi÷íî
äîâîäèòüñÿ, ùî ïåðåòèí A ∩B ¹ ïiäïðîñòîðîì ïðîñòîðó L.
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Íåõàé A, B � ñêií÷åííîâèìiðíi ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó
L i dimPA = m, dimPB = n. Âçàãàëi êàæó÷è, ¹ î÷åâèäíèì òîé ôàêò,
ùî áóäü-ÿêèé ïiäïðîñòið ñêií÷åííîâèìiðíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ¹
ñêií÷åííîâèìiðíèì, ïðè÷îìó ðîçìiðíiñòü ïiäïðîñòîðó íå ïåðåâèùó¹
ðîçìiðíiñòü ëiíiéíîãî ïðîñòîðó. Îñêiëüêè ïåðåòèí A∩B ¹ ïiäìíîæè-
íîþ ÿê A, òàê i B, òî A∩B ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì ëiíiéíèì ïðîñòîðîì
íàä ïîëåì P . Íåõàé dimP (A ∩B) = k i c1, c2, . . . , ck � áàçèñ A ∩B.
ßêùî A∩B = {0̄}, òî k = 0 i íå iñíó¹ áàçèñó A∩B, àëå öå íå âïëèâà¹
íà ïîäàëüøi ìiðêóâàííÿ.

ßêùî k < m, òî äîïîâíèìî ëiíiéíî íåçàëåæíó ñèñòåìó âåêòîðiâ
c1, c2, . . . , ck äî áàçèñó c1, c2, . . . , ck, a1, . . . , am−k ïiäïðîñòîðó A. Òàê
ñàìî, ÿêùî k < n, òî äîïîâíèìî ëiíiéíî íåçàëåæíó ñèñòåìó âåêòîðiâ
c1, c2, . . . , ck äî áàçèñó c1, c2, . . . , ck, b1, . . . , bn−k ïiäïðîñòîðó B.
Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ

c1, c2, . . . , ck, a1, . . . , am−k, b1, . . . , bn−k (2)

� áàçèñ ñóìè A + B. Íåõàé u � áóäü-ÿêèé âåêòîð iç A + B. Òîäi
u = a+ b äëÿ äåÿêèõ âåêòîðiâ a ∈ A, b ∈ B. Ðîçêëàäåìî âåêòîðè a i
b âiäïîâiäíî çà áàçèñàìè ïiäïðîñòîðiâ A i B:

a = γ1c1 + γ2c2 + · · ·+ γkck + α1a1 + · · ·+ αm−kam−k,

b = γ′1c1 + γ′2c2 + · · ·+ γ′kck + β1b1 + · · ·+ βn−kbn−k,

äå α1, . . . , αm−k, β1, . . . , βn−k, γ1, . . . , γk, γ′1, . . . γ
′
k ∈ P . Òîäi

a+ b = (γ1 + γ′1)c1 + (γ2 + γ2)c2 + · · ·+ (γk + γ′k)ck+

+ α1a1 + · · ·+ αm−kam−k + β1b1 + · · ·+ βn−kbn−k.

Îòæå, áóäü-ÿêèé âåêòîð ñóìè A+B ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñèñòåìè
âåêòîðiâ (2).

Òåïåð âiä ïðîòèëåæíîãî äîâåäåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ (2) ¹ ëi-
íiéíî íåçàëåæíîþ. Ïðèïóñòèìî, ùî iñíóþòü åëåìåíòè γ′′1 , . . . , γ

′′
k , α

′
1,

α′
2, . . . , α

′
m−k, β

′
1, . . . , β

′
n−k ïîëÿ P , íå âñi ðiâíi íóëþ, ùî

γ′′1 c1+ · · ·+ γ′′k ck +α1a
′
1+ · · ·+α′

m−kam−k +β
′
1b1+ · · ·+β′

n−kbn−k = 0̄.

Çâiäñè

γ′′1 c1 + · · ·+ γ′′k ck + α′
1a1 + · · ·+ α′

m−kam−k =

= −β′
1b1 − · · · − βn−kb

′
n−k. (3)
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Â ëiâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (3) çíàõîäèòüñÿ âåêòîð iç A, à â ïðàâié �
âåêòîð iç B. Îñêiëüêè öå îäèí i òîé æå âåêòîð, òî âií íàëåæèòü
ïåðåòèíó A∩B. Òîìó çíàéäóòüñÿ åëåìåíòè γ′′′1 , . . . , γ′′′k ïîëÿ P òàêi,
ùî

−β′
1b1 − · · · − β′

n−kbn−k = γ′′′1 c1 + · · ·+ γ′′′k ck.

Çâiäñè
γ′′′1 c1 + · · ·+ γ′′′k ck + β′

1b1 + · · ·+ β′
n−kbn−k = 0̄,

ùî ìîæëèâî ëèøå ó âèïàäêó, êîëè

γ′′′1 = 0, . . . , γ′′′k = 0, β′
1 = 0, . . . , β′

m−k = 0,

áî ñèñòåìà âåêòîðiâ c1, c2, . . . , ck, b1, . . . , bn−k ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ.
Òîäi iç ðiâíîñòi (3) îäåðæèìî, ùî

γ′′1 c1 + · · ·+ γ′′k ck + α′
1a1 + · · ·+ α′

m−kam−k = 0̄,

ùî òàêîæ ìîæëèâî ëèøå ó âèïàäêó, êîëè

γ′′1 = 0, . . . , γ′′k = 0, α′
1 = 0, . . . , α′

n−k = 0,

áî ñèñòåìà âåêòîðiâ c1, c2, . . . , ck, a1, . . . , an−k ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ.
Öå ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ, ùî õî÷à á îäèí ç êîåôiöi¹íòiâ α′

1, . . . ,
α′
m−k, β

′
1, . . . , β

′
n−k, γ

′′
1 , . . . , γ

′′
k íå äîðiâíþ¹ íóëþ.

Îñêiëüêè ðîçìiðíiñòü ñêií÷åííîâèìiðíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó äî-
ðiâíþ¹ ÷èñëó âåêòîðiâ éîãî áàçèñó, òî

dimP (A+B) = k + (m− k) + (n− k) =

= m+ n− k = dimPA+ dimPB − dimP (A ∩B).

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Îçíà÷åííÿ 3. Ñóìà A+B ïiäïðîñòîðiâ A i B ëiíiéíîãî ïðîñòîðó
L íàä ïîëåì P íàçèâà¹òüñÿ ïðÿìîþ ñóìîþ, ÿêùî äëÿ êîæíîãî âå-
êòîðà c iç A+B iñíó¹ òiëüêè îäèí âåêòîð a iç A i òiëüêè îäèí âåêòîð
b iç B òàêi, ùî c = a+ b.

ßêùî ñóìà A + B ïiäïðîñòîðiâ ¹ ïðÿìîþ, òî ¨¨ ïîçíà÷àòèìåìî
ñèìâîëîì A⊕B. Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàä ïðÿìî¨ ñóìè. Íåõàé

A = {(α, 0) | α ∈ R} ⊂ R2, B = {(0, β) | β ∈ R} ⊂ R2.

Òîäi A+B = {(α, β) | α, β ∈ R} = R2. Ñóìà A+B ¹ ïðÿìîþ, òîìó ùî
áóäü-ÿêèé âåêòîð c = (α, β) ∈ A+B òiëüêè îäíèì ñïîñîáîì ïðåäñòàâ-
ëÿ¹òüñÿ ó âèãëÿäi ñóìè âåêòîðiâ içA iB, à ñàìå (α, β) = (α, 0) + (0, β).
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Äiéñíî, ÿêùî äëÿ äåÿêèõ âåêòîðiâ (γ, 0) ∈ A òà (0, δ) ∈ B ñïðàâäæó-
¹òüñÿ ðiâíiñòü (α, β) = (γ, 0) + (0, δ), òî (α, β) = (γ, δ), à öå îçíà÷à¹
α = γ, β = δ.

Òåîðåìà 4. Ñóìà A+B ïiäïðîñòîðiâ A i B ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L
íàä ïîëåì P ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ òiëüêè
îäèí âåêòîð a iç A i òiëüêè îäèí âåêòîð b iç B òàêi, ùî a+ b = 0̄.

Äîâåäåííÿ. Çàçíà÷èìî, ùî îñêiëüêè ñóìà ïiäïðîñòîðiâ A i B
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L ¹ ïiäïðîñòîðîì, òî 0̄ ∈ A+B. Òîìó íåîáõiäíiñòü
òåîðåìè îäðàçó ñëiäó¹ iç îçíà÷åííÿ ïðÿìî¨ ñóìè, à îòæå áóäü-ÿêèé
âåêòîð iç ñóìè A+B, çîêðåìà íóëüîâèé, îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ
ó âèãëÿäi ñóìè âåêòîðiâ iç A òà B. Òîìó 0̄ = 0̄ + 0̄ � ¹äèíå òàêå
ïðåäñòàâëåííÿ.

Äîâåäåìî äîñòàòíiñòü. Íåõàé 0̄ = 0̄ + 0̄ � ¹äèíå ïðåäñòàâëåííÿ
íóëüîâîãî âåêòîðà 0̄ ó âèãëÿäi ñóìè âåêòîðiâ iç A òà B. Ïðèïóñòèìî,
ùî ñóìà A+ B íå ¹ ïðÿìîþ. Òîáòî äåÿêèé âåêòîð u iç A+ B äâîìà
ñïîñîáàìè ïðåäñòàâëåíèé ó âèãëÿäi ñóìè âåêòîðiâ iç A i B: u = a+ b
i u = a′ + b′, äå a, a′ ∈ A; b, b′ ∈ B i àáî a ̸= a′, àáî b ̸= b′. Òîäi
a+ b = a′ + b′ i, ÿê íàñëiäîê,

0̄ = (a′ − a) + (b′ − b).

Öå âiäìiííå âiä 0̄ = 0̄+0̄ ïðåäñòàâëåííÿ íóëüîâîãî âåêòîðà 0̄ ó âèãëÿäi
ñóìè âåêòîðiâ iç A òà B, áî àáî a′ − a ̸= 0, àáî b′ − b ̸= 0. Îòæå,
ïðèïóùåííÿ, ùî ñóìà A+B íå ¹ ïðÿìîþ ¹ íåïðàâèëüíèì.

Òåîðåìà 5. Ñóìà A+B ïiäïðîñòîðiâ A i B ëiíiéíîãî ïðîñòîðó
L íàä ïîëåì P ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ïåðåòèí
A ∩B öèõ ïiäïðîñòîðiâ ¹ íóëüîâèì ïiäïðîñòîðîì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ñóìà A+B ïiäïðîñòîðiâ A i B ëiíiéíîãî ïðî-
ñòîðó L ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ. Ïðèïóñòèìî, ùî A ∩B ̸= {0̄}. Öå îçíà÷à¹,
ùî ïåðåòèí A ∩ B ìiñòèòü äåÿêèé íåíóëüîâèé âåêòîð c. Âåêòîð c
íàëåæèòü ñóìi A + B. Ïðè÷îìó éîãî ìîæíà äâîìà ñïîñîáàìè ïðåä-
ñòàâèòè ó âèãëÿäi ñóìè âåêòîðiâ iç A i B: c = c+ 0̄ = 0̄ + c, îñêiëüêè
âåêòîðè 0̄ i c íàëåæàòü ÿê ïiäïðîñòîðó A, òàê i ïiäïðîñòîðó 0̄. Öå
ñóïåðå÷èòü òîìó, ùî A+B ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ.

Íåõàé òåïåð A∩B = {0̄}. Ïðèïóñòèìî, ùî ñóìà A+B ïiäïðîñòîðiâ
A i B ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íå ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ. Òîáòî äåÿêèé âåêòîð
u iç A + B äâîìà ñïîñîáàìè ïðåäñòàâëåíèé ó âèãëÿäi ñóìè âåêòîðiâ
iç A i B: u = a + b, u = a′ + b′, äå a, a′ ∈ A; b, b′ ∈ B i àáî a ̸= a′,
àáî b ̸= b′. Òîäi a+ b = a′ + b′ i, ÿê íàñëiäîê, a− a′ = b′ − b. Îñêiëüêè
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A � ïiäïðîñòið â L, òî a − a′ ∈ A. Àíàëîãi÷íî b − b′ ∈ B. Òîìó
a′ − a = b − b′ ∈ A ∩ B = {0̄}. Òàêèì ÷èíîì, a′ − a = b − b′ = 0̄. Öå
îçíà÷à¹ a = a′ i b = b′. Îäåðæàíà ñóïåðå÷íiñòü äîâîäèòü òåîðåìó.

Îçíà÷åííÿ 4. Íåõàé ëiíiéíèé ïðîñòið L íàä äåÿêèì ïîëåì ¹ ïðÿ-
ìîþ ñóìîþ ñâî¨õ ïiäïðîñòîðiâ A i B. ßêùî âåêòîð u iç L äîðiâíþ¹
ñóìiâ âåêòîðiâ a ∈ A i b ∈ B, òî âåêòîð a íàçèâà¹òüñÿ ïðîåêöi¹þ
âåêòîðà u íà ïiäïðîñòið A ïàðàëåëüíî ïiäïðîñòîðó B, à âåêòîð b
âiäïîâiäíî � ïðîåêöi¹þ âåêòîðà u íà ïiäïðîñòið B ïàðàëåëüíî ïiä-
ïðîñòîðó A.

Îçíà÷åííÿ 5. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ëiíiéíèé ïðîñòið L íàä ïî-
ëåì P ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ ñâî¨õ íåíóëüîâèõ ïiäïðîñòîðiâ A1, . . . , As,
ÿêùî äëÿ êîæíîãî âåêòîðà a ∈ A iñíó¹ ðiâíî ïî îäíîìó âåêòîðó
a1 ∈ A1, a2 ∈ A2, . . . , as ∈ As òàêèõ, ùî a = a1 + a2 + · · · + as. Ó
öüîìó âèïàäêó ïèñàòèìåìî, ùî A = A1 ⊕A2 ⊕ · · · ⊕As.

Âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

1. Íåõàé L ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì P .
Ïîêàçàòè, ùî áóäü-ÿêèé ïiäïðîñòið â L ¹ ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ äåÿêî¨
ñèñòåìè âåêòîðiâ ïðîñòîðó L.

2. Ïîêàçàòè, ùî áóäü-ÿêèé ïiäïðîñòið â Pn ¹ ïðîñòîðîì ðîçâ'ÿçêiâ
äåÿêî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ç n íåâiäîìèìè íàä ïî-
ëåì P .

3. Äîâåñòè, ùî ÿêùî X ¹ ïiäïðîñòîðîì ñêií÷åííîâèìiðíîãî ëiíié-
íîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P i dimPX = dimPL, òî X äîðiâíþ¹ L.

4. Íåõàé X ¹ ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ ñèñòåìè âåêòîðiâ x1, . . . , xk iç
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P . Äîâåñòè, ùî ðîçìiðíiñòü ïiäïðî-
ñòîðó X äîðiâíþ¹ ðàíãó ñèñòåìè âåêòîðiâ x1, x2, . . . , xk, à â ÿêîñòi
áàçèñó ïiäïðîñòîðó X ìîæíà âçÿòè áóäü-ÿêèé áàçèñ öi¹¨ ñèñòåìè âå-
êòîðiâ.

5. Çíàéòè ðîçìiðíiñòü i äåÿêèé áàçèñ ïiäïðîñòîðó âåêòîðíîãî ïðî-
ñòîðó R4, ùî ¹ ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ ñèñòåìè âåêòîðiâ x1 = (1, 2, 2,−1),
x2 = (2, 3, −2, 5), x3 = (−1, 4, 3, 1), x4 = (2, 9, 3, 5).

6. Çíàéòè ðîçìiðíiñòü i äåÿêèé áàçèñ ïiäïðîñòîðó âåêòîðíîãî ïðî-
ñòîðó R5, ùî ¹ ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ ñèñòåìè âåêòîðiâ

x1 = (−3, 1, 5, 3, 2), x2 = (2, 3, 0, 1, 0), x3 = (1, 2, 3, 2, 1),

x4 = (3, −5, −1, −3, −1), x5 = (3, 0, 1, 0, 0).
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7. Çíàéòè äåÿêèé áàçèñ i ðîçìiðíiñòü ïiäïðîñòîðó X äiéñíîãî
n-âèìiðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó Rn, ÿêùî

X = {(α1, α2, . . . , αn) | α1 + α2 + · · ·+ αn = 0} .

8. Â ëiíiéíîìó ïðîñòîði R[t]n âñiõ ìíîãî÷ëåíiâ ç äiéñíèìè êîåôi-
öi¹íòàìè, ñòåïåíi ÿêèõ íå ïåðåâèùóþòü n, ðîçãëÿäàþòü ïiäìíîæèíó
V âñiõ ìíîãî÷ëåíiâ f(t), äëÿ ÿêèõ f(1) = 0. Ïåðåâiðèòè ÷è ¹ ïiäïðî-
ñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó R[t]n ïiäìíîæèíà V . ßêùî ïiäìíîæèíà
V ¹ ïiäïðîñòîðîì, òî çíàéòè éîãî ðîçìiðíiñòü.

9. Çíàéòè ðîçìiðíiñòü i äåÿêèé áàçèñ ïiäïðîñòîðó ëiíiéíîãî ïðî-
ñòîðó R[t] âñiõ ìíîãî÷ëåíiâ âiä íåâiäîìî¨ t íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë,
ùî ¹ ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ ñèñòåìè ìíîãî÷ëåíiâ t6 + t4, t6 + 3t4 − t,
t6 − 2t4 + t, t6 − 4t4 + 2t.

10. Íåõàé X � ëiíiéíà îáîëîíêà ñèñòåìè âåêòîðiâ x1, x2, . . ., xk,
à Y � ëiíiéíà îáîëîíêà ñèñòåìè âåêòîðiâ y1, y2, . . ., yl iç ëiíiéíîãî
ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P . Äîâåñòè, ùî áàçèñîì ñóìè X + Y ïiäïðî-
ñòîðiâ X i Y ìîæå áóòè áóäü-ÿêèé áàçèñ ñèñòåìè âåêòîðiâ x1, . . ., xk,
y1, . . ., yl.

11. Çíàéòè äåÿêèé áàçèñ i ðîçìiðíiñòü ñóìè X + Y ïiäïðîñòîðiâ
X i Y äiéñíîãî ÷îòèðèâèìiðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó R4, ÿêùî X i
Y ¹ ëiíiéíèìè îáîëîíêàìè âiäïîâiäíî ñèñòåì âåêòîðiâ

x1 = (0, 1, 1, 1), x2 = (1, 1, 1, 2), x3 = (−2, 0, 1, 1);

y1 = (−1, 3, 2, −1), y2 = (1, 1, 0, −1).

Çíàéòè òàêîæ ðîçìiðíiñòü ïåðåòèíó X ∩ Y .
12. Çíàéòè äåÿêi áàçèñè ñóìè i ïåðåòèíó ïiäïðîñòîðiâ âåêòîðíîãî

ïðîñòîðó R3, ùî ¹ ëiíiéíèìè îáîëîíêàìè âiäïîâiäíî ñèñòåì âåêòîðiâ
x1 = (2, 1, 0), x2 = (1, 2, 3), x3 = (−5, −2, 1) òà y1 = (1, 1, 2), y2 =
= (−1, 3, 0), y3 = (2, 0, 3).

13. Ïðåäñòàâèòè âåêòîð a = (1, 0, 1) äâîìà ñïîñîáàìè ó âèãëÿäi
ñóìè âåêòîðiâ iç ïiäïðîñòîðiâ âåêòîðíîãî ïðîñòîðó R3, ùî ¹ ëiíiéíè-
ìè îáîëîíêàìè âiäïîâiäíî ñèñòåì âåêòîðiâ x1 = (2, 1, 0), x2 = (1, 2, 3),
x3 = (−5, −2, 1) òà y1 = (1, 1, 2), y2 = (−1, 3, 0), y3 = (2, 0, 3).

14. Çíàéòè äåÿêi áàçèñè ñóìè i ïåðåòèíó ïiäïðîñòîðiâ âåêòîðíîãî
ïðîñòîðó R4, ùî ¹ ëiíiéíèìè îáîëîíêàìè âiäïîâiäíî ñèñòåì âåêòîðiâ
x1 = (1, 2, 1, 1), x2 = (2, 3, 1, 0), x3 = (3, 1, 1, −2) òà y1 = (0, 4, 1, 3),
y2 = (1, 0, −2, −6), y3 = (1, 0, 3, 6).
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15. Íåõàé A = {(α, 0) | α ∈ R} ⊂ R2, C = {(γ, γ) | γ ∈ R} ⊂ R2.
Äîâåñòè, ùî ñóìà A+ C ¹ ïðÿìîþ i A⊕ C = R2.

16. Íåõàé A, B ñêií÷åííîâèìiðíi ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó
L íàä ïîëåì P . Äîâåñòè, ùî ñóìà A + B ¹ ïðÿìîþ òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ îäíà iç íàñòóïíèõ óìîâ: 1) dimP (A ∩B) = 0;
2) dimP (A+B) = dimPA+ dimPB.

17. Äîâåñòè, ùî ïðîñòið L ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ ñâî¨õ ïiäïðîñòîðiâ A i
B òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi äâi óìîâè: 1) A+B =
= L; 2) A ∩B = {0̄}.

18. Íåõàé A � íåòðèâiàëüíèé ïiäïðîñòið ñêií÷åííîâèìiðíîãî ëi-
íiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P . Äîâåñòè, ùî iñíó¹ ïiäïðîñòið B â
L, òàêèé, ùî L ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ ïiäïðîñòîðiâ A i B.

19. Íåõàé äàíî ñèñòåìó ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü âiä n íåâi-
äîìèõ íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë R i ìàòðèöÿ A öi¹¨ ñèñòåìè âiäìií-
íà âiä íóëüîâî¨. Äîâåñòè, ùî ïðîñòið Rn ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ ïðîñòîðó
ðîçâ'ÿçêiâ öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü i ëiíiéíî¨ îáîëîíêè, íàòÿãíóòî¨ íà
ðÿäêè ìàòðèöi A.

20. Ïåðåâiðèòè, ÷è ¹ âåêòîðíèé ïðîñòið R4 ïðÿìîþ ñóìîþ ïiä-
ïðîñòîðiâ X òà Y , ùî ¹ ëiíiéíèìè îáîëîíêàìè âiäïîâiäíî ñèñòåì
âåêòîðiâ x1 = (2, 3, 11, 5), x2 = (1, 1, 5, 2), x3 = (0, 1, 1, 1) òà
y1 = (2, 1, 3, 2), y2 = (1, 1, 3, 4), y3 = (5, 2, 6, 2). Çíàéòè ðîçêëàä
âåêòîðà z = (2, 0, 0, 3) çà öèìè ïiäïðîñòîðàìè.

21. Íåõàé X � ëiíiéíà îáîëîíêà ñèñòåìè âåêòîðiâ x1 = (1, 3, 0,
−1), x2 = (2, 5, 1, 2), x3 = (1, 2, 1, 3) âåêòîðíîãî ïðîñòîðó R4. Çíàéòè
äâà ðiçíèõ ïiäïðîñòîðè Y i Z âåêòîðíîãî ïðîñòîðó R4, äëÿ ÿêèõ R4

¹ ïðÿìîþ ñóìîþ ÿê ïiäïðîñòîðiâ X i Y , òàê i ïiäïðîñòîðiâ X i Z.
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1.6 Ñóìiæíi êëàñè. Ôàêòîð-ïðîñòið

Îçíà÷åííÿ 1. Íåõàé L ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì P , A ¹
ïiäïðîñòîðîì ïðîñòîðó L i u ¹ äåÿêèì âåêòîðîì iç L. Ñóìà ìíîæèí
{u}+A, òîáòî ìíîæèíà {u+ a | a ∈ A}, íàçèâà¹òüñÿ ñóìiæíèì êëà-
ñîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L çà ïiäïðîñòîðîì A ç ïðåäñòàâíèêîì u. Ó
äåÿêèõ ïiäðó÷íèêàõ ¨¨ òàêîæ íàçèâàþòü ëiíiéíèì ìíîãîâèäîì àáî
ïëîùèíîþ, îäåðæàíîþ çñóâîì ïiäïðîñòîðó A íà âåêòîð u.

Ñóìiæíèé êëàñ çà ïiäïðîñòîðîì A ç ïðåäñòàâíèêîì u ïîçíà÷àþòü
÷åðåç u + A. ßêùî A ¹ ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ ñèñòåìè âåêòîðiâ a1,
a2, . . . , as, òî áóäü-ÿêèé åëåìåíò v ñóìiæíîãî êëàñó u + A ìîæíà
çàïèñàòè ó âèãëÿäi

v = u+ τ1a1 + τ2a2 + · · ·+ τsas, (1)

äå τ1, τ2, . . . , τs � äåÿêi åëåìåíòè ïîëÿ P . Ðiâíiñòü (1) íàçèâàþòü
ïàðàìåòðè÷íèì ðiâíÿííÿì ïëîùèíè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L, ÿêà ¹
çñóâîì ïiäïðîñòîðó A íà âåêòîð u.

ßêùî, äëÿ ïðèêëàäó, ðîçãëÿíóòè ïiäïðîñòið A äiéñíîãî äâîâèìið-
íîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó R2. ÿêèé ¹ ïðîñòîðîì ðîçâ'ÿçêiâ ëiíiéíîãî
îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ x− y = 0 ç äâîìà íåâiäîìèìè x, y, òîáòî

A = {(t, t) | t ∈ R} ,

òî ñóìiæíèì êëàñîì çà ïiäïðîñòîðîì A ç ïðåäñòàâíèêîì u = (1, 2)
¹ ìíîæèíà

u+A = {(1 + t, 2 + t) | α ∈ R} ,
ÿêà ¹ ìíîæèíîþ ðîçâ'ÿçêiâ ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ x− y = −1. Ïàðàìå-
òðè÷íèì ðiâíÿííÿì ñóìiæíîãî êëàñó u + A ¹ äîáðå âiäîìå ÷èòà÷åâi
ç íàâ÷àëüíî¨ äèñöèïëiíè ¾Àíàëiòè÷íà ãåîìåòðiÿ¿ ïàðàìåòðè÷íå ðiâ-
íÿííÿ (

x
y

)
=

(
1
2

)
+ t

(
1
1

)
çâè÷íî¨ ïðÿìî¨ íà äåêàðòîâié ïëîùèíi.

Òåîðåìà 1 (âëàñòèâîñòi ñóìiæíèõ êëàñiâ). Íåõàé A ¹ ïiäïðîñòî-
ðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P , x, y ¹ äåÿêèìè âåêòîðàìè
iç L. Òîäi:

1) ÿêùî x ∈ A, òî x+A = A;

2) ÿêùî x+A ̸= y+A, òî ïåðåòèí (x+A)∩ (y+A) ¹ ïîðîæíüîþ
ìíîæèíîþ;
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3) x+A = y +A òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè x− y ∈ A;

4) (x+ A) + (y + A) = (x+ y) + A, òîáòî ñóìà ñóìiæíèõ êëàñiâ
çà ïiäïðîñòîðîì A ¹ ñóìiæíèì êëàñîì çà öèì ïiäïðîñòîðîì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè. Äîâåäåìî ïî-
ñëiäîâíî êîæíó iç ïåðåðàõîâàíèõ âëàñòèâîñòåé.
1) ßêùî x ∈ A, òî äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ A ñóìà x+a ¹ åëåìåíòîì ïiä-

ïðîñòîðó A. Òîìó x+A ⊂ A. Ç iíøîãî áîêó áóäü-ÿêèé åëåìåíò
a iç ïiäïðîñòîðó A ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi a = x+(a−x).
Îñêiëüêè A � ïiäïðîñòið â L i x, a ∈ A, òî a − x ∈ A. Òîìó
a = x + (a − x) ∈ x + A, à öå îçíà÷à¹, ùî A ⊂ x + A. Òàêèì
÷èíîì, x+A = A.

2) Íåõàé x+A ̸= y+A. Ïðèïóñòèìî, ùî (x+A)∩ (y+A) ̸= ∅ i z
� äåÿêèé åëåìåíò ïåðåòèíó (x + A) ∩ (y + A). Òîäi z = x + a i
z = y+a′ äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ a, a′ ∈ A. Çâiäñè x+a = y+a′ i
ÿê íàñëiäîê x = y+(a′−a), y = x+(a−a′). Òîìó äëÿ äîâiëüíîãî
âåêòîðà a′′ ∈ A ñïðàâäæóþòüñÿ íàñòóïíi âiäíîøåííÿ:

x+ a′′ = (y + (a′ − a)) + a′′ = y + (a′ − a+ a′′) ∈ y +A,

y + a′′ = (x+ (a− a′)) + a′′ = x+ (a− a′ + a′′) ∈ x+A.

Öå îçíà÷à¹, ùî x+A ⊂ y+A i y+A ⊂ x+A. Îòæå, x+A = y+A,
ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi. Òîìó (x+A) ∩ (y +A) = ∅.

3) Íåõàé ñóìiæíèé êëàñ x + A äîðiâíþ¹ ñóìiæíîìó êëàñó y + A.
Òîäi x = x+0̄ ∈ x+A = y+A. Òîìó iñíó¹ åëåìåíò a ∈ A òàêèé,
ùî x = y + a. Çâiäñè x − y = a ∈ A. Íàâïàêè, ÿêùî x − y ∈ A,
òî äëÿ äëÿ äåÿêîãî âåêòîðà a ∈ A x = y + a. Öå îçíà÷à¹, ùî
x ∈ (x + A) ∩ (y + A). Çà ïîïåðåäíüîþ âëàñòèâiñòþ ñóìiæíèõ
êëàñiâ çâiäñè ñëiäó¹, ùî x+A = y +A.

4) Íàñàìêiíåöü äîâåäåìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ x, y ∈ L
ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü (x+A)+(y+A) = (x+y)+A. Äîâiëüíèé
âåêòîð, ùî íàëåæèòü ñóìi (x + A) + (y + A), ìà¹ âèãëÿä (x +
+a) + (y + a′), äå a, a′ äåÿêi âåêòîðè iç A. Àëå

(x+ a) + (y + a′) = (x+ y) + (a+ a′) ∈ (x+ y) +A.

Òîìó (x+A)+(y+A) ⊂ (x+y)+A. Ç iíøîãî áîêó äëÿ äîâiëüíîãî
âåêòîðà a′′ ∈ A ñïðàâäæó¹òüñÿ âiäíîøåííÿ

(x+ y) + a′′ = (x+ 0̄) + (y + a′′) ∈ (x+A) + (y +A),

ÿêå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè.
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Òåîðåìà 2. Íåõàé L ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì P , A �
ïiäïðîñòið ïðîñòîðó L. Ìíîæèíà

L/A = {x+A | x ∈ L}

âñiõ ñóìiæíèõ êëàñiâ çà ïiäïðîñòîðîì A âiäíîñíî äi¨ äîäàâàííÿ ñó-
ìiæíèõ êëàñiâ

(x+A) + (y +B) = (x+ y) +A, x, y ∈ L,

òà äi¨ ìíîæåííÿ åëåìåíòiâ ïîëÿ P íà ñóìiæíi êëàñè, ùî âèêîíó-
¹òüñÿ çà òàêèì ïðàâèëîì

γ(x+A) = γx+A, γ ∈ P, x ∈ L,

¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì P .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè. Çà âèùå äîâå-
äåíîþ âëàñòèâiñòþ ñóìà ñóìiæíèõ êëàñiâ ¹ öiëêîì âèçíà÷åíèì ñó-
ìiæíèì êëàñîì. Òèì íå ìåíøå, äîâåäåìî, ùî ñóìà ñóìiæíèõ êëàñiâ
íå çàëåæèòü âiä âèáîðó ïðåäñòàâíèêiâ ñóìiæíèõ êëàñiâ, ÿêi äîäàþ-
òüñÿ. Íåõàé x, x′, y, y′ � âåêòîðè iç ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L òàêi, ùî
x+A = x′ +A, y +A = y′ +A. Òîäi x− x′ ∈ A i y − y′ ∈ A. Òîìó

(x+ y)− (x′ + y′) = (x− x′) + (y − y′) ∈ A.

Îòæå, (x+ y) +A = (x′ + y′) +A.
Àíàëîãi÷íî äîáóòîê áóäü-ÿêîãî åëåìåíòà γ ïîëÿ P íà ñóìiæíèé

êëàñ x+A íå çàëåæèòü âiä âèáîðó ïðåäñòàâíèêà öüîãî ñóìiæíîãî êëà-
ñó. Äiéñíî, ÿêùî x+A = x′+A, òî x−x′ ∈ A i, ÿê íàñëiäîê γx−γx′ =
= γ(x− x′) ∈ A. Òîìó γ(x+A) = γ(x′ +A).

Îñêiëüêè L ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì, òî äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ x,
y, z ∈ L òà åëåìåíòiâ α, β ∈ P ñïðàâäæóþòüñÿ íàñòóïíi ðiâíîñòi:

(x+A) + (y +A) = (x+ y) +A = (y + x) +A = (y +A) + (x+A),(
(x+A) + (y +A)

)
+ (z +A) =

(
(x+ y) +A

)
+ (z +A) =

=
(
(x+ y) + z

)
+A =

(
x+ (y + z)

)
+A = (x+A) +

(
(y + z) +A

)
=

= (x+A) +
(
(y +A) + (z +A)

)
,

α
(
β(x+A)

)
= α(βx+A) = α(βx) +A = (αβ)x+A = (αβ)

(
x+A

)
,

(α+ β)(x+A) = (α+ β)x+A = (αx+ βx) +A =

= (αx+A) + (βx+A) = α(x+A) + β(x+A),
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α
(
(x+A) + (y +A)

)
= α

(
(x+ y) +A

)
=

= α(x+ y) +A = (αx+ αy) +A =

= (αx+A) + (αy +A) = α(x+A) + α(y +A),

1(x+A) = 1x+A = x+A,

(x+A) + (0̄ +A) = (x+ 0̄) +A = x+A,

(x+A) + (−x+A) = (x+ (−x)) +A = 0̄ +A.

Öå îçíà÷à¹, ùî ìíîæèíà L/A âñiõ ñóìiæíèõ êëàñiâ çà ïiäïðîñòîðîì
A ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì. Iç îñòàííiõ äâîõ ëàíöþãiâ ðiâíîñòåé ñëiäó¹,
ùî ñóìiæíèé êëàñ 0̄ + A = A âiäiãðà¹ ðîëü íóëüîâîãî âåêòîðà, à
ñóìiæíèé êëàñ −x+A � ïðîòèëåæíîãî âåêòîðà äî ñóìiæíîãî êëàñó
x+A. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Îçíà÷åííÿ 2. Íåõàé L ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì P , A �
ïiäïðîñòið â L. Ëiíiéíèé ïðîñòið L/A = {x+A | x ∈ L} âñiõ ñóìi-
æíèõ êëàñiâ çà ïiäïðîñòîðîì A, âèçíà÷åíèé â òåîðåìi 2 íàçèâà¹òüñÿ
ôàêòîð-ïðîñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L çà ïiäïðîñòîðîì A.

Òåîðåìà 3 (ïðî ðîçìiðíiñòü òðüîõ ïðîñòîðiâ). Íåõàé L ¹ ñêií-
÷åííîâèìiðíèì ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì P , A � ïiäïðîñòið
ïðîñòîðó L. Òîäi ôàêòîð-ïðîñòið L/A ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L çà ïiä-
ïðîñòîðîì A ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì, ðîçìiðíiñòü ÿêîãî äîðiâíþ¹ ði-
çíèöi ðîçìiðíîñòåé ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L òà ïiäïðîñòîðó A, òîáòî
dimPL/A = dimPL− dimPA.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè i dimPL = n.
Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ñèñòåìó n+ 1 âåêòîðiâ (ó öüîìó âèïàäêó ñóìi-
æíèõ êëàñiâ) ôàêòîð-ïðîñòîðó L/A: x1 + A, x2 + A, . . . , xn+1 + A,
äå x1, x2, . . . , xn+1 � äåÿêi âåêòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Îñêiëüêè
dimPL = n, òî ñèñòåìà âåêòîðiâ x1, x2, . . . , xn+1 ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ.
Òîáòî iñíóþòü åëåìåíòè α1, α2, . . . , αn+1 iç P , íå âñi ðiâíi íóëþ òàêi,
ùî

α1x1 + α2x2 + · · ·+ αn+1xn+1 = 0̄.

Òîäi
α1(x1 +A) + α2(x2 +A) + · · ·+ αn+1(xn+1 +A) =

= (α1x1 + α2x2 + · · ·+ αn+1xn+1) +A = 0̄ +A = A.

Òàêèì ÷èíîì, áóäü-ÿêà ñèñòåìà iç n + 1 âåêòîðiâ, à îòæå i áóäü-ÿêà
ñèñòåìà iç áiëüø íiæ n âåêòîðiâ ôàêòîð-ïðîñòîðó L/A ¹ ëiíiéíî çà-
ëåæíîþ. Öå äîâîäèòü, ùî ôàêòîð-ïðîñòið L/A ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì
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i éîãî ðîçìiðíiñòü íå ïåðåâèùó¹ n, òîáòî ðîçìiðíîñòi ëiíiéíîãî ïðî-
ñòîðó L íàä ïîëåì P .

Íåõàé dimPL/A = k. ßêùî k = 0, òî ôàêòîð-ïðîñòið L/A ¹ íó-
ëüîâèì ïðîñòîðîì, òîáòî ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç îäíîãî åëåìåíòà, à ñà-
ìå ñóìiæíîãî êëàñó A. Òîìó äëÿ áóäü-ÿêîãî x iç L ¹ iñòèííîþ ðiâ-
íiñòü x + A = A, ùî ìîæëèâî ëèøå ó âèïàäêó, êîëè x ∈ A. Öå
îçíà÷à¹, ùî L ⊂ A i ÿê íàñëiäîê A = L (î÷åâèäíî A ⊂ L). Òîìó
dimPL = n = n+ 0 = dimPA+ dimPL/A.

Íåõàé k ̸= 0 i ñèñòåìà ñóìiæíèõ êëàñiâ b1+A, b2+A, . . . , bk+A, äå
b1, b2, . . . , bk � äåÿêi âåêòîðè iç L, ¹ áàçèñîì ôàêòîð-ïðîñòîðó L/A.
Ìîæëèâi âèïàäêè: A ¹ íóëüîâèì àáî íåíóëüîâèì ïiäïðîñòîðîì â L.
ßêùî A � íóëüîâèé ïiäïðîñòið, òî äîâåäåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ b1,
b2, . . . , bk � öå áàçèñ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. ßê ïîêàçàíî âèùå, ÿêùî
ñèñòåìà âåêòîðiâ b1, b2, . . . , bk áóëà á ëiíiéíî çàëåæíîþ, òî ëiíiéíî
çàëåæíîþ áóëà á i ñèñòåìà ñóìiæíèõ êëàñiâ b1+A, b2+A, . . . , bk+A.
À öå ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ, ùî îñòàííÿ ¹ áàçèñîì ôàêòîð-ïðîñòîðó
L/A. Äàëi, äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà u ∈ L çíàéäóòüñÿ åëåìåíòè γ1,
γ2, . . . , γk ïîëÿ P òàêi, ùî

u+A = γ1(b1 +A) + γ2(b2 +A) + · · ·+ γk(bk +A).

Çâiäñè
u+A = (γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk) +A.

Òîìó u − (γ1b1 + γ2b2 + · · · + γkbk) ∈ A. Îñêiëüêè A � íóëüîâèé
ïiäïðîñòið, òî u− (γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk) = 0̄. Îòæå,

u = γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk.

Òàêèì ÷èíîì, k = dimPL = n = 0+n = dimPA+dimPL/A i òåîðåìà
äîâåäåíà ó öüîìó âèïàäêó.

Íàñàìêiíåöü ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè A � íåíóëüîâèé ïiäïðî-
ñòið ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Íåõàé dimPA = l i a1, a2, . . . , al � áàçèñ
ïiäïðîñòîðó A. Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , al, b1,
b2, . . . , bk ¹ áàçèñîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Âiä ïðîòèëåæíîãî äîâåäå-
ìî, ùî öÿ ñèñòåìà âåêòîðiâ ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ. Ïðèïóñòèìî, ùî
α1, α2, . . . , αl, β1, β2, . . . , βk � åëåìåíòè ïîëÿ P , íå âñi ðiâíi íóëþ,
ùî

α1a1 + α2a2 + · · ·+ αlal + β1b1 + β2b2 + · · ·+ βkbk = 0̄.

Òîäi

β1b1 + β2b2 + · · ·+ βkbk = −α1a1 − α2a2 − · · · − αlal ∈ A,
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à òîìó

β1(b1+A)+β2(b2+A)+· · ·+βk(bk+A) = (β1b1+β2b2+· · ·+βkbk)+A = A.

Îñêiëüêè ñèñòåìà ñóìiæíèõ êëàñiâ b1+A, b2+A, . . . , bk+A ¹ áàçèñîì
ôàêòîð-ïðîñòîðó L/A, òî iç ïîïåðåäíüî¨ ðiâíîñòi ñëiäó¹, ùî β1 = 0,
β2 = 0, . . . , βk = 0. Òîäi

α1a1 + α2a2 + · · ·+ αlal = 0̄.

Àëå ÷åðåç òå, ùî a1, a2, . . . , al � áàçèñ ïiäïðîñòîðó A, òî çâiäñè
îäåðæèìî, ùî α1 = 0, α2 = 0, . . . , αl = 0. Îäåðæàíà ñóïåðå÷íiñòü
äîâîäèòü ëiíiéíó íåçàëåæíiñòü ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , al, b1,
b2, . . . , bk.

Ïîêàæåìî, ùî áóäü-ÿêèé âåêòîð u ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L ¹ ëiíié-
íîþ êîìáiíàöi¹þ öi¹¨ ñèñòåìè âåêòîðiâ. Çíîâó æ òàêè, ÷åðåç òå, ùî
b1+A, b2+A, . . . , bk+A � áàçèñ ôàêòîð-ïðîñòîðó L/A, òî çíàéäóòüñÿ
åëåìåíòè γ1, γ2, . . . , γk ïîëÿ P , ùî

u+A = γ1(b1 +A) + γ2(b2 +A) + · · ·+ γk(bk +A).

Îñêiëüêè
u− (γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk) ∈ A,

i a1, a2, . . . , al � áàçèñ ïiäïðîñòîðó A, òî çíàéäóòüñÿ åëåìåíòè δ1,
δ2, . . . , δl ïîëÿ P , ùî

u− (γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk) = δ1a1 + δ2a2 + · · ·+ δlal.

Îòæå, u = δ1a1 + δ2a2 + · · · + δlal + γ1b1 + γ2b2 + · · · + γkbk, ùî é
ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè. Iç äîâåäåíîãî òà ç òåîðåìè ïðî ðîçìiðíiñòü
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ñëiäó¹ iñòèííiñòü íàñòóïíî¨ ðiâíîñòi

dimPL = l + k = dimPA+ dimPL/A,

çâiäêè dimPL/A = dimPL− dimPA. Òåîðåìà äîâåäåíà.
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Âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

1. Íåõàé a i b � äåÿêi äiéñíi ÷èñëà, à n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî.
Äîâåñòè, ùî ïiäìíîæèíà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó R[x]n âñiõ ìíîãî÷ëåíiâ
ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè, ñòåïåíi ÿêèõ íå ïåðåâèùóþòü n, ÿêà ñêëà-
äà¹òüñÿ ç óñiõ ìíîãî÷ëåíiâ, äëÿ ÿêèõ f(a) = b, ¹ ñóìiæíèì êëàñîì
çà äåÿêèì ïiäïðîñòîðîì A ïðîñòîðó R[x]n. Âêàæiòü ðîçìiðíiñòü ïiä-
ïðîñòîðó A.

2. Íåõàé A i B � ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì
P , à u i v � äåÿêi âåêòîðè iç L. Äîâåñòè, ùî ÿêùî ïåðåòèí ñóìiæíèõ
êëàñiâ u + A i v + B ¹ íåïîðîæíüîþ ìíîæèíîþ, òî âií ¹ ñóìiæíèì
êëàñîì çà ïiäïðîñòîðîì A ∩B.

3. Íåõàé A ¹ ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ ñèñòåìè âåêòîðiâ a1 = (3,−1, 1,
−1, 1), a2 = (−1, 1, 1, 1,−1) äiéñíîãî ï'ÿòèâèìiðíîãî âåêòîðíîãî ïðî-
ñòîðó R5, à x = (2, 3,−1, 1, 1), y = (1, 6, 4, 4,−2), z = (1, 6, 5, 4,−2) �
äåÿêi âåêòîðè öüîãî ïðîñòîðó. ×è íàëåæàòü âåêòîðè y i z ñóìiæíîìó
êëàñó x+A?

4. Íåõàé A, B ¹ ïiäïðîñòîðàìè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì
P ðîçìiðíîñòi 1, u � äåÿêèé âåêòîðè iç L. Ñóìiæíèé êëàñ u + A
íàçèâàòèìåìî ïðÿìîþ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Äîâåñòè, ùî ÿêùî õî÷à
á äâà âåêòîðè ïðÿìî¨ u + A íàëåæàòü ñóìiæíîìó êëàñó (ïëîùèíi)
v+B, äå B � äåÿêèé ïiäïðîñòið, à v � äåÿêèé âåêòîð iç L, òî ïðÿìà
u+A ¹ ïiäìíîæèíîþ v +B.

5. Äîâåñòè, ùî ïðÿìi (äèâ. çàäà÷ó 4) y = x1+ ta1 i y = x2+ ta2 âå-
êòîðíîãî ïðîñòîðó R5, äå x1 = (9, 3, 6, 15,−3), q1 = (7,−4, 11, 13,−5),
x2 = (−7, 2,−6,−5, 3), q2 = (2, 9,−10,−6, 4), ¾ïåðåòèíàþòüñÿ¿. Çíà-
éòè ïåðåòèí öèõ ïðÿìèõ.

6. Íåõàé A i B ¹ ïiäïðîñòîðàìè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì
P , à u i v � äåÿêi âåêòîðè iç L. Êàæóòü, ùî ïëîùèíè (ñóìiæíi êëàñè)
u+A i v+B ¹ ïàðàëåëüíèìè, ÿêùî àáî A ⊂ B, àáî B ⊂ A. Âèçíà÷èòè
âçà¹ìíå ðîçòàøóâàííÿ ïëîùèíè y = u + t1a1 + t2a2 + t3a3, äå u =
= (1, 0, 0, 1), a1 = (5, 2,−3, 1), a2 = (4, 1,−1, 0), a3 = (−1, 2,−5, 3), i
ïðÿìèõ:

à) x = v1 + tb1, äå v1 = (3, 1,−4, 1), b1 = (−1, 1, 2, 1);
á) x = v2 + tb2, äå v2 = (3, 0,−4, 1), b2 = (−1, 1, 2, 1);
â) x = v3 + tb3, äå v3 = (−2, 0,−1, 2), b3 = (1, 1,−2, 1).
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Ïîðó÷ ç ïîíÿòòÿì ¾ìíîæèíà¿ â ìàòåìàòèöi ðîçãëÿäàþòü iíøå
âàæëèâå ¨¨ ïîíÿòòÿ òàêå, ÿê ¾âiäîáðàæåííÿ ìíîæèí¿. Íà âiäìiíó
âiä ïåðøîãî, éîãî ÷iòêî âèçíà÷àþòü, çíîâó æ òàêè, ÷åðåç ïîíÿòòÿ
¾ìíîæèíà¿. Âæå â øêiëüíîìó êóðñi ìàòåìàòèêè ó÷íi çíàéîìëÿòüñÿ
ç ïîíÿòòÿì ¾ôóíêöiÿ¿, ÿêå ôàêòè÷íî ¹ òàêîæ âiäîáðàæåííÿì. Àëå
ðîçâèâàþòü öå ïîíÿòòÿ ïîñòóïîâî, åâîëþöiéíî, ïåðåõîäÿ÷è âiä ïî-
íÿòü ¾çàëåæíiñòü ìiæ ÷èñëîâèìè çìiííèìè¿, ¾ïðàâèëî¿, ¾ôîðìóëà
çàëåæíîñòi¿, ¾ãðàôiê çàëåæíîñòi¿, äî ïîíÿòòÿ ¾âiäïîâiäíîñòi¿, çäå-
áiëüø, ìiæ ÷èñëîâèìè ìíîæèíàìè. ßêùî äåÿêà ôóíêöiÿ f iç ìíî-
æèíè X ó ìíîæèíó Y ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü åëåìåíòó x iç X åëå-
ìåíòè y iç ìíîæèíè Y , òî çà äîìîâëåíiñòþ ïèøóòü y = f(x). Ïðè-
÷îìó, êîëè ìíîæèíè X i Y ¹ ïiäìíîæèíàìè ìíîæèíè R äiéñíèõ
÷èñåë, òî f íàçèâàþòü ÷èñëîâîþ ôóíêöi¹þ îäíi¹¨ çìiííî¨. ßêùî æ
x = (x1, x2, . . . , xn) ¹ åëåìåíòîì äåêàðòîâîãî äîáóòêó Rn, òî ïèøóòü
y = f(x1, x2, . . . , xn), à ñàìó ôóíêöiþ f òðàäèöiéíî íàçèâàþòü ôóí-
êöi¹þ âiä êiëüêîõ çìiííèõ. Ìè æ ïèñàòèìåìî ó îñòàííüîìó âèïàäêó
y = f

(
(x1, x2, . . . , xn)

)
, çáåðiãàþ÷è, òàê áè ìîâèòè, öiëiñíiñòü åëåìåí-

òà x. Íàòîìiñòü f íàçèâàòèìåìî âiäîáðàæåííÿì, à íå ôóíêöi¹þ. Ó
öüîìó ðîçäiëi âèâ÷àþòüñÿ íàéïðîñòiøi âiäîáðàæåííÿ ëiíiéíèõ ïðî-
ñòîðiâ, òàê çâàíi ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ. Âîíè âæå âèçíà÷åíi ó öüîìó
íàâ÷àëüíîìó ïîñiáíèêó ó ïóíêòi 1.4 ïîïåðåäíüîãî ðîçäiëó. Çâåðòà¹ìî
óâàãó ÷èòà÷à, ùî ðîáèòüñÿ öå çà äîïîìîãîþ âèäiëåííÿ îêðåìèõ âëà-
ñòèâîñòåé, à íå ÿê, ñêàæiìî, ëiíiéíà ôóíêöiÿ ó øêiëüíié ìàòåìàòèöi,
ÿê ôóíêöiÿ âèãëÿäó y = kx+ l, äå k i l ¹ äåÿêèìè äiéñíèìè ÷èñëàìè.
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2.1 Ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ ëiíiéíèõ

ïðîñòîðiâ. Ëiíiéíi îïåðàòîðè

Íàãàäà¹ìî, ïåðåôðàçóâàâøè ðàíiøå ñôîðìóëüîâàíå íàìè, îçíà-
÷åííÿ ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ.

Îçíà÷åííÿ 1. Íåõàé L i L′ ¹ ëiíiéíèìè ïðîñòîðàìè íàä îäíèì i
òèì æå ïîëåì P . Âiäîáðàæåííÿ φ : L→ L′ ìíîæèíè L ó ìíîæèíó L′

íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíèì âiäîáðàæåííÿì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L ó ëiíié-
íèé ïðîñòið L′, ÿêùî îáðàç ñóìè áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ iç L äîðiâíþ¹
ñóìi ¨õ îáðàçiâ, à îáðàç äîáóòêó áóäü-ÿêîãî åëåìåíòà γ ïîëÿ P íà
áóäü-ÿêèé âåêòîð iç L äîðiâíþ¹ äîáóòêó γ íà îáðàç öüîãî âåêòîðà.

Î÷åâèäíî áóäü-ÿêèé içîìîðôiçì ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ ¹ ïðèêëàäîì
ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ. Çîêðåìà âiäîáðàæåííÿ f : R2 → R2 òàêå,
ùî f

(
(x, y)

)
= (x,−y) äëÿ áóäü-ÿêîãî âåêòîðà (x, y) iç äiéñíîãî äâî-

âèìiðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó R2, ¹ ëiíiéíèì âiäîáðàæåííÿì iç R2

ó R2. Äiéñíî, äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ a = (x1, y1), b = (x2, y2) iç R2

òà áóäü-ÿêîãî äiéñíîãî ÷èñëà γ ñïðàâäæóþòüñÿ ðiâíîñòi:

f(a+ b) = f
(
(x1 + x2, y1 + y2)

)
= (x1 + x2,−(y1 + y2)) =

= (x1,−y1) + (x2,−y2) = f(a) + f(b),

f(γa) = f
(
(γx1, γy1)

)
= (γx1,−γy1) = γf(a).

Äåùî iíøèì ïðèêëàäîì ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ iç âåêòîðíîãî
ïðîñòîðó R3 ó âåêòîðíèé ïðîñòið R2 ¹ âiäïîâiäíiñòü g : R3 → R2,
ÿêà êîæíîìó âåêòîðó (α1, α2, α3) iç R3 ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü âå-
êòîð (α1, α2), òîáòî g

(
(α1, α2, α3)

)
= (α1, α2). Äiéñíî äëÿ áóäü-ÿêèõ

âåêòîðiâ a = (α1, α2, α3), b = (β1, β2, β3) iç R3 òà áóäü-ÿêîãî äiéñíîãî
÷èñëà γ ñïðàâäæóþòüñÿ ðiâíîñòi:

g(a+ b) = g
(
(α1 + β1, α2 + β2, α3 + β3)

)
= (α1 + β1, α2 + β2) =

= (α1, α2) + (β1, β2) = g(a) + g(b),

g(γa) = g
(
(γα1, γα2, γα3)

)
= (γα1, γα2) = γg(a).

Òåîðåìà 1. Íåõàé φ : L → L′ ¹ âiäîáðàæåííÿì ëiíiéíîãî ïðî-
ñòîðó L ó ëiíiéíèé ïðîñòið L′ íàä îäíèì i òèì æå ïîëåì P . Âiä-
îáðàæåííÿ φ : L → L′ ¹ ëiíiéíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ
áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ a, b ∈ L i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α, β ïîëÿ P
ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

φ(αa+ βb) = αφ(a) + βφ(b). (1)
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Äîâåäåííÿ. ßêùî âiäîáðàæåííÿ φ : L → L′ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó
L ó ëiíiéíèé ïðîñòið L′ íàä îäíèì i òèì æå ïîëåì P ¹ ëiíiéíèì, òî
äëÿ äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ a, b ∈ L i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α, β ïîëÿ
P ñïðàâäæóþòüñÿ ðiâíîñòi

φ(αa+ βb) = φ(αa) + φ(βb) = αφ(a) + βφ(b).

Íàâïàêè, ÿêùî æ äëÿ äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ a, b ∈ L i áóäü-ÿêèõ
åëåìåíòiâ α, β ïîëÿ P ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü (1) òî

φ(a+ b) = φ(1a+ 1b) = 1φ(a) + 1φ(b) = φ(a) + φ(b),

φ(αa) = φ(αa+ 00̄) = αφ(a) + 0φ(0̄) = αφ(a).

Íàãàäà¹ìî íàéïðîñòiøi âëàñòèâîñòi ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü (äèâ.
ïóíêò 1.4 ðîçäiëó 1).

Òåîðåìà 2. Íåõàé φ : L → L′ ¹ ëiíiéíèì âiäîáðàæåííÿì ëiíié-
íîãî ïðîñòîðó L ó ëiíiéíèé ïðîñòið L′ íàä îäíèì i òèì æå ïî-
ëåì P i a1, a2, . . . , as � ñèñòåìà âåêòîðiâ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.
Îáðàç áóäü-ÿêî¨ ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . ,
as ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñèñòåìè îáðàçiâ φ(a1), φ(a2), . . . , φ(as)
âiäïîâiäíî ç òèìè æ êîåôiöi¹íòàìè.

Òåîðåìà 3. Íåõàé φ : L → L′ ¹ ëiíiéíèì âiäîáðàæåííÿì ëiíié-
íîãî ïðîñòîðó L ó ëiíiéíèé ïðîñòið L′ íàä îäíèì i òèì æå ïîëåì
P . Îáðàçîì íóëüîâîãî âåêòîðà 0̄ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L ¹ íóëüîâèé âå-
êòîð 0̄′ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L′, òîáòî φ(0̄) = 0̄′. Îáðàçîì ïðîòèëå-
æíîãî âåêòîðà äî áóäü-ÿêîãî âåêòîðà x ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L ¹ ïðî-
òèëåæíèé âåêòîð äî îáðàçó öüîãî âåêòîðà, òîáòî φ(−x) = −φ(x).

Äîâåäåííÿ. Òâåðäæåííÿ îáîõ òåîðåì êðiì îñòàííüîãî äîâåäå-
íi âèùå. Îñòàíí¹ ñëiäó¹ iç òîãî, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî âåêòîðà x iç L
iñòèííèìè ¹ ðiâíîñòi

φ(−x) = φ(−1 · x) = −1 · φ(x) = −φ(x).

Îçíà÷åííÿ 2. Íåõàé φ : L → L′ ¹ ëiíiéíèì âiäîáðàæåííÿì ëi-
íiéíîãî ïðîñòîðó L ó ëiíiéíèé ïðîñòið L′ íàä îäíèì i òèì æå ïîëåì
P . Ìíîæèíà Kerφ = {x ∈ L | φ(x) = 0̄′}, òîáòî ìíîæèíà âñiõ òèõ
âåêòîðiâ iç L, îáðàçè ÿêèõ äîðiâíþþòü íóëüîâîìó âåêòîðó iç L′, íà-
çèâà¹òüñÿ ÿäðîì ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ φ.

Îçíà÷åííÿ 3. Ìíîæèíà Imφ = {φ(x) | x ∈ L}, òîáòî ìíîæèíà
âñiõ âåêòîðiâ iç L′, ÿêi ¹ îáðàçàìè âåêòîðiâ iç L, íàçèâà¹òüñÿ îáðàçîì
âiäîáðàæåííÿ φ.
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Òåîðåìà 4 (îñíîâíà òåîðåìà ïðî ãîìîìîðôiçìè äëÿ ëiíiéíèõ âiä-
îáðàæåíü). Íåõàé φ : L → L′ ¹ ëiíiéíèì âiäîáðàæåííÿì ëiíiéíîãî
ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P â ëiíiéíèé ïðîñòið L′ íàä öèì æå ïîëåì.
Òîäi

1) ÿäðî Kerφ ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ φ ¹ ïiäïðîñòîðîì ëiíiéíîãî
ïðîñòîðó L;

2) îáðàç Imφ ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ φ ¹ ïiäïðîñòîðîì ëiíiéíîãî
ïðîñòîðó L′;

3) ôàêòîð-ïðîñòið L/Kerφ içîìîðôíèé îáðàçó Imφ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè. Îñêiëüêè φ ¹
ëiíiéíèì âiäîáðàæåííÿì, òî äëÿ äîâiëüíèõ âåêòîðiâ a, b ∈ Kerφ òà
äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ α, β ïîëÿ P ñïðàâäæóþòüñÿ ðiâíîñòi

φ(αa+ βb) = αφ(a) + βφ(b) = α0̄′ + β0̄′ = 0̄′,

äå 0̄′ ¹ íóëüîâèì âåêòîðîì iç L′. Öå îçíà÷à¹, ùî αa+ βb ∈ Kerφ. Çà
îçíàêîþ ïiäïðîñòîðó ÿäðî Kerφ ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ φ ¹ ïiäïðî-
ñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.

Àíàëîãi÷íî, âðàõîâóþ÷è ëiíiéíiñòü âiäîáðàæåííÿ φ äîâîäèìî, ùî
éîãî îáðàç Imφ ¹ ïiäïðîñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L′. Äëÿ öüîãî
ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêi âåêòîðè a′, b′ ∈ Imφ. Òîäi iñíóþòü âåêòîðè a,
b ∈ L, ùî φ(a) = a′, φ(b) = b′. Òîìó äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ α, β
ïîëÿ P ñïðàâäæóþòüñÿ ðiâíîñòi

αa′ + βb′ = αφ(a) + βφ(b) = φ(αa+ βb),

òîáòî ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ îáðàçiâ áóäü-ÿêèé âåêòîðiâ ëiíiéíîãî ïðî-
ñòîðó L ¹ çíîâó æ òàêè îáðàçîì äåÿêîãî âåêòîðà iç L. Çà îçíàêîþ
ïiäïðîñòîðó Imφ ¹ ïiäïðîñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L′.

Äëÿ äîâåäåííÿ içîìîðôiçìó L/Kerφ ∼= Imφ ïîáóäó¹ìî içîìîð-
ôiçì iç ôàêòîð-ïðîñòîðó L/Kerφ ó ëiíiéíèé ïðîñòið Imφ. Ðîçãëÿíå-
ìî âiäïîâiäíiñòü ψ iç L/Kerφ â Imφ òàêó, ùî

ψ(a+Kerφ) = φ(a), a+Kerφ ∈ L/Kerφ.

Âiäïîâiäíiñòü ψ ¹ âiäîáðàæåííÿì iç L/Kerφ â Imφ ÷åðåç òå, ùî
êîæíîìó ñóìiæíîìó êëàñó a+Kerφ iç ôàêòîð-ïðîñòîðó L/Kerφ ñòà-
âèòü ó âiäïîâiäíiñòü öiëêîì âèçíà÷åíèé ¹äèíèé âåêòîð iç Imφ, ùî ¹
îáðàçîì ïðåäñòàâíèêà öüîãî ñóìiæíîãî êëàñó ïðè âiäîáðàæåííÿ φ,
ÿêèé ïðè öüîìó íå çàëåæèòü âiä âèáîðó ïðåäñòàâíèêà ñóìiæíîãî
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êëàñó a+Kerφ. Äiéñíî, ÿêùî a+Kerφ = b+Kerφ, òî a− b ∈ Kerφ,
à òîìó

ψ(b+Kerφ) = φ(b) = φ(b) + 0̄′ =

= φ(b) + φ(a− b) = φ(b+ (a− b)) = φ(a) = ψ(a+Kerφ).

Âiäîáðàæåííÿ ψ ¹ ñþð'¹êòèâíèì, áî äëÿ êîæíîãî âåêòîðà a′ iç îáðàçó
Imφ çíàéäåòüñÿ âåêòîð a ∈ L, ùî φ(a) = a′, à òîìó

ψ(a+Kerφ) = φ(a) = a′.

Iíàêøå êàæó÷è äëÿ êîæíîãî âåêòîðà a′ iç îáðàçó Imφ iñíó¹ ïðîîáðàç
ó ôàêòîð-ïðîñòîði L/Kerφ ïðè âiäîáðàæåííi ψ.

ßêùî ψ(a + Kerφ) = ψ(b + Kerφ) äëÿ äåÿêèõ ñóìiæíèõ êëàñiâ
a + Kerφ, b + Kerφ iç L/Kerφ, òî φ(a) = φ(b). Çâiäñè ñëiäó¹, ùî
φ(a) − φ(b) = 0̄′. Îñêiëüêè φ ¹ ëiíiéíèì âiäîáðàæåííÿì, òî îñòàííþ
ðiâíiñòü ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi φ(a − b) = 0̄′. Öå îçíà÷à¹, ùî
a− b ∈ Kerφ i ÿê íàñëiäîê a+Kerφ = b+Kerφ. Iç ñêàçàíîãî ñëiäó¹,
ùî ψ � ií'¹êòèâíå, à îòæå ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ.

Íàðåøòi äîâåäåìî ëiíiéíiñòü ψ. Iç ëiíiéíîñòi âiäîáðàæåííÿ φ ñëi-
äó¹ ïðàâèëüíiñòü íàñòóïíèõ ðiâíîñòåé äëÿ áóäü-ÿêèõ ñóìiæíèõ êëà-
ñiâ a+Kerφ, b+Kerφ ∈ L/Kerφ i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α, β ∈ P

ψ
(
α(a+Kerφ) + β(b+Kerφ)

)
= ψ

(
(αa+ βb) + Kerφ

)
=

= φ(αa+ βb) = αφ(a) + βφ(b) = αψ (a+Kerφ) + βψ (b+Kerφ) .

Òåîðåìà äîâåäåíà.
Iç òåîðåìè ïðî ðîçìiðíiñòü òðüîõ ïðîñòîðiâ i âèùå äîâåäåíî¨ òåî-

ðåìè âèïëèâà¹ íàñòóïíèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 1. Íåõàé φ : L → L′ ¹ ëiíiéíèì âiäîáðàæåííÿì ñêií-
÷åííîâèìiðíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P â ëiíiéíèé ïðî-
ñòið L′ íàä öèì æå ïîëåì. Òîäi ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

dimPL = dimPKerφ+ dimP Imφ.

Îçíà÷åííÿ 4. Âiäîáðàæåííÿ φ : L → L ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L â
ñåáå íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P .

Çàóâàæåííÿ 1. ßêùî φ ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì ïðîñòîðó L i äëÿ
äåÿêèõ âåêòîðiâ x, y ∈ L ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü φ(x) = y, òî iíêîëè
áóäåìî ãîâîðèòè, ùî îïåðàòîð φ ïåðåâîäèòü àáî ïåðåòâîðþ¹ âåêòîð
x ó âåêòîð y.
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Îçíà÷åííÿ 5. Îïåðàòîð φ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P
íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíèì, ÿêùî φ ¹ ëiíiéíèì âiäîáðàæåííÿì ëiíiéíîãî
ïðîñòîðó L â ñåáå.

Âëàñòèâîñòi ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü, ðîçãëÿíóòi ðàíiøå ïåðåíîñÿ-
òüñÿ íà ëiíiéíi îïåðàòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó.

Îçíà÷åííÿ 6. Ëiíiéíèé îïåðàòîð ëiíiéíîãî L íàä ïîëåì P , ùî
ïåðåâîäèòü êîæíèé âåêòîð iç L â ñåáå íàçèâà¹òüñÿ îäèíè÷íèì àáî
òîòîæíèì îïåðàòîðîì ïðîñòîðó L.

Ïîçíà÷èìî öåé îïåðàòîð ÷åðåç idL. Îòæå, idL(x) = x äëÿ êîæíîãî
âåêòîðà x ∈ L.

Îçíà÷åííÿ 7. Íåõàé φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð ïðîñòîðó L. ßêùî
iñíó¹ ëiíiéíèé îïåðàòîð φ′ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L òàêèé, ùî φ′φ = idL
(âiäïîâiäíî φφ′ = idL), òî φ′ íàçèâà¹òüñÿ ëiâèì îáåðíåíèì (âiäïî-
âiäíî ïðàâèì îáåðíåíèì) îïåðàòîðîì äî îïåðàòîðà φ.

Îçíà÷åííÿ 8. Ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàçè-
âà¹òüñÿ îáîðîòíèì, ÿêùî iñíó¹ òàêèé ëiíiéíèé îïåðàòîð φ′ ëiíiéíîãî
ïðîñòîðó L, ùî φ′φ = φφ′ = idL. Îïåðàòîð φ′ ïðè öüîìó íàçèâà¹òüñÿ
îáåðíåíèì äî îïåðàòîðà φ.

Îáåðíåíèé îïåðàòîð äî îáîðîòíîãî ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ïîçíà-
÷à¹òüñÿ ÷åðåç φ−1. Çàëèøà¹ìî ÷èòà÷åâi ñàìîñòiéíî ïåðåêîíàòèñÿ ó
òîìó, ùî ó âèïàäêó, êîëè iñíó¹ îáåðíåíèé îïåðàòîð, òî âií ¹ ¹äèíèì
îáåðíåíèì äî äàíîãî.

Òåîðåìà 5. Ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïî-
ëåì P ¹ îáîðîòíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ îäíà iç íà-
ñòóïíèõ óìîâ: 1) φ ¹ içîìîðôiçìîì ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ; 2) Kerφ =
= {0̄} i Imφ = L.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L
íàä ïîëåì P ¹ îáîðîòíèì. Òîäi iñíó¹ îáåðíåíèé ëiíiéíèé îïåðàòîð
φ−1 ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Öå îçíà÷à¹, ùî âiäîáðàæåííÿ φ ¹ îáîðî-
òíèì, à îòæå i ái¹êòèâíèì. Òîìó çà îçíà÷åííÿì ëiíiéíèé îïåðàòîð
φ ¹ içîìîðôiçìîì. Iç ií'¹êòèâíîñòi φ ñëiäó¹, ùî ïðîîáðàçîì íóëüîâî-
ãî âåêòîðà ¹ òiëüêè íóëüîâèé âåêòîð. Iç ñþð'¹êòèâíîñòi φ ñëiäó¹, ùî
Imφ = L.

Íàâïàêè, íåõàé Kerφ = {0̄} i Imφ = L. Òîäi ëiíiéíèé îïåðàòîð φ
¹ ái¹êòèâíèì âiäîáðàæåííÿì. Äiéñíî òå, ùî φ ¹ ñðþð'¹êöi¹þ ñëiäó¹
iç ðiâíîñòi Imφ = L. ßêùî æ äëÿ âåêòîðiâ a i b iç L ñïðàâäæó¹òüñÿ
ðiâíiñòü φ(a) = φ(b), òî φ(a−b) = φ(a)−φ(b) = 0̄. Òîìó a−b ∈ Kerφ =
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= {0̄}, çâiäêè a = b. Öå îçíà÷à¹, ùî φ ¹ ií'¹êòèâíèì âiäîáðàæåííÿì.
Îñêiëüêè φ îäíî÷àñíî ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L i
ái¹êòèâíèì âiäîáðàæåííÿì, òî φ ¹ içîìîðôiçìîì.

Iç ái¹êòèâíîñòi φ ñëiäó¹ iñíóâàííÿ îáåðíåíîãî âiäîáðàæåííÿ φ−1 :
L→ L. Äîâåäåìî, ùî âîíî ¹ ëiíiéíèì. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíi åëåìåíòè
α, β ïîëÿ P i âåêòîðè a, b ∈ L. Îñêiëüêè φ ñþð'¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ,
òî çíàéäóòüñÿ âåêòîðè a′, b′ ∈ L, ùî φ(a′) = a, φ(b′) = b. Òîäi

φ−1(αa+ βb) = φ−1(αφ(a′) + βφ(b′)) = φ−1(φ(αa′ + βb′)) =

= αa′ + βb′ = αφ−1(a) + βφ−1(b).

Îòæå, φ−1 ¹ îáåðíåíèì ëiíiéíèì îïåðàòîðîì äî φ, ÿê íàñëiäîê φ ¹
îáîðîòíèì ëiíiéíèì îïåðàòîðîì. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

1. Íåõàé L ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì óñiõ ãåîìåòðè÷íèõ âåêòîðiâ ïëî-
ùèíè, a � äåÿêèé ôiêñîâàíèé âåêòîð iç L. ×è ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì
âiäîáðàæåííÿ φ : L→ L òàêå, ùî φ(x) = ⟨a, x⟩x äëÿ êîæíîãî âåêòîðà
x iç L? Òóò ñèìâîëîì ⟨a, x⟩ ïîçíà÷åíî ñêàëÿðíèé äîáóòîê âåêòîðiâ a
i x.

2. Íåõàé L ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì óñiõ ãåîìåòðè÷íèõ âåêòîðiâ òðè-
âèìiðíîãî ïðîñòîðó, a � äåÿêèé ôiêñîâàíèé âåêòîð iç L. ×è ¹ ëiíié-
íèì îïåðàòîðîì âiäîáðàæåííÿ φ : L → L òàêå, ùî φ(x) = [x, a] äëÿ
êîæíîãî âåêòîðà x iç L? Òóò ñèìâîëîì [x, a] ïîçíà÷åíî âåêòîðíèé
äîáóòîê âåêòîðiâ x i a.

3. Íåõàé L ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì óñiõ ãåîìåòðè÷íèõ âåêòîðiâ ïëî-
ùèíè, R1 � äiéñíèé îäíîâèìiðíèé âåêòîðíèé ïðîñòið, α � äåÿêå ôi-
êñîâàíå äiéñíå ÷èñëî. ×è ¹ ëiíiéíèì âiäîáðàæåííÿ φ : L → R1 òàêå,
ùî φ(x) = α äëÿ êîæíîãî âåêòîðà x iç L?

4. Íåõàé L ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì óñiõ ãåîìåòðè÷íèõ âåêòîðiâ ïðî-
ñòîðó, R1 � äiéñíèé îäíîâèìiðíèé âåêòîðíèé ïðîñòið, a � äåÿêèé
ôiêñîâàíèé âåêòîð iç L. ×è ¹ ëiíiéíèì âiäîáðàæåííÿ φ : L → R1

òàêå, ùî φ(x) = ⟨a, x⟩ äëÿ êîæíîãî âåêòîðà x iç L? Òóò ñèìâîëîì
⟨a, x⟩ ïîçíà÷åíî ñêàëÿðíèé äîáóòîê âåêòîðiâ a i x.

5. Íåõàé L ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì óñiõ ãåîìåòðè÷íèõ âåêòîðiâ ïëî-
ùèíè R1 � äiéñíèé îäíîâèìiðíèé âåêòîðíèé ïðîñòið. ×è ¹ ëiíiéíèì
âiäîáðàæåííÿ φ : L→ R1 òàêå, ùî φ(x) = ⟨x, x⟩ äëÿ êîæíîãî âåêòîðà
x iç L? Òóò ñèìâîëîì ⟨x, x⟩ ïîçíà÷åíî ñêàëÿðíèé äîáóòîê âåêòîðà x
íà ñåáå.
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6. Íåõàé L ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì óñiõ ãåîìåòðè÷íèõ âåêòîðiâ ïëî-
ùèíè, a � äåÿêèé ôiêñîâàíèé âåêòîð iç L. ×è ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì
âiäîáðàæåííÿ φ : L → L òàêå, ùî φ(x) = a äëÿ êîæíîãî âåêòîðà x
iç L?

7. Íåõàé L ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì óñiõ ãåîìåòðè÷íèõ âåêòîðiâ ïðî-
ñòîðó, a � äåÿêèé ôiêñîâàíèé âåêòîð iç L. ×è ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì
âiäîáðàæåííÿ φ : L→ L òàêå, ùî φ(x) = x+ a äëÿ êîæíîãî âåêòîðà
x iç L?

8. Íåõàé L ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì óñiõ ãåîìåòðè÷íèõ âåêòîðiâ ïëî-
ùèíè, α � äåÿêå ôiêñîâàíå äiéñíå ÷èñëî. ×è ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì
âiäîáðàæåííÿ φ : L → L òàêå, ùî φ(x) = αx äëÿ êîæíîãî âåêòîðà x
iç L?

9. Íåõàé L ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì óñiõ ãåîìåòðè÷íèõ âåêòîðiâ ïðî-
ñòîðó, a i b � äåÿêi ôiêñîâàíi âåêòîðè iç L. ×è ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì
âiäîáðàæåííÿ φ : L→ L òàêå, ùî φ(x) = ⟨a, x⟩b äëÿ êîæíîãî âåêòîðà
x iç L? Òóò ñèìâîëîì ⟨a, x⟩ ïîçíà÷åíî ñêàëÿðíèé äîáóòîê âåêòîðiâ
a i x.

10. ×è ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì âiäîáðàæåííÿ φ : R3 → R3 òàêå,
ùî φ

(
(x1, x2, x3)

)
= (x1, x2, x

2
3) äëÿ êîæíîãî âåêòîðà (x1, x2, x3) iç

äiéñíîãî òðèâèìiðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó R3.

11. ×è ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì âiäîáðàæåííÿ φ : R3 → R3 òàêå,
ùî φ

(
(x1, x2, x3)

)
= (x3, x1, x2) äëÿ êîæíîãî âåêòîðà (x1, x2, x3) iç

R3.

12. ×è ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì âiäîáðàæåííÿ φ : R3 → R3 òàêå,
ùî φ

(
(x1, x2, x3)

)
= (x3, x1, x2−1) äëÿ êîæíîãî âåêòîðà (x1, x2, x3)

iç R3.

13. ×è ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì âiäîáðàæåííÿ φ : R3 → R3 òàêå,
ùî φ(x) = (x1+2x2−3x3, 3x1−x2+3x3, 2x1+3x2+2x3) äëÿ êîæíîãî
âåêòîðà x = (x1, x2, x3) iç R3?

14. Íåõàé R[x]3 � ëiíiéíèé ïðîñòið âñiõ ìíîãî÷ëåíiâ âiä íåâi-
äîìî¨ x íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë R, ñòåïiíü ÿêèõ íå ïåðåâèùó¹ 3.
×è ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì âiäîáðàæåííÿ φ : R[x]3 → R[x]3 òàêå, ùî
φ (f(x)) = f(−x) äëÿ êîæíîãî ìíîãî÷ëåíà f(x) iç R[x]3?

15. Íåõàé R[x]3 � ëiíiéíèé ïðîñòið âñiõ ìíîãî÷ëåíiâ âiä íåâi-
äîìî¨ x íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë R, ñòåïiíü ÿêèõ íå ïåðåâèùó¹ 3.
×è ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì âiäîáðàæåííÿ φ : R[x]3 → R[x]3 òàêå, ùî
φ (f(x)) = f(x+ 1) äëÿ êîæíîãî ìíîãî÷ëåíà f(x) iç R[x]3?
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16. Íåõàé R[x] � ëiíiéíèé ïðîñòið âñiõ ìíîãî÷ëåíiâ âiä íåâiäîìî¨
x íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë R. ×è ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì âiäîáðàæåí-
íÿ φ : R[x] → R[x] òàêå, ùî φ (f(x)) = f ′(x) äëÿ êîæíîãî ìíîãî÷ëåíà
f(x) iç R[x], äå f ′(x) ¹ ïîõiäíîþ ìíîãî÷ëåíà f(x)?

17. Çíàéòè äåÿêi áàçèñè ÿäðà i îáðàçó ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ âå-
êòîðíîãî ïðîñòîðó R3 òàêîãî, ùî φ(x) = (x1 + x2 + x3, x1 + x2 + x3,
x1 + x2 + x3) äëÿ êîæíîãî âåêòîðà x = (x1, x2, x3) iç R3.

18. Çíàéòè äåÿêi áàçèñè ÿäðà i îáðàçó ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ëi-
íiéíîãî ïðîñòîðó R[x]3 âñiõ ìíîãî÷ëåíiâ âiä íåâiäîìî¨ x íàä ïîëåì
äiéñíèõ ÷èñåë R, ñòåïiíü ÿêèõ íå ïåðåâèùó¹ 3, òàêîãî, ùî φ (f(x)) =
= f ′(x) äëÿ êîæíîãî ìíîãî÷ëåíà f(x) iç R[x].

19. Çíàéòè äåÿêi áàçèñè ÿäðà i îáðàçó ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ âå-
êòîðíîãî ïðîñòîðó R3 òàêîãî, ùî φ(x) = (−x1 + x2 + x3, x1 − x2 +
+x3, x1 + x2 − x3) äëÿ êîæíîãî âåêòîðà x = (x1, x2, x3) iç R3.

20. Îïåðàòîð D äèôåðåíöiþâàíííÿ i îïåðàòîð I iíòåãðóâàííÿ ëi-
íiéíîãî ïðîñòîðó C∞

[0,1] âñiõ íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâàíèõ ôóíêöié
íà ñåãìåíòi [0, 1] âèçíà÷àþòüñÿ òàêèì ÷èíîì: ÿêùî f ∈ C∞

[0,1], òî

[D(f)](x) = f ′(x), [I(f)](x) =

x∫
0

f(t)dt, x ∈ [0, 1].

Ïîêàçàòè, ùî D i I � ëiíiéíi îïåðàòîðè ïðîñòîðó C∞
[0,1]. Çíàéòè ID

i DI.
21. Äîâåñòè, ùî ÿêùî äëÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ëiíiéíîãî ïðî-

ñòîðó L iñíóþòü ÿê ëiâèé îáåðíåíèé, òàê i ïðàâèé îáåðíåíèé, òî öi
îáåðíåíi îïåðàòîðè ñïiâïàäàþòü.

22. Äîâåñòè, ùî ÿêùî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L
¹ îáîðîòíèì, òî äëÿ íüîãî iñíó¹ òiëüêè îäèí îáåðíåíèé îïåðàòîð.

23. Äîâåñòè, ùî ÿêùî L ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì ëiíiéíèì ïðîñòîðîì
íàä ïîëåì P , à φ ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì ïðîñòîðó L, òî ëiíiéíèé
îïåðàòîð φ ¹ îáîðîòíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè àáî Kerφ = {0̄}, àáî
Imφ = L.
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ñêií÷åííîâèìiðíèõ ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ.

Ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ

Òåîðåìà 1 (ïðî iñíóâàííÿ i ¹äèíiñòü ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ).
Íåõàé L ¹ íåíóëüîâèì ñêií÷åííîâèìiðíèì ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä
ïîëåì P ðîçìiðíîñòi n, à L′ � áóäü-ÿêèì ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íà
ïîëåì P , a1, a2, . . . , an � äåÿêèé áàçèñ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Òîäi
äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ a′1, a

′
2, . . . , a

′
n ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L′ iñíó¹

¹äèíå ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ φ : L→ L′ òàêå, ùî φ(a1) = a′1, φ(a2) =
= a′2, . . . , φ(an) = a′n.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè i a′1, a
′
2, . . . , a

′
n ¹

áóäü-ÿêèìè âåêòîðàìè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L′. Ðîçãëÿíåìî âiäïîâiä-
íiñòü φ iç ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L ó ëiíiéíèé ïðîñòið L′, çàäàíó íàñòó-
ïíèì ÷èíîì: êîæíîìó âåêòîðó a iç L ñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü ëiíiéíó
êîìáiíàöiþ ñèñòåìè âåêòîðiâ a′1, a

′
2, . . . , a

′
n ç êîåôiöi¹íòàìè, êîæåí

ç ÿêèõ ¹ âiäïîâiäíîþ êîîðäèíàòîþ âåêòîðà a ó áàçèñi a1, a2, . . . , an
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Òîáòî, ÿêùî

a = α1a1 + α2a2 + · · ·+ αnan

� ðîçêëàä âåêòîðà a çà áàçèñîì a1, a2, . . . , an ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L,
òî

φ(a) = α1a
′
1 + α2a

′
2 + · · ·+ αna

′
n.

Îñêiëüêè êîîðäèíàòè âåêòîðà ó çàäàíîìó áàçèñi ëiíiéíîãî ïðîñòî-
ðó âèçíà÷àþòüñÿ öèì âåêòîðîì îäíîçíà÷íî, òî âiäïîâiäíiñòü φ ¹ âi-
äîáðàæåííÿì. Iç òåîðåìè ïðî äi¨ íàä âåêòîðàìè ó êîîðäèíàòíié ôîð-
ìi ñëiäó¹, ùî φ ¹ ëiíiéíèì âiäîáðàæåííÿì. Äiéñíî, ÿêùî b, c �
áóäü-ÿêi âåêòîðè iç L, β, γ � áóäü-ÿêi åëåìåíòè ïîëÿ P ,

b = β1a1 + β2a2 + · · ·+ βnan, c = γ1a1 + γ2a2 + · · ·+ γnan

� âiäïîâiäíî ðîçêëàäè âåêòîðiâ b i c çà áàçèñîì a1, a2, . . . , an ëiíié-
íîãî ïðîñòîðó L, òî

φ(βb+ γc) =

= φ
(
(ββ1 + γγ1)a1 + (ββ2 + γγ2)a2 + · · ·+ (ββn + γγn)an

)
=

= (ββ1 + γγ1)a
′
1 + (ββ2 + γγ2)a

′
2 + · · ·+ (ββn + γγn)a

′
n =

= β(β1a
′
1 + β2a

′
2 + · · ·+ βna

′
n) + γ(γ1a

′
1 + γ2a

′
2 + · · ·+ γna

′
n) =

= βφ(b) + γφ(c).
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Äî òîãî æ

φ(a1) = φ(1a1 + 0a2 + · · ·+ 0an) = 1a′1 + 0a′2 + · · ·+ 0a′n = a′1,

φ(a2) = φ(0a1 + 1a2 + · · ·+ 0an) = 0a′1 + 1a′2 + · · ·+ 0a′n = a′2,

. . . . . . . .

φ(an) = φ(0a1 + 0a2 + · · ·+ 1an) = 0a′1 + 0a′2 + · · ·+ 1a′n = a′n.

Äîâåäåìî ¹äèíiñòü ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ φ, ùî çàäîâîëüíÿ¹
óìîâàì òåîðåìè. Ïðèïóñòèìî, ùî ψ : L → L′ � ëiíiéíå âiäîáðàæå-
ííÿ, äëÿ ÿêîãî ψ(a1) = a′1, ψ(a2) = a′2, . . . , ψ(an) = a′n. Ðîçãëÿíåìî
äîâiëüíèé âåêòîð b iç L. Íåõàé b = β1a1+β2a2+ · · ·+βnan � ðîçêëàä
âåêòîðà b çà áàçèñîì a1, a2, . . . , an ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Òîäi

ψ(b) = ψ(β1a1 + β2a2 + · · ·+ βnan) =

= β1ψ(a1) + β2ψ(a2) + · · ·+ βnψ(an) =

= β1a
′
1 + β2a

′
2 + · · ·+ βna

′
n =

= φ(β1a1 + β2a2 + · · ·+ βnan) = φ(b).

Öå îçíà÷à¹ ðiâíiñòü âiäîáðàæåíü ψ i φ. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Îçíà÷åííÿ 1. Íåõàé L i L′ ¹ íåíóëüîâèìè ñêií÷åííîâèìiðíèìè
ëiíiéíèìè ïðîñòîðàìè íàä îäíèì i òèì æå ïîëåì P âiäïîâiäíî ðîç-
ìiðíîñòåé n i m ψ : L → L′ ¹ ëiíiéíèì âiäîáðàæåííÿì, a1, a2, . . . ,
an òà b1, b2, . . . , bm � âiäïîâiäíî áàçèñè ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ L i L′.
Ìàòðèöÿ, ñêëàäåíà iç êîîðäèíàòíèõ ñòîâïöiâ îáðàçiâ ψ(a1), ψ(a2),
. . . , ψ(an) ó áàçèñi b1, b2, . . . , bm ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L′, íàçèâà¹òüñÿ
ìàòðèöåþ ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ ψ ó áàçèñàõ a1, a2, . . . , an òà b1,
b2, . . . , bm âiäïîâiäíî ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ L i L′.

Òîáòî, ÿêùî

ψ(a1) = γ11b1 + γ21b2 + · · ·+ γm1bm,

ψ(a2) = γ12b1 + γ22b2 + · · ·+ γm2bm,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ψ(an) = γ1nb1 + γ2nb2 + · · ·+ γmnbm,

äå γij ∈ P ; i = 1, 2, . . . ,m; j = 1, 2, . . . , n, � ðîçêëàäè îáðàçiâ áàçè-
ñíèõ âåêòîðiâ iç L çà áàçèñîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L′, òî ìàòðèöåþ
ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ ψ ó áàçèñàõ a1, a2, . . . , an òà b1, b2, . . . , bm
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âiäïîâiäíî ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ L i L′ ¹ ìàòðèöÿ

Ψ =


γ11 γ12 . . . γ1n
γ21 γ22 . . . γ2n
...

...
. . .

...
γm1 γm2 . . . γmn

 .

Ðîçêëàäåìî äîâiëüíèé âåêòîð x ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L çà áàçèñîì
éîãî a1, a2, . . . , an: x = ξ1a1+ξ2a2+· · ·+ξnan, äå ξj ∈ P ; j = 1, 2, . . . , n.
Ó ñâîþ ÷åðãó îáðàç ψ(x) ðîçêëàäåìî çà áàçèñîì b1, . . . , bm ëiíiéíîãî
ïðîñòîðó L′: ψ(x) = ζ1b1+ ζ2b2+ · · ·+ ζmbm, äå ζi ∈ P ; i = 1, 2, . . . ,m.
Àëå ç iíøîãî áîêó ñïðàâäæóþòüñÿ ðiâíîñòi

ψ(x) = ψ(ξ1a1 + ξ2a2 + · · ·+ ξnan) =

= ξ1ψ(a1) + ξ2ψ(a2) + · · ·+ ξnψ(an) =

= ξ1(γ11b1 + · · ·+ γm1bm) + · · ·+ ξn(γ1nb1 + γ2nb2 + · · ·+ γmnbm) =

= (γ11ξ1 + γ12ξ2 + · · ·+ γ1nξn)b1 + · · ·
· · ·+ (γm1ξ1 + γm2ξ2 + · · ·+ γmnξn)bm.

Çâiäñè òà iç îäíîçíà÷íîñòi ðîçêëàäó âåêòîðà çà áàçèñîì ëiíiéíîãî
ïðîñòîðó ñëiäó¹, ùî

ζ1 = γ11ξ1 + γ12ξ2 + · · ·+ γ1nξn,

ζ2 = γ21ξ1 + γ22ξ2 + · · ·+ γ2nξn,

. . . . . . . . . . . . . . (1)

ζm = γm1ξ1 + γm3ξ2 + · · ·+ γmnξn.

Ðiâíîñòi (1) íàçèâàþòü ôîðìóëàìè äëÿ êîîðäèíàò îáðàçó âåêòîðà
ïðè ëiíiéíîìó âiäîáðàæåííi ψ. Öi ðiâíîñòi ìîæíà ïåðåïèñàòè êîìïà-
êòíî ó âèãëÿäi Y = ΨX, ÿêùî ÷åðåçX ïîçíà÷èòè êîîðäèíàòíèé ñòîâ-
ïåöü âåêòîðà x, à ÷åðåç Y � êîîðäèíàòíèé ñòîâïåöü îáðàçó y = ψ(x):

X =


ξ1
ξ2
...
ξn

 , Y =


ζ1
ζ2
...
ζm

 .

Òåîðåìà 2. Íåõàé L i L′ ¹ íåíóëüîâèìè ñêií÷åííîâèìiðíèìè ëi-
íiéíèìè ïðîñòîðàìè íàä îäíèì i òèì æå ïîëåì P âiäïîâiäíî ðîç-
ìiðíîñòåé n i m; ψ : L→ L′ ¹ ëiíiéíèì âiäîáðàæåííÿì; a1, a2, . . . ,
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an òà a′1, a
′
2, . . . , a

′
n � áàçèñè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L; b1, b2, . . . , bm

òà b′1, b
′
2, . . . , b

′
m � áàçèñè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L′. ßêùî Ψ ¹ ìà-

òðèöåþ ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ ψ ó áàçèñàõ a1, a2, . . . , an òà b1,
b2, . . . , bm âiäïîâiäíî ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ L i L′, à Ψ′ ¹ ìàòðèöåþ
öüîãî æ ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ ψ, àëå ó áàçèñàõ a′1, a

′
2, . . . , a

′
n òà

b′1, b
′
2, . . . , b

′
m âiäïîâiäíî ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ L i L′, òî

Ψ′ = S−1ΨT,

äå S � ìàòðèöÿ ïåðåõîäó âiä áàçèñó b1, . . . , bm äî áàçèñó b′1, . . . ,
b′m ïðîñòîðó L′, à T � ìàòðèöÿ ïåðåõîäó âiä áàçèñó a1, . . . , an äî
áàçèñó a′1, . . . , a

′
n ïðîñòîðó L.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè i Ψ ¹ ìàòðèöåþ
ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ ψ ó áàçèñàõ a1, a2, . . . , an òà b1, b2, . . . , bm
âiäïîâiäíî ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ L i L′, à Ψ′ ¹ ìàòðèöåþ öüîãî æ ëiíié-
íîãî âiäîáðàæåííÿ ψ, àëå ó áàçèñàõ a′1, a

′
2, . . . , a

′
n òà b′1, b

′
2, . . . , b

′
m

âiäïîâiäíî ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ L i L′.
Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé âåêòîð x ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Ðîçêëàäå-

ìî âåêòîð x çà áàçèñàìè a1, a2, . . . , an òà a′1, a
′
2, . . . , a

′
n ëiíiéíîãî

ïðîñòîðó L. ÍåõàéX,X ′ � êîîðäèíàòíi ñòîâïöi âåêòîðà x âiäïîâiäíî
ó öèõ áàçèñàõ. Òîäi

X = TX ′, (2)

äå T � ìàòðèöÿ ïåðåõîäó âiä áàçèñó a1, a2, . . . , an äî áàçèñó a′1,
a′2, . . . , a

′
n ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Àíàëîãi÷íî ðîçêëàäåìî îáðàç ψ(x)

çà áàçèñàìè b1, b2, . . . , bm òà b′1, b
′
2, . . . , b

′
m ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L′.

Íåõàé Y , Y ′ � êîîðäèíàòíi ñòîâïöi âåêòîðà ψ(x) âiäïîâiäíî ó öèõ
áàçèñàõ. Òîäi

Y = SY ′, (3)

äå S � ìàòðèöÿ ïåðåõîäó âiä áàçèñó b1, b2, . . . , bm äî áàçèñó b′1, b
′
2,

. . . , b′m ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L′.
Çãiäíî ôîðìóë êîîðäèíàò îáðàçó

Y = ΨX, Y ′ = Ψ′X ′. (4)

Çâiäñè i ðiâíîñòåé (2), (3) îäåðæó¹ìî ðiâíiñòü

SY ′ = Ψ(TX ′) . (5)

Îñêiëüêè ìàòðèöÿ ïåðåõîäó âiä îäíîãî áàçèñó äî iíøîãî áàçèñó ëi-
íiéíîãî ïðîñòîðó ¹ îáîðîòíîþ, òî iç ðiâíîñòi (5) ñëiäó¹, ùî

Y ′ =
(
S−1ΨT

)
X ′. (6)
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Ðiâíiñòü (6), òàê ñàìî ÿê i äðóãà ç ðiâíîñòåé (4), âêàçó¹ íà çâ'ÿçîê ìiæ
êîîðäèíàòàìè âåêòîðà x òà êîîðäèíàòàìè îáðàçó ψ(x) âiäïîâiäíî ó
áàçèñàõ a′1, a

′
2, . . . , a

′
n òà b′1, b

′
2, . . . , b

′
m âiäïîâiäíî ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ

L i L′. Òîìó Ψ′ = S−1ΨT . Òåîðåìà äîâåäåíà.

Îçíà÷åííÿ 2. Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið
íàä ïîëåì P i φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð ïðîñòîðó L. Ìàòðèöåþ ëiíié-
íîãî îïåðàòîðà φ ó äåÿêîìó áàçèñi a1, a2, . . . , an ëiíiéíîãî ïðîñòîðó
L íàä ïîëåì P íàçèâà¹òüñÿ n×n-ìàòðèöÿ, ñêëàäåíà iç êîîðäèíàòíèõ
ñòîâïöiâ îáðàçiâ φ(a1), φ(a2), . . . , φ(an) áàçèñíèõ âåêòîðiâ ó öüîìó
æ áàçèñi.

Òîáòî, ÿêùî

φ(a1) = α11a1 + α21a2 + · · ·+ αn1an,

φ(a2) = α12a1 + α22a2 + · · ·+ αn2an,
. . . . . . . . . . . .

φ(an) = α1na1 + α2na2 + · · ·+ αnnan,

äå αij ∈ P ; i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, � ðîçêëàäè îáðàçiâ áàçèñíèõ âåêòîðiâ
a1, a2, . . . , an çà öèì æå áàçèñîì, òî êâàäðàòíà ìàòðèöÿ

A =


α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

...
...

. . .
...

αn1 αn2 . . . αnn


¹ ìàòðèöåþ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ó áàçèñi a1, a2, . . . , an ëiíiéíîãî
ïðîñòîðó L.

ßêùî â ïðîñòîði L âèáðàòè íîâèé áàçèñ a′1, a
′
2, . . . , a

′
n, òî ìàòðèöþ

A′ îïåðàòîðà φ ó öüîìó áàçèñi ìîæíà çíàéòè çà ôîðìóëîþ

A′ = T−1AT,

äå T � ìàòðèöÿ ïåðåõîäó âiä áàçèñó a1, a2, . . . , an äî áàçèñó a′1,
a′2, . . . , a

′
n ïðîñòîðó L.

Çàóâàæåííÿ 1. Âiäìiòèìî, ùî îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ¹ ìàòðèöåþ
îäèíè÷íîãî îïåðàòîðà â áóäü-ÿêîìó áàçèñi ïðîñòîðó L. ßêùî îïåðà-
òîð φ îáîðîòíèé, òî ìàòðèöi îïåðàòîðiâ φ i φ−1 � âçà¹ìíî îáåðíåíi
(ó áóäü-ÿêîìó áàçèñi ëiíiéíîãî ïðîñòîðóL).
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Âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

1. Äîâåñòè, ùî ÿêùî êîîðäèíàòè ζ1, ζ2, . . . , ζm îáðàçó ψ(x) âåêòî-
ðà x ïðè ëiíiéíîìó âiäîáðàæåííi ψ : L→ L′ ïîâ'ÿçàíi ç êîîðäèíàòàìè
ξ1, ξ2, . . . , ξn âåêòîðà x çà äîïîìîãîþ ôîðìóë (1) ó äåÿêèõ âèáðà-
íèõ áàçèñàõ âiäïîâiäíî ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ L i L′, òî m× n-ìàòðèöÿ
Ψ = ∥γij∥ ¹ ìàòðèöåþ ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ ψ ó öèõ áàçèñàõ.

2. Íåõàé L ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì óñiõ ãåîìåòðè÷íèõ âåêòîðiâ ïëî-
ùèíè, íà ÿêié çàäàíî äåêàðòîâó ïðÿìîêóòíó ñèñòåìó êîîðäèíàò Oxy
ç áàçèñíèìè îðòàìè i⃗ òà j⃗. Çíàéòè ìàòðèöþ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà ëi-
íiéíîãî ïðîñòîðó L, ÿêèé ¹ ïîâîðîòîì íà êóò α íàâêîëî ïî÷àòêó êî-
îðäèíàò, äå α � äåÿêå ôiêñîâàíå äiéñíå ÷èñëî, ùî îçíà÷à¹ ðàäiàííó
ìiðó êóòà ïîâîðîòó.

3. Íåõàé L ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì óñiõ ãåîìåòðè÷íèõ âåêòîðiâ òðè-
âèìiðíîãî ïðîñòîðó, à e1, e2, e3 � äåÿêèé áàçèñ öüîãî ïðîñòîðó, ùî
ñêëàäà¹òüñÿ ç ïîïàðíî âçà¹ìíî ïåðïåíäèêóëÿðíèõ îäèíè÷íèõ âåêòî-
ðiâ. Íåõàé a � äåÿêèé ôiêñîâàíèé âåêòîð iç L, ÿêèé ìà¹ êîîðäè-
íàòè α, β, γ ó öüîìó áàçèñi. Çíàéòè ìàòðèöþ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà
A : L→ L ó áàçèñi e1, e2, e3, ÿêùî A(x) = [x, a] äëÿ êîæíîãî âåêòîðà
x iç L, äå [x, a] � âåêòîðíèé äîáóòîê âåêòîðiâ x i a.

4. Íåõàé R[x]4 � ëiíiéíèé ïðîñòið âñiõ ìíîãî÷ëåíiâ âiä íåâiäîìî¨
x íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë R, ñòåïiíü ÿêèõ íå ïåðåâèùó¹ 4. Çíàéòè
ìàòðèöþ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà äèôåðåíöiþâàííÿ D : R[x]4 → R[x]4
ó áàçèñi 1, x, x2, x3, x4 ëiíiéíîãî ïðîñòîðó R[x]4. Çàóâàæèìî, ùî
D (f(x)) = f ′(x) äëÿ êîæíîãî ìíîãî÷ëåíà f(x) iç R[x]4.

5. Íåõàé R[x]n � ëiíiéíèé ïðîñòið âñiõ ìíîãî÷ëåíiâ âiä íåâiäî-
ìî¨ x íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë R, ñòåïiíü ÿêèõ íå ïåðåâèùó¹ äåÿêå
íàòóðàëüíå ÷èñëî n. Çíàéòè ìàòðèöþ ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ äèôå-
ðåíöiþâàííÿ D : R[x]n → R[x]n−1 ó áàçèñàõ 1, x, x2, . . . , xn−1, xn

òà 1, x, x2, . . . , xn−2, xn−1 âiäïîâiäíî ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ R[x]n òà
R[x]n−1. Çàóâàæèìî, ùî D (f(x)) = f ′(x) äëÿ êîæíîãî ìíîãî÷ëåíà
f(x) iç R[x]n.

6. Çíàéòè ìàòðèöþ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà äèôåðåíöiþâàííÿ äâîâè-
ìiðíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó, ùî ¹ ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ ñèñòåìè ôóí-
êöié f1(x) = cosx, f2(x) = sinx, ó áàçèñi f1(x), f2(x) öüîãî ïðîñòîðó.

7. Çíàéòè ìàòðèöi ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ äiéñíîãî äâîâèìiðíî-
ãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó R2 ó êàíîíi÷íîìó áàçèñi e1, e2 òà ó áàçèñi
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a1 = ( 35 ,
4
5 ), a2 = (− 4

5 ,
3
5 ), ÿêùî

φ
(
(x1, x2)

)
=
(
41
25x1 −

12
25x2,

34
25x2 −

12
25x1

)
äëÿ áóäü-ÿêîãî âåêòîðà (x1, x2) iç R2.

8. Íåõàé çàäàíî áàçèñ a1 = (5, 3, 1), a2 = (1, −3, −2), a3 = (1, 2, 1)
òà äåÿêó ñèñòåìó âåêòîðiâ b1 = (−2, 1, 0), b2 = (−1, 3, 0), b3 =
= (−2, −3, 0) äiéñíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó R3. Íåõàé φ � ëiíiéíèé
îïåðàòîð âåêòîðíîãî ïðîñòîðó R3 òàêèé, ùî φ(a1) = b1, φ(a2) = b2,
φ(a3) = b3. Çíàéòè ìàòðèöi ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ó áàçèñi a1, a2, a3
òà ó êàíîíi÷íîìó áàçèñi e1, e2, e3 âåêòîðíîãî ïðîñòîðó R3.

9. Ó ëiíiéíîìó ïðîñòîði R2×2 âñiõ äiéñíèõ ìàòðèöü ïîðÿäêó 2
çàôiêñîâàíî áàçèñ(

1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)
.

Íåõàé

A =

(
α1 α2

α3 α4

)
, B =

(
β1 β2
β3 β4

)
� äåÿêi ìàòðèöi iç R2×2. Çíàéòè ìàòðèöþ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà ψ
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó R2×2 ó öüîìó áàçèñi, ÿêùî a) ψ(X) = AXB;
á) ψ(X) = AX + XB äëÿ êîæíî¨ ìàòðèöi X iç R2×2. ßê çìiíèòüñÿ
çíàéäåíà ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà ψ, ÿêùî ó áàçèñi ïîìiíÿòè
ìiñöÿìè ìàòðèöi (

0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
.

10. Ó áàçèñi 1, x, x2 ëiíiéíîãî ïðîñòîðó R[x]2 âñiõ ìíîãî÷ëåíiâ âiä
íåâiäîìî¨ x íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë R, ñòåïiíü ÿêèõ íå ïåðåâèùó¹ 2,
ëiíiéíèé îïåðàòîð ψ çàäàíèé ìàòðèöåþ0 0 1

0 1 0
1 0 0

 .

Çíàéòè ìàòðèöþ öüîãî ëiíiéíîãî îïåðàòîðà ó áàçèñi, ñêëàäåíîãî ç
ìíîãî÷ëåíiâ 3x2 + 2x, 5x2 + 3x+ 1, 7x2 + 5x+ 3.
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2.3 Äi¨ íàä ëiíiéíèìè âiäîáðàæåííÿìè.

Çâ'ÿçîê äié íàä ëiíiéíèìè

âiäîáðàæåííÿìè ç äiÿìè íàä ¨õ

ìàòðèöÿìè

Íåõàé L i L′ ¹ ëiíiéíèìè ïðîñòîðàìè íàä îäíèì i òèì æå ïîëåì
P . Äîìîâèìîñÿ ìíîæèíó âñiõ ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü iç ëiíiéíîãî ïðî-
ñòîðó L ó ëiíiéíèé ïðîñòið L′ ïîçíà÷àòè ÷åðåç HomP (L,L

′). Ââåäåìî
íà öié ìíîæèíi äi¨ äîäàâàííÿ âiäîáðàæåíü i ìíîæåííÿ åëåìåíòà ïîëÿ
P íà âiäîáðàæåííÿ.

Îçíà÷åííÿ 1. Ñóìîþ ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü φ i ψ iç HomP (L,L
′)

íàçèâà¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿ φ+ ψ : L→ L′ òàêå, ùî

[φ+ ψ](x) = φ(x) + ψ(x)

äëÿ áóäü-ÿêîãî âåêòîðà x iç L.

Îçíà÷åííÿ 2. Äîáóòêîì åëåìåíòà α ïîëÿ P íà ëiíiéíå âiäîáðà-
æåííÿ φ iç HomP (L,L

′) íàçèâà¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿ αφ : L→ L′ òàêå,
ùî

[αφ](x) = αφ(x)

äëÿ áóäü-ÿêîãî âåêòîðà x iç L.

Ðîçãëÿíåìî äåÿêi ïðèêëàäè äié íàä ëiíiéíèìè âiäîáðàæåííÿìè.
Íåõàé φ, ψ � ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ iç HomR(R

2,R) òàêi, ùî

φ
(
(x, y)

)
= x, ψ

(
(x, y)

)
= −y, (x, y) ∈ R2.

Òîäi çà îçíà÷åííÿì ñóìè ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü

[φ+ ψ]
(
(x, y)

)
= φ

(
(x, y)

)
+ ψ

(
(x, y)

)
= x− y, (x, y) ∈ R2.

Àíàëîãi÷íî çà îçíà÷åííÿì äîáóòêó åëåìåíòà ïîëÿ íà ëiíiéíå âiä-
îáðàæåííÿ

[3φ]
(
(x, y)

)
= 3φ

(
(x, y)

)
= 3x, (x, y) ∈ R2.

Òåîðåìà 1. Íåõàé L i L′ ¹ ëiíiéíèìè ïðîñòîðàìè íàä îäíèì i
òèì æå ïîëåì P . Ñóìà áóäü-ÿêèõ ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü iç ìíîæè-
íè HomP (L,L

′) ¹ ëiíiéíèì âiäîáðàæåííÿì iç HomP (L,L
′). Äîáóòîê

áóäü-ÿêîãî åëåìåíòà ïîëÿ P íà ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ iç HomP (L,L
′)

¹ ëiíiéíèì âiäîáðàæåííÿì iç HomP (L,L
′).
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé φ i ψ ¹ ëiíiéíèì âiäîáðàæåííÿì iç ìíîæè-
íè HomP (L,L

′). Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ âåêòîðiâ a, b iç L òà äîâiëüíèõ
åëåìåíòiâ α, β ïîëÿ P ñïðàâäæóþòüñÿ ðiâíîñòi

[φ+ ψ](αa+ βb) = φ(αa+ βb) + ψ(αa+ βb) =

=
(
αφ(a) + βφ(b)

)
+
(
αψ(a) + βψ(b)

)
=

= α
(
φ(a) + ψ(a)

)
+ β

(
φ(b) + ψ(b)

)
= α · [φ+ ψ](a) + β · [φ+ ψ](b).

Òàê ñàìî, ÿêùî γ åëåìåíò ïîëÿ L, òî äëÿ äîâiëüíèõ âåêòîðiâ a, b iç
L òà äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ α, β ïîëÿ P ñïðàâäæóþòüñÿ ðiâíîñòi

[γφ](αa+ βb) = γ · φ(αa+ βb) = γ
(
αφ(a) + βφ(b)

)
=

= γαφ(a) + γβφ(b) = α
(
γφ(a)

)
+ β

(
γφ(b)

)
=

= α · [γφ](a) + β · [γφ](b).

Çà îçíàêîþ ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ çâiäñè ñëiäó¹, ùî ÿê ñóìà φ+ψ,
òàê i äîáóòîê γφ ¹ ëiíiéíèìè âiäîáðàæåííÿìè. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Òåîðåìà 2. Íåõàé L i L′ ¹ ëiíiéíèìè ïðîñòîðàìè íàä îäíèì i
òèì æå ïîëåì P . Ìíîæèíà HomP (L,L

′) âñiõ ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü
iç ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L â ëiíiéíèé ïðîñòið L′ ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì
íàä ïîëåì P âiäíîñíî äié äîäàâàííÿ ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü i ìíîæå-
ííÿ åëåìåíòiâ ïîëÿ P íà ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ ïîëÿãà¹ â ïåðåâiðöi âñiõ âîñüìè àêñiîì
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó. Íåõàé φ, ψ, χ � áóäü-ÿêi ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ
iç HomP (L,L

′). Îñêiëüêè L′ ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì P i
äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà x iç L îáðàçè öüîãî âåêòîðà φ(x), ψ(x), χ(x)
¹ âåêòîðàìè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L′, òî çà àñîöiàòèâíîþ âëàñòèâîñòi
äîäàâàííÿ âåêòîðiâ iç L′(

φ(x) + ψ(x)
)
+ χ(x) = φ(x) +

(
ψ(x) + χ(x)

)
.

Òîìó

[(φ+ ψ)χ](x) = [φ+ ψ](x) + χ(x) =
(
φ(x) + ψ(x)

)
+ χ(x) =

= φ(x) +
(
ψ(x) + χ(x)

)
= φ(x) + [ψ(x) + χ](x) = [φ+ (ψ + χ)](x)

äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ L. Çà îçíà÷åííÿì ðiâíîñòi âiäîáðàæåíü çâiäñè
ñëiäó¹, ùî

(φ+ ψ) + χ = φ+ (ψ + χ).

Àíàëîãi÷íî äîâîäÿòüñÿ íàñòóïíi àêñiîìè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó.
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Âèäiëèìî òiëüêè 3-òþ, 4-òó òà, ñêàæiìî, 8-ìó àêñiîìè ëiíiéíîãî
ïðîñòîðó (äèâ. îçíà÷åííÿ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó iç ïóíêòó 1.1).

Íóëüîâèì åëåìåíòîì â HomP (L,L
′) ¹, òàê çâàíå, íóëüîâå âiäîáðà-

æåííÿ o. Çà îçíà÷åííÿì öå âiäîáðàæåííÿ êîæíîìó âåêòîðó ëiíié-
íîãî ïðîñòîðó L ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü íóëüîâèé âåêòîð 0̄′ ëiíié-
íîãî ïðîñòîðó L′, òîáòî o(x) = 0̄′ äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà x iç L.
Î÷åâèäíî öå âiäîáðàæåííÿ ¹ ëiíiéíèì, à îòæå ¹ åëåìåíòîì ìíîæèíè
HomP (L,L

′) i äëÿ áóäü-ÿêîãî ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ φ ∈ HomP (L,L
′)

i äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ L ¹ iñòèííîþ ðiâíiñòü

[φ+ o](x) = φ(x) + o(x) = φ(x) + 0̄′ = φ(x).

Òîìó φ+ o = φ.
Ïðîòèëåæíèì âiäîáðàæåííÿì äî ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ φ iç

HomP (L,L
′) ¹ âiäîáðàæåííÿ −φ òàêå, ùî [−φ](x) = −φ(x) äëÿ äî-

âiëüíîãî âåêòîðà x iç L. Âîíî ¹ ëiíiéíèì, áî äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ
a i b iç L i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α i β ïîëÿ P ¹ ïðàâèëüíèìè ðiâíîñòi

[−φ](αa+ βb) = −φ(αa+ βb) = −(αφ(a) + βφ(b)) =

= −αφ(a)− βφ(b) = α · (−φ(a)) + β · (−φ(b)) =
= α · [−φ](a) + β · [−φ](b).

I âîíî â ñóìi ç ëiíiéíèì âiäîáðàæåííÿì φ äà¹ íóëüîâå âiäîáðàæåííÿ
o, òîáòî φ+ [−φ] = o. Öå ÷åðåç òå ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî âåêòîðà x iç L
ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiíiñòü

[φ+ [−φ]](x) = φ(x) + [−φ](x) = φ(x)− φ(x) = 0̄′ = o(x).

Ïîäiáíèì ÷èíîì äîâîäèòüñÿ 8-ìà àêñiîìà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó. Ðîç-
ãëÿíåìî äîâiëüíi åëåìåíòè α, β ïîëÿ P , áóäü-ÿêå ëiíiéíå âiäîáðàæå-
ííÿ φ iç HomP (L,L

′) òà áóäü-ÿêèé âåêòîð x iç L. Òîäi

[(α+ β)φ](x) = (α+ β) · φ(x) = α · φ(x) + β · φ(x) =
= [αφ](x) + [βφ](x) = [αφ+ βφ](x).

Òîìó (α+ β)φ = αφ+ βφ. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Òåîðåìà 3. Íåõàé L i L′ ¹ íåíóëüîâèìè ñêií÷åííîâèìiðíèìè ëi-
íiéíèìè ïðîñòîðàìè íàä ïîëåì P âiäïîâiäíî ðîçìiðíîñòåé n i m;
a1, a2, . . . , an � áàçèñ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L ïîëåì P ; b1, b2, . . . ,
bm � áàçèñ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L′ ïîëåì P . ßêùî äëÿ êîæíîãî ëi-
íiéíîãî âiäîáðàæåííÿ φ iç ìíîæèíè HomP (L,L

′) ÷åðåç M(φ) ïî-
çíà÷èòè ìàòðèöþ öüîãî âiäîáðàæåííÿ ó âèáðàíèõ áàçèñàõ ëiíiéíèõ
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ïðîñòîðiâ L i L′, òî äëÿ äîâiëüíèõ ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü φ, ψ iç
HomP (L,L

′) i äëÿ áóäü-ÿêîãî åëåìåíòà α ïîëÿ P ñïðàâäæóþòüñÿ
ðiâíîñòi:

M(φ+ ψ) = M(φ) +M(ψ), M(αφ) = αM(φ).

Òîáòî ìàòðèöÿ ñóìè ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü φ i ψ ó äåÿêèõ áàçèñàõ
ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ L i L′ äîðiâíþ¹ ñóìi ìàòðèöü ëiíiéíèõ âiäîáðà-
æåíü φ i ψ ó âèáðàíèõ áàçèñàõ. Ìàòðèöÿ äîáóòêó åëåìåíòà α ïîëÿ
P íà ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ φ ó äåÿêèõ áàçèñàõ ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ
L i L′ äîðiâíþ¹ äîáóòêó åëåìåíòà α íà ìàòðèöþ ëiíiéíîãî âiäîáðà-
æåííÿ φ ó âèáðàíèõ áàçèñàõ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè i φ, ψ � áóäü-ÿêi
ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ iç ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L ó ëiíiéíèé ïðîñòið L′.
Äàëi, íåõàé

M(φ) = ∥αij∥m×n, M(ψ) = ∥βij∥m×n, M(φ+ ψ) = ∥γij∥m×n

� m× n-ìàòðèöi âiäïîâiäíî ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü φ, ψ, φ+ ψ ó âè-
áðàíèõ áàçèñàõ ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ L i L′, äå αij , βij , γij ¹ äåÿêèìè
åëåìåíòàìè ïîëÿ P . Òîäi

φ(aj) =

m∑
i=1

αijbi, ψ(aj) =

m∑
i=1

βijbi, [φ+ ψ](aj) =

m∑
i=1

γijbi

äëÿ êîæíîãî j iç {1, 2, . . . , n}. Ç iíøîãî áîêó

[φ+ ψ](aj) = φ(aj) + ψ(aj) =

m∑
i=1

αijbi +

m∑
i=1

βijbi =

m∑
i=1

(αij + βij)bi

äëÿ êîæíîãî j ∈ {1, 2, . . . , n}. Iç îäíîçíà÷íîñòi ðîçêëàäó çà áàçèñîì
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó çâiäñè ñëiäó¹, ùî γij = αij + βij äëÿ äîâiëüíèõ
i ∈ {1, 2, . . . ,m} òà j ∈ {1, 2, . . . , n}. Çà îçíà÷åííÿì ñóìè ìàòðèöü
öå îçíà÷à¹, ùî M(φ+ψ) = M(φ) +M(ψ). Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ é
äðóãà ðiâíiñòü ó òâåðäæåííi òåîðåìè. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Îçíà÷åííÿ 3. Íåõàé L, L′ i L′′ ¹ ëiíiéíèìè ïðîñòîðàìè íàä
îäíèì i òèì æå ïîëåì P ; φ : L→ L′, ψ : L′ → L′′ � ëiíiéíi âiäîáðàæå-
ííÿ ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ ïðîñòîðiâ. Äîáóòêîì ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü
ψ i φ íàçèâà¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿ ψφ : L→ L′′ òàêå, ùî

[ψφ](x) = ψ(φ(x))

äëÿ áóäü-ÿêîãî âåêòîðà x iç L.
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Çàóâàæåííÿ 1. Çâåðòà¹ìî óâàãó ÷èòà÷à, ùî îçíà÷åííÿ äîáóòêó
ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ àíàëîãi÷íå îçíà÷åííþ äî-
áóòêó âiäîáðàæåíü ìíîæèí. Òèì íå ìåíøå äîáóòîê ëiíiéíèõ âiäîáðà-
æåíü çíîâó æ òàêè ¹ ëiíiéíèì âiäîáðàæåííÿì, ïðî ùî ãîâîðèòüñÿ ó
íàñòóïíié òåîðåìi.

Òåîðåìà 4. ßêùî φ : L→ L′, ψ : L′ → L′′ � ëiíiéíi âiäîáðàæåí-
íÿ ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ, òî äîáóòîê ψφ : L→ L′′ ¹ ëiíiéíèì âiäîáðà-
æåííÿì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L ó ëiíiéíèé ïðîñòið L′′.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ñïðàâäæó¹òüñÿ óìîâè òåîðåìè. Òîäi äëÿ äî-
âiëüíèõ âåêòîðiâ a, b iç L òà äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ α, β ïîëÿ P ñïðàâ-
äæóþòüñÿ ðiâíîñòi

[ψφ](αa+ βb) = ψ
(
φ(αa+ βb)

)
= ψ

(
αφ(a) + βφ(b))

)
=

= αψ
(
φ(a)

)
+ βψ

(
φ(b)

)
= α · [ψφ](a) + β · [ψφ](b).

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Òåîðåìà 5. Íåõàé L, L′ i L′′ ¹ íåíóëüîâèìè ñêií÷åííîâèìiðíè-
ìè ëiíiéíèìè ïðîñòîðàìè íàä ïîëåì P âiäïîâiäíî ðîçìiðíîñòåé n,
m i s; a1, a2, . . . , an � áàçèñ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ; b1,
b2, . . . , bm � áàçèñ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L′ íàä ïîëåì P ; c1, c2, . . . ,
cs � áàçèñ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L′′ íàä ïîëåì P . ßêùî äëÿ êîæíîãî
ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ φ ∈ HomP (L,L

′) ÷åðåçM(φ) ïîçíà÷èòè ìà-
òðèöþ öüîãî âiäîáðàæåííÿ ó âèáðàíèõ áàçèñàõ ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ
L i L′, äëÿ êîæíîãî ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ ψ ∈ HomP (L

′, L′′) ÷åðåç
M′(ψ) ïîçíà÷èòè ìàòðèöþ öüîãî âiäîáðàæåííÿ ó âèáðàíèõ áàçèñàõ
ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ L′ i L′′, à äëÿ êîæíîãî ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ
σ ∈ HomP (L,L

′′) ÷åðåç M′′(σ) ïîçíà÷èòè ìàòðèöþ öüîãî âiäîáðà-
æåííÿ ó âèáðàíèõ áàçèñàõ ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ L i L′′, òî äëÿ äî-
âiëüíèõ ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü φ iç HomP (L,L

′), ψ iç HomP (L
′, L′′)

ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

M′′(ψφ) = M′(ψ)M(φ).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè i φ∈HomP (L,L
′),

ψ ∈ HomP (L
′, L′′). Äàëi, íåõàé

M(φ) = ∥αij∥m×n, M′(ψ) = ∥βij∥s×m, M′′(ψφ) = ∥γij∥s×n

� ìàòðèöi âiäïîâiäíî ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü φ, ψ, ψφ ó âèáðàíèõ áà-
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çèñàõ ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ L, L′ i L′′. Òîäi

φ(aj) =

m∑
i=1

αijbi, ψ(bi) =

s∑
k=1

βkick, [ψφ](aj) =

s∑
k=1

γkjck

äëÿ äîâiëüíèõ i ∈ {1, 2, . . . , m} òà j ∈ {1, 2, . . . , n}. Ç iíøîãî áîêó

[ψφ](aj) = ψ
(
φ(aj)

)
= ψ

(
m∑
i=1

αijbi

)
=

m∑
i=1

αijψ(bi) =

=

m∑
i=1

αij

(
s∑

k=1

βkick

)
=

s∑
k=1

(
m∑
i=1

αijβki

)
ck

äëÿ äîâiëüíîãî j ∈ {1, 2, . . . , n}. Iç îäíîçíà÷íîñòi ðîçêëàäó çà áàçèñîì
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó çâiäñè ñëiäó¹, ùî

γkj =

m∑
i=1

βkiαij

äëÿ äîâiëüíèõ k ∈ {1, 2, . . . , s} òà j ∈ {1, 2, . . . , n}. Çà îçíà÷åííÿì
äîáóòêó ìàòðèöü öå îçíà÷à¹, ùî M′′(ψφ) = M′(ψ)M(φ). Òåîðåìà
äîâåäåíà.

Îçíà÷åííÿ 4. Íåïîðîæíÿ ìíîæèíà A íàçèâà¹òüñÿ àëãåáðîþ íàä
ïîëåì P , ÿêùî íà íié çàäàíi äi¨ äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ åëåìåíòiâ
ìíîæèíè A (òîáòî äâi áiíàðíi àëãåáðà¨÷íi îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ òà ìíî-
æåííÿ) òà äiÿ ìíîæåííÿ åëåìåíòiâ ïîëÿ P íà åëåìåíòè ìíîæèíè A
i âèêîíóþòüñÿ òàêi óìîâè:

1) A ¹ êiëüöåì âiäíîñíî áiíàðíèõ àëãåáðà¨÷íèõ îïåðàöié äîäàâàí-
íÿ i ìíîæåííÿ;

2) A ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì P âiäíîñíî äi¨ äîäàâàííÿ i
äi¨ ìíîæåííÿ åëåìåíòiâ ïîëÿ P íà åëåìåíòè ìíîæèíè A;

3) äiÿ ìíîæåííÿ åëåìåíòiâ iç A i äiÿ ìíîæåííÿ åëåìåíòiâ ïîëÿ P
íà åëåìåíòè iç A ïîâ'ÿçàíi ñïiââiäíîøåííÿìè

(γa)b = a(γb) = γ(ab)

äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b iç ;A i áóäü-ÿêîãî åëåìåíòà γ ïî-
ëÿ P .
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Çàóâàæåííÿ 2. ßêùî φ, ψ � ëiíiéíi îïåðàòîðè ïðîñòîðó L, òî
ñóìà φ+ψ, äîáóòêè αφ, äå α ∈ P , φψ i ψφ ¹ ëiíiéíèìè îïåðàòîðàìè
ïðîñòîðó L.

Ïðîïîíó¹ìî ÷èòà÷åâi ñàìîñòiéíî äîâåñòè òîé ôàêò, ùî ìíîæèíà
HomP (L,L) âñiõ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì
P ¹ àëãåáðîþ íàä ïîëåì P âiäíîñíî ââåäåíèõ ó öüîìó ïóíêòi äié äî-
äàâàííÿ, ìíîæåííÿ ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü òà äi¨ ìíîæåííÿ åëåìåíòà
ïîëÿ íà ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ.

Âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

1. Íåõàé L ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì P . Äëÿ ëiíiéíîãî îïå-
ðàòîðà φ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L òà ïiäìíîæèíè A ëiíiéíîãî ïðîñòîðó
L ïîçíà÷èìî ÷åðåç φ(A) ìíîæèíó {φ(a) | a ∈ A}. Äîâåñòè, ùî äëÿ
áóäü-ÿêèõ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ φ i ψ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L, áóäü-ÿêîãî
íåíóëüîâîãî åëåìåíòà α ïîëÿ P òà áóäü-ÿêîãî ïiäïðîñòîðó X ëiíié-
íîãî ïðîñòîðó L ñïðàâäæóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ: à) [αφ](X) = φ(X);
á) [φ+ ψ](X) ⊂ φ(X) + ψ(X).

2. Íåõàé L ¹ íåíóëüîâèì ñêií÷åííîâèìiðíèì ëiíiéíèì ïðîñòîðîì
íàä ïîëåì P ç äåÿêèì áàçèñîì a1, a2, . . . , an, à b � äåÿêèé çàäàíèé
íåíóëüîâèé âåêòîð iç L. Äîâåñòè, ùî ñèñòåìà ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ φ1,
φ2, . . . , φn ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L òàêèõ, ùî φi(b) = ai äëÿ êîæíîãî
i ∈ {1, 2, . . . , n}, ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ.

3. Íåõàé L ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì óñiõ ãåîìåòðè÷íèõ âåêòîðiâ ïëî-
ùèíè, íà ÿêié çàäàíî äåêàðòîâó ïðÿìîêóòíó ñèñòåìó êîîðäèíàò Oxy.
Çíàéòè äîáóòîê ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L, êîæåí ç
ÿêèõ ¹ ñèìåòði¹þ ïëîùèíè âiäíîñíî êîîðäèíàòíèõ îñåé.

4. Íàâåñòè ïðèêëàäè ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ φ, ψ äiéñíîãî âåêòîðíî-
ãî ïðîñòîðó R2 òàêèõ, ùî φψ = o i ψφ = o, äå o � íóëüîâèé îïåðàòîð
âåêòîðíîãî ïðîñòîðó R2.

5. Íåõàé R[x]n � ëiíiéíèé ïðîñòið âñiõ ìíîãî÷ëåíiâ âiä íåâiäîìî¨
x íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë R, ñòåïiíü ÿêèõ íå ïåðåâèùó¹ äåÿêå íå-
âiä'ìíå öiëå ÷èñëî n. Äîâåñòè, ùî äëÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà äèôåðåí-
öiþâàííÿ D ëiíiéíîãî ïðîñòîðó R[x]n çíàéäåòüñÿ íàòóðàëüíå ÷èñëî
k, ùî Dk = o, äå o � íóëüîâèé îïåðàòîð R[x]n. Çíàéòè íàéìåíøå
òàêå íàòóðàëüíå ÷èñëî k.

6. Íåõàé L ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì P , ÿêèé ¹ ïðÿìîþ ñó-
ìîþ ñâî¨õ ïiäïðîñòîðiâ L1 i L2. Äîâåñòè, ùî äëÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà
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ïðîåêòóâàííÿ π ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íà ïiäïðîñòið L1 ïàðàëåëüíî
L2 ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü π2 = π.

7. Ëiíiéíèé îïåðàòîð φ äiéñíîãî äâîâèìiðíîãî âåêòîðíîãî ïðî-
ñòîðó R2 ó áàçèñi a1 = (−3, 7), a2 = (1,−2) ìà¹ ìàòðèöþ(

2 −1
5 −3

)
,

à ëiíiéíèé îïåðàòîð ψ æ ïðîñòîðó � òàêèé, ùî

ψ
(
(x1, x2)

)
= (x1 + 2x2, 3x1 + 5x2)

äëÿ áóäü-ÿêîãî âåêòîðà (x1, x2) iç R2. Çíàéòè îáðàç σ(x) âåêòîðà
x = (x1, x2) iç R2, ÿêùî σ = φ2 + ψ−1.

8. Ëiíiéíèé îïåðàòîð φ äiéñíîãî äâîâèìiðíîãî âåêòîðíîãî ïðî-
ñòîðó R2 ó áàçèñi a1 = (1, 2), a2 = (2, 3) ìà¹ ìàòðèöþ(

3 5
4 3

)
,

à ëiíiéíèé îïåðàòîð ψ æ ïðîñòîðó ó áàçèñi b1 = (3, 1), b2 = (4, 2) ìà¹
ìàòðèöþ (

4 6
6 9

)
.

Çíàéòè ìàòðèöþ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ+ ψ ó áàçèñi b1, b2.

9. Ëiíiéíèé îïåðàòîð φ äiéñíîãî òðèâèìiðíîãî âåêòîðíîãî ïðî-
ñòîðó R3 � òàêèé, ùî

φ
(
(x1, x2, x3)

)
= (x2 + 2x3, x3, 0)

äëÿ áóäü-ÿêîãî âåêòîðà (x1, x2, x3) iç R3. Çíàéòè ìàòðèöþ ëiíiéíîãî
îïåðàòîðà φ3 ó êàíîíi÷íîìó áàçèñi R3.

10. Íåõàé φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð äèôåðåíöiþâàííÿ ëiíiéíîãî
ïðîñòîðó R[x] âñiõ ìíîãî÷ëåíiâ ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè, ψ � ëi-
íiéíèé îïåðàòîð ìíîæåííÿ íà ìíîãî÷ëåí x öüîãî æ ïðîñòîðó. Äî-
âåñòè, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî n ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü
φψn − ψnφ = nψn−1.
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2.4 Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí

ìàòðèöi i ëiíiéíîãî îïåðàòîðà.

Âëàñíi âåêòîðè i âëàñíi çíà÷åííÿ

ëiíiéíîãî îïåðàòîðà

Îçíà÷åííÿ 1. Íåõàé n ¹ äåÿêèì íàòóðàëüíèì ÷èñëîì,

A =


α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

...
...

. . .
...

αn1 αn2 . . . αnn


� êâàäðàòíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n íàä ïîëåì P , λ ñèìâîëiçó¹ äåÿêó
çìiííó âåëè÷èíó (íåâiäîìèé, àëå ïåâíèé åëåìåíò) iç ïîëÿ ïîëÿ P .
Ìàòðèöÿ 

α11 − λ α12 . . . α1n

α21 α22 − λ . . . α2n

...
...

. . .
...

αn1 αn2 . . . αnn − λ


íàçèâà¹òüñÿ õàðàêòåðèñòè÷íîþ ìàòðèöåþ ìàòðèöi A.

Õàðàêòåðèñòè÷íà ìàòðèöÿ ìàòðèöi A ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç A−λE,
äå E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n. Õàðàêòåðèñòè÷íà ìàòðèöÿ ¹
ìàòðèöåþ íàä êiëüöåì P [λ] ìíîãî÷ëåíiâ âiä çìiííî¨ λ íàä ïîëåì P .

Îçíà÷åííÿ 2. Äåòåðìiíàíò |A−λE| ìàòðèöi A−λE íàçèâà¹òüñÿ
õàðàêòåðèñòè÷íèì ìíîãî÷ëåíîì ìàòðèöi A.

Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåíîì ìàòðèöi A � öå ìíîãî÷ëåí ñòå-
ïåíÿ n âiä çìiííî¨ λ íàä ïîëåì P :

|A− λE| = (−1)nλn + (−1)n−1γ1λ
n−1 + · · ·+ (−1)n−kγkλ

k + · · ·+ γn.

Äëÿ êîæíîãî k ∈ {1, 2, . . . , n} êîåôiöi¹íò γk ¹ ñóìîþ âñiõ òèõ ìiíîðiâ
ïîðÿäêó k, ÿêi íàíèçàíi íà äiàãîíàëü ìàòðèöi A, òîáòî äiàãîíàëi öèõ
ìiíîðiâ ìiñòÿòüñÿ â äiàãîíàëi ìàòðèöi A. Âiäìiòèìî, ùî

γ1 = α11 + α22 + · · ·+ αnn, γn = |A|.

Îçíà÷åííÿ 3. Ñóìà âñiõ äiàãîíàëüíèõ åëåìåíòiâ ìàòðèöi A íà-
çèâà¹òüñÿ ñëiäîì ìàòðèöi A i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç trA.
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Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàäè õàðàêòåðèñòè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ äåÿêèõ ìà-
òðèöü íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë. Õàðàêòåðèñòè÷íèì ìíîãî÷ëåíîì ìà-
òðèöi

A =

(
1 −5
4 2

)
¹ ìíîãî÷ëåí∣∣∣∣ 1− λ −5

4 2− λ

∣∣∣∣ = (1− λ)(2− λ)− (−5) · 4 = λ2 − 3λ+ 22.

À õàðàêòåðèñòè÷íèì ìíîãî÷ëåíîì ìàòðèöi

A =

 2 0 7
3 −2 1
5 2 0


¹ ìíîãî÷ëåí∣∣∣∣∣∣

2− λ 0 7
3 −2− λ 1
5 2 −λ

∣∣∣∣∣∣ = (2− λ)(−2− λ)(−λ) + 7 · 3 · 2 + 0 · 1 · 5−

−7 · (−2− λ) · 5− 0 · 3 · (−λ)− (2− λ) · 1 · 2 = −λ3 + 41λ+ 108.

Îçíà÷åííÿ 4. Êâàäðàòíà ìàòðèöÿ B ïîðÿäêó n ïîëåì P íàçè-
âà¹òüñÿ ïîäiáíîþ êâàäðàòíié ìàòðèöi A òîãî æ ïîðÿäêó, ÿêùî iñíó¹
îáîðîòíà íàä ïîëåì P ìàòðèöÿ S ïîðÿäêó n òàêà, ùî B = S−1AS.

Ïîäiáíiñòü ìàòðèöü ïîçíà÷àòèìåìî ñèìâîëîì ≃, òîáòî ïèñàòèìå-
ìî B ≃ A. ÿêùî B ïîäiáíà ìàòðèöi A.

Òåîðåìà 1. Íåõàé A i B ¹ êâàäðàòíèìè ìàòðèöÿìè ïîðÿäêó n
íàä ïîëåì P . ßêùî ìàòðèöÿ B ïîäiáíà ìàòðèöi A, òî õàðàêòåðè-
ñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöi B äîðiâíþ¹ õàðàêòåðèñòè÷íîìó ìíî-
ãî÷ëåíó ìàòðèöi A.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A i B � êâàäðàòíi ìàòðèöi ïîðÿäêó n íàä
ïîëåì P , E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ íàä ïîëåì P . Ïðèïóñòèìî, ùî ìà-
òðèöÿ B ïîäiáíà ìàòðèöi A. Òîäi iñíó¹ îáîðîòíà ìàòðèöÿ S ïîðÿäêó
n íàä ïîëåì P , òàêà ùî B = S−1AS. Ìàòðèöi A, B, E, S ìîæíà òà-
êîæ ââàæàòè ìàòðèöÿìè íàä êiëüöåì P [λ]. Ó ñâîþ ÷åðãó íà ìíîæèíi
âñiõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n íàä êiëüöåì P [λ] àíàëîãi÷íî, ÿê ó âèïàäêó
ç ìàòðèöÿìè íàä ïîëåì P , ìîæíà âèçíà÷èòè îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ òà
ìíîæåííÿ ìàòðèöü, à òàêîæ îïåðàöiþ ìíîæåííÿ ìíîãî÷ëåíiâ íà ìà-
òðèöþ. Äëÿ êâàäðàòíèõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n íàä êiëüöåì P [λ] òàê
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ñàìî, ÿê äëÿ ìàòðèöü íàä ïîëåì P ñïðàâäæó¹òüñÿ òåîðåìà ïðî äå-
òåðìiíàíò äîáóòêó ìàòðèöü. Òîìó

|B − λE| = |S−1AS − λE| = |S−1(A− λE)S| = |S−1| · |A− λE| · |S| =

= |S|−1 · |S| · |A− λE| = |A− λE|.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Îçíà÷åííÿ 5. Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið
íàä ïîëåì P , φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð öüîãî ïðîñòîðó i A � ìàòðèöÿ
îïåðàòîðà φ â äåÿêîìó áàçèñi ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Õàðàêòåðèñòè-
÷íèé ìíîãî÷ëåí |A−λE| ìàòðèöi A íàçèâà¹òüñÿ õàðàêòåðèñòè÷íèì
ìíîãî÷ëåíîì ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ.

Çàóâàæåííÿ 1. Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà φ íå
çàëåæèòü âiä âèáîðó ìàòðèöi A ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ, iíàêøå êà-
æó÷è âiä âèáîðó áàçèñó ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L äëÿ çíàõîäæåííÿ öi¹¨
ìàòðèöi.

Îçíà÷åííÿ 6. Íåõàé L ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì P , à φ ¹
ëiíiéíèì îïåðàòîðîì öüîãî ïðîñòîðó. Íåíóëüîâèé âåêòîð a ëiíiéíîãî
ïðîñòîðó L íàçèâà¹òüñÿ âëàñíèì âåêòîðîì ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ,
ÿêùî iñíó¹ òàêèé åëåìåíò α ïîëÿ P , ùî φ(a) = αa. Åëåìåíò α ïîëÿ P
íàçèâà¹òüñÿ âëàñíèì çíà÷åííÿì ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ, ÿêùî iñíó¹
òàêèé íåíóëüîâèé âåêòîð a ïðîñòîðó L, ùî φ(a) = αa.

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî âëàñíèé âåêòîð a ∈ L ëiíiéíîãî îïåðàòî-
ðà φ íàëåæèòü âëàñíîìó çíà÷åííþ α ∈ P öüîãî îïåðàòîðà, ÿêùî
φ(a) = αa.

Çàóâàæåííÿ 2. Ïiäêðåñëèìî, ùî âëàñíèìè âåêòîðàìè îïåðàòî-
ðà φ ìîæóòü áóòè òiëüêè íåíóëüîâi âåêòîðè ïðîñòîðó L. Âëàñíå çíà-
÷åííÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ìîæå áóòè i íóëüîâèì åëåìåíòîì ïî-
ëÿ P .

Äëÿ ïðèêëàäó ðîçãëÿíåìî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ äiéñíîãî äâîâè-
ìiðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó R2, çàäàíèé ôîðìóëîþ φ

(
(x1, x2)

)
=

= (3x1 − 5x2, 2x2) äëÿ áóäü-ÿêîãî âåêòîðà (x1, x2) iç R2. Âåêòîðè
(1, 0) i (5, 1) ¹ âëàñíèì âåêòîðàìè öüîãî ëiíiéíîãî îïåðàòîðà áî

φ
(
(1, 0)

)
= (3, 0) = 3 · (1, 0), φ

(
(5, 1)

)
= (10, 2) = 2 · (5, 1).

Äiéñíi ÷èñëà 3 i 2 ¹ âëàñíèìè çíà÷åííÿìè ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ,
ÿêèì íàëåæàòü âiäïîâiäíî âåêòîðè (1, 0) i (5, 1). Àëå âëàñíîìó çíà-
÷åííþ 2, òàê ñàìî ÿê âëàñíîìó çíà÷åííþ 3 íàëåæàòü iíøi âëàñíi
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âåêòîðè, íàïðèêëàä (−4, 0) òà âiäïîâiäíî (10, 2):

φ
(
(−4, 0)

)
= (−12, 0) = 3 · (−4, 0), φ

(
(10, 2)

)
= (20, 4) = 2 · (10, 2).

À îò âåêòîð (4, 1) íå ¹ âëàñíèì âåêòîðîì ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ, áî

φ
(
(4, 1)

)
= (3 · 4− 5 · 1, 2 · 1) = (7, 2) ̸= α · (4, 1) = (4α, α)

äëÿ áóäü-ÿêîãî äiéñíîãî ÷èñëà α.
Íàòîìiñòü, ÿêùî ðîçãëÿíóòè ëiíiéíèé îïåðàòîð äèôåðåíöiþâàí-

íÿ D ëiíiéíîãî ïðîñòîðó C∞
[0,1], òî áóäü-ÿêå äiéñíå ÷èñëî γ ¹ âëàñíèì

çíà÷åííÿì öüîãî ëiíiéíîãî îïåðàòîðà. Äiéñíî, ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f
iç ëiíiéíîãî ïðîñòîðó C∞

[0, 1] âñiõ íåñêi÷åííî äèôåðåíöiéîâàíèõ ôóí-
êöi¨ íà ïðîìiæêó [0, 1] òàêó, ùî f(x) = eγx äëÿ êîæíîãî x ∈ [0, 1].
Îñêiëüêè

df(x)

dx
= (eγx)

′
= γeγx = γf(x),

òî D(f) = γf .

Òåîðåìà 2. Âëàñíèé âåêòîð ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ëiíiéíîãî ïðî-
ñòîðó L íàä ïîëåì P íàëåæèòü òiëüêè îäíîìó âëàñíîìó çíà÷åííþ
öüîãî îïåðàòîðà.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé a � âëàñíèé âåêòîð ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P . Çà îçíà÷åííÿì âëàñíîãî âåêòîðà a
¹ íåíóëüîâèì âåêòîðîì i iñíó¹ åëåìåíò α ïîëÿ P òàêèé, ùî φ(a) = αa.
Ïðèïóñòèìî, ùî âåêòîð a íàëåæèòü âëàñíîìó çíà÷åííþ β âiäìiííîìó
âiä α. Òîäi φ(a) = βa. Òîìó αa = βa. Çâiäñè (α−β)a = 0̄. ßê íàñëiäîê
α − β = 0, áî a ̸= 0̄. Ðiâíiñòü α = β ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ, ùî
β � âiäìiííå âiä α âëàñíå çíà÷åííÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ, ÿêîìó
íàëåæèòü âëàñíèé âåêòîð a. Öÿ ñóïåðå÷íiñòü äîâîäèòü òåîðåìó.

Òåîðåìà 3. Íåõàé φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð ëiíiéíîãî ïðîñòîðó
L íàä ïîëåì P , åëåìåíò α ïîëÿ P ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì ëiíiéíî-
ãî îïåðàòîðà φ i Lα � ìíîæèíà âñiõ âëàñíèõ âåêòîðiâ ëiíiéíîãî
îïåðàòîðà φ, ÿêi íàëåæàòü âëàñíîìó çíà÷åííþ α, ðàçîì ç íóëüî-
âèì âåêòîðîì ïðîñòîðó L. Ìíîæèíà Lα ¹ ïiäïðîñòîðîì ëiíiéíîãî
ïðîñòîðó L.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè. Ðîçãëÿíåìî äî-
âiëüíi åëåìåíòè β, γ ïîëÿ P òà áóäü-ÿêi âåêòîðè b, c iç ìíîæèíè Lα.
Îñêiëüêè b, c ∈ Lα, òî φ(b) = αb, φ(c) = αc. Òîìó

φ(βb+ γc) = βφ(b) + γφ(c) = β(αb) + γ(αc) = α(βb+ γc).
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Îòæå, βb + γc ∈ Lα. Çà îçíàêîþ ïiäïðîñòîðó ìíîæèíà Lα ¹ ïiäïðî-
ñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.

Òåîðåìà 4. Ñèñòåìà âëàñíèõ âåêòîðiâ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P , ÿêi íàëåæàòü ïîïàðíî ðiçíèì
âëàñíèì çíà÷åííÿì öüîãî îïåðàòîðà ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòå-
ìîþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P , à φ �
ëiíiéíèé îïåðàòîð öüîãî ïðîñòîðó. Äîâåäåííÿ ïîâåäåìî ìåòîäîì ìà-
òåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà ÷èñëîì n âåêòîðiâ ñèñòåìè. ßêùî n = 1, òî
òâåðäæåííÿ òåîðåìè ¹ î÷åâèäíèì, áî ñèñòåìà âëàñíèõ âåêòîðiâ ñêëà-
äà¹òüñÿ ç îäíîãî íåíóëüîâîãî âåêòîðà.

Íåõàé òâåðäæåííÿ òåîðåìè ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ áóäü-ÿêî¨ ñèñòåìè,
ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç ìåíø ÿê k âåêòîðiâ, òîáòî ó âèïàäêó n < k. Ðîç-
ãëÿíåìî âèïàäîê n = k. Ïðèïóñòèìî, ùî äåÿêà ñèñòåìà iç k âëàñíèõ
âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ, ùî íàëåæàòü ïîïàðíî
ðiçíèì âëàñíèì çíà÷åííÿì α1, α2, . . . , αk, ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ. Òîäi
ïî-ïåðøå

φ(a1) = α1a1, φ(a2) = α2a2, . . . , φ(ak) = αkak,

äå αi ̸= αj ïðè i ̸= j; i, j ∈ {1, 2, . . . , k}. À ïî-äðóãå çíàéäóòüñÿ
åëåìåíòè β1, β2, . . . , βk ïîëÿ P , íå âñi ðiâíi íóëþ, ùî

β1a1 + β2a2 + · · ·+ βkak = 0̄. (1)

×åðåç òå, ùî φ ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì ïðîñòîðó L, ç îäíîãî áîêó

φ(β1a1 + β2a2 + · · ·+ βkak) = φ(0̄) = 0̄.

Ç iíøîãî, âðàõîâóþ÷è, ùî a1, a2, . . . , ak ¹ âëàñíèìè âåêòîðàìè ëi-
íiéíîãî îïåðàòîðà φ, ìà¹ìî

φ(β1a1 + β2a2 + · · ·+ βkak) = β1φ(a1) + β2φ(a2) + · · ·+ βkφ(ak) =

= β1α1a1 + β2α2a2 + · · ·+ βkαkak.

Òîìó
β1α1a1 + β2α2a2 + · · ·+ βkαkak = 0̄. (2)

Íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi, ââàæàòèìåìî, ùî β1 ̸= 0. Âiäíiìåìî âiä-
ïîâiäíî âiä ëiâî¨ i ïðàâî¨ ÷àñòèí ðiâíîñòi (2) âiäïîâiäíî ëiâó i ïðàâó
÷àñòèíè ðiâíîñòi (1), ïîìíîæåíó íà αk. Îäåðæèìî ðiâíiñòü
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β1(α1 − αk)a1 + β2(α2 − αk)a2 + · · ·+ βk−1(αk−1 − αk)ak−1 = 0̄.

Îñêiëüêè β1(α1 − αk) ̸= 0, òî iç öi¹¨ ðiâíîñòi ñëiäó¹, ùî ñèñòåìà âëà-
ñíèõ âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak−1 ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ, ùî íàëåæàòü
ïîïàðíî ðiçíèì âëàñíèì çíà÷åííÿì, ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ. Öå ñóïåðå-
÷èòü iíäóêòèâíîìó ïðèïóùåííþ. Òàêèì ÷èíîì, ñèñòåìà âåêòîðiâ a1,
a2, . . . , ak ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Òåîðåìà 5. Íåõàé L ¹ íåíóëüîâèì ñêií÷åííîâèìiðíèì ëiíiéíèì
ïðîñòîðîì íàä ïîëåì P , à φ ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì öüîãî ïðîñòîðó.
Åëåìåíò α ïîëÿ P ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ òî-
äi i òiëüêè òîäi, êîëè α ¹ êîðåíåì õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà
ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé L ¹ íåíóëüîâèì ñêií÷åííîâèìiðíèì ëiíiéíèì
ïðîñòîðîì ðîçìiðíîñòi n íàä ïîëåì P , φ ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì öüîãî
ïðîñòîðó i f(λ) � õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ëiíiéíîãî îïåðàòîðà
φ. Äîâåäåìî ñïî÷àòêó íåîáõiäíiñòü. Ïðèïóñòèìî, ùî äåÿêèé åëåìåíò
α ïîëÿ P ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ. Ïîêàæåìî, ùî
f(α) = 0. Çà îçíà÷åííÿì âëàñíîãî çíà÷åííÿ iñíó¹ íåíóëüîâèé âåêòîð
b ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L òàêèé, ùî

φ(b) = αb. (3)

Ðîçãëÿíåìî äåÿêèé áàçèñ a1, a2, . . . , an ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä
ïîëåì P . Ðîçêëàäåìî âåêòîð b çà öèì áàçèñîì

b = β1a1 + β2a2 + · · ·+ βnan,

äå β1, β2, . . . , βn ∈ P . Íåõàé Φ = ∥γij∥ ¹ ìàòðèöåþ ëiíiéíîãî îïåðàòî-
ðà φ ó áàçèñi a1, a2, . . . , an. Òîäi ç ðiâíîñòi (3) òà ìàòðè÷íî¨ ôîðìóëè
äëÿ êîîðäèíàò îáðàçó ñëiäó¹, ùî

γ11 γ12 . . . γ1n
γ21 γ22 . . . γ2n
...

...
. . .

...
γn1 γn2 . . . γnn



β1
β2
...
βn

 = α


β1
β2
...
βn

 . (4)

Çâiäñè
γ11β1 + γ12β2 + · · ·+ γ1nβn = αβ1,

γ21β1 + γ22β2 + · · ·+ γ2nβn = αβ2,

. . . . . . . . .

γn1β1 + γn2β2 + · · ·+ γnnβn = αβn
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i, ÿê íàñëiäîê,

(γ11 − α)β1 + γ12β2 + · · ·+ γ1nβn = 0,

γ21β1 + (γ22 − α)β2 + · · ·+ γ2nβn = 0,

. . . . . . . . .

γn1β1 + γn2β2 + · · ·+ (γnn − α)βn = 0.

(5)

Òîìó n-âèìiðíèé âåêòîð (β1, β2, . . . , βn) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ëiíié-
íèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ç n íåâiäîìèìè x1, x2, . . . , xn

(γ11 − α)x1 + γ12x2 + · · ·+ γ1nxn = 0,

γ21x1 + (γ22 − α)x2 + · · ·+ γ2nxn = 0,

. . . . . . . . .

γn1x1 + γn2x2 + · · ·+ (γnn − α)xn = 0.

(6)

n-âèìiðíèé âåêòîð (β1, β2, . . . , βn) ¹ íåíóëüîâèì âåêòîðîì, ÷åðåç òå,
ùî âií ¹ êîîðäèíàòíèì ðÿäêîì íåíóëüîâîãî âåêòîðà b. Çà íàñëiäêîì
iç òåîðåìè Êðàìåðà çâiäñè ñëiäó¹, ùî äåòåðìiíàíò ìàòðèöi ñèñòåìè
ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (6) äîðiâíþ¹ íóëþ, òîáòî

|Φ− αE| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
γ11 − α γ12 . . . γ1n
γ21 γ22 − α . . . γ2n
...

...
. . .

...
γn1 γn2 . . . γnn − α

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0, (7)

äå E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n. Ç iíøîãî áîêó |Φ−αE| = f(α),
à òîìó f(α) = 0, ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.

Òåïåð äîâåäåìî äîñòàòíiñòü. Íåõàé åëåìåíò α ïîëÿ P ¹ êîðåíåì
õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà f(λ) ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ. Òàê ñàìî
ðîçãëÿíåìî äåÿêèé áàçèñ a1, a2, . . . , an ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä
ïîëåì P . Íåõàé Φ = ∥γij∥ � ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ó áàçèñi
a1, a2, . . . , an. Òîäi f(λ) = |Φ − λE|, à îòæå |Φ − αE| = f(α) = 0.
Òîìó ñèñòåìà ëiíiéííèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (6) ç ìàòðèöåþ Φ− αE
ìà¹ íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê (β1, β2, . . . , βn). Íåõàé

b = β1a1 + β2a2 + · · ·+ βnan.

Òîìó ùî ñïðàâäæóþòüñÿ ðiâíîñòi (5), ïðàâèëüíîþ ¹ ðiâíiñòü (4) i,
ÿê íàñëiäîê, îäåðæó¹ìî ðiâíiñòü (3). Öå îçíà÷à¹, ùî α ¹ âëàñíèì
çíà÷åííÿì ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ. Òåîðåìà äîâåäåíà.
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Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàä çíàõîäæåííÿ âñiõ âëàñíèõ çíà÷åíü i âëàñíèõ
âåêòîðiâ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ äiéñíîãî äâîâèìiðíîãî âåêòîðíîãî
ïðîñòîðó R2 òàêîãî, ùî φ

(
(x1, x2)

)
= (x2, −x1) äëÿ áóäü-ÿêîãî âå-

êòîðà (x1, x2) iç R2. Âèáåðåìî äåÿêèé áàçèñ R2, íàïðèêëàä êàíîíi-
÷íèé e1 = (1, 0), e2 = (0, 1). Ðîçêëàäåìî îáðàçè φ(e1), φ(e2) çà öèì
áàçèñîì:

φ(e1) = (0, −1) = 0 · e1 − 1 · e2, φ(e2) = (1, 0) = 1 · e1 + 0 · e2.

Îòæå, ìàòðèöÿ (
0 1

−1 0

)
(8)

¹ ìàòðèöåþ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ó êàíîíi÷íîìó áàçèñi R2. Òîìó
õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ äîðiâíþ¹

f(λ) =

∣∣∣∣ −λ 1
−1 −λ

∣∣∣∣ = λ2 + 1.

Öåé ìíîãî÷ëåí íåìà¹ êîðåíiâ ó ïîëi R äiéñíèõ ÷èñåë. Çà îçíàêîþ
âëàñíîãî çíà÷åííÿ ëiíiéíèé îïåðàòîð φ íåìà¹ âëàñíèõ çíà÷åíü, à
îòæå, i âëàñíèõ âåêòîðiâ.

ßêùî æ ðîçãëÿíóòè ïðèêëàä ëiíiéíîãî îïåðàòîðà ψ êîìïëåêñíî-
ãî äâîâèìiðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó C2 òàêîãî, ùî ψ

(
(x1, x2)

)
=

= (x2,−x1) äëÿ áóäü-ÿêîãî âåêòîðà (x1, x2) iç C2, òî îäåðæèìî iíøèé
ðåçóëüòàò. À ñàìå, ÿê i ó ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó çíàõîäèìî ìàòðè-
öþ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà ψ ó êàíîíi÷íîìó áàçèñi âåêòîðíîãî ïðîñòîðó
C2. Âîíà òàêà æ, ÿê (8) Öüîãî ðàçó õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí
f(λ) = λ2 +1 ëiíiéíîãî îïåðàòîðà ψ ìà¹ äâà êîðåíi ó ïîëi C: i òà −i.
Òàêèì ÷èíîì, âëàñíèìè çíà÷åííÿìè ëiíiéíîãî îïåðàòîðà ψ ¹ ÷èñëà i
òà −i. Äëÿ çíàõîäæåííÿ âëàñíèõ âåêòîðiâ, ùî íàëåæàòü âiäïîâiäíî
âëàñíèì çíà÷åííÿì i òà −i ðîçâ'ÿçó¹ìî ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ
ðiâíÿíü âiäïîâiäíî ç ìàòðèöÿìè:(

−i 1
−1 −i

)
,

(
i 1

−1 i

)
.

Ó ðåçóëüòàòi îäåðæèìî, ùî âëàñíèìè âåêòîðàìè, ùî íàëåæàòü âëà-
ñíîìó çíà÷åííþ i ¹ âåêòîðè âèãëÿäó (−iγ, γ), äå γ ∈ C \ {0}. À âëà-
ñíèìè âåêòîðàìè, ùî íàëåæàòü âëàñíîìó çíà÷åííþ −i ¹ âåêòîðè âè-
ãëÿäó (iγ, γ), äå γ ∈ C \ {0}.

Îçíà÷åííÿ 7. Ñïåêòðîì ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ëiíiéíîãî ïðî-
ñòîðó L íàä ïîëåì P íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà âñiõ âëàñíèõ çíà÷åíü
öüîãî ëiíiéíîãî îïåðàòîðà.



86 Ðîçäië 2. Ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ

Çàóâàæåííÿ 3. Íåõàé L � íåíóëüîâèé ñêií÷åííîâèìiðíèé ëi-
íiéíèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n íàä ïîëåì P , φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð
ïðîñòîðó L. ßêùî ñïåêòð ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ñêëàäà¹òüñÿ ç n âëà-
ñíèõ çíà÷åíü α1, α2, . . . , αn, òî iñíó¹ áàçèñ a1, a2, . . . , an ëiíiéíîãî
ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P , ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ ëiíié-
íîãî îïåðàòîðà φ. ßêùî æ äëÿ êîæíîãî j ∈ {1, 2, . . . , n} âåêòîð aj
íàëåæèòü âëàñíîìó çíà÷åííþ αj , òî äiàãîíàëüíà ìàòðèöÿ

α1 0 . . . 0
0 α2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . αn


¹ ìàòðèöåþ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ó áàçèñi a1, a2, . . . , an.

Íàâïàêè, ÿêùî ëiíiéíèé îïåðàòîð ó äåÿêîìó áàçèñi ìà¹ äiàãî-
íàëüíó ìàòðèöþ, òî öåé áàçèñ ñêëàäà¹òüñÿ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ öüîãî
ëiíiéíîãî îïåðàòîðà.

Âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

1. Íåõàé φ ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì
P . Äîâåñòè, ùî íåíóëüîâèé âåêòîð a iç L ¹ âëàñíèì âåêòîðîì ëiíié-
íîãî îïåðàòîðà φ, ùî íàëåæèòü âëàñíîìó çíà÷åííþ 0, òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè a íàëåæèòü ÿäðó ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ.

2. Äîâåñòè, ùî ÿêùî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L
¹ îáîðîòíèì, òî ëiíiéíi îïåðàòîðè φ i φ−1 ìàþòü îäíi i òi æ âëàñíi
âåêòîðè. Çíàéòè çâ'ÿçîê ìiæ âëàñíèìè çíà÷åííÿìè öèõ îïåðàòîðiâ.

3. Íåõàé φ ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïî-
ëåì P , α � äåÿêèé íåíóëüîâèé åëåìåíò ïîëÿ P . Äîâåñòè, ùî ëiíiéíi
îïåðàòîðè φ i αφ ìàþòü îäíi i òi æ âëàñíi âåêòîðè. Ïðè÷îìó, ÿêùî
åëåìåíò β iç P ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ, òî αβ ¹
âëàñíèì çíà÷åííÿì ëiíiéíîãî îïåðàòîðà αφ.

4. Äîâåñòè, ùî ÿêùî b ¹ âëàñíèì âåêòîðîì ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P , ùî íàëåæèòü âëàñíîìó çíà÷åííþ
β, òî b ¹ âëàñíèì âåêòîðîì i äëÿ îïåðàòîðà à) φ2; á) φk äëÿ äîâiëüíîãî
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k; â) pφ2 + qφ + ridL äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ
p, q, r ïîëÿ P , äå idL � îäèíè÷íèé îïåðàòîð ïðîñòîðó L. Çíàéòè
âiäïîâiäíi âëàñíi çíà÷åííÿ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ.

5. Íåõàé φ ¹ íiëüïîòåíòíèì ëiíiéíèì îïåðàòîðîì ëiíiéíîãî ïðî-
ñòîðó L íàä ïîëåì P , òîáòî ëiíiéíèì îïåðàòîðîì, äëÿ ÿêîãî iñíó¹
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íàòóðàëüíå ÷èñëî k, äëÿ ÿêîãî φk ¹ íóëüîâèì îïåðàòîðîì. Äîâåñòè,
ùî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ íå ìà¹ âiäìiííèõ âiä íóëÿ âëàñíèõ çíà÷åíü.

6. Äîâåñòè, ùî ëiíiéíèé îïåðàòîð ïîâîðîòó ïëîùèíè íà êóò α,
ùî íå ¹ êðàòíèì π, íå ìà¹ âëàñíèõ âåêòîðiâ.

7. Çíàéòè âëàñíi çíà÷åííÿ i âëàñíi âåêòîðè ëiíiéíîãî îïåðàòîðà A
òðèâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó, òàêîãî øî A(x) = [x, a], äå a �
ôiêñîâàíèé âåêòîð.

8. Çíàéòè âëàñíi çíà÷åííÿ i âëàñíi âåêòîðè ëiíiéíîãî îïåðàòî-
ðà äèôåðåíöiþâàííÿ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó R[x]n âñiõ ìíîãî÷ëåíiâ âiä
çìiííî¨ x íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë R, ñòåïiíü ÿêèõ íå ïåðåâèùó¹
äåÿêå íåâiä'¹ìíå öiëå ÷èñëî n.

9. Çíàéòè õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ëiíiéíîãî îïåðàòîðà ïî-
âîðîòó ïëîùèíè íà êóò α.

10. Çíàéòè õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ëiíiéíîãî îïåðàòîðà A
òðèâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó, òàêîãî øî A(x) = [x, a], äå a �
ôiêñîâàíèé âåêòîð.

11. Çíàéòè õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ëiíiéíîãî îïåðàòîðà äè-
ôåðåíöiþâàííÿ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó R[x]n âñiõ ìíîãî÷ëåíiâ âiä çìií-
íî¨ x íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë R, ñòåïiíü ÿêèõ íå ïåðåâèùó¹ äåÿêå
íåâiä'ìíå öiëå ÷èñëî n.

12. Çíàéòè âëàñíi çíà÷åííÿ i âëàñíi âåêòîðè ëiíiéíîãî îïåðàòîðà
êîìïëåêñíîãî äâîâèìiðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó C2, ùî çàäà¹òüñÿ
ìàòðèöåþ (

2 0
0 2

)
ó êàíîíi÷íîìó áàçèñi öüîãî ïðîñòîðó.

13. Çíàéòè âëàñíi çíà÷åííÿ i âëàñíi âåêòîðè ëiíiéíîãî îïåðàòîðà
êîìïëåêñíîãî äâîâèìiðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó C2, ùî çàäà¹òüñÿ
ìàòðèöåþ (

3 + i −1
2i 1− i

)
ó êàíîíi÷íîìó áàçèñi öüîãî ïðîñòîðó.

14. Çíàéòè âëàñíi çíà÷åííÿ i âëàñíi âåêòîðè ëiíiéíîãî îïåðàòîðà
äiéñíîãî òðèâèìiðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó R3, ùî çàäà¹òüñÿ ìàòðè-
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öåþ 4 −1 −2
2 1 −2
1 −1 1


ó êàíîíi÷íîìó áàçèñi öüîãî ïðîñòîðó.

15. Çíàéòè âëàñíi çíà÷åííÿ i âëàñíi âåêòîðè ëiíiéíîãî îïåðàòîðà
äiéñíîãî òðèâèìiðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó R3, ùî çàäà¹òüñÿ ìàòðè-
öåþ  2 −5 −3

−1 −2 −3
3 15 12


ó êàíîíi÷íîìó áàçèñi öüîãî ïðîñòîðó.

16. Çíàéòè âëàñíi çíà÷åííÿ i âëàñíi âåêòîðè ëiíiéíîãî îïåðàòîðà
ðàöiîíàëüíîãî ÷îòèðèâèìiðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó Q4, ùî çàäà¹-
òüñÿ ìàòðèöåþ 

0 1 0 0
3 0 2 0
0 2 0 3
0 0 1 0


ó êàíîíi÷íîìó áàçèñi öüîãî ïðîñòîðó.

17. Çíàéòè âëàñíi çíà÷åííÿ i âëàñíi âåêòîðè ëiíiéíîãî îïåðàòîðà
ðàöiîíàëüíîãî ÷îòèðèâèìiðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó Q4, ùî çàäà¹-
òüñÿ ìàòðèöåþ 

1 0 1 0
1 1 0 1
1 0 1 0
0 1 1 1


ó êàíîíi÷íîìó áàçèñi öüîãî ïðîñòîðó.

18. Íåõàé L � íåíóëüîâèé ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið
ðîçìiðíîñòi n íàä ïîëåì P , φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð ëiíiéíîãî ïðîñòî-
ðó L, {α1, α2, . . . , αs} � ñïåêòð ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ, Φ � ìàòðèöÿ
ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ó äåÿêîìó áàçèñi ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Ïîêà-
çàòè, ùî ó ëiíiéíîìó ïðîñòîði L íàä ïîëåì P iñíó¹ áàçèñ ç âëàñíèõ
âåêòîðiâ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

sn−
s∑

i=1

rank(Φ− αiE) = n,

äå E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n.
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Áóäîâà ëiíiéíîãî

ïðîñòîðó ç ëiíiéíèì

îïåðàòîðîì

Ó ïðèêëàäíèõ ìàòåìàòè÷íèõ çàäà÷àõ, ïîâ'ÿçàíèõ iç äîñëiäæåí-
íÿì ôóíêöié, äîñèòü ÷àñòî îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ i îáëàñòþ çíà÷åíü,
ðîçãëÿäóâàíèõ âiäîáðàæåíü, ¹ îäíà i òà æ ìíîæèíà, ñêàæiìî X. ×å-
ðåç öå öi ôóíêöi¨, ùî òåæ ñàìå âiäîáðàæåííÿ, òðàäèöiéíî íàçèâàþòü
ïåðåòâîðåííÿìè ìíîæèíè X àáî îïåðàòîðàìè öi¹¨ ìíîæèíè. ßêùî f
¹ ïåðåòâîðåííÿì ìíîæèíè X, òî ãîâîðÿòü, ùî åëåìåíò x ìíîæèíè X
ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â åëåìåíò f(x). Çàçíà÷èìî, ùî êîëè X ¹ ìíîæèíîþ
âñiõ òî÷îê ãåîìåòðè÷íî¨ ïëîùèíè, òî ïåðåòâîðåííÿì ïëîùèíè X íà-
çèâàþòü ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ ìíîæèíè X â ñåáå. Ïðè öüîìó âèäi-
ëÿþòü òàêi åëåìåíòè ìíîæèíè X, ÿêi ïåðåòâîðþþòüñÿ ñàìi â ñåáå. �õ
íàçèâàþòü íåðóõîìèìè òî÷êàìè ïåðåòâîðåííÿ f . Íóëüîâèé âåêòîð,
âëàñíi âåêòîðè ëiíiéíîãî îïåðàòîðà, ùî íàëåæàòü âëàñíîìó çíà÷åí-
íþ 1, ¹ ïðèêëàäàìè íåðóõîìèõ òî÷îê ëiíiéíîãî îïåðàòîðà äåÿêîãî
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó íàä ïîëåì. Ó öüîìó ðîçäiëi âèâ÷àþòüñÿ ëiíiéíi
ïðîñòîðè, íà ÿêèõ çàäàíî ëiíiéíèé îïåðàòîð, ç ïîçèöi¨ îá'¹êòiâ, ÿêi
óçàãàëüíþþòü ïîíÿòòÿ íåðóõîìî¨ òî÷êè.
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3.1 Iíâàðiàíòíi ïiäïðîñòîðè
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φ x

φ(x)

Ðèñ. 1

Íåõàé L ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì P ,
à φ ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì öüîãî ïðîñòîðó. Íà-
äàëi âñþäè, ÿê òiëüêè çàäàíî äåÿêèé ëiíiéíèé
ïðîñòið i ëiíiéíèé îïåðàòîð öüîãî ïðîñòîðó áó-
äåìî êàçàòè, ùî çàäàíî ëiíiéíèé ïðîñòið ç ëiíié-
íèì îïåðàòîðîì. Iíêîëè çðó÷íî çîáðàæàòè (äèâ.
ðèñ. 2) ëiíiéíèé ïðîñòið L ç îïåðàòîðîì φ äóáëþ-
þ÷è ëiíiéíèé ïðîñòið, ïiäêðåñëþþ÷è öèì ñàìèì,

ùî ìíîæèíà L îäíî÷àñíî ¹ îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ i îáëàñòþ çíà÷åíü
ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ.
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φ(M)

Ðèñ. 2

Îçíà÷åííÿ 1. Îáðàçîì ïiäìíîæèíè M ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L
íàä ïîëåì P ç ëiíiéíèì îïåðàòîðîì φ íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà, ÿêà
ñêëàäà¹òüñÿ ç îáðàçiâ óñiõ åëåìåíòiâ ïiäìíîæèíè M .

Îáðàç ïiäìíîæèíèM ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç φ(M), iíàêøå êàæó÷è
φ(M) = {φ(x) | x ∈M}.

Îçíà÷åííÿ 2. Ïiäïðîñòið M ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P
íàçèâà¹òüñÿ iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî îïåðàòîðà φ, ÿêùî îáðàç ïiäïðî-
ñòîðó M ¹ ïiäìíîæèíîþ M , òîáòî φ(M) ⊆M .

Òâåðäæåííÿ 1. ßêùî ïiäïðîñòið M ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä
ïîëåì P ¹ iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ öüîãî ïðî-
ñòîðó, òî âiäïîâiäíiñòü φM iç M â M òàêà, ùî φM (x) = φ(x) äëÿ
äîâiëüíîãî x iç M , ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó M
íàä ïîëåì P .

Äîâåäåííÿ öüîãî òâåðäæåííÿ äîâîëi ïðîñòå, à òîìó çàëèøà¹ìî
éîãî ÷èòà÷åâi.

Îçíà÷åííÿ 3. Ëiíiéíèé îïåðàòîð φM ëiíiéíîãî ïðîñòîðó M íàä
ïîëåì P , ïðî ÿêèé éäå ìîâà ó òâåðäæåííi 1, íàçèâà¹òüñÿ îáìåæåí-
íÿì ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íà ïiäïðîñòið M .
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Òåîðåìà 1. Íåõàé L ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì P ç ëi-
íiéíèì îïåðàòîðîì φ. ßêùî M ¹ iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî φ ïiäïðî-
ñòîðîì ïðîñòîðó L, òî âiäïîâiäíiñòü φ̂ iç ôàêòîð-ïðîñòîðó L/M ó
ôàêòîð-ïðîñòið L/M òàêà, ùî êîæíîìó ñóìiæíîìó êëàñó x +M
ç ïðåäñòàâíèêîì x iç L ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü ñóìiæíèé êëàñ
φ(x) +M , ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì ôàêòîð-ïðîñòîðó L/M .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè i M � iíâàðiàí-
òíèé âiäíîñíî φ ïiäïðîñòið ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Ðîçãëÿíåìî äåÿêèé
ñóìiæíèé êëàñ x+M , äå x ∈ L ßêùî x′ ¹ äåÿêèì iíøèì ïðåäñòàâíè-
êîì öüîãî ñóìiæíîãî êëàñó, òîáòî ÿêùî x′+M = x+M , òî x′−x ∈M ,
à îòæå φ(x′ − x) ∈M . Òîìó

φ̂(x′ +M) = φ(x′) +M = φ
(
x+ (x′ − x)

)
+M =

=
(
φ(x) + φ(x′ − x)

)
+M = φ(x) +M = φ̂(x+M).

Öå îçíà÷à¹, ùî âiäïîâiäíiñòü φ̂ îïåðàòîðîì ôàêòîð-ïðîñòîðó L/M .
Ëiíiéíiñòü îïåðàòîðà φ̂ ñëiäó¹ iç ïðàâäèâîñòi íàñòóïíèõ ðiâíîñòåé
äëÿ äîâiëüíèõ α, β ∈ P òà x+M , y +M ∈ L/M :

φ̂
(
α(x+M) + β(y +M)

)
= φ̂

(
(αx+ βy) +M

)
=

= φ(αx+ βy) +M =
(
αφ(x) + βφ(y)

)
+M =

= α
(
φ(x) +M

)
+ β

(
φ(y) +M

)
= αφ̂(x+M) + βφ̂(y +M).

Òåîðåìó äîâåäåíî.
Ïðèïóñòèìî, ùî ó ñêií÷åííîâèìiðíîìó ëiíiéíîìó ïðîñòîði L ç

ëiíiéíèì îïåðàòîðîì φ iñíó¹ íåòðèâiàëüíèé iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî φ
ïiäïðîñòið M . Íåõàé A = ∥αij∥k×k � ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà
φM ó äåÿêîìó áàçèñi u1, u2, . . . , uk ëiíiéíîãî ïðîñòîðó M íàä ïîëåì
P , à B = ∥βij∥l×l � ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ̂ ôàêòîð-ïðîñòîðó
L/M ó äåÿêîìó éîãî áàçèñi v1 +M , v2+M , . . . , vl+M , äå k = dimPM ,
l = dimPL/M . Òîäi äëÿ êîæíîãî i ∈ {1, 2, . . . , k} ñïðàâäæó¹òüñÿ
ðiâíiñòü

φM (ui) = α1iu1 + α2iu2 + · · ·+ αkiuk,

à äëÿ êîæíîãî j ∈ {1, 2, . . . , l} � ðiâíiñòü

φ̂(vj +M) = β1j(v1 +M) + β2j(v2 +M) + · · ·+ βlj(vl +M).

Òîìó
φ(ui) = α1iu1 + α2iu2 + · · ·+ αkiuk,

φ(vj) +M = (β1jv1 + β2jv2 + · · ·+ βljvl) +M, (1)



92 Ðîçäië 3. Áóäîâà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ç ëiíiéíèì îïåðàòîðîì

äëÿ áóäü-ÿêèõ i ∈ {1, 2, . . . , k} òà j ∈ {1, 2, . . . , l}.
Iç ðiâíîñòi (1) ñëiäó¹, ùî

φ(vj)− (β1jv1 + β2jv2 + · · ·+ βljvl) ∈M

äëÿ êîæíîãî j ∈ {1, 2, . . . , l}. Çâiäñè äëÿ êîæíîãî òàêîãî j

φ(vj)− (β1jv1 + β2jv2 + · · ·+ βljvl) = γ1ju1 + γ2ju2 + · · ·+ γkjuk

äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ γ1j , γ2j , . . . , γkj iç ïîëÿ P . ßê íàñëiäîê îäåð-
æó¹ìî íàñòóïíi ðiâíîñòi:

φ(v1) = γ11u1 + γ21u2 + · · ·+ γk1uk + β11v1 + β21v2 + · · ·+ βl1vl,

. . . . . . . .

φ(vl) = γ1lu1 + γ2lu2 + · · ·+ γkluk + β1lv1 + β2lv2 + · · ·+ βllvl.

Iç äîâåäåííÿ òåîðåìè ïðî ðîçìiðíiñòü òðüîõ ïðîñòîðiâ ñëiäó¹, ùî
ñèñòåìà âåêòîðiâ u1, u2, . . . , uk, v1, v2, . . . , vl ¹ áàçèñîì ëiíiéíîãî
ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P . ×åðåç öå, ïiäñóìîâóþ÷è âñå âèùå ñêàçàíå,
ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ëiíié-
íîãî ïðîñòîðó L ó áàçèñi u1, u2, . . . , uk, v1, v2, . . . , vl öüîãî ïðîñòîðó
ìà¹ âèãëÿä 

α11 α12 . . . α1k γ11 γ12 . . . γ1l
α21 α22 . . . α2k γ21 γ22 . . . γ2l
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...
αk1 αk2 . . . αkk γk1 γk2 . . . γkl
0 0 . . . 0 β11 β12 . . . β1l
0 0 . . . 0 β21 β22 . . . β2l
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...
0 0 . . . 0 βl1 βl2 . . . βll


, (2)

ÿêèé êîìïàêòíî ó áëî÷íîìó âèãëÿäi çàïèñóþòü òàêèì ÷èíîì(
A C
0 B

)
,

äå 0� íóëüîâà l×k-ìàòðèöÿ, à C = ∥γij∥k×l � k×l-ìàòðèöÿ, ñêëàäåíà
ç åëåìåíòiâ γij , äå i ∈ {1, 2, . . . , k}, j ∈ {1, 2, . . . , l}.

Òåîðåìà 2. Íåõàé L ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì ëiíiéíèì ïðîñòîðîì
íàä ïîëåì P ç ëiíiéíèì îïåðàòîðîì φ. ßêùî M ¹ äåÿêèì íåòðèâi-
àëüíèì iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî φ ïiäïðîñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó
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L, òî õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φM , ÿêèé
¹ îáìåæåííÿì φ íà ïiäïðîñòið M , ¹ äiëüíèêîì õàðàêòåðèñòè÷íîãî
ìíîãî÷ëåíà ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè i M ¹ äåÿêèì
íåòðèâiàëüíèì iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî φ ïiäïðîñòîðîì ðîçìiðíîñòi k
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L . Òîäi iç ìiðêóâàíü, ÿêi ïåðåäóþòü òåîðåìi ñëi-
äó¹ iñíóâàííÿ áàçèñó u1, u2, . . . , uk, v1, v2, . . . , vl ëiíiéíîãî ïðîñòî-
ðó L, â ÿêîìó ìàòðèöÿ F ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ìà¹ âèãëÿä (2), äå
A = ∥αij∥k×k ¹ ìàòðèöåþ îáìåæåííÿ φM ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ íà
ïiäïðîñòið M ó áàçèñi u1, u2, . . . , uk öüîãî ïðîñòîðó. Õàðàêòåðèñòè-
÷íèé ìíîãî÷ëåí f(λ) ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ äîðiâíþ¹ äåòåðìiíàíòó
õàðàêòåðèñòè÷íî¨ ìàòðèöi F − λE, à õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí
g(λ) îáìåæåííÿ φM ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ � äåòåðìiíàíòó õàðàêòå-
ðèñòè÷íî¨ ìàòðèöi A−λE′, äå E, E′ � îäèíè÷íi ìàòðèöi âiäïîâiäíèõ
ðîçìiðiâ. Çà òåîðåìîþ Ëàïëàñà |F − λE| = |A − λE′| · |B − λE′′|, äå
B � ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ̂ ôàêòîð-ïðîñòîðó L/M , ïðî ÿêèé
éäå ìîâà ó òåîðåìi 1, E′′ � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ âiäïîâiäíîãî ðîçìiðó.
Òîìó f(λ) = g(λ) · |B − λE′′|, ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.

3.1.1 Öèêëi÷íi ïðîñòîðè

Òâåðäæåííÿ 2. Íåõàé L ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì P ç
ëiíiéíèì îïåðàòîðîì φ, a � âåêòîð ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L,

C(a) = {γ1φj1(a) + γ2φ
j2(a) + · · ·+ γkφ

jk(a) | k ∈ N;

j1, . . . , jk ∈ N ∪ {0}; γ1, . . . , γk ∈ P}

� ìíîæèíà âñiõ ëiíiéíèõ êîìáiíàöié âñåìîæëèâèõ ñêií÷åííèõ ïiä-
ñèñòåì íåñêií÷åííî¨ ñèñòåìè âåêòîðiâ a, φ(a), φ2(a), . . . Ìíîæèíà
C(a) ¹ iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî φ ïiäïðîñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ñóìà áóäü-ÿêèõ äâîõ ëiíiéíèõ êîìáiíàöié
ñêií÷åííèõ ïiäñèñòåì íåñêií÷åííî¨ ñèñòåìè âåêòîðiâ a, φ(a), φ2(a),
φ3(a), . . . ¹ çíîâó æ òàêè ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ äåÿêî¨ ïiäñèñòåìè
öi¹¨ ñèñòåìè âåêòîðiâ, òàê ñàìî, ÿê i äîáóòîê áóäü-ÿêîãî åëåìåíòà
ïîëÿ P íà ëiíiéíó êîìáiíàöiþ ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ, òî ìíîæèíà
C(a) ¹ ïiäïðîñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Äàëi, íåõàé

x = γ1φ
j1(a) + γ2φ

j2(a) + · · ·+ γkφ
jk(a)
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� áóäü-ÿêèé åëåìåíò iç C(a). Òîäi

φ(x) = γ1φ
(
φj1(a)

)
+ γ2φ

(
φj2(a)

)
+ · · ·+ γkφ

(
φjk(a)

)
=

= γ1φ
j1+1(a) + γ2φ

j2+1(a) + · · ·+ γkφ
jk+1(a).

Òîìó φ(x) ∈ C(a), ùî i ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.

Îçíà÷åííÿ 4. Iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ïiä-
ïðîñòið C(a) ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L, ïðî ÿêèé éäå ìîâà â òâåðäæåííi 2,
íàçèâà¹òüñÿ öèêëi÷íèì ïðîñòîðîì, ïîðîäæåíèì âåêòîðîì a.

Êîæåí âåêòîð b öèêëi÷íîãî ïðîñòîðó C(a), ïîðîäæåíîãî âåêòîðîì
a, ìà¹ âèãëÿä

b = β0a+ β1φ(a) + · · ·+ βtφ
t(a),

äå t ¹ íåâiä'¹ìíèì öiëèì ÷èñëîì, à β0, β1, . . . , βt � äåÿêi åëåìåí-
òè ïîëÿ P . Ïîçíà÷èìî ÷åðåç f(λ) ìíîãî÷ëåí β0 + β1λ + · · · + βtλ

t

âiä çìiííî¨ λ íàä ïîëåì P . Òîäi b =
[
f(φ)

]
(a), äå f(φ) = β0idL +

+β1φ+ · · ·+ βtφ
t.

Îçíà÷åííÿ 5. Íåõàé a ¹ âåêòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïî-
ëåì P ç ëiíiéíèì îïåðàòîðîì φ. Ìíîãî÷ëåí f(λ) ∈ P [λ] òàêèé, ùî[
f(φ)

]
(a) = 0̄ íàçèâà¹òüñÿ àíóëÿòîðîì âåêòîðà a.

ßêùî L ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì ïðîñòîðîì, òî iñíó¹ íåíóëüîâèé àíó-
ëÿòîð äëÿ êîæíîãî âåêòîðà a iç L. Äiéñíî, ÿêùî dimPL = n, òî ñè-
ñòåìà âåêòîðiâ a, φ(a), φ2(a), . . . , φn(a) ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ, ÷åðåç òå
ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç n+ 1 âåêòîðiâ. Òîìó iñíóþòü åëåìåíòè γ0, γ1, . . . ,
γn ïîëÿ P , íå âñi ðiâíi íóëþ òàêi, ùî

γ0a+ γ1φ(a) + γ2φ
2(a) + · · ·+ γnφ

n(a) = 0̄,

à îòæå, [
γ0idL + γ1φ+ γ2φ

2 + · · ·+ γnφ
n
]
(a) = 0̄.

Çâiäñè ñëiäó¹, ùî íåíóëüîâèé ìíîãî÷ëåí γ0 + γ1λ+ γ2λ
2 + · · ·+ γnλ

n

¹ àíóëÿòîðîì âåêòîðà a.

Òåîðåìà 3. Íåõàé L ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì P ç ëi-
íiéíèì îïåðàòîðîì φ, a � áóäü-ÿêèé âåêòîð iç L. Ñóìà áóäü-ÿêèõ
àíóëÿòîðiâ âåêòîðà a i äîáóòîê äîâiëüíîãî ìíîãî÷ëåí iç P [λ] íà
áóäü-ÿêèé àíóëÿòîð âåêòîðà a ¹ çíîâó òàêè æ àíóëÿòîðàìè âå-
êòîðà a.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé f(λ), g(λ) � äîâiëüíi àíóëÿòîðè âåêòîðà a.
Òîäi

[
f(φ)

]
(a) = 0̄ i

[
g(φ)

]
(a) = 0̄. ßêùî h(λ) ¹ ñóìîþ ìíîãî÷ëåíiâ

f(λ) i g(λ), òî h(φ) = f(φ) + g(φ). Çà îçíà÷åííÿì ñóìè ëiíiéíèõ
îïåðàòîðiâ [

h(φ)
]
(a) =

[
f(φ)

]
(a) +

[
g(φ)

]
(a) = 0̄ + 0̄ = 0̄.

À öå îçíà÷à¹, ùî ìíîãî÷ëåí h(λ) ¹ àíóëÿòîðîì âåêòîðà a.
Äàëi, äëÿ äîâiëüíîãî ìíîãî÷ëåíà u(λ) iç P [λ] çà îçíà÷åííÿì äî-

áóòêó ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü[
u(φ)f(φ)

]
(a) =

[
u(φ)

]([
f(φ)

]
(a)
)
=
[
u(φ)

]
(0̄). (3)

Îñêiëüêè îáðàçîì íóëüîâîãî âåêòîðà áóäü-ÿêîãî ëiíiéíîãî îïåðàòîðà
¹ íóëüîâèé âåêòîð, òî ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi (3) äîðiâíþ¹ 0̄. Òîìó
äîáóòîê ìíîãî÷ëåíiâ u(λ) i f(λ) ¹ àíóëÿòîðîì âåêòîðà a.

Îçíà÷åííÿ 6. Íåõàé a ¹ íåíóëüîâèì âåêòîðîì ñêií÷åííîâèìið-
íîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ç ëiíiéíèì îïåðàòîðîì φ.
Ìíîãî÷ëåí íàéìåíøîãî ñòåïåíÿ iç ñòàðøèì êîåôiöi¹íòîì 1, ÿêèé ¹
àíóëÿòîðîì âåêòîðà a íàçèâà¹òüñÿ éîãî ìiíiìàëüíèì àíóëÿòîðîì.

Òåîðåìà 4. Íåõàé a ¹ íåíóëüîâèì âåêòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó
L íàä ïîëåì P ç ëiíiéíèì îïåðàòîðîì φ. Ìiíiìàëüíèé àíóëÿòîð
âåêòîðà a äiëèòü áóäü-ÿêèé àíóëÿòîð öüîãî âåêòîðà.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé L ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì P ç ëiíié-
íèì îïåðàòîðîì φ, a � áóäü-ÿêèé âåêòîð iç L, f(λ) � ìiíiìàëüíèé
àíóëÿòîð âåêòîðà a. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé àíóëÿòîð g(λ) âåêòîðà a.
Äîâåäåìî âiä ïðîòèëåæíîãî òîé ôàêò, ùî ìíîãî÷ëåí g(λ) äiëèòüñÿ
íà f(λ). Ïðèïóñòèìî, ùî g(λ) íå äiëèòüñÿ íà f(λ). Òîäi, ïîäiëèâøè
ìíîãî÷ëåí g(λ) íà ìíîãî÷ëåí f(λ), îäåðæèìî äåÿêó ÷àñòêó q(λ) i íå-
íóëüîâó îñòà÷ór(λ), ÿêà ìà¹ ñòåïiíü ìåíøèé çà ñòåïiíü ìíîãî÷ëåíà
f(λ). Îñêiëüêè r(λ) = g(λ) − f(λ)q(λ), òî çà òåîðåìîþ 3 ìíîãî÷ëåí
r(λ) ¹ àíóëÿòîðîì âåêòîðà a, ÿêèé ìà¹ ñòåïiíü ìåíøèé çà ñòåïiíü ìi-
íiìàëüíîãî àíóëÿòîðà, ùî ñóïåðå÷èòü éîãî îçíà÷åííþ. Òåîðåìà äî-
âåäåíà.

Íàñëiäîê 1. Íåõàé a ¹ íåíóëüîâèì âåêòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòî-
ðó L íàä ïîëåì P ç ëiíiéíèì îïåðàòîðîì φ. Ìiíiìàëüíèé àíóëÿòîð
âåêòîðà a âèçíà÷à¹òüñÿ öèì âåêòîðîì îäíîçíà÷íî.

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî, ÿêùî f(λ) i g(λ) � ìiíiìàëüíi àíóëÿòîðè
âåêòîðà a, òî çà òåîðåìîþ 4 ìíîãî÷ëåí f(λ) äiëèòü ìíîãî÷ëåí g(λ)
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i îäíî÷àñíî g(λ) äiëèòü f(λ). Îñêiëüêè ñòàðøi êîåôiöi¹íòè ¨õ äîðiâ-
íþþòü 1, òî çà âëàñòèâiñòþ ïîäiëüíîñòi ìíîãî÷ëåíiâ çâiäñè ñëiäó¹,
ùî f(λ) = g(λ).

Òåîðåìà 5. Íåõàé L ¹ íåíóëüîâèì ñêií÷åííîâèìiðíèì ëiíiéíèì
ïðîñòîðîì íàä ïîëåì P ç ëiíiéíèì îïåðàòîðîì φ, à ìíîãî÷ëåí f(λ)
iç P [λ] ¹ ñïiëüíèì êðàòíèì äåÿêèõ íåíóëüîâèõ àíóëÿòîðiâ óñiõ âå-
êòîðiâ äåÿêîãî áàçèñó ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Òîäi f(φ) ¹ íóëüîâèì
îïåðàòîðîì ïðîñòîðó L.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé L ¹ íåíóëüîâèì ñêií÷åííîâèìiðíèì ëiíiéíèì
ïðîñòîðîì ðîçìiðíîñòi n íàä ïîëåì P ç ëiíiéíèì îïåðàòîðîì φ i a1,
a2, . . . , an � äåÿêèé áàçèñ öüîãî ïðîñòîðó. Äàëi, íåõàé äëÿ êîæíîãî
i ∈ {1, 2 , . . . , n} ìíîãî÷ëåí fi(λ) ¹ àíóëÿòîðîì âåêòîðà ai, à ìíî-
ãî÷ëåí f(λ) ¹ ñïiëüíèì êðàòíèì ìíîãî÷ëåíiâ f1(λ), f2(λ), . . . , fn(λ).
Òîäi äëÿ êîæíîãî i ∈ {1, 2 , . . . , n} çíàéäåòüñÿ ìíîãî÷ëåí gi(λ) iç P [λ]
òàêèé, ùî f(λ) = gi(λ)fi(λ). Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé âåêòîð a iç L.
Ðîçêëàäåìî âåêòîð a çà áàçèñîì a1, a2, . . . , an ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L:
a = γ1a1+γ2a2+· · ·+γnan, äå γ1, γ2, . . . , γn � äåÿêi åëåìåíòè ïîëÿ P .
Îá÷èñëèìî îáðàç

[
f(φ)

]
(a), âèêîðèñòîâóþ÷è ðîçêëàä âåêòîðà a:[

f(φ)
]
(a) =

[
f(φ)

]
(γ1a1 + γ2a2 + · · ·+ γnan) =

= γ1
[
f(φ)

]
(a1) + γ2

[
f(φ)

]
(a2) + · · ·+ γn

[
f(φ)

]
(an) =

= γ1
[
g1(φ)f1(φ)

]
(a1) + · · ·+ γn

[
gn(φ)fn(φ)

]
(an) =

= γ1
[
g1(φ)

]([
f1(φ)

]
(a1)

)
+ · · ·+ γn

[
gn(φ)

]([
fn(φ)

]
(an)

)
=

= γ1
[
g1(φ)

]
(0̄) + · · ·+ γn

[
gn(φ)

]
(0̄) = 0̄ + · · ·+ 0̄ = 0̄.

ßê íàñëiäîê çâiäñè îäåðæó¹ìî, ùî ëiíiéíèé îïåðàòîð f(φ) ëiíiéíîãî
ïðîñòîðó L ¹ íóëüîâèì îïåðàòîðîì. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Iç ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè âèïëèâà¹, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî íåíóëüîâîãî
ñêií÷åííîâèìiðíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ç ëiíiéíèì
îïåðàòîðîì φ iñíó¹ íåíóëüîâèé ìíîãî÷ëåí f(λ) iç P [λ] òàêèé, ùî[
f(φ)

]
(L) = {0̄}, òîáòî

[
f(φ)

]
(a) ¹ íóëüîâèì âåêòîðîì äëÿ âñiõ a ∈ L.

Îçíà÷åííÿ 7. Íåõàé L ¹ íåíóëüîâèì ñêií÷åííîâèìiðíèì ëiíié-
íèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì P ç ëiíiéíèì îïåðàòîðîì φ. Ìíîãî÷ëåí
f(λ) iç P [λ] òàêèé, ùî

[
f(φ)

]
(L) = {0̄} íàçèâà¹òüñÿ àíóëÿòîðîì ëi-

íiéíîãî ïðîñòîðó L.

Îçíà÷åííÿ 8. Ìíîãî÷ëåí íàéìåíøîãî ñòåïåíÿ iç ñòàðøèì êîå-
ôiöi¹íòîì 1, ÿêèé ¹ àíóëÿòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàçèâà¹òüñÿ



3.1. Iíâàðiàíòíi ïiäïðîñòîðè 97

ìiíiìàëüíèì ìíîãî÷ëåíîì ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ.

Òåîðåìà 6. Ìiíiìàëüíèé ìíîãî÷ëåí ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ñêií-
÷åííîâèìiðíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L äiëèòü ëþáèé ìíîãî÷ëåí, ùî
¹ àíóëÿòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.

Íàñëiäîê 1. Ìiíiìàëüíèé ìíîãî÷ëåí ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ñêií-
÷åííîâèìiðíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L âèçíà÷à¹òüñÿ öi¹þ ïàðîþ îäíî-
çíà÷íî.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 6 i ¨¨ íàñëiäêó àíàëîãi÷íå äîâåäåííþ âiäïî-
âiäíî òåîðåìè 4 i ¨¨ íàñëiäêó. ×åðåç öå çàëèøà¹ìî ¨õ ÷èòà÷åâi.

Òåîðåìà 7. Ìiíiìàëüíèé ìíîãî÷ëåí ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ñêií-
÷åííîâèìiðíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L ¹ íàéìåíøèì ñïiëüíèì êðà-
òíèì ìiíiìàëüíèõ àíóëÿòîðiâ âåêòîðiâ, ÿêi ñêëàäàþòü áàçèñ ëi-
íiéíîãî ïðîñòîðó L.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé L ¹ íåíóëüîâèì ñêií÷åííîâèìiðíèì ëiíiéíèì
ïðîñòîðîì ðîçìiðíîñòi n íàä ïîëåì P ç ëiíiéíèì îïåðàòîðîì φ i a1,
a2, . . . , an � äåÿêèé áàçèñ öüîãî ïðîñòîðó. Äàëi, íåõàé äëÿ êîæíîãî
i ∈ {1, 2 , . . . , n} ìíîãî÷ëåí fi(λ) ¹ ìiíiìàëüíèì àíóëÿòîðîì âåêòîðà
ai, à ìíîãî÷ëåí f(λ) ¹ íàéìåíøèì ñïiëüíèì êðàòíèì ìíîãî÷ëåíiâ
f1(λ), f2(λ), . . . , fn(λ) ç ñòàðøèì êîåôiöi¹íòîì 1. Çà òåîðåìîþ 5
ìíîãî÷ëåí f(λ) ¹ àíóëÿòîðîì ïðîñòîðó L. ßêùî g(λ) ¹ äåÿêèì àíó-
ëÿòîðîì ïðîñòîðó L, òî âií ¹ àíóëÿòîðîì êîæíîãî ç âåêòîðiâ a1,
a2, . . . , an. Òîìó çà òåîðåìîþ 4 êîæåí iç ìíîãî÷ëåíiâ f1(λ), f2(λ),
. . . , fn(λ) äiëèòü g(λ), ùî â ñâîþ ÷åðãó îçíà÷à¹, ùî ìíîãî÷ëåí g(λ)
¹ ñïiëüíèì êðàòíèì öèõ ìíîãî÷ëåíiâ. Îòæå, g(λ) äiëèòüñÿ íà f(λ) i
éîãî ñòåïiíü íå ïåðåâèùó¹ ñòåïiíü f(λ). ßê íàñëiäîê îäåðæó¹ìî, ùî
f(λ) ¹ ìiíiìàëüíèì ìíîãî÷ëåíîì ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ñêií÷åííî-
âèìiðíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.

Òåîðåìà 8 (áóäîâà öèêëi÷íîãî ïðîñòîðó). Íåõàé a ¹ íåíóëüî-
âèì âåêòîðîì ñêií÷åííîâèìiðíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L ç ëiíiéíèì
îïåðàòîðîì φ, C(a) � öèêëi÷íèé ïðîñòið, ïîðîäæåíèé âåêòîðîì a
i f(λ) = λs + αs−1λ

s−1 + · · · + α1λ + α0 � ìiíiìàëüíèé àíóëÿòîð
âåêòîðà a, äå α0, . . . , αs−1 ∈ P . Òîäi:

1) ñèñòåìà âåêòîðiâ a, φ(a), . . . , φs−1(a) � áàçèñ öèêëi÷íîãî ïðî-
ñòîðó C(a);

2) ìàòðèöÿ îáìåæåííÿ φC(a) ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ íà ïiäïðî-
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ñòið C(a) ó öüîìó áàçèñi ìà¹ âèãëÿä
0 0 . . . 0 −α0

1 0 . . . 0 −α1

0 1 . . . 0 −α2

...
...

. . .
...

...
0 0 . . . 1 −αs−1

 ;

3) õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φC(a) öè-
êëi÷íîãî ïðîñòîðó C(a) ç òî÷íiñòþ äî çíàêó ñïiâïàäà¹ ç ìiíi-
ìàëüíèì ìíîãî÷ëåíîì ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φC(a), ÿêèé ó ñâîþ
÷åðãó äîðiâíþ¹ ìíîãî÷ëåíó f(λ).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè. Ñèñòåìà âåêòî-
ðiâ a, φ(a), . . . , φs−1(a) ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ. Îñêiëüêè ó ïðîòèëå-
æíîìó âèïàäêó iñíóâàëè á åëåìåíòè β0, β1, . . . , βs−1 ïîëÿ P , íå âñi
ðiâíi íóëþ òàêi, ùî

β0a+ β1φ(a) + · · ·+ βs−1φ
s−1(a) = 0̄.

À òîìó íåíóëüîâèé ìíîãî÷ëåí βs−1λ
s−1 + · · ·+ β1λ+ β0 áóâ áè àíó-

ëÿòîðîì âåêòîðà a. Öå ñóïåðå÷èòü óìîâi òåîðåìè, áî âií ìà¹ ñòåïiíü
ìåíøèé çà ñòåïiíü äàíîãî â óìîâi òåîðåìè ìiíiìàëüíîãî àíóëÿòîðà
âåêòîðà a.

Äàëi ïîêàæåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨, ùî äëÿ äîâiëü-
íîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà i, áiëüøîãî àáî ðiâíîãî çà s, âåêòîð φi(a)
öèêëi÷íîãî ïðîñòîðó C(a) ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñèñòåìè âåêòîðiâ
a, φ(a), . . . , φs−1(a). Ó âèïàäêó, êîëè i = s, öå òâåðäæåííÿ ñïðàâ-
äæó¹òüñÿ ÷åðåç òå, ùî ìíîãî÷ëåí f(λ) = λs+αs−1λ

s−1+· · ·+α1λ+α0

¹ àíóëÿòîðîì âåêòîðà a i ÿê íàñëiäîê

φs(a) = −α0a− α1φ(a)− · · · − αs−1φ
s−1(a). (4)

Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k, áiëüøîãî çà s,
âåêòîð φk(a) ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñèñòåìè âåêòîðiâ a, φ(a), . . . ,
φs−1(a), òîáòî

φk(a) = γ0a+ γ1φ(a) + · · ·+ γs−1φ
s−1(a) (5)

äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ γ0, γ1, . . . , γs−1 ïîëÿ P . Òîäi iç ðiâíîñòåé (4) i
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(5) âèïëèâà¹, ùî

φk+1(a) = φ
(
φk(a)

)
= φ

(
γ0a+ γ1φ(a) + · · ·+ γs−1φ

s−1(a)
)
=

= γ0φ(a) + γ1φ
2(a) + · · ·+ γs−2φ

s−1(a) + γs−1φ
s(a) =

= −γs−1α0a+ (γ0 − γs−1α1)φ(a) + · · ·+ (γs−2 − γs−1αs−1)φ
s−1(a).

Îòæå, âåêòîð φk+1(a) òàêîæ ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñèñòåìè âåêòî-
ðiâ a, φ(a), . . . , φs−1(a). Çà ïðèíöèïîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ äëÿ
êîæíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà i, áiëüøîãî àáî ðiâíîãî çà s, âåêòîð
φi(a) öèêëi÷íîãî ïðîñòîðó C(a) ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ öi¹¨ ñèñòåìè
âåêòîðiâ, à òîìó çà éîãî îçíà÷åííÿì áóäü-ÿêèé âåêòîð öèêëi÷íîãî
ïðîñòîðó C(a) ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ öi¹¨ ñèñòåìè âåêòîðiâ a, φ(a),
. . . , φs−1(a). Öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ ïåðøîãî òâåðäæåííÿ òåîðåìè.

Äðóãå òâåðäæåííÿ òåîðåìè âèïëèâà¹ iç òîãî, ùî îáðàçîì êîæíîãî
iç âåêòîðiâ áàçèñó a, φ(a), . . . , φs−1(a) îêðiì îñòàííüîãî ¹ íàñòóïíèé,
à îáðàç îñòàííüîãî âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ (4).

Íàðåøòi õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φC(a)
öèêëi÷íîãî ïðîñòîðó C(a) äîðiâíþ¹ äåòåðìiíàíòó∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−λ 0 . . . 0 −α0

1 −λ . . . 0 −α1

0 1 . . . 0 −α2

...
...

. . .
...

...
0 0 . . . 1 −αs−1 − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Îá÷èñëèìî éîãî, ñïî÷àòêó âèêîíàâøè íàñòóïíi åëåìåíòàðíi ïåðåòâî-
ðåííÿ. Äî êîæíîãî ðÿäêà, ïî÷èíàþ÷è ç ïåðåäîñòàííüîãî, äîäàìî ïî-
ïåðåäíié ðÿäîê, ïîìíîæåíèé íà λ. Îäåðæèìî äåòåðìiíàíò∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 0 . . . 0 −α0 − α1λ− · · · − αs−1λ
s−1 − λs

1 0 0 . . . 0 −α1 − α2λ− · · · − αs−1λ
s−2 − λs−1

0 1 0 . . . 0 −α2 − α3λ− · · · − αs−1λ
s−3 − λs−2

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 . . . 0 −αs−2 − αs−1λ− λ2

0 0 0 . . . 1 −αs−1 − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (6)

Òåïåð îá÷èñëèìî äåòåðìiíàíò (6) çà òåîðåìîþ Ëàïëàñà, ðîçêëàäàþ-
÷è éîãî çà ïåðøèì ðÿäêîì. Îäåðæèìî, ùî õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíî-
ãî÷ëåí ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φC(a) öèêëi÷íîãî ïðîñòîðó C(a) äîðiâíþ¹
(−1)sf(λ).
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Íàñàìêiíåöü, ìíîãî÷ëåí f(λ) ¹ àíóëÿòîðîì êîæíîãî ç âåêòîðiâ
áàçèñó a, φ(a), . . . , φs−1(a) öèêëi÷íîãî ïðîñòîðó C(a). Îñêiëüêè f(λ)
¹ ìiíiìàëüíèì àíóëÿòîðîì âåêòîðà a çà óìîâîþ òåîðåìè, à äëÿ êî-
æíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà i ñïðàâäæóþòüñÿ ðiâíîñòi[

f(φ)
](
φi(a)

)
=
[
f(φ) · φi

]
(a) =

=
[
φi · f(φ)

]
(a) = φi

([
f(φ)

]
(a)
)
= φi(0̄) = 0̄.

ßê íàñëiäîê îäåðæó¹ìî, ùî ìíîãî÷ëåí f(λ) ¹ àíóëÿòîðîì öèêëi÷íî-
ãî ïðîñòîðó C(a). Ç iíøîãî áîêó áóäü-ÿêèé àíóëÿòîð öèêëi÷íîãî ïðî-
ñòîðó C(a) ¹ çîêðåìà àíóëÿòîðîì âåêòîðà a, à òîìó äiëèòüñÿ íà éî-
ãî ìiíiìàëüíèé àíóëÿòîð f(λ). Öå äîâîäèòü, ùî f(λ) ¹ ìiíiìàëüíèì
ìíîãî÷ëåíîì ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φC(a) öèêëi÷íîãî ïðîñòîðó C(a).
Òåîðåìà äîâåäåíà.

Òåîðåìà 9 (Ãàìiëüòîí-Êåëi). Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ëi-
íiéíîãî îïåðàòîðà φ ñêií÷åííîâèìiðíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä
ïîëåì P ¹ àíóëÿòîðîì öüîãî ïðîñòîðó.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé L ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì ëiíiéíèì ïðîñòîðîì
íàä ïîëåì P ç ëiíiéíèì îïåðàòîðîì φ. Ðîçãëÿíåìî äåÿêèé áàçèñ a1,
a2, . . . , an ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L, äå n = dimPL. Çà òåîðåìîþ ïðî áó-
äîâó öèêëi÷íîãî ïðîñòîðó äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî i ∈ {1, 2, . . . , n}
ìiíiìàëüíèé àíóëÿòîð fi(λ) âåêòîðà ai ç òî÷íiñòþ äî çíàêó äîðiâíþ¹
õàðàêòåðèñòè÷íîìó ìíîãî÷ëåíó îáìåæåííÿ φC(ai) ëiíiéíîãî îïåðà-
òîðà φ íà öèêëi÷íèé ïðîñòið C(ai). Ó ñâîþ ÷åðãó çà òåîðåìîþ 2 öåé
õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí, à îòæå i ìiíiìàëüíèé àíóëÿòîð fi(λ)
âåêòîðà ai, ¹ äiëüíèêîì õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà f(λ) ëiíié-
íîãî îïåðàòîðà φ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Öå îçíà÷à¹, ùî ìíîãî÷ëåí
f(λ) ¹ àíóëÿòîðîì êîæíîãî ç âåêòîðiâ áàçèñó a1, a2, . . . , an ëiíiéíîãî
ïðîñòîðó L. Òîìó çà òåîðåìîþ 5 õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí f(λ)
¹ àíóëÿòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Îçíà÷åííÿ 9. Ëiíiéíèé ïðîñòið L íàä ïîëåì P ç ëiíiéíèì îïåðà-
òîðîì φ íàçèâà¹òüñÿ ðîçêëàäíèì (íåðîçêëàäíèì), ÿêùî ó ëiíiéíîìó
ïðîñòîði L iñíóþòü (íå iñíóþòü) òàêi íåíóëüîâi iíâàðiàíòíi âiäíîñíî
φ ïiäïðîñòîðè M i N , ùî ïðîñòið L ¹ ¨õíüîþ ïðÿìîþ ñóìîþ, òîáòî
L =M ⊕N .

Iç îçíàêè ïðÿìî¨ ñóìè âèïëèâà¹, ùî ëiíiéíèé ïðîñòið L íàä ïî-
ëåì P ç ëiíiéíèì îïåðàòîðîì φ ¹ íåðîçêëàäíèì, ÿêùî áóäü-ÿêi äâà
íåíóëüîâi iíâàðiàíòíi âiäíîñíî φ ïiäïðîñòîðè L ìàþòü íåíóëüîâèé
ïåðåòèí.
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Ëåìà 1. Íåõàé a � íåíóëüîâèé âåêòîð ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä
ïîëåì P ç ëiíiéíèì îïåðàòîðîì φ òàêèé, ùî äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëü-
íîãî ÷èñëà s éîãî ìiíiìàëüíèé àíóëÿòîð f(λ) ¹ s-èì ñòåïåíåì íå-
çâiäíîãî íàä ïîëåì P ìíîãî÷ëåíà g(λ), òîáòî f(λ) = g(λ)s, C(a) �
öèêëi÷íèé ïðîñòið, ïîðîäæåíèé âåêòîðîì a i M � íåíóëüîâèé ií-
âàðiàíòíèé âiäíîñíî îïåðàòîðà φ ïiäïðîñòið öèêëi÷íîãî ïðîñòîðó
C(a). Òîäi âåêòîð

[
g(φ)s−1

]
(a) ¹ íåíóëüîâèì âåêòîðîì, ùî ìiñòè-

òüñÿ â M .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè ëåìè. Òå ùî, âåêòîð[
g(φ)s−1

]
(a) ¹ íåíóëüîâèì îäðàçó ñëiäó¹ iç îçíà÷åííÿ ìiíiìàëüíîãî

àíóëÿòîðà âåêòîðà. Äàëi, íåõàé b � äåÿêèé íåíóëüîâèé âåêòîð iç M .
Îñêiëüêè M ¹ ïiäïðîñòîðîì öèêëi÷íîãî ïðîñòîðó C(a), òî b ∈ C(a)
i iñíó¹ ìíîãî÷ëåí h(λ) ∈ P [λ] òàêèé, ùî b =

[
h(φ)

]
(a). ×åðåç òå, ùî

g(λ) ¹ íåçâiäíèì íàä ïîëåì P ìíîãî÷ëåíîì, òî íàéáiëüøèé ñïiëü-
íèé äiëüíèê ìíîãî÷ëåíiâ g(λ)s i h(λ) äîðiâíþ¹ g(λ)k äëÿ äåÿêîãî
k ∈ {0, 1, . . . , s− 1}. Ïiäêðåñëèìî, ùî k ̸= s, áî b ̸= 0̄. Iç òåîðåìè ïðî
íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê ñëiäó¹, ùî iñíóþòü ìíîãî÷ëåíè u(λ)
i v(λ) íàä ïîëåì P , òàêi ùî g(λ)su(λ) + h(λ)v(λ) = g(λ)k. Çâiäñè
v(λ)h(λ) = g(λ)k − u(λ)g(λ)s. Òîìó[

v(φ)
]
(b) =

[
v(φ)

]([
h(φ)

]
(a)
)
=
[
v(φ)h(φ)

]
(a) =

=
[
g(φ)k − u(φ)g(φ)s

]
(a) =

[
g(φ)k

]
(a)−

[
u(φ)

]([
g(φ)s

]
(a)
)
=

=
[
g(φ)k

]
(a)−

[
u(φ)

]
(0̄) =

[
g(φ)k

]
(a).

Âèêîðèñòîâóþ÷è îñòàííþ ðiâíiñòü, îäåðæèìî, ùî[
gs−1(φ)

]
(a) =

[
g(φ)s−1−kg(φ)k

]
(a) =

[
g(φ)s−1−k

]([
g(φ)k

]
(a)
)
=

=
[
g(φ)s−1−k

]([
v(φ)

]
(b)
)
=
[
g(φ)s−1−kv(φ)

]
(b).

Îñêiëüêè M � iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ïiä-
ïðîñòið i b ∈M , òî[

gs−1(φ)
]
(a) =

[
g(φ)s−1−kv(φ)

]
(b) ∈M.

Ëåìà äîâåäåíà.
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3.1.2 Ïðèìàðíi ïðîñòîðè

Îçíà÷åííÿ 10. Ëiíiéíèé ïðîñòið L íàä ïîëåì P ç ëiíiéíèì îïå-
ðàòîðîì φ íàçèâà¹òüñÿ ïðèìàðíèì ïðîñòîðîì, ÿêùî ìiíiìàëüíèé
ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà φ ¹ ñòåïåíåì äåÿêîãî íåçâiäíîãî íàä ïîëåì P
ìíîãî÷ëåíà.

Iç ëåìè 1 ñëiäó¹, ùî áóäü-ÿêi äâà íåòðèâiàëüíi iíâàðiàíòíi âiäíî-
ñíî φ ïiäïðîñòîðè ïðèìàðíîãî öèêëi÷íîãî ïðîñòîðó ìàþòü íåíóëüî-
âèé ïåðåòèí. Òîìó ñïðàâäæó¹òüñÿ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 10. Ïðèìàðíèé öèêëi÷íèé ïðîñòið ¹ íåðîçêëàäíèì ïðî-
ñòîðîì.

Ëåìà 2. Íåõàé ìiíiìàëüíèé ìíîãî÷ëåí f(λ) ëiíiéíîãî îïåðàòîðà
φ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ äîáóòêîì ìíîãî÷ëåíiâ g1(λ) i
g2(λ) íàä ïîëåì P , êîæåí ç ÿêèõ ¹ ìíîãî÷ëåíîì íàòóðàëüíîãî ñòå-
ïåíÿ iç ñòàðøèì êîåôiöi¹íòîì 1 i L1 =

[
g2(φ)

]
(L), L2 =

[
g1(φ)

]
(L).

Òîäi

1) Li ¹ íåíóëüîâèì iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî îïåðàòîðà φ ïiäïðî-
ñòîðîì ïðîñòîðó L äëÿ êîæíîãî i ∈ {1, 2};

2) ìiíiìàëüíèé ìíîãî÷ëåí îáìåæåííÿ φLi ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ
íà ïiäïðîñòið Li äîðiâíþ¹ gi(λ) äëÿ êîæíîãî i ∈ {1, 2};

3) ÿêùî ìíîãî÷ëåíè g1(λ) i g2(λ) ¹ âçà¹ìíî ïðîñòèìè, òî ëiíié-
íèé ïðîñòið L ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ ïiäïðîñòîðiâ L1 i L2.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè ëåìè. ×åðåç òå, ùî
îáèäâà ìíîãî÷ëåíè g1(λ) i g2(λ) ìàþòü íàòóðàëüíi ñòåïåíi i äîáó-
òîê ¨õ äîðiâíþ¹ f(λ), òî ñòåïåíi öèõ ìíîãî÷ëåíiâ ìåíøi çà ñòåïiíü
ìíîãî÷ëåíà f(λ). Çà îçíà÷åííÿì ìiíiìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà ëiíiéíî-
ãî îïåðàòîðà çâiäñè ñëiäó¹ iñíóâàííÿ âåêòîðiâ a i b iç L òàêèõ, ùî[
g1(φ)

]
(a) ̸= 0̄ i

[
g2(φ)

]
(b) ̸= 0̄. Òîìó L1 i L2 ¹ íåíóëüîâèìè ïiäïðî-

ñòîðàìè ïðîñòîðó L.
Äàëi, äëÿ áóäü-ÿêîãî âåêòîðà c ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L i áóäü-ÿêîãî

ìíîãî÷ëåíà h(λ) iç êiëüöÿ ìíîãî÷ëåíiâ P [λ] ñïðàâäæóþòüñÿ ðiâíîñòi

φ
(
[h(φ)](c)

)
=
[
φ · h(φ)

]
(c) =

[
h(φ) · φ

]
(c) = [h(φ)]

(
φ(c)

)
.

À òîìó φ(L1) = φ
(
[g2(φ)](L)

)
= [g2(φ)]

(
φ(L)

)
. Îñêiëüêè φ(L) ¹ ïiä-

ïðîñòîðîì L, òî φ(L1) ⊂ [g2(φ)](L) = L1. Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ,
ùî φ(L2) ⊂ [g1(φ)](L) = L2. Öå îçíà÷à¹, ùî L1 i L2 ¹ iíâàðiàíòíèìè
ïiäïðîñòîðàìè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L âiäíîñíî îïåðàòîðà φ.
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Äîâåäåìî òåïåð, ùî ìiíiìàëüíèé ìíîãî÷ëåí îáìåæåííÿ φL1
ëi-

íiéíîãî îïåðàòîðà φ íà ïiäïðîñòið L1 äîðiâíþ¹ g1(λ). Äëÿ öüîãî ñïî-
÷àòêó ïåðåêîíó¹ìîñÿ, ùî g1(λ) ¹ àíóëÿòîðîì ïiäïðîñòîðó L1. Ðîçãëÿ-
íåìî äîâiëüíèé âåêòîð u iç L1. Òîäi çíàéäåòüñÿ âåêòîð v iç L òàêèé,
ùî u =

[
g2(φ)

]
(v). Òîìó ñïðàâäæóþòüñÿ ðiâíîñòi[

g1(φL1
)
]
(u) =

[
g1(φ)

]
(u) =

[
g1(φ)

]([
g2(φ)

]
(v)
)
=

=
[
g1(φ) · g2(φ)

]
(v) =

[
f(φ)

]
(v) = 0̄,

îñòàííÿ ç ÿêèõ âèïëèâà¹ iç òîãî, ùî f(λ) ¹ ìiíiìàëüíèì ìíîãî÷ëåíîì
ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. ßêùî æ ìíîãî÷ëåí h(λ)
¹ àíóëÿòîðîì ïiäïðîñòîðó L1, òî

[
h(φL1

)
]
(L1) = {0̄}. Ç iíøîãî áîêó[

h(φL1
)
]
(L1) =

[
h(φ)

]
(L1) =

[
h(φ)

]([
g2(φ)

]
(L)
)
=
[
h(φ) · g2(φ)

]
(L).

Òîìó
[
h(φ) · g2(φ)

]
(L) = {0̄} i, ÿê íàñëiäîê, äîáóòîê h(λ)g2(λ) ¹ àíó-

ëÿòîðîì ïðîñòîðó L. Çà òåîðåìîþ 6 öåé äîáóòîê äiëèòüñÿ íà ìi-
íiìàëüíèé ìíîãî÷ëåí f(λ) îïåðàòîðà φ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. à öå
îçíà÷à¹, ùî ìíîãî÷ëåí h(λ) äiëèòüñÿ íà ìíîãî÷ëåí g1(λ). Îñòàííié
ôàêò çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òîãî, ùî g1(λ) ¹ ìiíiìàëüíèì ìíîãî÷ëåíîì
ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φL1 ïiäïðîñòîðó L1. Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ, ùî
g2(λ) ¹ ìiíiìàëüíèì ìíîãî÷ëåíîì ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φL2 ïiäïðî-
ñòîðó L2.

Äëÿ äîâåäåííÿ òðåòüîãî òâåðäæåííÿ ëåìè âèêîðèñòà¹ìî òåîðåìó
ïðî íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê ìíîãî÷ëåíiâ. Ïðèïóñòèìî, ùî ìíî-
ãî÷ëåíè g1(λ) i g2(λ) ¹ âçà¹ìíî ïðîñòèìè. Òîäi iñíóþòü ìíîãî÷ëåíè
h1(λ) i h2(λ) iç êiëüöÿ ìíîãî÷ëåíiâ P [λ] òàêi, ùî

g1(λ)h1(λ) + g2(λ)h2(λ) = 1.

Òîìó äëÿ òîòîæíîãî îïåðàòîðà idL ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L i äëÿ êî-
æíîãî âåêòîðà a iç L ñïðàâäæóþòüñÿ ðiâíîñòi:

idL = g1(φ)h1(φ) + g2(φ)h2(φ),

a = idL(a) =
[
g1(φ)h1(φ) + g2(φ)h2(φ)

]
(a) =

=
[
g1(φ)

]([
h1(φ)

]
(a)
)
+
[
g2(φ)

]([
h2(φ)

]
(a)
)
.

Âåêòîð b1 =
[
g2(φ)

]([
h2(φ)

]
(a)
)
íàëåæèòü ïiäïðîñòîðó L1, à âåêòîð

b2 =
[
g1(φ)

]([
h1(φ)

]
(a)
)
� ïiäïðîñòîðó L2. Òàêèì ÷èíîì, ëiíiéíèé

ïðîñòið L ¹ ñóìîþ ïiäïðîñòîðiâ L1 i L2.
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ßêùî âåêòîð c ìiñòèòüñÿ â ïåðåòèíi ïiäïðîñòîðiâ L1 i L2, òî çà äî-
âåäåíèì ðàíiøå òâåðäæåííÿì âií àíóëþ¹òüñÿ êîæíèì iç ìíîãî÷ëåíiâ
g1(λ) i g2(λ). Òîìó

c = idL(c) =
[
g1(φ)h1(φ) + g2(φ)h2(φ)

]
(c) =

=
[
h1(φ)

]([
g1(φ)

]
(c)
)
+
[
h2(φ)

]([
g2(φ)

]
(c)
)
=

=
[
h1(φ)

]
(0̄) +

[
h2(φ)

]
(0̄) = 0̄.

Çâiäñè çà îçíàêîþ ïðÿìî¨ ñóìè ñóìà L1 + L2 ¹ ïðÿìîþ. Ëåìà äîâå-
äåíà.

Òåîðåìà 11 (ïðî ïðèìàðíèé ðîçêëàä). Ñêií÷åííîâèìiðíèé ëi-
íiéíèé ïðîñòið L íàä ïîëåì P ç ëiíiéíèì îïåðàòîðîì φ ¹ àáî ïðè-
ìàðíèì ïðîñòîðîì, àáî ïðÿìîþ ñóìîþ ñêií÷åííîãî ÷èñëà ïðèìàð-
íèõ iíâàðiàíòíèõ âiäíîñíî îïåðàòîðà φ ïiäïðîñòîðiâ â L.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé L ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì ëiíiéíèì ïðîñòîðîì
íàä ïîëåì P ç ëiíiéíèì îïåðàòîðîì φ. Äàëi, íåõàé f(λ) � ìiíiìàëü-
íèé ìíîãî÷ëåí ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ i

f(λ) = g1(λ)
s1g2(λ)

s2 · · · gk(λ)sk

� ðîçêëàä ìíîãî÷ëåíà f(λ) ó äîáóòîê ñòåïåíiâ íåçâiäíèõ íàä ïîëåì
P ïîïàðíî ðiçíèõ ìíîãî÷ëåíiâ g1(λ), g2(λ), . . . , gk(λ), ñòàðøi êîåôi-
öi¹íòè ÿêèõ äîðiâíþþòü 1, äå k, s1, s2, . . . , sk � äåÿêi íàòóðàëüíi
÷èñëà. Äîâåäåííÿ òåîðåìè äàëi ïîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ ií-
äóêöi¨ çà ÷èñëîì k íåçâiäíèõ ìíîæíèêiâ. ßêùî k = 1, òî òâåðäæå-
ííÿ òåîðåìè ¹ î÷åâèäíèì. Ïðèïóñòèìî, ùî âîíî ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ
áóäü-ÿêèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë k, ìåíøèõ çà äåÿêå ôiêñîâàíå íàòó-
ðàëüíå ÷èñëî l, ùî áiëüøå çà 1. Ó âèïàäêó, êîëè k = l, ìiíiìàëüíèé
àíóëÿòîð f(λ) ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ðîçêëàäà¹òüñÿ ó äîáóòîê äâîõ
âçà¹ìíî ïðîñòèõ ìíîãî÷ëåíiâ g1(λ)s1 i g̃2(λ) = g2(λ)

s2 · · · gl(λ)sl . Çà
ëåìîþ 2 ëiíiéíèé ïðîñòið L ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ ïiäïðîñòîðiâ L1 i L̃2,
îáìåæåííÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ íà ÿêi ìàþòü âiäïîâiäíî ìiíiìàëü-
íi ìíîãî÷ëåíè g1(λ)s1 i g̃2(λ). Ïiäïðîñòið L1 ¹ ïðèìàðíèì ïðîñòîðîì.
Ó ñâîþ ÷åðãó, îñêiëüêè ìíîãî÷ëåí g̃2(λ) ðîçêëàäà¹òüñÿ ó äîáóòîê ñòå-
ïåíiâ ìåíøå ÿê l íåçâiäíèõ ìíîæíèêiâ, çà ïðèïóùåííÿì ìàòåìàòè-
÷íî¨ iíäóêöi¨ ïiäïðîñòið L̃2 ¹ àáî ïðèìàðíèì ïðîñòîðîì, àáî ïðÿìîþ
ñóìîþ ïðèìàðíèõ ïðîñòîðiâ. Òàêèì ÷èíîì, i ëiíiéíèé ïðîñòið L ¹
àáî ïðèìàðíèì ïðîñòîðîì, àáî ïðÿìîþ ñóìîþ ïðèìàðíèõ ïðîñòîðiâ.
Òåîðåìà äîâåäåíà.
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Îçíà÷åííÿ 11. Âåêòîð a ïðèìàðíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä
ïîëåì P ç ëiíiéíèì îïåðàòîðîì φ íàçèâà¹òüñÿ âåêòîðîì íàéáiëüøî¨
âèñîòè, ÿêùî ìiíiìàëüíèé àíóëÿòîð âåêòîðà a ñïiâïàäà¹ ç ìiíiìàëü-
íèì ìíîãî÷ëåíîì îïåðàòîðà φ.

Iñíóâàííÿ òàêîãî âåêòîðà ó ïðèìàðíîìó ëiíiéíîìó ïðîñòîði L âè-
ïëèâà¹ ç íàñòóïíèì ìiðêóâàíü. Ìiíiìàëüíèì ìíîãî÷ëåíîì ëiíiéíîãî
îïåðàòîðà φ ïðèìàðíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L ¹ íàòóðàëüíèé ñòå-
ïiíü äåÿêîãî íåçâiäíîãî íàä ïîëåì P ìíîãî÷ëåíà g(λ), òîáòî ìíîãî-
÷ëåí g(λ)s äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî s. Òîäi ìiíiìàëüíèé àíóëÿòîð
áóäü-ÿêîãî âåêòîðà a iç L ¹ äiëüíèêîì g(λ)s i ÿê íàñëiäîê òåæ ¹ äå-
ÿêèì k-èì ñòåïåíåì ìíîãî÷ëåíà g(λ) äëÿ äåÿêîãî k ∈ {0, 1, . . . , s}.
ßêáè íå iñíóâàëî âåêòîðà a iç L òàêîãî, ùî éîãî ìiíiìàëüíi àíóëÿ-
òîð äîðiâíþ¹ g(λ)s, òî

[
g(φ)s−1](b) = 0̄ äëÿ êîæíîãî âåêòîðà b iç

L. Îñòàíí¹ íåìîæëèâî ÷åðåç òå, ùî ìíîãî÷ëåí g(λ)s ¹ ìiíiìàëüíèì
ìíîãî÷ëåíîì ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.

Òåîðåìà 12 (ïðî ðîçêëàä ïðèìàðíîãî ïðîñòîðó). Áóäü-ÿêèé ñêií-
÷åííîâèìiðíèé ïðèìàðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä äåÿêèì ïîëåì ç
ëiíiéíèì îïåðàòîðîì ¹ àáî ïðèìàðíèì öèêëi÷íèì ïðîñòîðîì, àáî
ïðÿìîþ ñóìîþ ñêií÷åííîãî ÷èñëà ïðèìàðíèõ öèêëi÷íèõ ïiäïðîñòî-
ðiâ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé L ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì ïðèìàðíèì ëiíiéíèì
ïðîñòîðîì íàä äåÿêèì ïîëåì P ç ëiíiéíèì îïåðàòîðîì φ ðîçìiðíîñòi
n. Äîâåäåìî òåîðåìó ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà ðîçìiðíiñòþ
n. ßêùî n = 1, òî áóäü-ÿêèé íåíóëüîâèé âåêòîð a ëiíiéíîãî ïðîñòîðó
¹ áàçèñîì L i φ(a) = αa äëÿ äåÿêîãî åëåìåíòà α ïîëÿ P . Òîìó L
¹ ïðèìàðíèì öèêëi÷íèì ïðîñòîðîì C(a), ïîðîäæåíèì âåêòîðîì a ç
ìiíiìàëüíèì àíóëÿòîðîì λ− α.

Íåõàé òåîðåìà ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ áóäü-ÿêèõ ïðèìàðíèõ ëiíiéíèõ
ïðîñòîðiâ, ðîçìiðíiñòü ÿêèõ ìåíøà çà ïåâíå ôiêñîâàíå íàòóðàëüíå
÷èñëî k. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè n = k. Íåõàé ìiíiìàëüíèì ìíîãî-
÷ëåíîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L ç ëiíiéíèì îïåðàòîðîì φ ¹ s-âèé ñòåïiíü
äåÿêîãî íåçâiäíîãî íàä ïîëåì P ìíîãî÷ëåíà g(λ), òîáòî ìíîãî÷ëåí
g(λ)s äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà s. Iç ìiðêóâàíü, ùî ïåðåäó-
þòü ôîðìóëþâàííþ òåîðåìè, ñëiäó¹ iñíóâàííÿ âåêòîðà a1 iç L, ÿêèé
¹ âåêòîðîì íàéáiëüøî¨ âèñîòè. ßêùî ëiíiéíèé ïðîñòið L äîðiâíþ¹
öèêëi÷íîìó ïðîñòîðó C(a1), òî òåîðåìà äîâåäåíà. Ó ïðîòèëåæíîìó
âèïàäêó C(a1) ¹ íåòðèâiàëüíèì iíâàðiàíòíèì ïiäïðîñòîðîì ïðîñòî-
ðó L. Ðîçãëÿíåìî ôàêòîð-ïðîñòið L/C(a1) ç ëiíiéíèì îïåðàòîðîì φ̂,
âèçíà÷åíèì â òåîðåìi 1 çà ïðàâèëîì φ̂(x + C(a1)) = φ(x) + C(a1)
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äëÿ êîæíîãî ñóìiæíîãî êëàñó x+C(a1) iç ôàêòîð-ïðîñòîðó L/C(a1).
Îñêiëüêè ïiäïðîñòið C(a1) ¹ íåòðèâiàëüíèì ïiäïðîñòîðîì L, òî çà
òåîðåìîþ ïðî ðîçìiðíiñòü òðüîõ ïðîñòîðiâ ôàêòîð-ïðîñòið L/C(a1)
ìà¹ ðîçìiðíiñòü ìåíøó çà k. Äàëi, öåé ôàêòîð-ïðîñòið ¹ ïðèìàðíèì
ïðîñòîðîì ÷åðåç òå, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ñóìiæíîãî êëàñó x+ C(a1) iç
ôàêòîð-ïðîñòîðó L/C(a1), äå x iç L, ñïðàâäæóþòüñÿ ðiâíîñòi[

g(φ̂)s
]
(x+ C(a1)) =

[
g(φ)s

]
(x) + C(a1) = 0̄ + C(a1) = C(a1).

Öå îçíà÷à¹, ùî ìíîãî÷ëåí g(λ)s ¹ àíóëÿòîðîì ôàêòîð-ïðîñòîðó
L/C(a1). À îñêiëüêè ìiíiìàëüíèé ìíîãî÷ëåí ëiíiéíîãî îïåðàòîðà ¹
äiëüíèêîì áóäü-ÿêîãî àíóëÿòîðà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó i g(λ) ¹ íåçâi-
äíèì ìíîãî÷ëåíîì, òî ìiíiìàëüíèé ìíîãî÷ëåí ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ̂
äîðiâíþ¹ g(λ)t äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà t, íå áiëüøîãî çà s. Çà
ïðèïóùåííÿì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ ôàêòîð-ïðîñòið L/C(a1) ¹ àáî
ïðèìàðíèì öèêëi÷íèì ïðîñòîðîì C

(
a′2 + C(a1)

)
, àáî ïðÿìîþ ñóìîþ

ñêií÷åííîãî ÷èñëà ïðèìàðíèõ öèêëi÷íèõ ïiäïðîñòîðiâ C
(
a′2 + C(a1)

)
,

C
(
a′3 + C(a1)

)
, . . . , C

(
a′q + C(a1)

)
äëÿ äåÿêèõ âåêòîðiâ a′2, a

′
3, . . . , a

′
q iç

L òà äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà q.
Äîâåäåìî, ùî äëÿ êîæíîãî êîæíîãî i ∈ {2, 3, . . . , q} ó ñóìiæíî-

ìó êëàñi a′i + C(a1) çíàéäåòüñÿ ïðåäñòàâíèê ai, ìiíiìàëüíèé àíóëÿ-
òîð ÿêîãî ñïiâïàäàòèìå ç ìiíiìàëüíèì àíóëÿòîðîì ñàìîãî ñóìiæíî-
ãî êëàñó ÿê âåêòîðà ôàêòîð-ïðîñòîðó L/C(a1). Íåõàé g(λ)ti ¹ ìiíi-
ìàëüíèì àíóëÿòîðîì ñóìiæíîãî êëàñó a′i + C(a1) ôàêòîð-ïðîñòîðó
L/C(a1), ÿêèé ¹ ïðèìàðíèì ïðîñòîðîì ç ìiíiìàëüíèì àíóëÿòîðîì
g(λ)t. Òîäi çà òåîðåìîþ 4 ìíîãî÷ëåí g(λ)ti äiëèòü ìíîãî÷ëåí g(λ)t

i, ÿê íàñëiäîê, ti ≤ t. Äàëi, îñêiëüêè
[
g(φ̂)ti

]
(a′i + C(a1)) = C(a1),

òî
[
g(φ)ti

]
(a′i) ∈ C(a1). Çâiäñè

[
g(φ)ti

]
(a′i) =

[
h(φ)

]
(a1) äëÿ äåÿêî-

ãî ìíîãî÷ëåíà h(λ) iç êiëüöÿ ìíîãî÷ëåíiâ P [λ]. Áåðó÷è äî óâàãè òîé
ôàêò, ùî ìíîãî÷ëåí g(λ)s ¹ àíóëÿòîðîì êîæíîãî âåêòîðà iç L, ìîæíà
ñòâåðäæóâàòè, ùî ç îäíîãî áîêó

[
g(φ)s

]
(a′i) = 0̄, à ç iíøîãî[

g(φ)s
]
(a′i) =

[
g(φ)s−tig(φ)ti

]
(a′i) =

[
g(φ)s−ti

]([
g(φ)ti

]
(a′i)

)
=

=
[
g(φ)s−ti

]([
h(φ)

]
(a1)

)
=
[
g(φ)s−tih(φ)

]
(a1).

Òîìó
[
g(φ)s−tih(φ)

]
(a1) = 0̄, à ÷åðåç öå ìíîãî÷ëåí g(λ)s−tih(λ) ¹

àíóëÿòîðîì âåêòîðà a1. Îòæå âií äiëèòüñÿ íà ìiíiìàëüíèé àíóëÿòîð
öüîãî âåêòîðà, òîáòî íà g(λ)s. Òàêå ìîæëèâî ëèøå ó ðàçi, êîëè ìíî-
ãî÷ëåí h(λ) ¹ êðàòíèì ìíîãî÷ëåíó g(λ)ti , òîáòî h(λ) = g(λ)tih1(λ)
äëÿ äåÿêîãî ìíîãî÷ëåíà h1(λ) iç P [λ]. Òàêèì ÷èíîì,[

g(φ)ti
]
(a′i) =

[
h(φ)

]
(a1) =

[
g(φ)ti

]([
h1(φ)

]
(a1)

)
. (7)
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Ðîçãëÿíåìî âåêòîð ai = a′i−
[
h1(φ)

]
(a1) iç L. Î÷åâèäíî âií íàëåæèòü

ñóìiæíîìó êëàñó a′i+C(a1) i òîìó a′i+C(a1) = ai+C(a1). Âðàõîâóþ÷è
ðiâíiñòü (7), äëÿ âåêòîðà ai ñïðàâäæó¹òüñÿ íàñòóïíà ðiâíiñòü[

g(φ)ti
]
(ai) =

[
g(φ)ti

]
(a′i −

[
h1(φ)

]
(a1)) =

=
[
g(φ)ti

]
(a′i)−

[
g(φ)ti

]([
h1(φ)

]
(a1)

)
= 0̄.

Öå îçíà÷à¹, ùî ìíîãî÷ëåí g(λ)ti ¹ àíóëÿòîðîì âåêòîðà ai. Ç iíøîãî
áîêó, î÷åâèäíî, áóäü-ÿêèé àíóëÿòîð öüîãî âåêòîðà ¹ àíóëÿòîðîì ñó-
ìiæíîãî êëàñó ai + C(a1), ùî òåæ ñàìå ñóìiæíîãî êëàñó a′i + C(a1).
Òîìó ìiíiìàëüíèé àíóëÿòîð âåêòîðà ai äîðiâíþ¹ ìiíiìàëüíîìó àíó-
ëÿòîðà ñóìiæíîãî êëàñó a′i + C(a1).

Òåïåð ïîêàæåìî âiä ïðîòèëåæíîãî, ùî iç âèáîðó ïðåäñòàâíèêà ai
ñóìiæíîãî êëàñó a′i + C(a1) äëÿ êîæíîãî i ∈ {2, 3, . . . , q} ñëiäó¹, ùî
ïåðåòèíîì öèêëi÷íèõ ïðîñòîðiâ C(ai) i C(a1) ¹ íóëüîâèé ïiäïðîñòið
L. Íåõàé äëÿ äåÿêîãî i ∈ {2, 3, . . . , q} âåêòîð b ¹ íåíóëüîâèì âå-
êòîðîì iç ïåðåòèíó C(ai)∩C(a1). Òîäi çà òåîðåìîþ ïðî áóäîâó öèêëi-
÷íîãî ïðîñòîðó iñíó¹ íåíóëüîâèé ìíîãî÷ëåí u(λ) iç P [λ], ñòåïiíü ÿêî-
ãî ìåíøèé çà ñòåïiíü ìiíiìàëüíîãî àíóëÿòîðà g(λ)ti âåêòîðà ai, ùî
b =

[
u(φ)

]
(ai). Îñêiëüêè b ∈ C(a1), òî ç îäíîãî áîêó b+C(a1) = C(a1),

à ç iíøîãî

b+ C(a1) =
[
u(φ)

]
(ai) + C(a1) =

[
u(φ̂)

](
ai + C(a1)

)
.

Îòæå, ìíîãî÷ëåí u(λ) ¹ àíóëÿòîðîì ñóìiæíîãî êëàñó ai + C(a1), ùî
íåìîæëèâî ÷åðåç âèáið ïðåäñòàâíèêà ai öüîãî êëàñó. Ó ñâîþ ÷åð-
ãó íóëüîâèé ïåðåòèí C(ai)∩C(a1) îçíà÷à¹, ùî áóäü-ÿêèé âåêòîð iç
ñóìiæíîãî êëàñó, ÿêèé íàëåæèòü öèêëi÷íîìó ïðîñòîðó C

(
ai + C(a1)

)
îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ ó âèãëÿäi ñóìè âåêòîðà iç C(ai) òà C(a1).

Íàñàìêiíåöü äîâåäåìî, ùî L ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ

C(a1)⊕ C(a2)⊕ · · · ⊕ C(aq)

ïðèìàðíèõ öèêëi÷íèõ ïðîñòîðiâ C(a1), C(a2), . . . , C(aq). Îñêiëüêè

L/C(a1) = C
(
a2 + C(a1)

)
⊕ C

(
a3 + C(a1)

)
⊕ · · · ⊕ C

(
aq + C(a1)

)
,

òî äëÿ áóäü-ÿêîãî âåêòîðà a iç L ñóìiæíèé êëàñ a+C(a1) îäíîçíà÷íî
ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ ó âèãëÿäi ñóìè ñóìiæíèõ êëàñiâ

a+ C(a1) =
(
b2 + C(a1)

)
+
(
b3 + C(a1)

)
+ · · ·+

(
bq + C(a1)

)
,
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äå bi äåÿêèé, ÿê ðàíiøå çàçíà÷àëîñÿ, îäíîçíà÷íî âèçíà÷åíèé âåêòîð
iç C(ai) äëÿ êîæíîãî i ∈ {2, 3, . . . , q}. Çâiäñè ñëiäó¹, ùî âåêòîð
b1 = a− (b2 + b3 + · · ·+ bq) íàëåæèòü öèêëi÷íîìó ïðîñòîðó C(a1). ßê
íàñëiäîê

a = b1 + b2 + b3 + · · ·+ bq ∈ C(a1) + C(a2) + · · ·+ C(aq),

òîáòî L ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ ïðèìàðíèõ öèêëi÷íèõ ïðîñòîðiâ C(a1), C(a2),
. . . , C(aq). Òåîðåìà äîâåäåíà.

Iç äâîõ ïîïåðåäíiõ òåîðåì ïðî ïðèìàðíèé ðîçêëàä òà ïðî ðîçêëàä
ïðèìàðíîãî ïðîñòîðó, ÿê íàñëiäîê, âèïëèâà¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 13 (îñíîâíà òåîðåìà ïðî ëiíiéíi ïðîñòîðè ç îïåðàòî-
ðîì). Áóäü-ÿêèé ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä äåÿêèì ïî-
ëåì ç ëiíiéíèì îïåðàòîðîì ¹ àáî ïðèìàðíèì öèêëi÷íèì ïðîñòîðîì,
àáî ïðÿìîþ ñóìîþ ñêií÷åííîãî ÷èñëà ïðèìàðíèõ öèêëi÷íèõ ïiäïðî-
ñòîðiâ.

Âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

1. Âèÿñíèòè, ÷è iñíó¹ áàçèñ äiéñíîãî ÷îòèðèâèìiðíîãî âåêòîðíîãî
ïðîñòîðó R4, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ ëiíiéíîãî îïåðà-
òîðà φ öüîãî ïðîñòîðó, ÿêùî

φ
(
(x1, x2, x3, x4)

)
= (4x4, 3x3, 2x2, x1)

äëÿ êîæíîãî âåêòîðà (x1, x2, x3, x4) iç R4. ßêùî òàêèé áàçèñ iñíó¹,
òî âêàæiòü éîãî.

2. Âèÿñíèòè, ÷è iñíó¹ áàçèñ äiéñíîãî ÷îòèðèâèìiðíîãî âåêòîðíîãî
ïðîñòîðó R4, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ ëiíiéíîãî îïåðà-
òîðà φ öüîãî ïðîñòîðó, ÿêùî

φ
(
(x1, x2, x3, x4)

)
= (x1 + x2 + 2x3 + 3x4, x2 + x3 + 2x4, 2x3, 2x4)

äëÿ êîæíîãî âåêòîðà (x1, x2, x3, x4) iç R4. ßêùî æ òàêèé áàçèñ iñíó¹,
òî âêàæiòü éîãî.

3. Íåõàé φ ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì ÷îòèðèâèìiðíîãî âåêòîðíîãî
ïðîñòîðó R4, ÿêèé çàäà¹òüñÿ ìàòðèöåþ

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

−6 1 7 −1
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ó êàíîíi÷íîìó áàçèñi R4. Âèÿñíèòè, ÷è iñíó¹ áàçèñ âåêòîðíîãî ïðî-
ñòîðó R4, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà
φ. ßêùî æ òàêèé áàçèñ iñíó¹, òî âêàæiòü éîãî.

4. Íåõàé φ ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì
P . Äîâåñòè, ùî ñóìà i ïåðåòèí iíâàðiàíòíèõ âiäíîñíî φ ïiäïðîñòîðiâ
â L ¹ òàêîæ iíâàðiàíòíèì ïiäïðîñòîðîì âiäíîñíî φ.

5. Äîâåñòè, ùî ÿäðî i îáðàç ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ëiíiéíîãî ïðî-
ñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ iíâàðiàíòíèìè ïiäïðîñòîðàìè âiäíîñíî φ.

6. Äîâåñòè, ùî ëiíiéíà îáîëîíêà áóäü-ÿêî¨ ñèñòåìè âåêòîðiâ, ùî
ñêëàäà¹òüñÿ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ëiíiéíîãî ïðî-
ñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ iíâàðiàíòíèìè ïiäïðîñòîðàìè âiäíîñíî φ.

7. Äîâåñòè, ùî ÿêùî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L
¹ îáîðîòíèì, òî ïiäïðîñòið M ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L ¹ iíâàðiàíòíèì
âiäíîñíî φ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âií ¹ iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî îáåð-
íåíîãî ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ−1.

8. Äîâåñòè, ùî ÿêùî ïiäïðîñòið M ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïî-
ëåì P ç ëiíiéíèì îïåðàòîðîì φ ¹ iíâàðiàíòíèì, òî äëÿ áóäü-ÿêîãî
ìíîãî÷ëåíà f(λ) íàä ïîëåì P ïiäïðîñòið M ¹ iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî
ëiíiéíîãî îïåðàòîðà f(φ).

9. Íåõàé äëÿ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ φ i ψ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L
ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü φψ = ψφ. Äîâåñòè, ùî ÿäðî i îáðàç ëiíié-
íîãî îïåðàòîðà ψ ¹ iíâàðiàíòíèìè ïiäïðîñòîðàìè âiäíîñíî ëiíiéíîãî
îïåðàòîðà φ.

10. Íåõàé äëÿ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ φ i ψ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä
ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü φψ = ψφ. Äîâåñòè,
ùî ëiíiéíi îïåðàòîðè φ i ψ ìàþòü ñïiëüíèé âëàñíèé âåêòîð.

11. Çíàéòè âñi iíâàðiàíòíi ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó R[x]n
âñiõ ìíîãî÷ëåíiâ âiä çìiííî¨ x íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë R, ñòåïiíü
ÿêèõ íå ïåðåâèùó¹ äåÿêå íåâiä'¹ìíå öiëå ÷èñëî n, âiäíîñíî ëiíiéíîãî
îïåðàòîðà äèôåðåíöiþâàííÿ.

12. Çíàéòè âñi iíâàðiàíòíi âiäíîñíî ëiíiéíîãî îïåðàòîðà A òðè-
âèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, òàêîãî øî A(x) = [x, a], äå a �
ôiêñîâàíèé âåêòîð iç L, [x, a] � âåêòîðíèé äîáóòîê âåêòîðiâ x i a iç L.
Äëÿ êîæíîãî iíâàðiàíòíîãî ïiäïðîñòîðóM âiäíîñíî ëiíiéíîãî îïåðà-
òîðà A âèçíà÷èòè iíäóêîâàíèé ëiíiéíèé îïåðàòîð Âôàêòîð-ïðîñòîðó
L/M , ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ çà ïðàâèëîì iç òåîðåìè 1.
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13. Çíàéòè iíâàðiàíòíèé ïiäïðîñòið ðîçìiðíîñòi 2 äiéñíîãî òðèâè-
ìiðíîãî âåêòîðíîãî R3 ç ëiíiéíèì îïåðàòîðîì φ, ÿêèé ó êàíîíi÷íîìó
áàçèñi öüîãî ïðîñòîðó çàäàíî ìàòðèöåþ 4 −6 4

1 0 0
0 1 0

 .

14. Çíàéòè âñi iíâàðiàíòíi ïiäïðîñòîðè äiéñíîãî òðèâèìiðíîãî âå-
êòîðíîãî R3 ç ëiíiéíèì îïåðàòîðîì φ, ÿêèé ó êàíîíi÷íîìó áàçèñi
öüîãî ïðîñòîðó çàäàíî ìàòðèöåþ 4 −2 2

2 0 2
−1 1 1

 .

15. Çíàéòè ìiíiìàëüíèé ìíîãî÷ëåí g(λ) ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ
òðèâèìiðíîãî âåêòîðíîãî R3, ÿêèé ó êàíîíi÷íîìó áàçèñi öüîãî ïðî-
ñòîðó çàäàíî ìàòðèöåþ  1 0 0

1 2 1
−1 0 1

 .

Ðîçêëàñòè âåêòîðíèé ïðîñið R3 ó ïÿìó ñóìó iíâàðiàíòíèõ ïiäïðî-
ñòîðiâ âiäïîâiäíî äî ðîçêëàäó ìíîãî÷ëåíà g(λ) íà âçà¹ìíî ïðîñòi
ìíîæíèêè âèãëÿäó (λ− α)k.

16. Íåõàé ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið L íàä äåÿêèì ïî-
ëåì ç ëiíiéíèì îïåðàòîðîì φ äâîìà ñïîñîáàìè ðîçêëàäåíî ó ïðÿìi
ñóìè ïðèìàðíèõ öèêëi÷íèõ ïiäïðîñòîðiâ:

L =M1 ⊕M2 ⊕ · · · ⊕Mq, L = N1 ⊕N2 ⊕ · · · ⊕Nr.

Äîâåñòè, ùî òîäi r = q i ìiæ ìíîæèíîþ {M1, M2, . . . , Mq} ïðÿìèõ
äîäàíêiâ îäíîãî ðîçêëàäó i ìíîæèíîþ {N1, N2, . . . , Nq} ïðÿìèõ
äîäàíêiâ äðóãîãî ðîçêëàäó iñíó¹ ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ (âçà¹ìíî
îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü), ïðè ÿêîìó õàðàêòåðèñòè÷íi ìíîãî÷ëåíè
îáìåæåííÿ îïåðàòîðà φ íà âiäïîâiäíèõ äîäàíêàõ ñïiâïàäàþòü.



111

3.2 Íîðìàëüíi ôîðìè Ôðîáåíióñà i

Æîðäàíà

Íåõàé P � äåÿêå ïîëå, n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî, A i B � äåÿêi
êâàäðàòíi ìàòðèöi ïîðÿäêó n íàä ïîëåì P . Íàãàäà¹ìî (äèâ. ñòîð. 79),
ùî ìàòðèöÿ B íàçèâà¹òüñÿ ïîäiáíîþ ìàòðèöi A, ÿêùî iñíó¹ îáîðîòíà
ìàòðèöÿ S ïîðÿäêó n íàä ïîëåì P òàêà, ùî B = S−1AS. À òàêîæ òå,
ùî ìàòðèöi ëiíiéíîãî îïåðàòîðà ñêií÷åííîâèìiðíîãî ëiíiéíîãî ïðî-
ñòîðó â ðiçíèõ áàçèñàõ öüîãî ïðîñòîðó ïîäiáíi îäíà îäíié. Âiäíîøå-
ííÿ ïîäiáíîñòi ìàòðèöü çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíèì âëàñòèâîñòÿì:

1) A ≃ A äëÿ áóäü-ÿêî¨ êâàäðàòíî¨ ìàòðèöi A;

2) ÿêùî A ≃ B, òî B ≃ A;

3) ÿêùî A ≃ B i B ≃ C, òî A ≃ C,

Òîìó öå âiäíîøåííÿ ¹ âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi (äèâ. âïðàâó 1
äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè ó êiíöi öüîãî ïóíêòó). Òàêèì ÷èíîì ìíî-
æèíà âñiõ êâàäðàòíèõ ìàòðèöü íàä ïîëåì P ðîçáèâà¹òüñÿ íà êëàñè
ïîäiáíèõ ìàòðèöü. Â îäíîìó êëàñi çíàõîäÿòüñÿ âñi ìàòðèöi, ÿêi ïî-
äiáíi ìiæ ñîáîþ. Ðiçíi êëàñè íå ïåðåòèíàþòüñÿ, òîáòî ¨õ ïåðåòèí ¹
ïîðîæíüîþ ìíîæèíîþ. ßêùî iç êîæíîãî êëàñó ïîäiáíèõ ìàòðèöü
âèáðàòè ïî îäíié ìàòðèöi, òî äîìîâëÿ¹ìîñÿ ãîâîðèòè, ùî íàìè çà-
äàíà ìíîæèíà, òàê çâàíèõ íîðìàëüíèõ ôîðì. Êîæíà ìàòðèöÿ íàä
ïîëåì P ïîäiáíà äåÿêié iç óòâîðåíèõ íîðìàëüíèõ ôîðì. Îäíi¹þ iç
íîðìàëüíèõ ôîðì ìàòðèöü ¹ íîðìàëüíà ôîðìà Ôðîáåíióñà (ÍÔÔ).
Ïåðåéäåìî äî ¨¨ âèçíà÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ 1. Íåõàé

f(λ) = λs + αs−1λ
s−1 + · · ·+ α1λ+ α0

� ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì P íàòóðàëüíîãî ñòåïåíÿ s iç ñòàðøèì êî-
åôiöi¹íòîì 1 òà iíøèìè êîåôiöi¹íòàìè α0, α1, . . . , αs−1 iç ïîëÿ P .
Ìàòðèöÿ ïîðÿäêó s íàä ïîëåì P

0 0 . . . 0 −α0

1 0 . . . 0 −α1

0 1 . . . 0 −α2

...
...

. . .
...

...
0 0 . . . 1 −αs−1


íàçèâà¹òüñÿ ñóïðîâiäíîþ ìàòðèöåþ ìíîãî÷ëåíà f(λ).
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Ñóïðîâiäíó ìàòðèöÿ ìíîãî÷ëåíà f(λ) áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç

f̃(λ).

Îçíà÷åííÿ 2. Íåõàé p(λ) � íåçâiäíèé íàä ïîëåì P ìíîãî÷ëåí
âiä λ iç ñòàðøèì êîåôiöi¹íòîì 1 i t � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî. Ñó-
ïðîâiäíà ìàòðèöÿ p̃(λ)t ìíîãî÷ëåíà p(λ)t íàçèâà¹òüñÿ êëiòêîþ Ôðî-
áåíióñà.

Îçíà÷åííÿ 3. Íîðìàëüíîþ ôîðìîþ Ôðîáåíióñà íàçèâà¹òüñÿ ìà-
òðèöÿ áëî÷íî-äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

p̃1(λ)t1 0 . . . 0

0 p̃2(λ)t2 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . p̃k(λ)tk

 ,

äå p1(λ), p2(λ), . . . , pk(λ) � íåçâiäíi íàä ïîëåì P ìíîãî÷ëåíè iç ñòàð-
øèìè êîåôiöi¹íòàìè 1, à t1, t2, . . . , tk � äåÿêi íàòóðàëüíi ÷èñëà.

Òåîðåìà 1. Áóäü-ÿêà êâàäðàòíà ìàòðèöÿ íàä ïîëåì P ïîäiáíà
äåÿêié íîðìàëüíié ôîðìi Ôðîáåíióñà.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A � êâàäðàòíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n íàä ïîëåì
P . Ðîçãëÿíåìî äåÿêèé ëiíiéíèé ïðîñòið L ðîçìiðíîñòi n íàä ïîëåì P ,
íàïðèêëàä n-âèìiðíèé âåêòîðíèé ïðîñòið Pn. Íåõàé a1, a2, . . . , an �
áàçèñ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ëiíié-
íîãî ïðîñòîðó L òàêèé, ùî ìàòðèöÿ öüîãî îïåðàòîðà ó áàçèñi a1,
a2, . . . , an ñïiâïàäàëà á ç ìàòðèöåþ A. Çà îñíîâíîþ òåîðåìîþ ïðî
ëiíiéíi ïðîñòîðè ç îïåðàòîðîì ìè ìîæåìî ðîçêëàñòè ëiíiéíèé ïðî-
ñòið L ç ëiíiéíèì îïåðàòîðîì φ ó ïðÿìó ñóìó ïðèìàðíèõ öèêëi÷íèõ
ïiäïðîñòîðiâ

L = C(b1)⊕ C(b2)⊕ · · · ⊕ C(bs),

ïîðîäæåíèõ âiäïîâiäíî äåÿêèìè âåêòîðàìè b1, b2, . . . , bs iç L äëÿ
äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî s.

Âèáåðåìî íîâèé áàçèñ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L, òàê áè ìîâèòè, ïðî-
âiâøè öåé áàçèñ ÷åðåç áàçèñè öèêëi÷íèõ ïiäïðîñòîðiâ C(b1), C(b2),
C(b3), . . . , C(bs):

b1, φ(b1), . . . , φ
k1−1(b1), b2, φ(b2), . . . , φ

k2−1(b2), . . .

. . . , bs, φ(bs), . . . , φ
ks−1(bs).
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Çà òåîðåìîþ ïðî áóäîâó öèêëi÷íîãî ïðîñòîðó ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïå-
ðàòîðà φC(bi), ÿêèé ¹ îáìåæåííÿì ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ íà öèêëi-
÷íèé ïðîñòið C(bi), ¹ êëiòêîþ Ôðîáåíióñà äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî
÷èñëà i, ùî íå ïåðåâèùó¹ s. Òîìó ìàòðèöÿ îïåðàòîðà φ ó íîâîìó
áàçèñi ¹ íîðìàëüíîþ ôîðìîþ Ôðîáåíióñà, ÿêà ïîäiáíà ìàòðèöi A.
Òåîðåìà äîâåäåíà.

Òåîðåìà 2. Íîðìàëüíà ôîðìà Ôðîáåíióñà ïîäiáíà äåÿêié iíøié
íîðìàëüíié ôîðìi Ôðîáåíióñà òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíè ñêëàäà-
þòüñÿ ç îäíàêîâèõ êëiòîê Ôðîáåíióñà, ðîçòàøîâàíèõ ìîæëèâî ïî
ðiçíîìó âçäîâæ äiàãîíàëåé.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A i B � äâi íîðìàëüíi ôîðìè Ôðîáåíióñà
ïîðÿäêó n, äðóãà ç ÿêèõ ïîäiáíà ïåðøié i S � îáîðîòíà ìàòðèöÿ
òàêà, ùî B = S−1AS. Àíàëîãi÷íî äîâåäåííþ òåîðåìè 1 ðîçãëÿíåìî
ëiíiéíèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n íàä ïîëåì P ç ëiíiéíèì îïåðàòîðîì
φ, ÿêèé çàäà¹òüñÿ ìàòðèöåþ A ó äåÿêîìó áàçèñi a1, a2, . . . , an öüî-
ãî ïðîñòîðó. Ó ëiíiéíîìó ïðîñòîði L ðîçãëÿíåìî ùå îäèí áàçèñ b1,
b2, . . . , bn, ìàòðèöåþ ïåðåõîäó äî ÿêîãî âiä áàçèñó a1, a2, . . . , an ¹
ìàòðèöÿ S. Òîäi ìàòðèöÿ B ¹ ìàòðèöåþ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ó íî-
âîìó áàçèñi. Îñêiëüêè îáèäâi ìàòðèöi A i B ¹ íîðìàëüíèìè ôîðìàìè
Ôðîáåíióñà, òî iç äîâåäåííÿ ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè ñëiäó¹, ùî îáèäâà
áàçèñè a1, a2, . . . , an òà b1, b2, . . . , bn âèçíà÷àþòü äâà ðîçêëàäè ëiíié-
íîãî ïðîñòîðó L ç îïåðàòîðîì φ ó ïðÿìi ñóìè ïðèìàðíèõ öèêëi÷íèõ
ïiäïðîñòîðiâ. Ìàòðèöi îáìåæåíü ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ íà öèõ ïiä-
ïðîñòîðàõ ¹ êëiòêàìè Ôðîáåíióñà, ç ÿêèõ ñêëàäàþòüñÿ ìàòðèöi A i
B. Ó ñâîþ ÷åðãó íàãàäà¹ìî (äèâ. òåîðåìó ïðî áóäîâó öèêëi÷íîãî ïðî-
ñòîðó), ùî êëiòêà Ôðîáåíióñà âèçíà÷à¹òüñÿ ñâî¨ì õàðàêòåðèñòè÷íèì
ìíîãî÷ëåíîì îäíîçíà÷íî. Çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ ñëiäó¹ iç òåîðåìè
ïðî îäíîçíà÷íiñòü ðîçêëàäó ïðîñòîðó ç îïåðàòîðàìè â ïðÿìó ñóìó
ïðèìàðíèõ öèêëi÷íèõ ïiäïðîñòîðiâ (äèâ. îñòàííþ âïðàâó äëÿ ñàìî-
ñòiéíî¨ ðîáîòè ïîïåðåäíüîãî ïóíêòó).

Ç óñüîãî âèùå ñêàçàíîãî âèïëèâà¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 3. Äâi êâàäðàòíi ìàòðèöi íàä ïîëåì P ïîäiáíi îäíà
îäíié òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè íîðìàëüíi ôîðìè Ôðîáåíióñà öèõ
ìàòðèöü ñïiâïàäàþòü ç òî÷íiñòþ äî ïîðÿäêó ñëiäóâàííÿ êëiòîê
Ôðîáåíióñà âçäîâæ äiàãîíàëåé öèõ íîðìàëüíèõ ôîðì.
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Îçíà÷åííÿ 4. Íåõàé α � äåÿêèé åëåìåíò ïîëÿ P , s � äåÿêå
íàòóðàëüíå ÷èñëî. Ìàòðèöÿ ïîðÿäêó s íàä ïîëåì P âèãëÿäó

α 1 . . . 0 0
0 α . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . α 1
0 0 . . . 0 α


íàçèâà¹òüñÿ êëiòêîþ Æîðäíà.

Êëiòêó Æîðäàíà ïîðÿäêó s ç åëåìåíòîì α íà äiàãîíàëi áóäåìî
ïîçíà÷àòè ÷åðåç Js(α).

Îçíà÷åííÿ 5. Íåõàé k, s1, s2, . . . , sk � äåÿêi íàòóðàëüíi ÷èñëà;
α1, α2, . . . αk � äåÿêi åëåìåíòè ïîëÿ P (íå îáîâ'ÿçêîâî âñi ïîïàð-
íî ðiçíi, ïðè÷îìó ÿê s1, s2, . . . , sk, òàê i α1, α2, . . . αk). Ìàòðèöÿ
áëî÷íî-äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Js1(α1) 0 . . . 0
0 Js2(α2) . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . Jsk(αk)


íàçèâà¹òüñÿ íîðìàëüíîþ ôîðìîþ Æîðäàíà.

Òåîðåìà 4. Íåõàé α � äåÿêèé åëåìåíò ïîëÿ P , à s � äåÿêå íà-
òóðàëüíå ÷èñëî. Ñóïðîâiäíà ìàòðèöÿ ìíîãî÷ëåíà (λ−α)s âiä çìií-
íî¨ λ íàä ïîëåì P ïîäiáíà êëiòöi Æîðäàíà Js(α).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè i L � äåÿêèé
ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi s íàä ïîëåì P . Ðîç-
ãëÿíåìî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L, ÿêèé ó äåÿêîìó
éîãî áàçèñi a1, a2, . . . , as ìà¹ ìàòðèöþ

f̃(λ) =


0 0 . . . 0 −α0

1 0 . . . 0 −α1

0 1 . . . 0 −α2

...
...

. . . 0
...

0 0 . . . 1 −αs−1

 ,

äå f(λ) = (λ− α)s = λs + αs−1λ
s−1 + · · ·+ α1λ+ α0. Òîäi φ(a1) = a2,

φ(a2) = a3, . . . , φ(as−1) = as, φ(as) = −α0a1 − α1a2 − · · · − αs−1as.
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Öå îçíà÷à¹, ùî L ¹ ïðèìàðíèì öèêëi÷íèì ïðîñòîðîì, ïîðîäæåíèì
âåêòîðîì a1, ìiíiìàëüíèì àíóëÿòîðîì ÿêîãî ¹ ìíîãî÷ëåí f(λ) = (λ−
−α)s, ÿêèé òàêîæ ¹ ìiíiìàëüíèì ìíîãî÷ëåíîì ëiíiéíîãî îïåðàòîðà
φ. Òîìó [

(φ− α idL)
s
]
(a1) = 0̄,

[
(φ− α idL)

s−1
]
(a1) ̸= 0̄.

Ó ëiíiéíîìó ïðîñòîði L ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó âåêòîðiâ:

b1 =
[
(φ− α idL)

s−1
]
(a1), b2 =

[
(φ− α idL)

s−2
]
(a1), . . .

. . . , bs−1 =
[
(φ− α idL)

]
(a1), bs = a1.

Öÿ ñèñòåìà âåêòîðiâ ¹ áàçèñîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Ìàòðèöåþ îïå-
ðàòîðà φ â öüîìó áàçèñi ¹ êëiòêà Æîðäàíà Js(α). Îñêiëüêè ñóïðî-

âiäíà ìàòðèöÿ f̃(λ) ìíîãî÷ëåíà (λ − α)s òàê ñàìî, ÿê i æîðäàíîâà
êëiòêà Js(α), ¹ ìàòðèöåþ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó
L, òî öi ìàòðèöi ïîäiáíi îäíà îäíié. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Îçíà÷åííÿ 6. Áàçèñ ñêií÷åííîâèìiðíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L
ç ëiíiéíèì îïåðàòîðîì φ íàçèâà¹òüñÿ æîðäàíîâèì áàçèñîì, ÿêùî
ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ó öüîìó áàçèñi ¹ íîðìàëüíîþ ôîðìîþ
Æîðäàíà.

Íàñëiäîê 1. ßêùî íåçâiäíi ìíîãî÷ëåíè, çâ'ÿçàíi ç äàíîþ íîð-
ìàëüíîþ ôîðìîþ Ôðîáåíióñà, ¹ ëiíiéíèìè ìíîãî÷ëåíàìè íàä ïîëåì
P , òî öÿ íîðìàëüíà ôîðìà Ôðîáåíióñà ïîäiáíà íîðìàëüíié ôîðìi
Æîðäàíà.

Íàñëiäîê 2. ßêùî õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí êâàäðàòíî¨
ìàòðèöi A íàä ïîëåì P ðîçêëàäà¹òüñÿ íàä öèì ïîëåì ó äîáóòîê ëi-
íiéíèõ ìíîæíèêiâ, òî ìàòðèöÿ A ïîäiáíà äåÿêié íîðìàëüíié ôîðìi
Æîðäàíà.

Òåîðåìè äëÿ íîðìàëüíèõ ôîðì Ôðîáåíióñà ìàþòü àíàëîãè äëÿ
íîðìàëüíèõ ôîðìÆîðäàíà ìàòðèöü íàä àëãåáðà¨÷íî çàìêíåíèì ïî-
ëåì.

Òåîðåìà 5 (îñíîâíà òåîðåìà ïðî íîðìàëüíó ôîðìó Æîðäàíà).
Íåõàé P ¹ àëãåáðà¨÷íî çàìêíåíèì ïîëåì. Áóäü-ÿêà êâàäðàòíà ìà-
òðèöÿ íàä ïîëåì P ïîäiáíà äåÿêié íîðìàëüíié ôîðìi Æîðäàíà. Äâi
ìàòðèöi íàä ïîëåì P ïîäiáíi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ¨õíi íîðìàëü-
íi ôîðìè Æîðäàíà ñïiâïàäàþòü ç òî÷íiñòþ äî ïîðÿäêó ðîçòàøó-
âàííÿ êëiòîê Æîðäàíà âçäîâæ äiàãîíàëåé öèõ íîðìàëüíèõ ôîðì.
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Ïðèâåäåìî àëãîðèòì âiäøóêàííÿ íîðìàëüíî¨ ôîðìè Æîðäàíà
êâàäðàòíî¨ ìàòðèöi íàä ïîëåì P . Íåõàé n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî
i A � êâàäðàòíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n íàä ïîëåì P . ßêùî äëÿ ìàòðèöi
A iñíó¹ ïîäiáíà ¨é íîðìàëüíà ôîðìà Æîðäàíà, òî ïîçíà÷àòèìåìî ¨¨
÷åðåç ÍÔÆ(A). Î÷åâèäíî ó âèïàäêó êîëè n = 1, òî ÍÔÆ(A) = A.
Ïðèïóñòèìî, ùî n > 1 i, ùî õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí |A − λE|
ìàòðèöi A ðîçêëàäà¹òüñÿ íàä ïîëåì P ó äîáóòîê ëiíiéíèõ ìíîæíèêiâ

|A− λE| = (−1)n(λ− α1)
t1 · · · (λ− αk)

tk ,

äå α1, α2, . . . , αk � ïîïàðíî ðiçíi êîðåíi ìíîãî÷ëåíà |A − λE|, ùî
íàëåæàòü ïîëþ P , à k, t1, t2, . . . , tk � äåÿêi íàòóðàëüíi ÷èñëà.

Çàôiêñó¹ìî äåÿêå çíà÷åííÿ äëÿ i ∈ {1, 2, . . . , k}. Ùîá çíàéòè
âñi êëiòêè Æîðäàíà ç äiàãîíàëüíèì åëåìåíòîì αi, ùî âõîäÿòü â
ÍÔÆ(A) ïîòðiáíî ïîñëiäîâíî çíàõîäèòè ðàíãè ìàòðèöü:

A− αiE, (A− αiE)2, (A− αiE)3, . . . ,

äå E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n. Îá÷èñëåííÿ ðàíãiâ öèõ ìà-
òðèöü çóïèíÿ¹ìî íà ïåðøîìó òàêîìó êðîöi li + 1, ùî

rank(A− αE)li+1 = rank(A− αE)li .

Íåõàé

ri1 = rank(A−αiE), ri2 = rank(A−αiE)2, . . . , ri li = rank(A−αiE)li .

Ñêëàäåìî äiàãðàìó

D(αi) :

∗ ∗ . . . ∗
∗ ∗ . . . ∗ . . . ∗
...

...
. . .

...
. . .

...
. . .

∗ ∗ . . . ∗ . . . ∗ ∗ . . . ∗

,

ïîìiñòèâøè â ïåðøèé çíèçó ðÿäîê n−ri1 çiðêè, â 2-é � ri1−ri2 çiðêè
i ò. ä. Íåõàé hi1, hi2 i ò. ä. � âèñîòè ñòîâïöiâ öi¹¨ äiàãðàìè (òîáòî hi1
� êiëüêiñòü çiðîê ó 1-ìó ñòîâïöi, hi2 � êiëüêiñòü çiðîê ó 2-ìó ñòîâïöi i
ò. ä.). Ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü äiàãðàìi D(αi) íàñòóïíó íîðìàëüíó
ôîðìó Æîðäàíà:

J(αi) =


Jhi1

(αi) 0 . . . 0
0 Jhi2

(αi) . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . Jhiqi

(αi)

 ,
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äå qi � ÷èñëî ñòîâïöiâ äiàãðàìè D(αi). Ìàòðèöÿ J(αi) ìiñòèòü âñi
êëiòêè Æîðäàíà ÍÔÆ(A), â ÿêèõ íà äiàãîíàëi çíàõîäèòüñÿ åëåìåíò
αi. Òîìó áëî÷íî-äiàãîíàëüíà ìàòðèöÿ

J(α1) 0 . . . 0
0 J(α2) . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . J(αk)


¹ òi¹þ íîðìàëüíîþ ôîðìîþ Æîðäàíà, ÿêié ïîäiáíà äàíà ìàòðèöÿ A.

Çîêðåìà ðîçãëÿíåìî ïðèêëàä ìàòðèöi A ïîðÿäêó n = 3 íàä ïî-
ëåì C êîìïëåêñíèõ ÷èñåë. Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöi A
ìà¹ òðè êîðåíi, âðàõîâóþ÷è ¨õ êðàòíiñòü. Íåõàé α1, α2, α3 � êîðåíi
õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà ìàòðèöi A. Â çàëåæíîñòi âiä êðàòíî-
ñòåé öèõ êîðåíiâ áóäåìî ìàòè òðè âèïàäêè, êîæåí ç ÿêèõ âiäïîâiäíî
ìàòèìå îäèí, äâà, òðè ïiäâèïàäêè:

1) α1, α2, α3 � ïîïàðíî ðiçíi. Òîäi

ÍÔÆ(A) =

 α1 0 0
0 α2 0
0 0 α3

 ;

2) α1 = α2 ̸= α3. ßêùî rank(A− α1E) = 1, òî

ÍÔÆ(A) =

 α1 0 0
0 α1 0
0 0 α3

 ;

ßêùî æ rank(A− α1E) = 2, òî

ÍÔÆ(A) =

 α1 1 0
0 α1 0
0 0 α3

 ;

3) α1 = α2 = α3 = α. Òîäi àáî

ÍÔÆ(A) =

 α 0 0
0 α 0
0 0 α

 ,

àáî

ÍÔÆ(A) =

 α 1 0
0 α 0
0 0 α

 ,
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ÿêùî rank(A− αE) = 1, àáî

ÍÔÆ(A) =

 α 1 0
0 α 1
0 0 α

 ,

ÿêùî rank(A− αE) = 2.

Âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

1. Äîâåñòè, ùî âiäíîøåííÿ ¾áóòè ïîäiáíèìè¿ íà ìíîæèíi âñiõ
êâàäðàòíèõ ìàòðèöü íàä äåÿêèì ïîëåì ¹ âiäíîøåííÿì åêâiâàëåí-
òíîñòi.

2. Íåõàé A i B äâi êâàäðàòíi ìàòðèöi íàä ïîëåì P íå îáîâ'ÿçêîâî
îäíàêîâîãî ïîðÿäêó. Ïîêàçàòè, ùî:

1)
(
A 0
0 B

)
≃
(
B 0
0 A

)
;

2) ÿêùî A ≃ A′, òî
(
A 0
0 B

)
≃
(
A′ 0
0 B

)
.

3. Äîâåñòè, ùî õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí íîðìàëüíî¨ ôîðìè

Ôðîáåíióñà ç êëiòêàìè Ôðîáåíióñà p̃1(λ)t1 , p̃2(λ)t2 , . . . , p̃k(λ)tk äîðiâ-
íþ¹ äîáóòêó p1(λ)t1p2(λ)t2 · · · pk(λ)tk .

4. Äîâåñòè, ùî äiéñíèé äâîâèìiðíèé âåêòîðíèé ïðîñòið R2, â ÿêî-
ìó äi¹ ëiíiéíèé îïåðàòîð φ òàêèé, ùî

φ
(
(x1, x2)

)
=(11x1 + 4x2, −4x1 + 3x2)

äëÿ áóäü-ÿêîãî âåêòîðà (x1, x2) iç R2, ìà¹ æîðäàíîâèé áàçèñ. Çíàéòè
öåé áàçèñ i ìàòðèöþ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ó öüîìó áàçèñi.

5. Äîâåñòè, ùî äiéñíèé òðèâèìiðíèé âåêòîðíèé ïðîñòið R3, â ÿêî-
ìó äi¹ ëiíiéíèé îïåðàòîð φ òàêèé, ùî

φ
(
(x1, x2, x3)

)
=(5x1−9x2−4x3, 6x1−11x2−5x3, −7x1+13x2+6x3)

äëÿ áóäü-ÿêîãî âåêòîðà (x1, x2, x3) iç R3, ìà¹ æîðäàíîâèé áàçèñ. Çíà-
éòè öåé áàçèñ i ìàòðèöþ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ó öüîìó áàçèñi.

6. Äîâåñòè, ùî äiéñíèé ÷îòèðèâèìiðíèé âåêòîðíèé ïðîñòið R4, â
ÿêîìó äi¹ ëiíiéíèé îïåðàòîð φ òàêèé, ùî

φ
(
(x1, x2, x3, x4)

)
=(3x1 + x2, 2x2 + x3, 2x3 + x4, −x1 − x2 − x3 − x4)



3.2. Íîðìàëüíi ôîðìè Ôðîáåíióñà i Æîðäàíà 119

äëÿ áóäü-ÿêîãî âåêòîðà (x1, x2, x3, x4) iç R4, ìà¹ æîðäàíîâèé áàçèñ.
Çíàéòè öåé áàçèñ i ìàòðèöþ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ó öüîìó áàçèñi.

7. Çíàéòè æîðäàíîâèé áàçèñ êîìïëåêñíîãî òðèâèìiðíîãî âåêòîð-
íîãî ïðîñòîðó C3, â ÿêîìó äi¹ ëiíiéíèé îïåðàòîð ψ òàêèé, ùî

ψ
(
(x1, x2, x3)

)
= (4x1 + x2 + x3, −2x1 + x2 − 2x3, x1 + x2 + 4x3)

äëÿ áóäü-ÿêîãî âåêòîðà (x1, x2, x3) iç C3.

8. Çíàéòè æîðäàíîâèé áàçèñ ðàöiîíàëüíîãî òðèâèìiðíîãî âåêòîð-
íîãî ïðîñòîðó Q3, â ÿêîìó äi¹ ëiíiéíèé îïåðàòîð τ òàêèé, ùî

τ
(
(x1, x2, x3)

)
= (2x1 − x2 − x3, 5x1 − x2 + 4x3, 5x1 + x2 + 2x3)

äëÿ áóäü-ÿêîãî âåêòîðà (x1, x2, x3) iç Q3. Âèïèñàòè ìàòðèöþ ëiíié-
íîãî îïåðàòîðà τ ó çíàéäåíîìó áàçèñi.

9. Çíàéòè æîðäàíîâèé áàçèñ ðàöiîíàëüíîãî òðèâèìiðíîãî âåêòîð-
íîãî ïðîñòîðó Q3, â ÿêîìó äi¹ ëiíiéíèé îïåðàòîð τ òàêèé, ùî

τ
(
(x1, x2, x3)

)
= (3x1 − x2 + x3, −2x1 + 4x2 − 2x3, −2x1 + 2x2)

äëÿ áóäü-ÿêîãî âåêòîðà (x1, x2, x3) iç Q3. Âèïèñàòè ìàòðèöþ ëiíié-
íîãî îïåðàòîðà τ ó çíàéäåíîìó áàçèñi.

10. Çíàéòè æîðäàíîâèé áàçèñ ðàöiîíàëüíîãî ÷îòèðèâèìiðíîãî âå-
êòîðíîãî ïðîñòîðó Q4, â ÿêîìó äi¹ ëiíiéíèé îïåðàòîð τ òàêèé, ùî

τ
(
(x1, x2, x3, x4)

)
= (−5x3 + 3x4, −3x3 + x4, −5x1 + 3x2, −3x1 + x2)

äëÿ áóäü-ÿêîãî âåêòîðà (x1, x2, x3, x4) iç Q4. Âèïèñàòè ìàòðèöþ ëi-
íiéíîãî îïåðàòîðà τ ó çíàéäåíîìó áàçèñi.
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3.3 λ-ìàòðèöi i ¨õ âèêîðèñòàííÿ äëÿ

çíàõîäæåííÿ íîðìàëüíèõ ôîðì

3.3.1 Åêâiâàëåíòíiñòü λ-ìàòðèöü

Íåõàé P � äåÿêå ïîëå, P [λ] � êiëüöå ìíîãî÷ëåíiâ íàä ïîëåì P
âiä çìiííî¨ λ.

Îçíà÷åííÿ 1. Ìàòðèöþ, åëåìåíòàìè ÿêî¨ ¹ ìíîãî÷ëåíè iç P [λ],
áóäåìî íàçèâàòè ìíîãî÷ëåííîþ ìàòðèöåþ àáî æ λ-ìàòðèöåþ.

Íàäàëi áóäåìî ðîçãëÿäàòè òiëüêè êâàäðàòíi λ-ìàòðèöi. Àíàëî-
ãi÷íî, ÿê ó âèïàäêó ç ìàòðèöÿìè íàä ÷èñëîâèìè ïîëÿìè, ââåäå-
ìî â ðîçãëÿä åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ íàä ðÿäêàìè ÷è ñòîâïöÿìè
λ-ìàòðèöü.

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî λ-ìàòðèöÿ B îòðèìàíà iç λ-ìàòðèöi A çà
äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ òèïó (I), ÿêùî âñi ðÿäêè
(ñòîâïöi) λ-ìàòðèöi B, êðiì i-ãî òà j-ãî, òàêi æ ÿê âiäïîâiäíi ðÿä-
êè (ñòîâïöi) λ-ìàòðèöi A, à i-èé òà j-èé ðÿäêè (ñòîâïöi) ïîìiíÿëè
ìiñöÿìè.

ßêùî â λ-ìàòðèöi B âñi ðÿäêè (ñòîâïöi), êðiì i-ãî, òi æ ñàìi,
ùî i â λ-ìàòðèöi A, à i-èé ðÿäîê (ñòîâïåöü) ìàòðèöi B ¹ ñóìîþ i-ãî
ðÿäêà (ñòîâïöÿ) λ-ìàòðèöi A òà äåÿêîãî ¨¨ iíøîãî ðÿäêà (ñòîâïöÿ)
ïîìíîæåíîãî íà äåÿêå ìíîãî÷ëåí iç P [λ], òî áóäåìî ãîâîðèòè, ùî
λ-ìàòðèöÿ B îòðèìàíà iç λ-ìàòðèöi A çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíîãî
ïåðåòâîðåííÿ òèïó (II).

Íàðåøòi, áóäåìî ãîâîðèòè, ùî λ-ìàòðèöÿB îòðèìàíà iç λ-ìàòðèöi
A çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ òèïó (III), ÿêùî âñi
ðÿäêè (ñòîâïöi) λ-ìàòðèöi B, êðiì i-ãî, òàêi æ ÿê âiäïîâiäíi ðÿäêè
(ñòîâïöi) λ-ìàòðèöi A, à i-èé ðÿäîê (ñòîâïåöü) λ-ìàòðèöi B ¹ äîáó-
òêîì äåÿêîãî íåíóëüîâîãî åëåìåíòà ïîëÿ P íà i-èé ðÿäîê (ñòîâïåöü)
λ-ìàòðèöi A.

Îçíà÷åííÿ 2. λ-ìàòðèöÿ B íàçèâà¹òüñÿ åêâiâàëåíòíîþ λ-ìàò-
ðèöi A, ÿêùî ¨¨ ìîæíà îäåðæàòè iç λ-ìàòðèöi A øëÿõîì ñêií÷åííîãî
÷èñëà ïîñëiäîâíèõ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü.

ßêùî λ-ìàòðèöÿ B åêâiâàëåíòíà äåÿêié λ-ìàòðèöi A, òî ïèñàòè-
ìåìî B ∼ A.

Çàóâàæåííÿ 1. Áiíàðíå âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi λ-ìàòðèöü,
àíàëîãi÷íî ïîäiáíîñòi êâàäðàòíèõ ìàòðèöü, çàäîâîëüíÿ¹ ðåôëåêñèâ-
íié, ñèìåòðè÷íié òà òðàíçèòèâíié âëàñòèâîñòÿì. Òîìó ìíîæèíà âñiõ
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êâàäðàòíèõ λ-ìàòðèöü ïîðÿäêó n íàä ïîëåì P ðîçáèâà¹òüñÿ íà êëàñè
åêâiâàëåíòíîñòi, ùî íå ïåðåòèíàþòüñÿ.

Îçíà÷åííÿ 3. Íåõàé P � ïîëå, n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî.
λ-ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n íàä ïîëåì P íàçèâà¹òüñÿ íîðìàëüíîþ ôîðìîþ
Ñìiòà àáî êàíîíi÷íîþ λ-ìàòðèöåþ, ÿêùî âîíà çàäîâîëüíÿ¹ íàñòó-
ïíèì óìîâàì:

1) λ-ìàòðèöÿ ¹ äiàãîíàëüíîþ, òîáòî ìàòðèöåþ âèãëÿäó
e1(λ) 0 . . . 0 0
0 e2(λ) . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . en−1(λ) 0
0 0 . . . 0 en(λ)

 ,

äå e1(λ), e2(λ), . . . , en(λ) ∈ P [λ];

2) êîæåí íåíóëüîâèé ìíîãî÷ëåí ñåðåä ìíîãî÷ëåíiâ e1(λ), e2(λ),
e3(λ), . . . , en−1(λ) äiëèòü íàñòóïíèé, ðîçìiùåíèé çà íèì íà äià-
ãîíàëi, òîáòî äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, 2, . . . , n−1}, ÿêùî ei(λ) ̸= 0,
òî ei(λ)|ei+1(λ);

3) ñòàðøèé êîåôiöi¹íò êîæíîãî ç íåíóëüîâèõ ìíîãî÷ëåíiâ ñåðåä
e1(λ), e2(λ), . . . , en(λ) äîðiâíþ¹ 1.

Ïðèêëàäàìè íîðìàëüíèõ ôîðì Ñìiòà íàä ïîëåì R äiéñíèõ ÷èñåë
¹ íóëüîâà ìàòðèöÿ, îäèíè÷íà ìàòðèöÿ äîâiëüíèõ ïîðÿäêiâ àáî òàêà
λ-ìàòðèöÿ 

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 λ+ 3 0 0 0
0 0 0 λ+ 3 0 0
0 0 0 0 λ3 − 9λ 0
0 0 0 0 0 0

 .

Òåîðåìà 1. Áóäü-ÿêà êâàäðàòíà λ-ìàòðèöÿ íàä ïîëåì P ¹ åêâi-
âàëåíòíîþ äåÿêié íîðìàëüíié ôîðìi Ñìiòà.

Äîâåäåííÿ. Òåîðåìó áóäåìî äîâîäèòè ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ ií-
äóêöi¨ çà ïîðÿäêîì, ðîçãëÿäóâàíèõ λ-ìàòðèöü. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó
λ-ìàòðèöþ ïåðøîãî ïîðÿäêó A = (a(λ)), äå a(λ) � äåÿêèé ìíîãî÷ëåí
iç P [λ]. ßêùî a(λ) = 0 àáî æ ñòàðøèé êîåôiöi¹íò ìíîãî÷ëåíà a(λ)
äîðiâíþ¹ 1, òî A âæå ¹ λ-ìàòðèöåþ íîðìàëüíî¨ ôîðìè Ñìiòà. Ó ií-
øîìó âèïàäêó ïîìíîæèìî ðÿäîê ìàòðèöi A íà îáåðíåíèé åëåìåíò äî
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ñòàðøîãî êîåôiöi¹íòà ìíîãî÷ëåíà a(λ) i ìè îäåðæèìî çà äîïîìîãîþ
åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ íîðìàëüíó ôîðìó Ñìiòà.

Ïðèïóñòèìî, ùî òâåðäæåííÿ òåîðåìè ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ âñiõ λ-
ìàòðèöü, ïîðÿäîê ÿêèõ ìåíøèé çà äåÿêå ôiêñîâàíå íàòóðàëüíå ÷è-
ñëî n. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó λ-ìàòðèöþ A ïîðÿäêó n. ßêùî A ¹ íó-
ëüîâîþ ìàòðèöåþ, òî âîíà âæå ¹ êàíîíi÷íîþ λ-ìàòðèöåþ. Íåõàé A
� íåíóëüîâà ìàòðèöÿ, òîáòî äåÿêèé åëåìåíò ìàòðèöi, ñêàæiìî, ùî
çíàõîäèòüñÿ â i-ìó ðÿäêó òà j-ìó ñòîâïöþ, íå äîðiâíþ¹ íóëþ, äå
i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.

ßêùî ïîìiíÿòè ñïî÷àòêó 1-é òà i-èé ðÿäêè λ-ìàòðèöi A, à ïîòiì ó
îäåðæàíié ìàòðèöi � 1-é òà j-èé ñòîâïöi, ìè îòðèìà¹ìî ìàòðèöþ, ùî
åêâiâàëåíòíà λ-ìàòðèöi A i ÿêà ìiñòèòü ó ïåðøîìó ðÿäêó i ïåðøîìó
ñòîâïöþ íåíóëüîâèé åëåìåíò.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Ω ìíîæèíó âñiõ ìàòðèöü, ùî åêâiâàëåíòíi λ-ìàò-
ðèöi A. À ÷åðåç ω � ìíîæèíó âñiõ ñòåïåíiâ íåíóëüîâèõ ìíîãî÷ëåíiâ,
ùî çíàõîäèòüñÿ ó ïåðøîìó ðÿäêó i ïåðøîìó ñòîâïöþ âñåìîæëèâèõ
λ-ìàòðèöü iç ìíîæèíè Ω. Îñêiëüêè ìíîæèíà ω ¹ ïiäìíîæèíîþ ìíî-
æèíè íåâiä'¹ìíèõ öiëèõ ÷èñåë, òî â íié iñíó¹ íàéìåíøèé åëåìåíò k.
Íåõàé B � ìàòðèöÿ iç ìíîæèíè Ω, ÿêà ìiñòèòü ó ïåðøîìó ðÿäêó i
ïåðøîìó ñòîâïöþ ìíîãî÷ëåí ñòåïåíÿ k i

B =


b11(λ) b12(λ) . . . b1n(λ)
b21(λ) b22(λ) . . . b2n(λ)
...

...
. . .

...
bn1(λ) bn2(λ) . . . bnn(λ)

 .

Ïîêàæåìî âiä ïðîòèëåæíîãî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {2, 3, . . . , n}
ìíîãî÷ëåíè bi1(λ) òà b1i(λ) äiëÿòüñÿ íà b11(λ). Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ
äåÿêîãî i ∈ {2, 3, . . . , n} ìíîãî÷ëåíè bi1(λ) íå äiëèòüñÿ íà b11(λ). Íå-
õàé q(λ) � ÷àñòêà, à r(λ) � îñòà÷à ïðè äiëåííi bi1(λ) íà b11(λ). Òîäi
bi1(λ) = b11(λ)q(λ) + r(λ), äå r(λ) ̸= 0 i ñòåïiíü ìíîãî÷ëåíà r(λ) ìåí-
øà çà k. Äîäàìî äî i-ãî ðÿäêà λ-ìàòðèöi B ïåðøèé, ïîìíîæåíèé íà
−q(λ), à äàëi ó îäåðæàíié ìàòðèöi ïîìiíÿ¹ìî ìiñöÿìè ïåðøèé òà i-èé
ðÿäêè. Îäåðæèìî ìàòðèöþ âèãëÿäó(

r(λ) . . .
...

. . .

)
,

ÿêà åêâiâàëåíòíà λ-ìàòðèöi B, à îòæå çà òðàíçèòèâíîþ âëàñòèâiñòþ
åêâiâàëåíòíîñòi i λ-ìàòðèöi A. Òîìó öÿ ìàòðèöÿ íàëåæèòü ìíîæèíi
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Ω, à öå ñóïåðå÷èòü âèáîðó ìàòðèöi B. Àíàëîãi÷íî îäåðæèìî ñóïå-
ðå÷íiñòü, ÿêùî äëÿ äåÿêîãî i ∈ {2, 3, . . . , n} ìíîãî÷ëåíè b1i(λ) íå
äiëèòüñÿ íà b11(λ).

Äàëi äîäàìî äî 2-ãî ðÿäêà λ-ìàòðèöi B ïåðøèé, ïîìíîæåíèé íà
ìíîãî÷ëåí, ïðîòèëåæíèé äî ÷àñòêè ïðè äiëåííi b21(λ) íà b11(λ). Ïî-
òiì ó îäåðæàíié ìàòðèöi äîäàìî äî 3-ãî ðÿäêà ïåðøèé, ïîìíîæåíèé
íà ìíîãî÷ëåí, ïðîòèëåæíèé äî ÷àñòêè ïðè äiëåííi b31(λ) íà b11(λ) i ò.
ä. Àíàëîãi÷íi ïåðåòâîðåííÿ âèêîíà¹ìî íàä ñòîâïöÿìè. Ó ðåçóëüòàòi
îäåðæèìî ìàòðèöþ âèãëÿäó

b11(λ) 0 . . . 0
0 b′22(λ) . . . b′2n(λ)
...

...
. . .

...
0 b′n2(λ) . . . b′nn(λ)

 ∈ Ω.

Ïîìíîæèìî ïåðøèé ðÿäîê öi¹¨ ìàòðèöi íà îáåðíåíèé åëåìåíò äî
ñòàðøîãî êîåôiöi¹íòà ìíîãî÷ëåíà b11(λ). Îäåðæèìî ìàòðèöþ

C =


e1(λ) 0 . . . 0
0 b′22(λ) . . . b′2n(λ)
...

...
. . .

...
0 b′n2(λ) . . . b′nn(λ)

 ∈ Ω,

äå e1(λ) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíÿ k iç P [λ] iç ñòàðøèì êîåôiöi¹íòîì 1.
Çà iíäóêòèâíèì ïðèïóùåííÿì λ-ìàòðèöÿb

′
22(λ) . . . b′2n(λ)
...

. . .
...

b′n2(λ) . . . b′nn(λ)

 (1)

ïîðÿäêó n− 1 åêâiâàëåíòíà äåÿêié íîðìàëüíié ôîðìi Ñìiòàe2(λ) 0
. . .

0 en(λ)

 . (2)

Ïî÷èíàþ÷è ç äðóãîãî ðÿäêà òà äðóãîãî ñòîâïöÿ λ-ìàòðèöi C, çäié-
ñíèìî åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ íàä âiäïîâiäíèìè ¨¨ ðÿäêàìè òà
ñòîâïöÿìè, àíàëîãi÷íi òî òèõ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü, çà äîïîìî-
ãîþ ÿêèõ ìîæíà îäåðæàòè ìàòðèöþ (2) iç ìàòðèöi (1). Òîäi îäåðæèìî
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ìàòðèöþ

K =


e1(λ) 0

e2(λ)
. . .

0 en(λ)

 ∈ Ω.

Äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè äîñèòü ïîêàçàòè, ùî ìíîãî-
÷ëåí e1(λ) äiëèòü ìíîãî÷ëåí e2(λ). ßêùî öå íå òàê, òî çíîâó æ òàêè
íåõàé q̄(λ) � ÷àñòêà, à r̄(λ) � îñòà÷à ïðè äiëåííi e2(λ) íà e1(λ). Òîäi
e2(λ) = e1(λ)q̄(λ)+ r̄(λ), äå r̄(λ) ̸= 0 i ñòåïiíü ìíîãî÷ëåíà r̄(λ) ìåíøà
çà k. Äîäàìî äî ïåðøîãî ðÿäêà ìàòðèöi K äðóãèé, à äàëi äî äðóãî-
ãî ñòîâïöÿ íîâî¨ ìàòðèöi ïåðøèé, ïîìíîæåíèé íà −q̄(λ) i ïîìiíÿ¹ìî
ìiñöÿìè ïåðøèé i äðóãèé ñòîïöi. Îäåðæèìî λ-ìàòðèöþ(

r̄(λ) . . .
...

. . .

)
,

ÿêà åêâiâàëåíòíà λ-ìàòðèöi A. Òîìó öÿ ìàòðèöÿ íàëåæèòü ìíîæèíi
Ω, à öå çíîâó æ òàêè ñóïåðå÷èòü âèáîðó ìàòðèöi B. Òåîðåìà äîâåäå-
íà.

Íåõàé A � äåÿêà λ-ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n íàä ïîëåì P , k � äåÿêå
íàòóðàëüíå ÷èñëî, íå áiëüøå çà n. ßêùî õî÷à á îäèí iç ìiíîðiâ k-ãî
ïîðÿäêó λ-ìàòðèöi A íå äîðiâíþ¹ íóëþ, òî ïîçíà÷èìî ÷åðåç Dk(A)
íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê âñiõ ìiíîðiâ k-ãî ïîðÿäêó λ-ìàòðèöi
A. Ââàæàòèìåìî, ùî ìíîãî÷ëåí Dk(A) ìà¹ ñòàðøèé êîåôiöi¹íò 1.
ßêùî æ âñi ìiíîðè k-ãî ïîðÿäêó λ-ìàòðèöi A äîðiâíþþòü íóëþ, òî
çà îçíà÷åííÿì Dk(A) = 0.

Î÷åâèäíî, ÿêùî äëÿ äåÿêîãî k ∈ {1, 2, . . . , n−1} ñïðàâäæó¹òüñÿ
ðiâíiñòü Dk(A) = 0, òî çà òåîðåìîþ Ëàïëàñà òàêîæ ñïðàâäæóþòüñÿ
ðiâíîñòi

Dk+1(A) = . . . = Dn(A) = 0.

Òåîðåìà 2. Íåõàé A i B � äåÿêi λ-ìàòðèöi ïîðÿäêó n íàä ïîëåì
P . ßêùî λ-ìàòðèöÿ B åêâiâàëåíòíà λ-ìàòðèöi A, òî äëÿ äîâiëü-
íîãî k ∈ {1, 2, . . . , n} ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü Dk(B) = Dk(A).

Äîâåäåííÿ. Çðîçóìiëî, ùî òåîðåìó äîñèòü äîâåñòè ó âèïàäêó,
êîëè ìàòðèöÿ B îäåðæàíà iç ìàòðèöi A øëÿõîì îäíîãî åëåìåíòàð-
íîãî ïåðåòâîðåííÿ. Ó ïîäàëüøîìó iäåÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè áàçó¹òüñÿ
íà âëàñòèâîñòÿõ äåòåðìiíàíòiâ òà âëàñòèâîñòÿõ ïîäiëüíîñòi ìíîãî-
÷ëåíiâ. Ðîçãëÿíåìî äåÿêi ìiíîðè MA i MB ïîðÿäêó k λ-ìàòðèöü A
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i B, ùî çíàõîäÿòüñÿ ó ðÿäêàõ i ñòîâïöÿõ ç îäíàêîâèìè íîìåðàìè
âiäïîâiäíî ó A i B. ßêùî åëåìåíòàðíå ïåðåòâîðåííÿ çäiéñíåíî íàä
ðÿäêàìè ÷è ñòîâïöÿìè, ùî ó âõîäÿòü ó çãàäàíèé âèùå ïåðåëiê ðÿäêiâ
÷è ñòîâïöiâ, òî MA ìîæëèâî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä MB ëèøå íåíóëüîâèì
ìíîæíèêîì iç ïîëÿ P . Ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó ìiíîð MB ìîæíà
ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi ñóìè äåÿêèõ ìiíîðiâ M ′

A i M ′′
A ìàòðèöi A. Äî-

áðå âiäîìî, ùî ñïiëüíèé äiëüíèê ìiíîðiâ M ′
A i M ′′

A ¹ äiëüíèêîì ¨õ
ñóìè, à îòæå i ìiíîðó MB . ×åðåç öå íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê
âñiõ ìiíîðiâ ïîðÿäêó k ìàòðèöi A äiëèòü êîæåí iç ìiíîðiâ ïîðÿäêó
k ìàòðèöi B. Îñêiëüêè äëÿ áóäü-ÿêîãî åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ
λ-ìàòðèöi iñíó¹ îáåðíåíå, òî ñïðàâäæó¹òüñÿ i îáåðíåíå òâåðäæåííÿ.
Ðåêîìåíäó¹ìî ÷èòà÷åâi ðåòåëüíiøå ñàìîñòiéíî çâåðøèòè äîâåäåííÿ
òåîðåìè.

Òåîðåìà 3. Áóäü-ÿêà λ-ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n íàä ïîëåì P åêâiâà-
ëåíòíà ¹äèíié íîðìàëüíié ôîðìi Ñìiòà. Ïðè÷îìó, ÿêùî

K =


e1(λ) 0 . . . 0
0 e2(λ) . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . en(λ)

 , (3)

� íîðìàëüíà ôîðìà Ñìiòà, ùî åêâiâàëåíòíà λ-ìàòðèöi A, òî

e1(λ) = D1(A), e2(λ) =
D2(A)

D1(A)
, . . . , ek(λ) =

Dk(A)

Dk−1(A)
,

ek+1(λ) = . . . = en(λ) = 0,

äå k � òàêå íàòóðàëüíå ÷èñëî, ùî Dk(A) ̸= 0, à Dk+1(A) = 0.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A � äåÿêà çàäàíà λ-ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n íàä
ïîëåì P . Çà òåîðåìîþ 1 λ-ìàòðèöÿ A åêâiâàëåíòíà äåÿêié êàíîíi÷íié
ìàòðèöi. Íåõàé öi¹þ íîðìàëüíîþ ôîðìîþ Ñìiòà ¹ ìàòðèöÿ (3). Çà
òåîðåìîþ 2 äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî i íå áiëüøîãî çà n ñïðàâ-
äæó¹òüñÿ ðiâíiñòü Di(K) = Di(A). Äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî i
íå áiëüøîãî çà n ìiíîð i-ãî ïîðÿäêó ìàòðèöi K àáî äîðiâíþ¹ 0, àáî
äîðiâíþ¹

ej1(λ)ej2(λ) · · · eji(λ),

äëÿ äåÿêèõ íàòóðàëüíèõ j1, j2, . . . ji òàêèõ ùî

j1 < j2 < . . . ji ≤ n.
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Íåõàé k � òàêå íàòóðàëüíå ÷èñëî, ùî ek(λ) ̸= 0, à ek+1(λ) = 0. Òîäi,
îñêiëüêè

e1(λ) | ej1(λ), e2(λ) | ej2(λ), . . . , ei(λ) | eji(λ)

äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî i, íå áiëüøîãî çà k, òî

Di(K) = e1(λ)e2(λ) · · · ei(λ).

Çâiäñè

e1(λ) = D1(K) = D1(A),

e2(λ) =
D2(K)

D1(K)
=

D2(A)

D1(A)
, . . . , ek(λ) =

Dk(K)

Dk−1(K)
=

Dk(A)

Dk−1(A)
,

ek+1(λ) = Dk(A) = 0, . . . , en(λ) = Dn(A) = 0.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Îçíà÷åííÿ 4. Íåõàé
e1(λ) 0 . . . 0
0 e2(λ) . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . en(λ)


� íîðìàëüíà ôîðìà Ñìiòà, ùî åêâiâàëåíòíà äåÿêié çàäàíié λ-ìàòðèöi
A ïîðÿäêó n íàä ïîëåì P . Ìíîãî÷ëåíè e1(λ), e2(λ), . . . , en(λ) íàçè-
âàþòüñÿ iíâàðiàíòíèìè ìíîæíèêàìè ìàòðèöi A.

3.3.2 Óíiìîäóëÿðíi λ-ìàòðèöi

Îçíà÷åííÿ 5. Êâàäðàòíà λ-ìàòðèöÿ A ïîðÿäêó n íàçèâà¹òüñÿ
óíiìîäóëÿðíîþ λ-ìàòðèöåþ, ÿêùî âîíà åêâiâàëåíòíà îäèíè÷íié ìà-
òðèöi àáî, ùî òåæ ñàìå, êîæåí iç n iíâàðiàíòíèõ ìíîæíèêiâ ìàòðèöi
A äîðiâíþ¹ 1.

Ïðèêëàäàìè óíiìîäóëÿðíèõ λ-ìàòðèöü ¹ íàñòóïíi ìàòðèöi:
0 0 0 1
0 1 0 0
0 0 1 0
1 0 0 0

 ,

1 0 0
0 1 3λ2 + 5
0 0 1

 ,


1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 3 0
0 0 0 0 1

 .

Òàê çâàíi, ìàòðèöi åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü λ-ìàòðèöü òàêîæ ¹
ïðèêëàäàìè óíiìîäóëÿðíèõ λ-ìàòðèöü.
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Îçíà÷åííÿ 6. Ìàòðèöÿìè åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü íàçèâà-
þòüñÿ íàñòóïíi ìàòðèöi:

1) Sij � êâàäðàòíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n, ùî îäåðæó¹òüñÿ iç îäèíè-
÷íî¨ ìàòðèöi ïîðÿäêó n ïåðåñòàíîâêîþ i-ãî òà j-ãî ðÿäêiâ, äå
i, j ∈ {1, 2, . . . , n} òà i ̸= j;

2) Tij(f(λ)) � êâàäðàòíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n, â i-ìó ðÿäêó òà j-ìó
ñòîâïöi ÿêî¨ ñòî¨òü ìíîãî÷ëåí f(λ) ∈ P [λ], äå i ̸= j, à âñi iíøi
åëåìåíòè öi¹¨ ìàòðèöi òàêi ñàìi ÿê âiäïîâiäíi åëåìåíòè îäèíè-
÷íî¨ ìàòðèöi ïîðÿäêó n;

3) Qi(α) � êâàäðàòíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n, íà äiàãîíàëi ÿêî¨ íà
i-ìó ìiñöi ñòî¨òü íåíóëüîâèé åëåìåíò α ïîëÿ P , à âñi iíøi åëå-
ìåíòè ìàòðèöi Qi(α) òàêi æ ÿê âiäïîâiäíi åëåìåíòè îäèíè÷íî¨
ìàòðèöi ïîðÿäêó n.

Íå ñêëàäíî ïîêàçàòè, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ λ-ìàòðèöi A ïîðÿäêó n,
áóäü-ÿêèõ ðiçíèõ iíäåêñiâ i, j iç {1, 2, . . . , n}, áóäü-ÿêîãî ìíîãî÷ëåíà
f(λ) iç P [λ] òà áóäü-ÿêîãî íåíóëüîâîãî åëåìåíòà α ïîëÿ P ñïðàâäæó-
þòüñÿ íàñòóïíi òâåðäæåííÿ:

1) äîáóòîê SijA (äîáóòîê ASij) ¹ ìàòðèöåþ, ùî îäåðæó¹òüñÿ ç ìà-
òðèöi A ïåðåñòàíîâêîþ i-ãî òà j-ãî ðÿäêiâ (ñòîâïöiâ) ìàòðèöi A;

2) äîáóòîê Tij(f(λ))A ¹ ìàòðèöåþ, ùî îäåðæó¹òüñÿ ç ìàòðèöi A
äîäàâàííÿì äî i-ãî ðÿäêà ìàòðèöi A ¨¨ j-ãî ðÿäêà, ïîìíîæåíîãî
íà f(λ);

3) äîáóòîê ATij(f(λ)) ¹ ìàòðèöåþ, ùî îäåðæó¹òüñÿ ç ìàòðèöi A
äîäàâàííÿì äî j-ãî ñòîâïöÿ ìàòðèöi A ¨¨ i-ãî ñòîâïöÿ, ïîìíî-
æåíîãî íà f(λ);

4) äîáóòîê Qi(α)A (äîáóòîê AQi(α)) ¹ ìàòðèöåþ, ùî îäåðæó¹òüñÿ
ç ìàòðèöi A ìíîæåííÿì íà α ðÿäêà (ñòîâïöÿ) ç íîìåðîì i ìà-
òðèöi A;

5) Sij = Tij(1)Tij(−1)Tij(1)Qi(−1).

Ðåêîìåíäó¹ìî ÷èòà÷åâi ñàìîñòiéíî ïåðåêîíàòèñÿ ó iñòèííîñòi öèõ
òâåðäæåíü.

Òåîðåìà 4. Êâàäðàòíà λ-ìàòðèöÿ ¹ óíiìîäóëÿðíîþ λ-ìàòðè-
öåþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè öþ ìàòðèöþ ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó
âèãëÿäi äîáóòêó ìàòðèöü åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü.
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Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî ñïî÷àòêó äîñòàòíiñòü. Íåõàé λ-ìàòðèöÿ
A ¹ äîáóòêîì äåÿêèõ ìàòðèöü åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü U1, U2,
U3, . . . , Uk. Òîäi ìàòðèöþ A ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi äîáóòêó

A =
(
· · ·
(
(E · U1)U2

)
· · ·Uk−1

)
Uk, (4)

äå E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ òàêîãî æ ïîðÿäêó ÿê i ìàòðèöÿ A. Iç
ðiâíîñòi (4) ñëiäó¹, ùî ìàòðèöþ A ìîæíà îäåðæàòè iç îäèíè÷íî¨ ìà-
òðèöi E øëÿõîì ïîñëiäîâíîãî âèêîíàííÿ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü
íàä ñòîâïöÿìè, ùî âiäïîâiäàþòü ìàòðèöÿì U1, U2, . . . , Uk. Öå â ñâîþ
÷åðãó îçíà÷à¹, ùî λ-ìàòðèöÿ A åêâiâàëåíòíà îäèíè÷íié ìàòðèöi E.
Îòæå, çà îçíà÷åííÿì A ¹ óíiìîäóëÿðíîþ λ-ìàòðèöåþ.

Äîâåäåìî òåïåð íåîáõiäíiñòü. Íåõàé λ-ìàòðèöÿ A ¹ óíiìîäóëÿð-
íîþ λ-ìàòðèöåþ. Çà îçíà÷åííÿì óíiìîäóëÿðíî¨ λ-ìàòðèöi A åêâi-
âàëåíòíà îäèíè÷íié ìàòðèöi i íàâïàêè. Òîìó çà äîïîìîãîþ äåÿêèõ
åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü íàä ðÿäêàìè àáî ñòîâïöÿìè λ-ìàòðèöü
iç îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi E ìîæíà îäåðæàòè λ-ìàòðèöþ A. Íåõàé U1,
U2, . . . , Uk � ìàòðèöi âiäïîâiäíèõ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü íàä
ðÿäêàìè, à V1, V2, . . . , Vl � ìàòðèöi âiäïîâiäíèõ åëåìåíòàðíèõ ïå-
ðåòâîðåíü íàä ñòîâïöÿìè, çà äîïîìîãîþ ÿêèõ ïîñëiäîâíî îäåðæàëè
ìàòðèöþ A iç E. Íåçâàæàþ÷è íà ïîðÿäîê âèêîíàííÿ åëåìåíòàðíèõ
ïåðåòâîðåíü (÷è ñïî÷àòêó íàä ðÿäêàìè, à ïîòiì íàä ñòîâïöÿìè, ÷è,
ñêàæiìî, ïî÷åðãîâî íàä ðÿäêàìè òà ñòîâïöÿìè), àëå ïðè öüîìó çáå-
ðiãàþ÷è ïîðÿäîê ïîñëiäîâíîñòi ïåðåòâîðåíü îêðåìî íàä ðÿäêàìè òà
îêðåìî íàä ñòîâïöÿìè, ÷åðåç òå ùî îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ ìàòðèöü çà-
äîâîëüíÿ¹ àñîöiàòèâíié âëàñòèâîñòi, ìè ìîæåìî çàïèñàòè

A = UkUk−1 · · ·U2U1EV1V2 · · ·Vl−1Vl.

Òàêèì ÷èíîì, A ¹ äîáóòêîì äåÿêèõ ìàòðèöü åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâî-
ðåíü. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Òåîðåìà 5. Êâàäðàòíà λ-ìàòðèöÿ A íàä ïîëåì P ¹ óíiìîäóëÿð-
íîþ λ-ìàòðèöåþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äåòåðìiíàíò ìàòðèöi A
¹ íåíóëüîâèì åëåìåíòîì ïîëÿ P .

Äîâåäåííÿ. ßêùî A ¹ óíiìîäóëÿðíîþ λ-ìàòðèöåþ ïîðÿäêó n,
òî A åêâiâàëåíòíà îäèíè÷íié ìàòðèöi öüîãî æ ïîðÿäêó. Òîìó êîæåí
iç n iíâàðiàíòíèõ ìíîæíèêiâ ìàòðèöi λ-ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ 1. Ç ií-
øîãî áîêó n-é iíâàðiàíòíèé ìíîæíèê ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ äîáóòêó
äåòåðìiíàíòà |A| íà îáåðíåíèé åëåìåíò äî ñòàðøîãî êîåôiöi¹íòà a0
ìíîãî÷ëåíà |A|. Òîáòî a−1

0 |A| = 1. Çâiäñè |A| = a0 ∈ P . Íàâïàêè,
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ÿêùî |A| ∈ P \ {0}, òî n-é iíâàðiàíòíèé ìíîæíèê λ-ìàòðèöi A, à
îòæå i âñi iíøi ¨¨ iíâàðiàíòíi ìíîæíèêè, äîðiâíþþòü 1. Òîáòî íîð-
ìàëüíîþ ôîðìîþ Ñìiòà λ-ìàòðèöi A ¹ îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó
n. Öå îçíà÷à¹ λ-ìàòðèöÿ A åêâiâàëåíòíà îäèíè÷íié ìàòðèöi.

Òåîðåìà 6. λ-ìàòðèöÿ B åêâiâàëåíòíà λ-ìàòðèöi A òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè iñíóþòü óíiìîäóëÿðíi λ-ìàòðèöi S i T òàêi, ùî
B = SAT .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé λ-ìàòðèöÿ B åêâiâàëåíòíà λ-ìàòðèöi A. Òî-
äi çà äîïîìîãîþ äåÿêèõ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü íàä ðÿäêàìè àáî
ñòîâïöÿìè λ-ìàòðèöü iç λ-ìàòðèöi A ìîæíà îäåðæàòè λ-ìàòðèöþ B.
Íåõàé U1, U2, . . . , Uk � ìàòðèöi âiäïîâiäíèõ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâî-
ðåíü íàä ðÿäêàìè, à V1, V2, . . . , Vl � ìàòðèöi âiäïîâiäíèõ åëåìåí-
òàðíèõ ïåðåòâîðåíü íàä ñòîâïöÿìè, çà äîïîìîãîþ ÿêèõ ïîñëiäîâíî
îäåðæàëè ìàòðèöþ B iç A. Àíàëîãi÷íî äîâåäåííþ òåîðåìè 4 ìîæíà
çàïèñàòè

B = UkUk−1 · · ·U2U1AV1V2 · · ·Vl−1Vl = SAT,

äå S = UkUk−1 · · ·U2U1, T = V1V2 · · ·Vl−1Vl çà òåîðåìîþ 4 ¹ óíiìîäó-
ëÿðíèìè λ-ìàòðèöÿìè.

Äîñòàòíiñòü òåîðåìè äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî íåîáõiäíîñòi ëèøå ó
çâîðîòíîìó íàïðÿìêó. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Äàëi äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n âèçíà÷èìî íà ìíîæèíi
P [λ]n×n âñiõ λ-ìàòðèöü ïîðÿäêó n íàä ïîëåì P îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ
i ìíîæåííÿ ìàòðèöü, òà îïåðàöiþ ìíîæåííÿ ìíîãî÷ëåíiâ iç P [λ] íà
ìàòðèöþ ÿê çëiâà, òàê i ñïðàâà çâè÷àéíèì ÷èíîì, ÿê öå ðàíiøå áó-
ëî çðîáëåíî äëÿ ìàòðèöü íàä ïîëåì. Òîäi áóäü-ÿêó λ-ìàòðèöþ A iç
P [λ]n×n ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi:

A = Akλ
k +Ak−1λ

k−1 + · · ·+A1λ+A0, (5)

äå k � äåÿêå íåâiä'¹ìíå öiëå ÷èñëî, A0, A1, . . . , Ak � äåÿêi ìàòðèöi
ïîðÿäêó n íàä ïîëåì P . Íàâïàêè, çíà÷åííÿ áóäü-ÿêîãî àëãåáðà¨÷íîãî
âèðàçó âèãëÿäó (5) ¹ λ-ìàòðèöåþ.

Îçíà÷åííÿ 7. Àëãåáðà¨÷íèé âèðàç âèãëÿäó (5) íàçèâà¹òüñÿ ìà-
òðè÷íèì ìíîãî÷ëåíîì ïîðÿäêó n íàä ïîëåì P . ßêùî Ak � íåíó-
ëüîâà ìàòðèöÿ, òî k íàçèâà¹òüñÿ ñòåïåíåì öüîãî ìàòðè÷íîãî ìíî-
ãî÷ëåíà, à ìàòðèöÿ Ak íàçèâà¹òüñÿ éîãî ñòàðøèì ìàòðè÷íèì êîå-
ôiöi¹íòîì.
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Íàâåäåìî ïðèêëàä çàïèñó λ-ìàòðèöi ó âèãëÿäi ìàòðè÷íîãî ìíî-
ãî÷ëåíà i íàâïàêè:(

−2λ+ 5 2λ3 − 4λ2 − 7
3λ2 + 5λ 6

)
=

(
0 2
0 0

)
λ3 +

(
0 −4
3 0

)
λ2+

+

(
−2 0
5 0

)
λ+

(
5 −7
0 6

)
,

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

λ2 +

 −2 0 5
3 0 −7
5 1 0

λ+

 0 0 0
0 0 0
0 0 0

 =

=

 λ2 − 2λ 0 5λ
3λ λ2 −7λ
5λ λ λ2

 .

Ìîæíà äîâåñòè, ùî äëÿ ìàòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ çà äåÿêî¨ óìîâè
ñïðàâäæó¹òüñÿ àíàëîã òåîðåìè ïðî äiëåííÿ iç îñòà÷åþ.

Òåîðåìà 7. Íåõàé

A(λ) = Akλ
k +Ak−1λ

k−1 + · · ·+A1λ+A0,

B(λ) = Blλ
l +Bl−1λ

l−1 + · · ·+B1λ+B0

� äåÿêi ìàòðè÷íi ìíîãî÷ëåíè ïîðÿäêó n íàä ïîëåì P âiäïîâiäíî
ñòåïåíiâ k i l. ßêùî Bl ¹ îáîðîòíîþ ìàòðèöåþ íàä ïîëåì P , òî
iñíó¹ ¹äèíà ÷åòâiðêà ìàòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ Q1(λ), R1(λ), Q2(λ),
R2(λ) ïîðÿäêó n, äëÿ ÿêî¨ ñïðàâäæóþòüñÿ ðiâíîñòi:

A(λ) = B(λ)Q1(λ) +R1(λ), A(λ) = Q2(λ)B(λ) +R2(λ)

i àáî ñòåïiíü êîæíîãî ç ìàòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåíà R1(λ) R2(λ) ìåíøà
íiæ l, àáî R1(λ) = 0 i R2(λ) = 0.

Òåîðåìà 8 (îçíàêà ïîäiáíîñòi ìàòðèöü íàä ïîëåì). Íåõàé A i
B � äåÿêi êâàäðàòíi ìàòðèöi íàä ïîëåì P . Ìàòðèöÿ B ïîäiáíà
ìàòðèöi A òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè õàðàêòåðèñòè÷íà λ-ìàòðèöÿ
B − λE åêâiâàëåíòíà õàðàêòåðèñòè÷íèé λ-ìàòðèöi A− λE.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè i ìàòðèöÿ B
ïîäiáíà ìàòðèöi A. Òîäi iñíó¹ îáîðîòíà ìàòðèöÿ C íàä ïîëåì P òàêà,
ùî B = C−1AC. Òîìó

C−1(A− λE)C = C−1AC − λ(C−1EC) = B − λE.
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Îñêiëüêè ìàòðèöÿ C ¹ îáîðîòíîþ ìàòðèöåþ íàä ïîëåì P , òî âî-
íà ¹ íåâèðîäæåíîþ, îòæå äåòåðìiíàíòè |C| i |C−1| ¹ íåíóëüîâèìè
åëåìåíòàìè ïîëÿ P . ×åðåç öå ìàòðèöi C i C−1 ¹ óíiìîäóëÿðíèìè
λ-ìàòðèöÿìè. Çà îçíàêîþ åêâiâàëåíòíîñòi ìàòðèöü çâiäñè ñëiäó¹, ùî
λ-ìàòðèöÿ B − λE ¹ åêâiâàëåíòíîþ λ-ìàòðèöi A − λE. Öå äîâîäèòü
íåîáõiäíiñòü òåîðåìè.

Äîâåäåìî òåïåð äîñòàòíiñòü òåîðåìè. Íåõàé õàðàêòåðèñòè÷íà ìà-
òðèöÿ B − λE ¹ åêâiâàëåíòíîþ λ-ìàòðèöi A− λE. Òîäi iñíóþòü óíi-
ìîäóëÿðíi λ-ìàòðèöi S i T òàêi, ùî

S(A− λE)T = B − λE. (6)

Îñêiëüêè S i T ¹ óíiìîäóëÿðíèìè λ-ìàòðèöÿìè, òî äî íèõ iñíóþòü
îáåðíåíi ìàòðèöi S−1 i T−1 âiäïîâiäíî. ßê íàñëiäîê iç ðiâíîñòi (6)
ìîæíà îäåðæàòè íàñòóïíi äâi ðiâíîñòi, ïîìíîæèâøè öþ ðiâíiñòü ïî
÷åðçi ñïî÷àòêó ñïðàâà íà T−1, à ïîòiì çëiâà íà S−1:

S(A− λE) = (B − λE)T−1, (A− λE)T = S−1(B − λE). (7)

Äàëi, ÷åðåç òå ùî λ-ìàòðèöi S, T , B−λE ìîæóòü áóòè ïðåäñòàâëåíi
ó âèãëÿäi ìàòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ, à ñòåïiíü ìàòðè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà
B − λE äîðiâíþ¹ 1 i ñòàðøèé ìàòðè÷íèé êîåôiöi¹íò −E ¹ îáîðî-
òíîþ ìàòðèöåþ, òî äî íèõ ìîæíà çàñòîñóâàòè òåîðåìó 7 ïðî äiëåííÿ
ìàòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ ç îñòà÷åþ:

S = (B − λE)Q1(λ) +R1, T = Q2(λ)(B − λE) +R2, (8)

äå Q1(λ), Q2(λ), R1, R2 ¹ äåÿêèìè ìàòðè÷íèìè ìíîãî÷ëåíàìè íàä
ïîëåì P , ïðè÷îìó, ÿêùî R1 àáî R2 ¹ íåíóëüîâèìè ìàòðè÷íèìè ìíî-
ãî÷ëåíàìè, òî ¨õ ñòåïiíü äîðiâíþ¹ 0, à îòæå âîíè ¹ ìàòðèöÿìè íàä
ïîëåì P . Âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíîñòi (8), iç (6) îäåðæèìî

R1(A−λE)R2 =
(
S−(B−λE)Q1(λ)

)
(A−λE)

(
T−Q2(λ)(B−λE)

)
=

= S(A−λE)T−S(A−λE)Q2(λ)(B−λE)−(B−λE)Q1(λ)(A−λE)T+

+ (B − λE)Q1(λ)(A− λE)Q2(λ)(B − λE).

Äàëi, âðàõîâóþ÷è ðiâíîñòi (6) i (7), çâiäñè ñëiäó¹, ùî

R1(A− λE)R2 = (B − λE)− (B − λE)T−1Q2(λ)(B − λE)−
−(B−λE)Q1(λ)S

−1(B−λE)+(B−λE)Q1(λ)(A−λE)Q2(λ)(B−λE) =

= (B − λE)−

−
[
(B−λE)

(
T−1Q2(λ)+Q1(λ)S

−1−Q1(λ)(A−λE)Q2(λ)
)
(B−λE)

]
.
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Ìàòðè÷íèé ìíîãî÷ëåí, ùî ¹ ðåçóëüòàòîì îá÷èñëåííÿ àëãåáðà¨÷íîãî
âèðàçó ó êâàäðàòíèõ äóæêàõ äîðiâíþ¹ 0. Ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó
öåé ìàòðè÷íèé ìíîãî÷ëåí ïîâèíåí ìàòè ñòåïiíü ùîíàéìåíøå 2, à
öå ñóïåðå÷èòü òîìó, ùî ìàòðè÷íèé ìíîãî÷ëåí R1(A − λE)R2 ìà¹
ñòåïiíü 1. Òàêèì ÷èíîì R1(A− λE)R2 = (B − λE) i, ÿê íàñëiäîê,

R1AR2 = B, R1R2 = E.

Iç îñòàííüî¨ ðiâíîñòi ñëiäó¹, ùî ìàòðèöi R1 i R2 ¹ îáîðîòíèìè íàä
ïîëåì P i R−1

2 = R1. À òîìó R−1
2 AR2 = B. Öå îçíà÷à¹, ùî ìàòðèöÿ

B ïîäiáíà ìàòðèöi A. Òåîðåìà äîâåäåíà.

3.3.3 Çíàõîäæåííÿ íîðìàëüíî¨ ôîðìè Æîðäàíà

Íåõàé α � äåÿêèé åëåìåíò ïîëÿ P . Çíàéäåìî íîðìàëüíó ôîðìó
Ñìiòà õàðàêòåðèñòè÷íî¨ ìàòðèöi êëiòêè Æîðäíà ïîðÿäêó n ç åëå-
ìåíòîì α íà ãîëîâíié äiàãîíàëi, òîáòî ìàòðèöi

Jn(α) =


α 1 . . . 0 0
0 α . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . α 1
0 0 . . . 0 α

 .

Íåõàé d1(λ), d2(λ), . . . , dn(λ) � íàéáiëüøi ñïiëüíi äiëüíèêè ìiíî-
ðiâ âiäïîâiäíî 1-ãî, 2-ãî, . . . , n-ãî ïîðÿäêiâ õàðàêòåðèñòè÷íî¨ ìàòðèöi
Jn(α)− λE, ñòàðøi êîåôiöi¹íòè ÿêèõ äîðiâíþþòü 1. Îñêiëüêè

Jn(α)− λE =


α− λ 1 . . . 0 0
0 α− λ . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . α− λ 1
0 0 . . . 0 α− λ


òî î÷åâèäíî dn(λ) = (λ−α)n. Ç iíøîãî áîêó, ìiíîð (n−1)-ãî ïîðÿäêó
ìàòðèöi Jn(α)−λE, ùî çíàõîäèòüñÿ ó ïåðøèõ n−1 ðÿäêàõ i îñòàííiõ
n − 1 ñòîâïöÿõ äîðiâíþ¹ 1, òîìó dn−1(λ) = 1. ßê íàñëiäîê çâiäñè
îäåðæèìî, ùî

d1(λ) = d2(λ) = . . . = dn−2(λ) = 1.
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Òàêèì ÷èíîì ìíîãî÷ëåíè e1(λ) = d1(λ) = 1,

e2(λ) =
d2(λ)

d1(λ)
= 1, . . . , en−1(λ) =

dn−1(λ)

dn−2(λ)
= 1,

en(λ) =
dn(λ)

dn−1(λ)
= (λ− α)n

¹ iíâàðiàíòíèìè ìíîæíèêàìè ìàòðèöi Jn(α)−λE, à ñàìà öÿ ìàòðèöÿ
åêâiâàëåíòíà íîðìàëüíié ôîðìi Ñìiòà

1 0 . . . 0 0
0 1 . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . 1 0
0 0 . . . 0 (λ− α)n

 . (9)

Ëåìà 1. Íåõàé s � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî, f1(λ), . . . , fs(λ) �
äåÿêi ïîïàðíî âçà¹ìíî ïðîñòi ìíîãî÷ëåíè íàä ïîëåì P . Òîäi ñïðàâ-
äæó¹òüñÿ íàñòóïíà åêâiâàëåíòíiñòü äiàãîíàëüíèõ λ-ìàòðèöü


f1(λ) 0 . . . 0
0 f2(λ) . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . fs(λ)

 ∼


1 . . . 0 0
...

. . .
...

...

0 . . . 1 0
0 . . . 0 f1(λ)f2(λ) · · · fs(λ)

 .

Äîâåäåííÿ. Ëåìó äîâåäåìî ó âèïàäêó, êîëè s = 2. Çàãàëüíèé
âèïàäîê íå ñêëàäíî äîâåñòè ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨, âèêîðè-
ñòîâóþ÷è äîâåäåííÿ äëÿ ìàòðèöü 2-ãî ïîðÿäêó.

Íåõàé f1(λ), f2(λ) � äåÿêi âçà¹ìíî ïðîñòi ìíîãî÷ëåíè íàä ïîëåì
P . Çà îçíàêîþ âçà¹ìíî¨ ïðîñòîòè ìíîãî÷ëåíiâ iñíóþòü ìíîãî÷ëåíè
u(λ) i v(λ) iç P [λ] òàêi, ùî f1(λ)u(λ) + f2(λ)v(λ) = 1. Ðîçãëÿíåìî
óíiìîäóëÿðíi λ-ìàòðèöi

U =

(
1 0
0 −1

)(
1 0

−f2(λ) 1

)(
1 v(λ)
0 1

)
,

V =

(
1 u(λ)
0 1

)(
0 1
1 0

)(
1 −f1(λ)
0 1

)
.

Òîé ôàêò, ùî

U

(
f1(λ) 0
0 f2(λ)

)
V =

(
1 0
0 f1(λ)f2(λ)

)
,

çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ ëåìè.
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Çíàéäåìî òåïåð íîðìàëüíó ôîðìó Ñìiòà õàðàêòåðèñòè÷íî¨ ìà-
òðèöi J − λE íîðìàëüíî¨ ôîðìè Æîðäàíà J , ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç k
êëiòîê Æîðäàíà, âiäïîâiäíî ó êîæíî¨ ç ÿêèõ íà ãîëîâíié äiàãîíàëi
çíàõîäèòüñÿ åëåìåíò αi, òà ìà¹ ïîðÿäîê ni, äå k ∈ N, αi ∈ P , ni ∈ N,
i ∈ {1, 2, . . . , k}, òîáòî ìàòðèöi

J − λE =


Jn1

(α1)− λE1 0 . . . 0
0 Jn2

(α2)− λE2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . Jnk

(αk)− λEk

 ,

äå Ei � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó ni, i ∈ {1, 2, . . . , k}. Çàóâàæèìî,
ùî ñåðåä åëåìåíòiâ α1, α2, . . . , αk ïîëÿ P ìîæóòü áóòè ðiâíi, òàê ñàìî
ÿê i ñåðåä íàòóðàëüíèõ ÷èñåë n1, n2, . . . , nk. Çà âèùå äîâåäåíèì
ìîæíà ïîêàçàòè, ùî λ-ìàòðèöÿ J − λE åêâiâàëåíòíà äiàãîíàëüíié
ìàòðèöi, ó ÿêî¨ íà äiàãîíàëi ñòîÿòü n1 + n2 + · · ·+ nk − k îäèíèöü òà
ìíîãî÷ëåíè

(λ− α1)
n1 , (λ− α2)

n2 , . . . , (λ− αk)
nk , (10)

ÿêi ó ïîäàëüøîìó íàçèâàòèìåìî åëåìåíòàðíèìè äiëüíèêàìè ìà-
òðèöi J .

Óòâîðèìî iç öèõ ìíîãî÷ëåíiâ òàáëèöþ çà íàñòóïíèì àëãîðèòìîì.
Ñïî÷àòêó ïåðåíóìåðó¹ìî åëåìåíòè α1, α2, . . . , αk òàê, ùî ïåðøi l ç
íèõ ïîïàðíî ðiçíi, à âñi iíøi ïî÷èíàþ÷è ç l + 1 äîðiâíþþòü õî÷à á
îäíîìó ç l ïåðøèõ. Äàëi, íåõàé ni1, ni2, . . . , niqi � ñòåïåíi òèõ ìíî-
ãî÷ëåíiâ iç (10), ùî ìàþòü êîðiíü αi i âîíè ðîçòàøîâàíi ó ïîðÿäêó
íåçðîñòàííÿ, òîáòî ni1 ≥ ni2 ≥ . . . ≥ niqi , äå qi � ÷èñëî òàêèõ ìíî-
ãî÷ëåíiâ, i ∈ {1, 2, . . . , l}. Ðîçòàøó¹ìî ó i-èé ðÿäîê òà j-èé ñòîâïåöü
òàáëèöi åëåìåíòàðíèé äiëüíèê (λ − αi)

nij , à ó ïîðîæíi ìiñöÿ, ÿêùî
òàêi ¹, çàïèøåìî 1. ßêùî q � ìàêñèìàëüíå ñåðåä ÷èñåë q1, q2, . . . ,
ql, òî òàáëèöÿ ìàòèìå âèãëÿä

(λ− α1)
n11 (λ− α1)

n12 . . . (λ− α1)
n1q

(λ− α2)
n21 (λ− α2)

n22 . . . (λ− α2)
n2q

...
...

. . .
...

(λ− αl)
nl1 (λ− αl)

nl2 . . . (λ− αl)
nlq

äå ïîêàçíèê nij ðiâíèé íóëþ, ÿêùî âií íå âèçíà÷åíèé. Ïîçíà÷èìî

n =

l∑
i=1

qi∑
j=1

nij , en−j+1(λ) =

l∏
i=1

(λ− αi)
nij ,
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äå j ∈ {1, 2, . . . , q}, òîáòî en(λ) ¹ äîáóòêîì âñiõ ìíîãî÷ëåíiâ 1-ãî
ñòîâïöÿ âèùå çãàäàíî¨ òàáëèöi, en−1(λ) ¹ äîáóòêîì âñiõ ìíîãî÷ëåíiâ
2-ãî ñòîâïöÿ öi¹¨ òàáëèöi, i ò. ä.

Iç ëåìè 1 âèïëèâà¹, ùî õàðàêòåðèñòè÷íà ìàòðèöÿ J − λE åêâiâà-
ëåíòíà íîðìàëüíié ôîðìi Ñìiòà

1
. . . 0

1
en−q+1(λ)

0
. . .

en(λ)


.

Îñêiëüêè äâi íîðìàëüíi ôîðìè Ñìiòà åêâiâàëåíòíi òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè âîíè ðiâíi, òî iç îäíîçíà÷íîñòi ðîçêëàäó íà íåçâiäíi ìíî-
æíèêè ìíîãî÷ëåíà ç òî÷íiñòþ äî ïîðÿäêó ñëiäóâàííÿ öèõ ìíîæíèêiâ
òà iç îçíàêè ïîäiáíîñòi ìàòðèöü íàìè â iíøèé ñïîñiá äîâåäåíî, ùî
äâi íîðìàëüíi ôîðìè Æîðäàíà ïîäiáíi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíè
ñêëàäàþòüñÿ ç îäíèõ i òèõ æå êëiòîêÆîðäàíà, ðîçìiùåíèõ ëèøå ìî-
æëèâî ïî-ðiçíîìó íà ãîëîâíèõ äiàãîíàëÿõ äàíèõ íîðìàëüíèõ ôîðì.

Íàâåäåìî ïðèêëàä çíàõîäæåííÿ íîðìàëüíî¨ ôîðìè Ñìiòà õàðà-
êòåðèñòè÷íî¨ ìàòðèöi íàñòóïíî¨ íîðìàëüíî¨ ôîðìè Æîðäàíà

J =



5 1 0
0 5 1 0
0 0 5

1
2 1
0 2

5 1
0 5

0 5
1


.

Òàáëèöÿ åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ ìàòðèöi J âèãëÿäà¹ òàê:

λ− 1 λ− 1 1
(λ− 2)2 1 1
(λ− 5)3 (λ− 5)2 λ− 5

Òîìó íîðìàëüíîþ ôîðìîþ Ñìiòà õàðàêòåðèñòè÷íî¨ ìàòðèöi J − λE
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¹ ìàòðèöÿ

1
. . . 0

1
(λ− 5)

0 (λ− 1)(λ− 5)2

(λ− 1)(λ− 2)2(λ− 5)3


.

Iç âèùå ïðîâåäåíèõ ìiðêóâàíü ñëiäóþòü òàêîæ íàñòóïíi òåîðåìè.

Òåîðåìà 9. ßêùî äåÿêà êâàäðàòíà ìàòðèöÿ A íàä äåÿêèì ïî-
ëåì P ïîäiáíà íîðìàëüíié ôîðìi Æîðäàíà, òî öÿ íîðìàëüíà ôîðìà
Æîðäàíà âèçíà÷à¹òüñÿ ìàòðèöåþ A îäíîçíà÷íî ç òî÷íiñòþ äî ðîç-
ìiùåííÿ êëiòîê Æîðäàíà íà ãîëîâíié äiàãîíàëi.

Òåîðåìà 10. Íåõàé A � êâàäðàòíà ìàòðèöÿ íàä äåÿêèì ïîëåì
P . Ìàòðèöÿ A ïîäiáíà íîðìàëüíié ôîðìi Æîðäàíà òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöi A ðîçêëàäà¹òüñÿ
íà ëiíiéíi ìíîæíèêè íàä ïîëåì P .

Òàêèì ÷èíîì, ùîá çíàéòè íîðìàëüíó ôîðìóÆîðäàíà êâàäðàòíî¨
ìàòðèöi A íàä ïîëåì P ïîòðiáíî âèêîíàòè ïîåòàïíî íàñòóïíi êðîêè:

1) çíàéòè íîðìàëüíó ôîðìó Ñìiòà õàðàêòåðèñòè÷íî¨ λ-ìàòðèöi
A− λE;

2) íåõàé e1(λ), . . . , eq(λ) � âñi âiäìiííi âiä îäèíèöi, iíâàðiàíòíi
ìíîæíèêè λ-ìàòðèöi A−λE. Äëÿ êîæíîãî i ∈ {1, 2, . . . , q} ðîç-
êëàäåìî, ÿêùî öå ìîæëèâî, iíâàðiàíòíèé ìíîæíèê ei(λ) ó äî-
áóòîê ñòåïåíiâ ëiíiéíèõ ìíîãî÷ëåíiâ

ei(λ) = (λ− αi1)
ni1(λ− αi2)

ni2 · · · (λ− αiri)
niri ;

3) áëî÷íî-äiàãîíàëüíà ìàòðèöÿ, íà äiàãîíàëi ÿêî¨ çíàõîäÿòüñÿ êëi-
òêè Æîðäàíà Jn11

(α11), . . . , Jn1r1
(α1r1), . . . , Jnqrq

(αqrq ) ¹ øó-
êàíîþ íîðìàëüíîþ ôîðìîþ Æîðäàíà.
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Âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

Çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü çíàéòè íîðìàëüíó ôîð-
ìó Ñìiòà äëÿ íàñòóïíèõ λ-ìàòðèöü.

1.

(
λ 1
0 λ

)
.

2.

(
λ2 − 1 λ− 1
λ+ 1 λ2 + 2λ+ 1

)
.

3.

(
λ 0
0 λ+ 5

)
.

4.

(
λ2 − 1 0

0 (λ− 1)3

)
.

5.

 λ+ 1 λ2 + 1 λ2

3λ− 1 3λ2 − 1 λ2 + 2λ
λ− 1 λ2 − 1 λ

.
6.

 λ2 λ2 − λ 3λ2

λ2 − λ 3λ2 − λ λ3 + 4λ2 − 3λ
λ2 + λ λ2 + λ 3λ3 + 3λ

.
7.

λ− 2 −1 0
0 λ− 2 −1
0 0 λ− 2

.
8.

λ(λ+ 1) 0 0
0 λ 0
0 0 (λ+ 1)2

.
9.

1− λ2 λ2 λ
λ λ −λ

1 + λ2 λ2 −λ2

.
Çíàéòè äëÿ íàñòóïíèõ ìàòðèöü íîðìàëüíó ôîðìó Ñìiòà, ïîïå-

ðåäíüî çíàéøîâøè íàéáiëüøi ñïiëüíi äiëüíèêè ìiíîðiâ âiäïîâiäíèõ
ïîðÿäêiâ.

10.

λ(λ− 1) 0 0
0 λ(λ− 2) 0
0 0 (λ− 1)(λ− 2)

.
11.

λ(λ− 1) 0 0
0 λ(λ− 2) 0
0 0 λ(λ− 3)

.
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12.


λ 1 0 0
0 λ 1 0
0 0 λ 1
0 0 0 λ

.

13.


λ 1 0 0
0 λ 0 0
0 0 λ 1
0 0 0 λ

.

14.


λ −1 0 0 0
0 λ −1 0 0
0 0 λ −1 0
0 0 0 λ −1
1 2 3 4 5 + λ

.

15.

2λ2 − 12λ+ 16 2− λ 2λ2 − 12λ+ 17
0 3− λ 0

λ2 − 6λ+ 7 2− λ λ2 − 6λ+ 8

.
16.

3λ2 − 5λ+ 2 0 3λ2 − 6λ+ 3
2λ2 − 3λ+ 1 λ− 1 2λ2 − 4λ+ 2
2λ2 − 2λ 0 2λ2 − 4λ+ 2

.
Âèÿñíèòè, ÷è ¹ åêâiâàëåíòíèìè ìiæ ñîáîþ íàñòóïíi λ-ìàòðèöi.

17. A =

 3λ+ 1 λ 4λ− 1
1− λ2 λ− 1 2λ− λ2

λ2 + λ+ 2 λ λ2 + λ

,
B =

λ+ 1 λ− 2 λ2 − 2λ
2λ 2λ− 3 λ2 − 2λ
−2 1 1

.

18. A =


λ2 + λ+ 1 3λ− λ2 2λ2 + λ λ2

λ2 + λ 3λ− λ2 2λ2 + λ λ2

λ2 − λ 2λ− λ2 2λ2 + λ λ2

λ2 −λ2 2λ2 λ2

,

B =


3 λ2 + 1 3λ2 λ2

2 λ2 + 1 3λ2 λ2

0 λ2 3λ2 λ2

λ2 −λ2 2λ2 λ2

.
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Ó íàñòóïíèõ âïðàâàõ äëÿ äàíî¨ λ-ìàòðèöi A çíàéòè äåÿêi óíiìî-
äóëÿðíi λ-ìàòðèöi P i Q òàêi, ùî ìàòðèöÿ B = PAQ ¹ ìàòðèöåþ
íîðìàëüíî¨ ôîðìè Ñìiòà.

19. A =

(
λ2 − λ+ 4 λ2 + 3
λ2 − 2λ+ 3 λ2 − λ+ 2

)
.

20. A =

(
λ4 + 4λ3 + 4λ2 + λ+ 2 λ3 + 4λ2 + 4λ
λ4 + 5λ3 + 8λ2 + 5λ+ 2 λ3 + 5λ2 + 8λ+ 4

)
.

Äëÿ äàíèõ λ-ìàòðèöü A i B çíàéòè äåÿêi óíiìîäóëÿðíi λ-ìàòðèöi
P i Q òàêi, ùî çàäîâîëüíÿþòü ðiâíîñòi B = PAQ.

21. A =

(
2λ2 − λ+ 1 3λ2 − 2λ+ 1
2λ2 + λ− 1 3λ2 + λ− 2

)
,

B =

(
3λ3 + 7λ+ 2 3λ3 + 4λ− 1
2λ3 + 5λ+ 1 2λ3 + 3λ− 1

)
.

22. A =

(
2λ2 − λ− 1 2λ3 + λ2 − 3λ
λ2 − λ λ3 − λ

)
,

B =

(
λ3 − λ2 + λ− 1 2λ3 − λ2 + λ− 2

λ3 − λ2 2λ3 − λ2 − λ

)
.

23. A =

 λ2 + λ− 1 λ+ 1 λ2 − 2
λ3 + 2λ2 λ2 + 2λ+ 1 λ3 + λ2 − 2λ− 1

λ3 + λ2 − λ+ 1 λ2 + λ λ3 − 2λ+ 1

,
B =

 4λ+ 3 2λ+ 2 2λ2 − 2λ− 3
10λ+ 2 5λ+ 5 5λ2 − 5λ− 2

4λ2 − 7λ− 8 2λ2 − 3λ− 5 2λ3 − 7λ2 + 2λ+ 8

.
24. A =

 λ3 − λ2 − λ+ 1 2λ2 + 2λ λ3 + λ2

2λ3 − 3λ2 − 3λ+ 2 5λ2 + 5λ 2λ3 + 2λ2

λ3 − λ λ2 + λ λ3 + λ2

,
B =

 λ2 + 2λ+ 1 λ2 + λ 0
2λ2 + 3λ+ 1 λ3 + 3λ2 + 2λ λ3 + λ2

3λ2 + 5λ+ 2 2λ3 + 5λ2 + 3λ 2λ3 + 2λ2

.
Çíàéòè iíâàðiàíòíi ìíîæíèêè òà åëåìåíòàðíi äiëüíèêè íàñòóïíèõ

λ-ìàòðèöü.

25.

(
λ3 + 2 λ3 + 1

2λ3 − λ2 − λ+ 3 2λ3 − λ2 − λ+ 2

)
.

26.

(
λ3 − 2λ2 + 2λ− 1 λ2 − 2λ+ 1
2λ3 − 2λ2 + λ− 1 2λ2 − 2λ

)
.



140 Ðîçäië 3. Áóäîâà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ç ëiíiéíèì îïåðàòîðîì

27.

 λ2 + 2 2λ+ 1 λ2 + 1
λ2 + 4λ+ 4 2λ+ 3 λ2 + 4λ+ 3
λ2 − 4λ+ 3 2λ− 1 λ2 − 4λ+ 2

.
Çíàéòè íîðìàëüíó ôîðìó Ñìiòà êâàäðàòíî¨ λ-ìàòðèöi, ÿêùî âi-

äîìi ¨¨ åëåìåíòàðíi äiëüíèêè, ðàíã r i ïîðÿäîê n.

28. λ+ 1, λ+ 1, (λ+ 1)2, λ− 1, (λ− 1)2; r = 4, n = 5.

29. λ+ 2, (λ+ 2)2, (λ+ 2)3, λ− 2, (λ− 2)3; r = n = 4.

Çàïèñàòè æîðäàíîâó ôîðìó ìàòðèöi A ïîðÿäêó n íàä ïîëåì äié-
ñíèõ ÷èñåë, ÿêùî çàäàíi iíâàðiàíòíi ìíîæíèêè e1(λ), e2(λ), . . . , en(λ)
¨¨ õàðàêòåðèñòè÷íî¨ ìàòðèöi A− λE.

30. e1(λ) = e2(λ) = 1, e3(λ) = e4(λ) = λ − 1, e5(λ) = e6(λ) =
= (λ− 1)(λ+ 2).

31. e1(λ) = e2(λ) = e3(λ) = 1, e4(λ) = λ + 1, e5(λ) = (λ + 1)2,
e6(λ) = (λ+ 1)2(λ− 5).

32. e1(λ) = e2(λ) = 1, e3(λ) = λ− 2, e4(λ) = λ2 − 4.

Çíàéòè íîðìàëüíó ôîðìó Æîðäàíà íàñòóïíèõ ìàòðèöü íàä ïî-
ëåì äiéñíèõ ÷èñåë.

33.

 0 1 0
−4 4 0
−2 −1 2

.
34.

 2 6 −15
1 1 −5
1 2 −6

.
35.

 9 −6 −2
18 −12 −3
18 −9 −6

.
36.

 4 6 −15
1 3 −5
1 2 −4

.
37.

 0 −4 0
1 −4 0
1 −2 −2

.
38.

 12 −6 −2
18 −9 −3
18 −9 −3

.

39.

 4 −5 2
5 −7 3
6 −9 4

.
40.

 5 −3 2
6 −4 4
4 −4 5

.
41.

 1 −3 3
−2 −6 13
−1 −4 8

.
42.

 7 −12 6
10 −19 10
12 −24 13

.
43.

 1 −3 4
4 −7 8
6 −7 7

.
44.


1 −3 0 3

−2 −6 0 13
0 −3 1 3

−1 −4 0 8

.
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Ëiíiéíi ïðîñòîðè iç

ñêàëÿðíèì äîáóòêîì

Ó êóðñi åëåìåíòàðíî¨ ìàòåìàòèêè ó÷íiâ ïîñòóïîâî ïðèâ÷àþòü äî
ïîíÿòòÿ ìiðà. Êiëüêiñíà ìiðà åëåìåíòiâ äåÿêî¨ ìíîæèíè X � öå íå
ùî iíøå, ÿê âiäïîâiäíiñòü iç ìíîæèíè X ó ìíîæèíó R äiéñíèõ ÷èñåë.
Ç ÷àñîì ó÷íi ó øêîëi íà óðîêàõ ìàòåìàòèêè çíàéîìëÿòüñÿ ç òàêèìè
ìiðàìè, ÿê äîâæèíà âiäðiçêà, ãðàäóñíà òà ðàäiàííà ìiðè êóòiâ, ìî-
äóëü âåêòîðà. Öå òàêîæ ¹ âiäïîâiäíîñòÿìè âiäïîâiäíî iç ìíîæèí âiä-
ðiçêiâ, êóòiâ, âåêòîðiâ ó ìíîæèíó äiéñíèõ ÷èñåë, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü
ïåâíèì âëàñòèâîñòÿì. Íàïðèêëàä, ÿêùî A, B i C ¹ òî÷êàìè äåÿêî¨
ïðÿìî¨ i òî÷êà B ëåæèòü ìiæ òî÷êàìè A i B, òî äîâæèíà âiäðiçêà
AC äîðiâíþ¹ ñóìi äîâæèí âiäðiçêiâ AB i BC. Ðîçâèâàþ÷è ïîíÿòòÿ
ìîäóëÿ âåêòîðà, êóòà ìiæ âåêòîðàìè áóëî ïîáóäîâàíî âiäîáðàæåííÿ
iç ìíîæèíè âñåìîæëèâèõ ïàð âåêòîðiâ ó ìíîæèíó äiéñíèõ ÷èñåë, ÿêå
íàçâàëè ñêàëÿðíèì äîáóòêîì. Íàãàäà¹ìî, ùî ó êóðñi åëåìåíòàðíî¨
ìàòåìàòèêè ñêàëÿðíèì äîáóòêîì âåêòîðiâ a⃗ i b⃗ íàçèâà¹òüñÿ äîáó-
òîê ìîäóëiâ öèõ âåêòîðiâ i êîñèíóñà êóòà ìiæ íèìè, òîáòî çíà÷åííÿ
âèðàçó |⃗a||⃗b| cos∠(⃗a, b⃗). Ó öüîìó ðîçäiëi ïðîïîíó¹òüñÿ iíøèé ïiäõiä
äî âèçíà÷åííÿ ñêàëÿðíîãî äîáóòêó íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði íàä ïîëåì
äiéñíèõ ÷èñåë. Ïîíÿòòÿ ìîäóëÿ âåêòîðà óçàãàëüíþþòü äî ïîíÿòòÿ,
òàê çâàíî¨, íîðìè âåêòîðà é äî òîãî æ âîíî ¹ ïîõiäíèì ïîíÿòòÿì âiä
ïîíÿòòÿ ñêàëÿðíîãî äîáóòêó âåêòîðiâ.
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4.1 Åâêëiäiâ òà óíiòàðíèé ïðîñòîðè

4.1.1 Åâêëiäiâ ïðîñòið

Îçíà÷åííÿ 1. Íåõàé L ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì R äié-
ñíèõ ÷èñåë. Ñêàëÿðíèì äîáóòêîì, çàäàíèì àáî âèçíà÷åíèì íà ëi-
íiéíîìó ïðîñòîði L, íàçèâà¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿ σ : L × L → R, ÿêå
çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíèì óìîâàì àáî ùå êàæóòü àêñiîìàì ñêàëÿðíîãî
äîáóòêó :

1) σ(x, y) = σ(y, x) äëÿ äîâiëüíèõ âåêòîðiâ x, y iç L;

2) σ(x1+x2, y) = σ(x1, y)+σ(x2, y) äëÿ äîâiëüíèõ âåêòîðiâ x1, x2,
y iç L;

3) σ(αx, y) = ασ(x, y) äëÿ äîâiëüíèõ âåêòîðiâ x, y iç L i äîâiëüíîãî
äiéñíîãî ÷èñëà α;

4) σ(x, x) > 0 äëÿ äîâiëüíîãî íåíóëüîâîãî âåêòîðà x iç L.

Ïðèêëàäîì ñêàëÿðíîãî äîáóòêó, çàäàíîãî íà äiéñíîìó n-âèìiðíî-
ìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði Rn ¹ âiäîáðàæåííÿ σ : Rn × Rn → R òàêå,
ùî

σ(x, y) = x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn, (1)

äå x = (x1, x2, . . . , xn), y = (y1, y2, . . . , yn) � áóäü-ÿêi äiéñíi n-âèìiðíi
âåêòîðè. Äiéñíî, äëÿ äîâiëüíèõ âåêòîðiâ x = (x1, x2, . . . , xn), x′ =
= (x′1, x

′
2, . . . , x

′
n), y = (y1, y2, . . . , yn) iç Rn òà äîâiëüíîãî äiéñíîãî

÷èñëà α ñïðàâäæóþòüñÿ ðiâíîñòi:

σ(x, y) = x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn =

= y1x1 + y2x2 + · · ·+ ynxn = σ(y, x),

σ(x+ x′, y) =

= (x1 + x′1)y1 + (x2 + x′2)y2 + · · ·+ (xn + x′n)yn =

= (x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn) + (x′1y1 + x′2y2 + · · ·+ x′nyn) =

= σ(x, y) + σ(x′, y),

σ(αx, y) = (αx1)y1 + (αx2)y2 + · · ·+ (αxn)yn =

= α(x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn) = ασ(x, y),

σ(x, x) = x21 + x22 + · · ·+ x2n.

Íàðåøòi, äîáðå âiäîìî, ùî x21+x
2
2+· · ·+x2n > 0 äëÿ áóäü-ÿêèõ äiéñíèõ

÷èñåë x1, x2, . . . , xn, õî÷à á îäíå ç ÿêèõ íå äîðiâíþ¹ íóëþ.
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Âèíîñèìî íà ñàìîñòiéíó ðîáîòó ÷èòà÷à äîâåñòè, ùî âiäîáðàæåííÿ
ς : C[0;1] × C[0;1] → R òàêå, ùî

ς(f, g) =

∫ 1

0

f(t)g(t) dt, (2)

äå f , g ∈ C[0,1], ¹ ñêàëÿðíèì äîáóòêîì, çàäàíèì íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði
C[0;1] âñiõ íåïåðåðâíèõ íà ïðîìiæêó [0; 1] ôóíêöié.

Çàóâàæåííÿ 1. Ñêàëÿðíèé äîáóòîê σ, çàäàíèé íà ëiíiéíîìó ïðî-
ñòîði L íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë, áóäåìî òðàêòóâàòè, ÿê äiþ, ùî êî-
æíié âïîðÿäêîâàíié ïàði âåêòîðiâ x, y iç L ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü
äiéñíå ÷èñëî σ(x, y), ÿêå íàçèâà¹òüñÿ ñêàëÿðíèì äîáóòêîì âåêòîðiâ
x i y. Ñêàëÿðíèé äîáóòîê âåêòîðiâ x i y ó ðiçíîìàíiòíié íàâ÷àëüíié
ëiòåðàòóði ïîçíà÷àþòü ðiçíèìè ñïîñîáàìè, àëå â îñíîâíîìó ÷åðåç:
x · y, (x, y), (x| y), ⟨x, y⟩, ⟨x| y⟩. Ìè æ äîìîâèìîñÿ íàäàëi ó öüîìó i
íàñòóïíèõ ïóíêòàõ íàâ÷àëüíîãî ïîñiáíèêà âèêîðèñòîâóâàòè ïåðåä-
îñòàíí¹ ç ïåðåðàõîâàíèõ ïîçíà÷åíü. Õî÷à öåé âèáið íå ¹ öiëêîì âëó-
÷íèì, àäæå ðàíiøå, íàãàäà¹ìî, ñõîæèì ÷èíîì ïîçíà÷àëàñÿ ëiíiéíà
îáîëîíêà ñèñòåìè âåêòîðiâ. Çìiñò âæèâàíîãî ïîçíà÷åííÿ áóäå çðî-
çóìiëèì iç êîíòåêñòó íàïèñàíîãî ïåðåä íèì.

Îçíà÷åííÿ 2. Ëiíiéíèé ïðîñòið L íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë íà-
çèâà¹òüñÿ åâêëiäîâèì ïðîñòîðîì, ÿêùî íà L çàäàíî ñêàëÿðíèé äî-
áóòîê.

Äiéñíèé n-âèìiðíèé âåêòîðíèé ïðîñòið Rn òà ëiíiéíèé ïðîñòið
C[0,1] âñiõ íåïåðåðâíèõ íà ïðîìiæêó [0, 1] ôóíêöié âiäïîâiäíî ç ñêà-
ëÿðíèìè äîáóòêàìè (1) i (2) ¹ ïðèêëàäàìè åâêëiäîâèõ ïðîñòîðiâ.
Ïåðøèé ç íèõ íàçèâàþòü n-âèìiðíèì åâêëiäîâèì ïðîñòîðîì.

Òâåðäæåííÿ 1. Íåõàé L � åâêëiäiâ ïðîñòið ç íóëüîâèì âåêòî-
ðîì 0̄. Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ âåêòîðiâ x, y, y′ ∈ L òà äîâiëüíîãî äié-
ñíîãî ÷èñëà α ñïðàâäæóþòüñÿ ðiâíîñòi:

⟨0̄, x⟩ = 0, ⟨x, y + y′⟩ = ⟨x, y⟩+ ⟨x, y′⟩, ⟨x, αy⟩ = α⟨x, y⟩.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé L � åâêëiäiâ ïðîñòið i x, y, y′ � áóäü-ÿêi âå-

êòîðè ç L, à α � áóäü-ÿêå äiéñíå ÷èñëî. Iç àêñiîì ñêàëÿðíîãî äîáóòêó
ñëiäóþòü íàñòóïíi ðiâíîñòi:

⟨0̄, x⟩ = ⟨0 · 0̄, x⟩ = 0 · ⟨0̄, x⟩ = 0,

⟨x, y + y′⟩ = ⟨y + y′, x⟩ = ⟨y, x⟩+ ⟨y′, x⟩ = ⟨x, y⟩+ ⟨x, y′⟩,
⟨x, αy⟩ = ⟨αy, x⟩ = α⟨y, x⟩ = α⟨x, y⟩.

Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.
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Òâåðäæåííÿ 2. Íåõàé a1, a2, . . . , as � äåÿêà ñèñòåìà âåêòîðiâ
åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, âåêòîðè x i y iç L ¹ ëiíiéíèìè êîìáiíàöiÿìè
öi¹¨ ñèñòåìè âåêòîðiâ, ïðè÷îìó

x = x1a1 + x2a2 + · · ·+ xsas, y = y1a1 + y2a2 + · · ·+ ysas,

äå x1, x2, . . . , xs, y1, y2, . . . , ys ∈ R. Òîäi

⟨x, y⟩ =
s∑

i=1

s∑
j=1

xiyj⟨ai, aj⟩ =
s∑

i,j=1

xiyj⟨ai, aj⟩. (3)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òâåðäæåííÿ. Äîâåäåííÿ
ïîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà ÷èñëîì s âåêòîðiâ çà-
äàíî¨ ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. ßêùî
s = 1, òî çà òðåòüîþ àêñiîìîþ ñêàëÿðíîãî äîáóòêó i ïîïåðåäíiì òâåð-
äæåííÿì ñïðàâäæóþòüñÿ ðiâíîñòi

⟨x, y⟩ = ⟨x1a1, y1a1⟩ = x1⟨a1, y1a1⟩ = x1y1⟨a1, a1⟩.

Ïðèïóñòèìî, ùî òâåðäæåííÿ ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ âñiõ íàòóðàëü-
íèõ ÷èñåë s, ìåíøèõ çà ôiêñîâàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî t. Ðîçãëÿíåìî
ñèñòåìó iç t âåêòîðiâ a1, a2, . . . , at òà íåõàé âåêòîðè x i y iç L ¹ ëi-
íiéíèìè êîìáiíàöiÿìè öi¹¨ ñèñòåìè âåêòîðiâ, ïðè÷îìó x =

∑t
i=1 xiai,

y =
∑t

j=1 yjaj , äå x1, x2, . . . , xt, y1, y2, . . . , yt ∈ R. Òîäi çà àêñi-
îìàìè ñêàëÿðíîãî äîáóòêó, ïîïåðåäíiì òâåðäæåííÿì i iíäóêòèâíèì
ïðèïóùåííÿì ñïðàâäæóþòüñÿ íàñòóïíi ðiâíîñòi

⟨x, y⟩ =

〈
t−1∑
i=1

xiai + xtat,

t−1∑
j=1

yjaj + ytat

〉
=

=

〈
t−1∑
i=1

xiai,

t−1∑
j=1

yjaj + ytat

〉
+

〈
xtat,

t−1∑
j=1

yjaj + ytat

〉
=

=

〈
t−1∑
i=1

xiai,

t−1∑
j=1

yjaj

〉
+

〈
t−1∑
i=1

xiai, ytat

〉
+

〈
xtat,

t−1∑
j=1

yjaj

〉
+

+ ⟨xtat, ytat⟩ =
t−1∑
i,j=1

xiyj ⟨ai, aj⟩+
t−1∑
i=1

xiyt ⟨ai, at⟩+

+

t−1∑
j=1

xtyj ⟨at, aj⟩+ xtyt ⟨at, at⟩ =
t∑

i,j=1

xiyj⟨ai, aj⟩.

Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.
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Îçíà÷åííÿ 3. Íåõàé a1, a2, . . . , as � äåÿêà ñèñòåìà âåêòîðiâ
åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Ìàòðèöÿ

⟨a1, a1⟩ ⟨a1, a2⟩ . . . ⟨a1, as⟩
⟨a2, a1⟩ ⟨a2, a2⟩ . . . ⟨a2, as⟩

...
...

. . .
...

⟨as, a1⟩ ⟨as, a2⟩ . . . ⟨as, as⟩


íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöåþ �ðàìà ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as.

ßêùî ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as ¹ áàçèñîì ñêií÷åííîâèìið-
íîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, òî ðiâíiñòü (3) âñòàíîâëþ¹ ñêàëÿðíèé
äîáóòîê âåêòîðiâ ó êîîðäèíàòíié ôîðìi.

Îçíà÷åííÿ 4. Áàçèñ a1, a2, . . . , as ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâêëiäî-
âîãî ïðîñòîðó L íàçèâà¹òüñÿ îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì, ÿêùî ìàòðè-
öÿ �ðàìà ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, . . . , as ¹ îäèíè÷íîþ ìàòðèöåþ.

Öiëêîì î÷åâèäíî, ÿêùî ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as ¹ îðòî-
íîðìîâàíèì áàçèñîì ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîði L, òî
ñêàëÿðíèé äîáóòîê âåêòîðiâ x òà y iç L ó êîîðäèíàòíié ôîðìi îá÷è-
ñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ ⟨x, y⟩ = x1y1 + · · · + xsys, äå (x1, x2, . . . , xs),
(y1, y2, . . . , ys) � êîîðäèíàòíi ðÿäêè âiäïîâiäíî âåêòîðiâ x òà y ó áà-
çèñi a1, a2, . . . , as åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L.

Îçíà÷åííÿ 5. Âåêòîðè a i b åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L íàçèâàþòüñÿ
îðòîãîíàëüíèìè, ÿêùî ⟨a, b⟩ = 0. Ñèñòåìà ïîïàðíî îðòîãîíàëüíèõ
âåêòîðiâ íàçèâà¹òüñÿ îðòîãîíàëüíîþ ñèñòåìîþ âåêòîðiâ.

Çàóâàæåííÿ 2. Ïiäêðåñëèìî, ùî îðòîãîíàëüíiñòü âåêòîðiâ åâ-
êëiäîâîãî ïðîñòîðó L ¹ áiíàðíèì âiäíîøåííÿì íà L, òîáòî îðòîãî-
íàëüíiñòü âåêòîðiâ a i b ñòîñó¹òüñÿ ïàðè öèõ âåêòîðiâ. ßêùî âåêòîðè
a i b åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ¹ îðòîãîíàëüíèìè, òî iíêîëè êàæóòü,
ùî âåêòîð a � îðòîãîíàëüíèé âåêòîðó b. Iç ïåðøî¨ àêñiîìè ñêàëÿð-
íîãî äîáóòêó ñëiäó¹, ùî ÿêùî âåêòîð a � îðòîãîíàëüíèé âåêòîðó b,
òî âåêòîð b � îðòîãîíàëüíèé âåêòîðó a.

Òåîðåìà 1. Îðòîãîíàëüíà ñèñòåìà íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ åâêëi-
äîâîãî ïðîñòîðó L ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ âåêòîðiâ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé a1, a2, . . . , as � îðòîãîíàëüíà ñèñòåìà íåíó-
ëüîâèõ âåêòîðiâ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Ïîêàæåìî âiä ïðîòèëåæíî-
ãî, ùî öÿ ñèñòåìà âåêòîðiâ ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ. Ïðèïóñòèìî, ùî
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iñíóþòü äiéñíi ÷èñëà γ1, γ2, . . . , γs, íå âñi ðiâíi íóëþ, òàêi, ùî

γ1a1 + γ2a2 + · · ·+ γsas = 0̄.

Íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi ìîæíà ââàæàòè, ùî γ1 ̸= 0. Òîäi ç îäíîãî
áîêó iç ðiâíîñòi (3) ñëiäó¹, ùî

⟨a1, γ1a1 + γ2a2 + · · ·+ γsas⟩ =

= γ1⟨a1, a1⟩+ γ2⟨a1, a2⟩+ · · ·+ γs⟨a1, as⟩ = γ1⟨a1, a1⟩,

à ç iíøîãî áîêó

⟨a1, γ1a1 + γ2a2 + · · ·+ γsas⟩ = ⟨a1, 0̄⟩ = 0.

Òîìó γ1⟨a1, a1⟩ = 0. Îñêiëüêè γ1 ̸= 0, òî ⟨a1, a1⟩ = 0, ùî ìîæëèâî
ëèøå ó âèïàäêó, êîëè a1 = 0̄. Öå ñóïåðå÷èòü óìîâi òåîðåìè ÷åðåç òå,
ùî a1, a2, . . . , as ¹ ñèñòåìîþ íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ. Îäåðæàíà ñóïåðå-
÷íiñòü äîâîäèòü òåîðåìó.

Íàñëiäîê 1. Îðòîãîíàëüíà ñèñòåìà iç n íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ
ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ðîçìiðíîñòi n ¹ éîãî áà-
çèñîì.

Íåõàé a1, a2, . . . , as ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ âåêòîðiâ
åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Ïîáóäó¹ìî îðòîãîíàëüíó ñèñòåìó íåíóëüî-
âèõ âåêòîðiâ b1, b2, . . . , bs, ÿêà åêâiâàëåíòíà ñèñòåìi âåêòîðiâ a1,
a2, . . . , as, çà íàñòóïíèì àëãîðèòìîì.

� Â ÿêîñòi âåêòîðà b1 áåðåìî âåêòîð a1, òîáòî b1 = a1. Âåêòîð
a1, à îòæå i b1 ¹ íåíóëüîâèì âåêòîðîì, áî ëiíiéíî íåçàëåæíà
ñèñòåìà âåêòîðiâ íå ìiñòèòü íóëüîâîãî âåêòîðà.

� Îñêiëüêè ⟨b1, b1⟩ ≠ 0, òî ìîæåìî ðîçãëÿíóòè âåêòîð

b2 = a2 − ⟨b1,a2⟩
⟨b1,b1⟩ b1.

Âåêòîðè b1 i b2 ¹ îðòîãîíàëüíèìè, áî

⟨b1, b2⟩ = ⟨b1, a2 − ⟨b1,a2⟩
⟨b1,b1⟩ b1⟩ = ⟨b1, a2⟩ − ⟨b1,a2⟩

⟨b1,b1⟩ ⟨b1, b1⟩ = 0.

Âåêòîð b2 ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, ïðè-
÷îìó êîåôiöi¹íò ïðè a2 äîðiâíþ¹ 1. Îñêiëüêè a1, a2 ¹ ëiíiéíî
íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ âåêòîðiâ, òî b2 ̸= 0̄.
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� Çíîâó æ òàêè, âðàõîâóþ÷è, ùî ⟨b1, b1⟩ ≠ 0 i ⟨b2, b2⟩ ≠ 0, ðîçãëÿ-
íåìî âåêòîð

b3 = a3 − ⟨b1,a3⟩
⟨b1,b1⟩ b1 −

⟨b2,a3⟩
⟨b2,b2⟩ b2.

Âåêòîð b3 ¹ îðòîãîíàëüíèì äî êîæíîãî ç âåêòîðiâ b1, b2, áî

⟨b1, b3⟩ = ⟨b1, a3 − ⟨b1,a3⟩
⟨b1,b1⟩ b1 −

⟨b2,a3⟩
⟨b2,b2⟩ b2⟩ =

= ⟨b1, a3⟩ − ⟨b1,a3⟩
⟨b1,b1⟩ ⟨b1, b1⟩ −

⟨b2,a3⟩
⟨b2,b2⟩ ⟨b1, b2⟩ = 0,

⟨b2, b3⟩ = ⟨b2, a3 − ⟨b1,a3⟩
⟨b1,b1⟩ b1 −

⟨b2,a3⟩
⟨b2,b2⟩ b2⟩ =

= ⟨b2, a3⟩ − ⟨b1,a3⟩
⟨b1,b1⟩ ⟨b2, b1⟩ −

⟨b2,a3⟩
⟨b2,b2⟩ ⟨b2, b2⟩ = 0.

Âåêòîð b3 ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, a3,
ïðè÷îìó êîåôiöi¹íò ïðè a3 äîðiâíþ¹ 1. Îñêiëüêè a1, a2, a3 ¹
ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ âåêòîðiâ, òî b3 ̸= 0̄.

� Ïðîäîâæóþ÷è öåé ïðîöåñ íà s-ìó êðîöi îäåðæèìî, ùî

bs = as − ⟨b1,as⟩
⟨b1,b1⟩ b1 −

⟨b2,as⟩
⟨b2,b2⟩ b2 − · · · − ⟨bs−1,as⟩

⟨bs−1,bs−1⟩bs−1.

Î÷åâèäíî, êîæíà iç ñèñòåì âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as òà b1, b2, . . . , bs
ëiíiéíî âèðàæàþòüñÿ îäíà ÷åðåç iíøó, òîìó âîíè ¹ åêâiâàëåíòíèìè
ñèñòåìàìè âåêòîðiâ, à ¨õ ëiíiéíi îáîëîíêè ñïiâïàäàþòü.

Îçíà÷åííÿ 6. Ïîáóäîâà îðòîãîíàëüíî¨ ñèñòåìè âåêòîðiâ b1, b2,
b3, . . . , bs, ÿêà ¹ åêâiâàëåíòíîþ äåÿêié äàíié ëiíiéíî íåçàëåæíié ñè-
ñòåìi âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as çà âèùå ïðèâåäåíèì àëãîðèòìîì, íàçè-
âà¹òüñÿ ïðîöåñîì îðòîãîíàëiçàöi¨ �ðàìà-Øìiäòà.

Iç ìîæëèâîñòi ïîáóäîâè îðòîãîíàëüíî¨ ñèñòåìè âåêòîðiâ, ÿêà ¹
åêâiâàëåíòíîþ äåÿêié ëiíiéíî íåçàëåæíié ñèñòåìi âåêòîðiâ, îäðàçó
ñëiäó¹ iñòèííiñòü íàñòóïíî¨ òåîðåìè.

Òåîðåìà 2. Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäiâ ïðîñòið. Òîäi
â L iñíó¹ áàçèñ, ÿêèé ¹ îðòîãîíàëüíîþ ñèñòåìîþ âåêòîðiâ.

Îçíà÷åííÿ 7. Íåõàé x � âåêòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòið L. ×èñëî√
⟨x, x⟩ íàçèâà¹òüñÿ íîðìîþ àáî äîâæèíîþ âåêòîðà x i ïîçíà÷à¹òüñÿ

÷åðåç ∥x∥.
Òåîðåìà 3 (íåðiâíiñòü Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî-Øâàðöà). Äëÿ äî-

âiëüíèõ âåêòîðiâ x, y åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ñïðàâäæó¹òüñÿ íå-
ðiâíiñòü |⟨x, y⟩| ≤ ∥x∥ · ∥y∥.
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Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî äëÿ áóäü-ÿêîãî âåêòîðà y åâêëiäîâîãî ïðî-
ñòîðó L ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü |⟨0̄, y⟩| = ∥0̄∥ · ∥y∥. Òîìó äëÿ ïîäàëü-
øîãî äîâåäåííÿ òåîðåìè ìîæíà ââàæàòè, ùî x, y � áóäü-ÿêi íåíó-
ëüîâi âåêòîðè iç L. Òîäi ⟨x, x⟩ ≠ 0 i ìè ìîæåìî ðîçãëÿíóòè âåêòîð
z = y − ⟨x,y⟩

⟨x,x⟩x. Âåêòîðè x i z ¹ îðòîãîíàëüíèìè. Äiéñíî

⟨x, z⟩ = ⟨x, y − ⟨x,y⟩
⟨x,x⟩x⟩ = ⟨x, y⟩ − ⟨x,y⟩

⟨x,x⟩ ⟨x, x⟩ = 0.

Ç îäíîãî áîêó ⟨z, z⟩ ≥ 0, à ç iíøîãî

⟨z, z⟩ = ⟨y − ⟨x,y⟩
⟨x,x⟩x, z⟩ = ⟨y, z⟩ − ⟨x,y⟩

⟨x,x⟩ ⟨x, z⟩ = ⟨y, z⟩ =

= ⟨y, y − ⟨x,y⟩
⟨x,x⟩x⟩ = ⟨y, y⟩ − ⟨x,y⟩

⟨x,x⟩ ⟨y, x⟩ = ⟨y, y⟩ − ⟨x,y⟩2
⟨x,x⟩ .

Òîìó
⟨x, x⟩ · ⟨y, y⟩ − ⟨x, y⟩2

⟨x, x⟩
≥ 0.

Îñêiëüêè ⟨x, x⟩ ≥ 0, ⟨y, y⟩ ≥ 0, òî çâiäñè îäåðæó¹ìî, ùî

⟨x, x⟩ · ⟨y, y⟩ − ⟨x, y⟩2 ≥ 0

i, ÿê íàñëiäîê, √
⟨x, x⟩ ·

√
⟨y, y⟩ ≥

√
⟨x, y⟩2,

òîáòî
∥x∥ · ∥y∥ ≥ |⟨x, y⟩|,

ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.

Íàñëiäîê 1. Äëÿ äîâiëüíèõ äiéñíèõ ÷èñåë x1, x2, . . . , xn, y1,
y2, . . . , yn ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|x1y1 + · · ·+ xnyn| ≤
√
x21 + · · ·+ x2n

√
y21 + · · ·+ y2n.

Íàñëiäîê 2. Äëÿ áóäü-ÿêèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié f i g íà ñå-
ãìåíòi [0, 1] ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü∣∣∣∣∫ 1

0

f(t)g(t) dt

∣∣∣∣ ≤
√∫ 1

0

f2(t) dt ·

√∫ 1

0

g2(t) dt.

Äîâåäåííÿ îáîõ íàñëiäêiâ ¹ íi÷èì iíøèì, ÿê ïåðåôîðìóëþâàí-
íÿì òåîðåìè ïðî íåðiâíiñòü Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî-Øâàðöà äëÿ îêðå-
ìèõ âèïàäêiâ åâêëiäîâèõ ïðîñòîðiâ, à ñàìå n-âèìiðíîãî åâêëiäîâîãî
ïðîñòîðó i ïðîñòîðó íåïåðåðâíèõ íà ïðîìiæêó [0; 1] ôóíêöié.
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Òåîðåìà 4 (âëàñòèâîñòi íîðìè). Äëÿ áóäü-ÿêîãî äiéñíîãî ÷èñëà
α òà áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ x, y åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ñïðàâäæóþ-
òüñÿ ðiâíiñòü òà íàñòóïíi äâi íåðiâíîñòi (òàê çâàíi íåðiâíîñòi
òðèêóòíèêà):

1) ∥αx∥ = |α| · ∥x∥,
2) ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥,
3)
∣∣∥x∥ − ∥y∥

∣∣ ≤ ∥x+ y∥.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé α � áóäü-ÿêå äiéñíå ÷èñëî, x � äîâiëüíèé
âåêòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Òîäi çà îçíà÷åííÿì íîðìè

∥αx∥ =
√
⟨αx, αx⟩ =

√
α2⟨x, x⟩ =

√
α2
√

⟨x, x⟩ = |α| · ∥x∥.

Íåõàé y òàêîæ ¹ äîâiëüíèì âåêòîðîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Òîäi
çà íåðiâíiñòþ Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî-Øâàðöà ⟨x, y⟩ ≤ ∥x∥ · ∥y∥. Òîìó

∥x+ y∥ =
√
⟨x+ y, x+ y⟩ =

√
⟨x, x⟩+ 2⟨x, y⟩+ ⟨y, y⟩ ≤

≤
√

⟨x, x⟩+ 2∥x∥∥y∥+ ⟨y, y⟩ =
√
∥x∥2 + 2∥x∥∥y∥+ ∥y∥2 =

=

√(
∥x∥+ ∥y∥

)2
= ∥x∥+ ∥y∥.

Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ, ùî
∣∣∥x∥ − ∥y∥

∣∣ ≤ ∥x+ y∥.
Òåîðåìà 5. Íåõàé L ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì åâêëiäîâèì ïðîñòî-

ðîì. Òîäi â L iñíó¹ îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäiâ ïðîñòið i a1,
a2,. . . , an � äåÿêèé îðòîãîíàëüíèé áàçèñ ïðîñòîðó L. Òàêèé áàçèñ
iñíó¹ çà òåîðåìîþ 2. Î÷åâèäíî äëÿ êîæíîãî i ∈ {1, 2, . . . , n} íîðìà
âåêòîðà ai íå äîðiâíþ¹ íóëþ i ìè ìîæåìî ðîçãëÿíåìî âåêòîð bi =
= 1

∥ai∥ai. Ó öüîìó âèïàäêó iíêîëè êàæóòü, ùî âåêòîð bi îäåðæàëè ó
ðåçóëüòàòi íîðìóâàííÿ âåêòîðà ai. Òîäi çà âëàñòèâiñòþ íîðìè

∥bi∥ =
∣∣∣ 1
∥ai∥

∣∣∣ · ∥ai∥ = 1
∥ai∥ · ∥ai∥ = 1.

Ñèñòåìà âåêòîðiâ b1, b2, . . . ,bn ¹ øóêàíèì îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì
åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, áî äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}

⟨bi, bj⟩ =
〈

1
∥ai∥ai,

1
∥aj∥aj

〉
= 1

∥ai∥∥aj∥ ⟨ai, aj⟩ =
{

0, ÿêùî i ̸= j;
1, ÿêùî i = j.

Òåîðåìà äîâåäåíà.
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4.1.2 Óíiòàðíèé ïðîñòið

Îçíà÷åííÿ 8. Íåõàé L ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì C êîì-
ïëåêñíèõ ÷èñåë. Ñêàëÿðíèì äîáóòêîì, çàäàíèì íà ëiíiéíîìó ïðî-
ñòîði L, íàçèâà¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿ σ : L × L → C, ÿêå çàäîâîëüíÿ¹
íàñòóïíèì óìîâàì (àêñiîìàì ñêàëÿðíîãî äîáóòêó):

1) σ(x, y) = σ(y, x) äëÿ äîâiëüíèõ âåêòîðiâ x, y iç L, äå σ(y, x) ¹
êîìïëåêñíî ñïðÿæåíå äî σ(y, x);

2) σ(x1+x2, y) = σ(x1, y)+σ(x2, y) äëÿ äîâiëüíèõ âåêòîðiâ x1, x2,
y iç L;

3) σ(αx, y) = ασ(x, y) äëÿ äîâiëüíèõ âåêòîðiâ x, y iç L i äîâiëüíîãî
êîìïëåêñíîãî ÷èñëà α;

4) σ(x, x) ¹ äîäàòíèì äiéñíèì ÷èñëîì äëÿ äîâiëüíîãî íåíóëüîâîãî
âåêòîðà x iç L.

Ïðèêëàäîì ñêàëÿðíîãî äîáóòêó, çàäàíîãî íà êîìïëåêñíîìó n-âè-
ìiðíîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði Cn ¹ âiäîáðàæåííÿ σ : Cn × Cn → C

òàêå, ùî
σ(x, y) = x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn, (4)

äå x = (x1, x2, . . . , xn), y = (y1, y2, . . . , yn) � áóäü-ÿêi êîìïëåêñíi
n-âèìiðíi âåêòîðè. Äiéñíî, äëÿ äîâiëüíèõ âåêòîðiâ x=(x1, x2, . . . , xn),
x′ = (x′1, x

′
2, . . . , x

′
n), y = (y1, y2, . . . , yn) iç Cn òà äîâiëüíîãî êîìïëå-

êñíîãî ÷èñëà α ñïðàâäæóþòüñÿ ðiâíîñòi:

σ(x, y) = x1y1+x2y2+ · · ·+xnyn = y1x1 + y2x2 + · · ·+ ynxn = σ(y, x),

σ(x+ x′, y) = (x1 + x′1)y1 + (x2 + x′2)y2 + · · ·+ (xn + x′n)yn =

= (x1y1+x2y2+· · ·+xnyn)+(x′1y1+x
′
2y2+· · ·+x′nyn) = σ(x, y)+σ(x′, y),

σ(αx, y) = (αx1)y1 + (αx2)y2 + · · ·+ (αxn)yn =

= α(x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn) = ασ(x, y),

σ(x, x) = x1x1 + x2x2 + · · ·+ xnxn = |x1|2 + |x2|2 + · · ·+ |xn|2.

Îñêiëüêè ìîäóëü áóäü-ÿêîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà ¹ íåâiä'¹ìíèì äié-
ñíèì ÷èñëîì, òî ç îñòàííüî¨ ðiâíîñòi ñëiäó¹, ùî σ(x, x) ¹ äîäàòíèì
äiéñíèì ÷èñëîì äëÿ äîâiëüíîãî íåíóëüîâîãî âåêòîðà x iç Cn.

Îçíà÷åííÿ 9. Ëiíiéíèé ïðîñòið L íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë
íàçèâà¹òüñÿ óíiòàðíèì ïðîñòîðîì, ÿêùî íà L çàäàíî ñêàëÿðíèé äî-
áóòîê.
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Êîìïëåêñíèé n-âèìiðíèé âåêòîðíèé ïðîñòið Cn iç ñêàëÿðíèì äî-
áóòêîì (4) ¹ ïðèêëàäîì óíiòàðíîãî ïðîñòîðó. Öåé óíiòàðíèé ïðîñòið
íàçèâà¹òüñÿ n-âèìiðíèì óíiòàðíèì ïðîñòîðîì.

Ñôîðìóëüîâàíi ó ïîïåðåäíüîìó ïiäïóíêòi îçíà÷åííÿ äëÿ ïîíÿòü
åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó ïåðåíîñÿòüñÿ i íà âèïàäîê óíiòàðíîãî ïðîñòîðó.
×åðåç öå ìè ¨õ íå áóäåìî ïåðåôîðìóëþâàòè. Òàê ñàìî, ÿê i áiëüøiñòü
òåîðåì i òâåðäæåíü ïîïåðåäíüîãî ïiäïóíêòó. Âèäiëèìî ëèøå îäíå ç
öèõ òâåðäæåíü

Òâåðäæåííÿ 3. Íåõàé L ¹ óíiòàðíèì ïðîñòîðîì. Òîäi äëÿ äî-
âiëüíèõ âåêòîðiâ x, y iç L òà äîâiëüíîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà α ñïðàâ-
äæó¹òüñÿ ðiâíiñòü ⟨x, αy⟩ = α⟨x, y⟩.

Äiéñíî, ⟨x, αy⟩ = ⟨αy, x⟩ = α⟨y, x⟩ = α⟨y, x⟩ = α⟨x, y⟩.

4.1.3 Içîìåòðiÿ åâêëiäîâèõ ïðîñòîðiâ

Îçíà÷åííÿ 10. Íåõàé L i L′ ¹ åâêëiäîâèìè ïðîñòîðàìè, ÿêi âî-
äíî÷àñ ¹ içîìîðôíèìè ëiíiéíèìè ïðîñòîðè íàä ïîëåì R äiéñíèõ ÷è-
ñåë. Içîìîðôiçì φ : L → L′ ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ L i L′ íàçèâà¹òüñÿ
içîìåòði¹þ åâêëiäîâèõ ïðîñòîðiâ L i L′, ÿêùî ⟨φ(x), φ(y)⟩ = ⟨x, y⟩
äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ x, y iç L.

Îçíà÷åííÿ 11. Åâêëiäiâ ïðîñòið L íàçèâà¹òüñÿ içîìåòðè÷íèì
åâêëiäîâîìó ïðîñòîðó L′, ÿêùî iñíó¹ içîìåòðiÿ åâêëiäîâèõ ïðîñòîðiâ
L i L′.

Òåîðåìà 6 (êëàñèôiêàöiéíà òåîðåìà). Íåõàé L i L′ ¹ ñêií÷åí-
íîâèìiðíèìè åâêëiäîâèìè ïðîñòîðàìè. Åâêëiäiâ ïðîñòið L ¹ içîìå-
òðè÷íèì åâêëiäîâîìó ïðîñòîðó L′ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ðîç-
ìiðíiñòü åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L äîðiâíþ¹ ðîçìiðíîñòi åâêëiäîâîãî
ïðîñòîðó L′.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè. ßêùî åâêëiäiâ
ïðîñòið L ¹ içîìåòðè÷íèì åâêëiäîâîìó ïðîñòîðó L′, òî ëiíiéíèé ïðî-
ñòið L ¹ içîìîðôíèì ëiíiéíîìó ïðîñòîðó L′ íàä ïîëåì R. À òîìó ¨õ
ðîçìiðíîñòi ðiâíi, òîáòî dimRL = dimRL′.

Íàâïàêè, íåõàé ðîçìiðíîñòi åâêëiäîâèõ ïðîñòîðiâ L i L′ ðiâíi.
Öiëêîì çðîçóìiëèì ¹ òå, ùî ó âèïàäêó íóëüîâèõ ïðîñòîðiâ L i L′

âîíè ¹ içîìåòðè÷íèìè ïðîñòîðàìè. Ïðèïóñòèìî, ùî L i L′ ¹ íåíó-
ëüîâèìè ïðîñòîðàìè i dimRL = dimRL′ = n äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëü-
íîãî ÷èñëà n. Çà òåîðåìîþ ïðî iñíóâàííÿ îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó
ó ñêií÷åííîâèìiðíîìó åâêëiäîâîìó ïðîñòîði â L i L′ ìîæíà âèáðà-
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òè îðòîíîðìîâàíi áàçèñè âiäïîâiäíî a1, a2, . . . , an òà a′1, a
′
2, . . . , a

′
n.

Àíàëîãi÷íî äîâåäåííþ êëàñèôiêàöiéíî¨ òåîðåìè ñêií÷åííîâèìiðíèõ
ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ ìîæíà ïîêàçàòè, ùî âiäïîâiäíiñòü φ iç L â L′

òàêà, ùî êîæíîìó âåêòîðó x iç L ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü âåêòîð
x′, êîîðäèíàòíèé ðÿäîê ÿêîãî ó áàçèñi a′1, a

′
2, . . . , a

′
n åâêëiäîâîãî

ïðîñòîðó L′ ñïiâïàäà¹ ç êîîðäèíàòíèì ðÿäêîì âåêòîðà x ó áàçè-
ñi a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, ¹ içîìîðôiçìîì ëiíiéíèõ
ïðîñòîðiâ L i L′. Äîâåäåìî, ùî öåé içîìîðôiçì ¹ içîìåòði¹þ. Íåõàé
b i c � áóäü-ÿêi âåêòîðè åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, à (β1, β2, . . . , βn)
òà (γ1, γ2, . . . , γn) � âiäïîâiäíî ¨õ êîîðäèíàòíi ðÿäêè ó áàçèñi a1,
a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Îñêiëüêè öåé áàçèñ ¹ îðòîíîð-
ìîâàíèì, òî ⟨b, c⟩ = β1γ1 + β2γ2 + · · ·+ βnγn. ×åðåç òå, ùî

φ(b) = β1a
′
1 + β2a

′
2 + · · ·+ βna

′
n, φ(c) = γ1a

′
1 + γ2a

′
2 + · · ·+ γna

′
n

i áàçèñ a′1, a
′
2, . . . , a

′
n åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L

′ òåæ ¹ îðòîíîðìîâàíèì,
òî ⟨φ(b), φ(c)⟩ = β1γ1+β2γ2+· · ·+βnγn. Îòæå, ⟨φ(b), φ(c)⟩ = ⟨b, c⟩ äëÿ
äîâiëüíèõ âåêòîðiâ b, c iç L. Çà îçíà÷åííÿì φ ¹ içîìåòði¹þ åâêëiäî-
âèõ ïðîñòîðiâ L i L′. Òàêèì ÷èíîì åâêëiäiâ ïðîñòið L içîìåòðè÷íèé
åâêëiäîâîìó ïðîñòîðó L′. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Íàñëiäîê 1. Áóäü-ÿêèé ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäiâ ïðîñòið ðîç-
ìiðíîñòi n içîìåòðè÷íèé n-âèìiðíîìó åâêëiäîâîìó ïðîñòîðó Rn.
ßêùî n ̸= m, òî n-âèìiðíèé åâêëiäiâ ïðîñòið Rn íå içîìåòðè÷íèé
m-âèìiðíîìó åâêëiäîâîìó ïðîñòîðó Rm.

4.1.4 Îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ

Îçíà÷åííÿ 12. Íåõàé A ¹ ïiäïðîñòîðîì åâêëiäîâîãî (óíiòàðíî-
ãî) ïðîñòîðó L. Ìíîæèíà A⊥ âñiõ âåêòîðiâ x iç L òàêèõ, ùî îðòîãî-
íàëüíi äî êîæíîãî âåêòîðà ïiäïðîñòîðó A íàçèâà¹òüñÿ îðòîãîíàëü-
íèì äîïîâíåííÿì ïiäïðîñòîðó A.

Òâåðäæåííÿ 4. Íåõàé A ¹ ïiäïðîñòîðîì åâêëiäîâîãî (óíiòàðíî-
ãî) ïðîñòîðó L. Îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ A⊥ ïiäïðîñòîðó A ¹ ïiä-
ïðîñòîðîì åâêëiäîâîãî (óíiòàðíîãî) ïðîñòîðó L. Ïðè÷îìó êîæåí
iç òðèâiàëüíèõ ïiäïðîñòîðiâ ¹ îðòîãîíàëüíèì äîïîâíåííÿì iíøîãî,
òîáòî {0̄}⊥ = L i L⊥ = {0̄}.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òâåðäæåííÿ. Äëÿ äîâiëü-
íèõ äiéñíèõ (êîìïëåêñíèõ) ÷èñåë α, β òà áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ x i y iç
îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ A⊥ ïiäïðîñòîðó A åâêëiäîâîãî (óíiòàð-
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íîãî) ïðîñòîðó L i äîâiëüíîãî âåêòîðà a iç A ñïðàâäæóþòüñÿ ðiâíîñòi

⟨αx+ βy, a⟩ = α⟨x, a⟩+ β⟨y, a⟩ = α · 0 + β · 0 = 0.

×åðåç öå âåêòîð αx + βy ¹ îðòîãîíàëüíèì äî äîâiëüíîãî âåêòîðà
ïiäïðîñòîðó A, à òîìó ìiñòèòüñÿ ó îðòîãîíàëüíîìó äîïîâíåííi A⊥

ïiäïðîñòîðó A. Çà îçíàêîþ ïiäïðîñòîðó ëiíiéíîãî ïðîñòîðó îðòîãî-
íàëüíå äîïîâíåííÿ A⊥ ¹ ïiäïðîñòîðîì åâêëiäîâîãî (óíiòàðíîãî) ïðî-
ñòîðó L.

Çà âëàñòèâiñòþ ñêàëÿðíîãî äîáóòêó íóëüîâèé âåêòîð 0̄ ¹ îðòîãî-
íàëüíèì äî êîæíîãî âåêòîðà åâêëiäîâîãî (óíiòàðíîãî) ïðîñòîðó L.
Òîìó {0̄}⊥ = L. Íàðåøòi, ÿêùî âåêòîð z íàëåæèòü îðòîãîíàëüíîìó
äîïîâíåííþ L⊥, òî öåé âåêòîð îðòîãîíàëüíèé äî âñiõ âåêòîðiâ iç L,
çîêðåìà ñàì ñîái, òîáòî ⟨z, z⟩ = 0. Òàêå ìîæëèâî ëèøå êîëè âåêòîð
z ¹ íóëüîâèì. Îòæå, L⊥ = {0̄}. Òâåðäæåííÿ äîâåäåíå.

Òåîðåìà 7 (ïðî îðòîãîíàëüíèé ðîçêëàä). Íåõàé A � ïiäïðîñòið
ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî (óíiòàðíîãî) ïðîñòîðó L. Òîäi åâ-
êëiäiâ ïðîñòið L ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ ïiäïðîñòîðó A i îðòîãîíàëüíîãî
äîïîâíåííÿ A⊥, òîáòî L = A⊕A⊥.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäiâ ïðîñòið ðîç-
ìiðíîñòi n i A � ïiäïðîñòið L. Äîâåäåìî òåîðåìó ëèøå äëÿ åâêëiäî-
âîãî ïðîñòîðó. Äîâåäåííÿ äëÿ óíiòàðíîãî öiëêîì àíàëîãi÷íå. ßêùî
A = {0̄}, òî A⊥ = L. ßêùî æ A = L, òî A⊥ = {0̄}. Òîìó òâåðäæåííÿ
òåîðåìè ¹ î÷åâèäíèì ó îáîõ öèõ âèïàäêàõ:

L = {0̄} ⊕ L = {0̄} ⊕ {0̄}⊥, L = L⊕ {0̄} = L⊕ L⊥.

Íåõàé A � íåòðèâiàëüíèé ïiäïðîñòið åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L i ðîç-
ìiðíîñòi k. Òîäi k ∈ N i k < n. Íåõàé a1, a2, . . . , ak � äåÿêèé îð-
òîãîíàëüíèé áàçèñ ïiäïðîñòîðó A. Çà òåîðåìîþ 2 òàêèé áàçèñ iñíó¹.
Îñêiëüêè A ̸= L, òî iñíó¹ âåêòîð b iç L \ A. Ñèñòåìà âåêòîðiâ a1,
a2, . . . , ak, b ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ, áî ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó
îäåðæàëè á, ùî âåêòîð b ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñèñòåìè âåêòîðiâ a1,
a2, . . . , ak. Îñòàíí¹ ñóïåðå÷èëî á òîìó, ùî b /∈ A. Ïðîîðòîãîíàëiçó¹ìî
ñèñòåìó âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak, b ìåòîäîì �ðàìà-Øìiäòà. Îñêiëüêè
a1, a2, . . . , ak � îðòîãîíàëüíà ñèñòåìà âåêòîðiâ, òî ó ðåçóëüòàòi îðòî-
ãîíàëiçàöi¨ îäåðæèìî îðòîãîíàëüíó ñèñòåìó âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak,
c äå c � äåÿêèé âåêòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, ùî íå íàëåæèòü A.

Áóäü-ÿêèé âåêòîð a iç A ¹ îðòîãîíàëüíèì âåêòîðó c, áî a = α1a1+
+α2a2 + · · ·+ αkak äëÿ äåÿêèõ äiéñíèõ ÷èñåë α1, α2, . . . , αk i

⟨a, c⟩ = ⟨α1a1 + α2a2 + · · ·+ αkak, c⟩ =
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= α1⟨a1, c⟩+α2⟨a2, c⟩+ · · ·+αk⟨ak, c⟩ = α1 · 0+α2 · 0+ · · ·+αk · 0 = 0.

Öå îçíà÷à¹, ùî c ∈ A⊥, à òîìó A⊥ ̸= {0}. ×åðåç òå ùî A⊥ ¹ íåíóëüî-
âèì ïiäïðîñòîðîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ó íüîìó iñíó¹ îðòîãîíàëü-
íèé áàçèñ c1, c2, . . . , cl. Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ

a1, a2, . . . , ak, c1, c2, . . . , cl (5)

¹ áàçèñîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Î÷åâèäíî öå îðòîãîíàëüíà, à òîìó
ëiíiéíî íåçàëåæíà, ñèñòåìà âåêòîðiâ. ßêùî äåÿêèé âåêòîð d åâêëi-
äîâîãî ïðîñòîðó L íå ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñèñòåìè âåêòîðiâ (5),
òî ñèñòåìà âåêòîðiâ

a1, a2, . . . , ak, c1, c2, . . . , cl, d (6)

¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ. Çíîâó æ òàêè, ïðîîðòîãîíàëiçóâàâøè ñèñòåìó
âåêòîðiâ (6), îäåðæèìî îðòîãîíàëüíó ñèñòåìó íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ

a1, a2, . . . , ak, c1, c2, . . . , cl, e, (7)

äå e � äåÿêèé âåêòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Ç îäíîãî áîêó e ∈ A⊥,
áî âåêòîð e ¹ îðòîãîíàëüíèì äî êîæíîãî âåêòîðà áàçèñó a1, a2, . . . ,
ak ïiäïðîñòîðó A. À ç iíøîãî e /∈ A⊥, áî ïiäñèñòåìà c1, c2, . . . , cl, e ëi-
íiéíî íåçàëåæíî¨ âåêòîðiâ (7) ¹ òàêîæ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ
âåêòîðiâ. ×åðåç öå âåêòîð e íå ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñèñòåìè âåêòî-
ðiâ c1, c2, . . . , cl, ÿêà ¹ áàçèñîì A⊥. Îäåðæàíà ñóïåðå÷íiñòü äîâîäèòü,
ùî êîæíèé âåêòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ
ñèñòåìè âåêòîðiâ (5).

Íàñàìêiíåöü, êîæåí âåêòîð x åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L îäíîçíà÷íî
ðîçêëàäà¹òüñÿ çà áàçèñîì (5). ßêùî x � äåÿêèé äîâiëüíèé âåêòîð
åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, òî

x = α1a1 + α2a2 + · · ·+ αkak + γ1c1 + γ2c2 + . . .+ γlcl,

äëÿ äåÿêèõ äiéñíèõ ÷èñåë α1, α2, . . . , αk, γ1, γ2, . . . γl. Òîìó âåêòîð
x ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi ñóìè åëåìåíòiâ iç A i A⊥, à ñàìå

x = (α1a1 + α2a2 + · · ·+ αkak) + (γ1c1 + γ2c2 + . . .+ γlcl) = u+ v,

äå u = α1a1 +α2a2 + · · ·+αkak ∈ A, v = γ1c1 + γ2c2 + . . .+ γlcl ∈ A⊥.
Îòæå, L = A + A⊥. ßêùî âåêòîð a íàëåæèòü ïåðåòèíó A ∩ A⊥, òî
⟨a, a⟩ = 0, ÿê íàñëiäîê a = 0̄. Òîìó A ∩ A⊥ = {0̄} i L = A ⊕ A⊥.
Òåîðåìó äîâåäåíî.
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Îçíà÷åííÿ 13. Íåõàé A ¹ ïiäïðîñòîðîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó
L, x ¹ äåÿêèì âåêòîðîì iç L, à ðiâíiñòü x = u + v ¹ ïðåäñòàâëåííÿì
âåêòîðà x ó âèãëÿäi ñóìè âåêòîðiâ u i v âiäïîâiäíî iç ïiäïðîñòîðiâ A
i A⊥. Òîäi âåêòîð u íàçèâà¹òüñÿ îðòîãîíàëüíîþ ïðîåêöi¹þ âåêòîðà
x íà ïiäïðîñòið A.

Âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

1. Äîâåñòè, ùî â åâêëiäîâîìó ïðîñòîði L íóëüîâèé âåêòîð ¹ ¹äè-
íèì âåêòîðîì, îðòîãîíàëüíèì äî âñiõ âåêòîðiâ iç L.

2. Äîâåñòè, ùî ÿêùî âåêòîð a îðòîãîíàëüíèé äî êîæíîãî ç âå-
êòîðiâ b1, b2, . . . , bn åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, òî âií îðòîãîíàëüíèé
äî ëþáî¨ ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ öi¹¨ ñèñòåìè âåêòîðiâ.

3. Ââåñòè ñêàëÿðíèé äîáóòîê ó ëiíiéíîìó ïðîñòîðiR[x]n âñiõ ìíî-
ãî÷ëåíiâ íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë, ñòåïåíi ÿêèõ íå ïåðåâèùóþòü íà-
òóðàëüíå ÷èñëî n.

4. Çàñòîñóâàòè ïðîöåñ îðòîãîíàëiçàöi¨ �ðàìà-Øìiäòà äî íàñòó-
ïíî¨ ñèñòåìè âåêòîðiâ òðèâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó R3: a1 =
= (1,−2, 2), a2 = (−1, 0,−1), a3 = (5,−3,−7).

5. Äîâåñòè, ùî ÿêùî ⟨ , ⟩1 i ⟨ , ⟩2 äâà ðiçíèõ ñêàëÿðíèõ äîáóòêè
îäíîãî i òîãî æ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë, òî
äëÿ áóäü-ÿêèõ íåâiä'¹ìíèõ äiéíèõ ÷èñåë µ i ν, îäíî÷àñíî íå ðiâíèõ
0, âiäîáðàæåííÿ ⟨ , ⟩ : L × L → R, çàäàíå çà ïðàâèëîì ⟨a, b⟩ =
= µ · ⟨a, b⟩1+ν · ⟨a, b⟩2 äëÿ áóäü-ÿêèõ a, b iç L, ¹ ñêàëÿðíèì äîáóòêîì,
çàäàíèì íà L.

6. Íåõàé L ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë, ÿêèé
ðîçêëàäà¹òüñÿ ó ïðÿìó ñóìó ïiäïðîñòîðiâ L1 i L2. Äëÿ êîæíîãî i ∈
{1, 2} ó ïiäïðîñòîði Li âèçíà÷åíî ñêàëÿðíèé äîáóòîê ⟨ , ⟩i. Äîâåñòè,
ùî ó ëiíiéíîìó ïðîñòîði L ìîæíà çàäàòè ñêàëÿðíèé äîáóòîê ⟨ , ⟩
íàñòóïíèì ÷èíîì: ÿêùî a i b � áóäü-ÿêi âåêòîðè iç L ç ðîçêëàäàìè
çà ïiäïðîñòîðàìè L1, L2 âiäïîâiäíî a = a1 + a2, b = b1 + b2, òî
⟨a, b⟩ = ⟨a1, b1⟩1 + ⟨a2, b2⟩2.

7. Ó ïiäïðîñòîði L1 = {(α1, α2, 0, 0) |α1, α2 ∈ R} ÷îòèðèâèìiðíîãî
âåêòîðíîãî ïðîñòîðó R4 çàäàíî ñêàëÿðíèé äîáóòîê ⟨ , ⟩1 çà ïðàâè-
ëîì ⟨a, b⟩1 = α1β1 + 2α2β2, äå a = (α1, α2, 0, 0), b = (β1, β2, 0, 0) ∈ L1.
À ó ïiäïðîñòîði L2 = {(0, 0, γ3, γ4) | γ3, γ4 ∈ R} öüîãî æ âåêòîðíî-
ãî ïðîñòîðó çàäàíî ñêàëÿðíèé äîáóòîê ⟨ , ⟩2 çà ïðàâèëîì ⟨c, d⟩2 =
= γ3δ3 + γ3δ4 + γ4δ3 + 2γ4δ4, äå c = (0, 0, γ3, γ4), d = (0, 0, δ3, δ4) ∈ L2.
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Çàäàéòå ñêàëÿðíèé äîáóòîê ⟨ , ⟩ ó âñüîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði R4

çà äîïîìîãîþ ñïîñîáó, ÿêèé îïèñàíî ó ïîïåðåäíié çàäà÷i. Îá÷èñëèòè
ñêàëÿðíèé äîáóòîê ⟨u, v⟩ âåêòîðiâ u = (1, 2, 3, 4) i v = (−3, 1,−3, 2).

8. Äîâåñòè, ùî ÿêùî äëÿ âåêòîðiâ a i b åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L
ðiâíiñòü ⟨a, x⟩ = ⟨b, x⟩ ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà x iç L,
òî a = b.

9. Çàñòîñóâàòè ïðîöåñ îðòîãîíàëiçàöi¨ �ðàìà-Øìiäòà äî íàñòó-
ïíî¨ ñèñòåìè âåêòîðiâ ÷îòèðèâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó R4:
a1 = (1, 1, 1, 1), a2 = (3, 3,−1,−1), a3 = (−2, 0, 6, 8).

10. Äîïîâíèòè ñèñòåìó âåêòîðiâ a1 = (− 11
15 ,−

2
15 ,

2
3 ), a2 = (− 2

15 ,
− 14

15 ,−
1
3 ) äî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó òðèâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðî-

ñòîðó R3.

11. Äîïîâíèòè ñèñòåìó âåêòîðiâ a1 = ( 12 ,−
1
2 ,

1
2 ,−

1
2 ), a2 = (− 1

2 ,
1
2 ,

1
2 ,−

1
2 ) äî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó ÷îòèðèâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðî-

ñòîðó R4.

12. Äîâåñòè, ùî êîîðäèíàòè α1, α2, . . ., αn âåêòîðà a ñêií÷åí-
íîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ó îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi e1,
e2, . . ., en öüîãî ïðîñòîðó îá÷èñëþþòüñÿ çà ôîðìóëàìè αi = ⟨a, ei⟩,
äå i ∈ {1, 2, . . . , n}.

13. Íåõàé a� íåíóëüîâèé âåêòîð ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî
ïðîñòîðó L ðîçìiðíîñòi n. Çíàéòè ðîçìiðíiñòü ïiäïðîñòîðó ëiíiéíîãî
ïðîñòîðó L, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ âåêòîðiâ x iç L òàêèõ, ùî ⟨a, x⟩.

14. Çàñòîñîâóþ÷è ïðîöåñ îðòîãîíàëiçàöi¨ �ðàìà-Øìiäòà, ïîáó-
äóâàòè îðòîãîíàëüíèé áàçèñ ïiäïðîñòîðó ÷îòèðèâèìiðíîãî åâêëiäî-
âîãî ïðîñòîðó R4, ùî ¹ ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ ñèñòåìè âåêòîðiâ a1 =
= (2, 3,−4,−6), a2 = (1, 8,−2,−16), a3 = (12, 5,−14, 5), a4 = (3, 11,
4,−7).

15. Çàñòîñîâóþ÷è ïðîöåñ îðòîãîíàëiçàöi¨ �ðàìà-Øìiäòà, ïîáó-
äóâàòè îðòîãîíàëüíèé áàçèñ ïiäïðîñòîðó ÷îòèðèâèìiðíîãî åâêëiäî-
âîãî ïðîñòîðó R4, ùî ¹ ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ ñèñòåìè âåêòîðiâ: a1 =
= (1, 1,−1,−2), a2 = (−2, 1, 5, 11), a3 = (0, 3, 3, 7), a4 = (3,−3,−3,−9).

16. Äîâåñòè, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ x, y åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó
L ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü ∥x+ y∥2 + ∥x− y∥2 = 2∥x∥2 + 2∥y∥2.

17. Äîâåñòè, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ îðòîãîíàëüíî¨ ñèñòåìè âåêòîðiâ
a1, a2, . . . , as åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü ∥a1 +
+ a2 + · · ·+ as∥2 = ∥a1∥2 + ∥a2∥2 + · · ·+ ∥as∥2.
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18. Äîâåñòè, ùî âåêòîðè x, y óíiòàðíîãî ïðîñòîðó L îðòîãîíàëüíi
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü ∥αx+βy∥2 = ∥αx∥2+
+ ∥βy∥2 äëÿ áóäü-ÿêèõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë α i β.

19. Íåõàé A � ïiäïðîñòið ðîçìiðíîñòi k ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâ-
êëiäîâîãî ïðîñòîðó L ðîçìiðíîñòi n i k < n. Äîâåñòè, ùî â L çíàéäå-
òüñÿ íåíóëüîâèé âåêòîð, ÿêèé îðòîãîíàëüíèé äî âñiõ âåêòîðiâ iç A.

20. Íåõàé A i B ¹ ïiäïðîñòîðàìè åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Äîâå-
ñòè, ùî: 1)

(
A⊥)⊥ = A; 2) ÿêùî A ⊂ B, òî B⊥ ⊂ A⊥; 3) (A+B)⊥ =

= A⊥ ∩B⊥; 4) (A ∩B)⊥ = A⊥ +B⊥.

21. Çíàéòè áàçèñ îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ L⊥ ëiíiéíî¨ îáî-
ëîíêè L íàñòóïíî¨ ñèñòåìè âåêòîðiâ ÷îòèðèâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî
ïðîñòîðó R4: a1 = (1, 3, 0, 2), a3 = (3, 7,−1, 2), a3 = (2, 4,−1, 0).

22. Äîâåñòè, ùî áóäü-ÿêèé ïiäïðîñòið n-âèìiðíîãî åâêëiäîâîãî
ïðîñòîðó Rn ìîæíà çàäàòè ñèñòåìîþ ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ç
n íåâiäîìèìè. Òîáòî äëÿ ïiäïðîñòîðó L çíàéäåòüñÿ ñèñòåìà ëiíiéíèõ
îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü òàêà, ùî âåêòîð x òîäi i òiëüêè òîäi íàëåæèòü
ïiäïðîñòîðó L, êîëè x ¹ ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü.

23. Ó ëiíiéíîìó ïðîñòîði R[x]n âñiõ ìíîãî÷ëåíiâ âiä íåâiäîìî¨
x íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë R, ñòåïiíü ÿêèõ íå ïåðåâèùó¹ äåÿêå íå-
âiä'ìíå öiëå ÷èñëî n, ââåäåíî ñêàëÿðíèé äîáóòîê ⟨ , ⟩ çà ïðàâèëîì
⟨f, g⟩ = anbn+an−1bn−1+· · ·+a1b1+a0b0, äå f(x) = anx

n+an−1x
n−1+

+ · · ·+ a1x+ a0, g(x) = bnx
n + bn−1b

n−1 + · · ·+ b1x+ b0. Çíàéòè îðòî-
ãîíàëüíå äîïîâíåííÿ äî ïiäïðîñòîðó âñiõ ìíîãî÷ëåíiâ, êîðåíåì ÿêèõ
¹ 1.

24. Çíàéòè ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü, ùî îïèñóþòü
ïiäïðîñòið L, ùî çàäàíèé ó ïîïåðåäíié çàäà÷i, òà éîãî îðòîãîíàëüíå
äîïîâíåííÿ L⊥.

25. Çíàéòè îðòîãîíàëüíó ïðîåêöiþ âåêòîðà a = (14,−3,−6,−7)
íà ïiäïðîñòið L åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó R4, ÿêùî L ¹ ëiíiéíîþ îáîëîí-
êîþ ñèñòåìè âåêòîðiâ b1=(−3, 0, 7, 6), b2=(1, 4, 3, 2), b3=(2, 2,−2,−2).

26. Çíàéòè îðòîãîíàëüíó ïðîåêöiþ âåêòîðà a = (−3, 0,−5, 9) íà
ïiäïðîñòið L åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó R4, ÿêùî ïiäïðîñòið L çàäàíî
ñèñòåìîþ ðiâíÿíü 3x1 + 2x2 + x3 − 2x4 = 0,

5x1 + 4x2 + 3x3 + 2x4 = 0,
x1 + 2x2 + 3x3 + 10x4 = 0.
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4.2 Îðòîãîíàëüíi i óíiòàðíi îïåðàòîðè

4.2.1 Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi

Íåõàé n ¹ äåÿêèì íàòóðàëüíèì ÷èñëîì, A ¹ êâàäðàòíîþ ìàòðè-
öåþ ïîðÿäêó n íàä ïîëåì R äiéñíèõ ÷èñåë. Âñþäè íàäàëi ÷åðåç AT

áóäåìî ïîçíà÷àòè ìàòðèöþ, òðàíñïîíîâàíó äî ìàòðèöi A.

Îçíà÷åííÿ 1. Êâàäðàòíà ìàòðèöÿ A ïîðÿäêó n íàä ïîëåì äié-
ñíèõ ÷èñåë íàçèâà¹òüñÿ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ, ÿêùî A ·AT = E,
äå E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n.

Ïðèêëàäàìè îðòîãîíàëüíèõ ìàòðèöü ¹ íàñòóïíi ìàòðèöi:

(
0 −1
1 0

)
,

(
1
2

√
3
2

−
√
3
2

1
2

)
,


2
3

2
3 − 1

3
2
3 − 1

3
2
3

− 1
3

2
3

2
3

 .

Òåîðåìà 1. Êâàäðàòíà ìàòðèöÿ A íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë ¹
îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ìàòðèöÿ A ¹
îáîðîòíîþ i îáåðíåíà äî íå¨ ìàòðèöÿ äîðiâíþ¹ òðàíñïîíîâàíié äî
A ìàòðèöi, òîáòî A−1 = AT .

Äîâåäåííÿ. ßêùî A ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ, òî

A ·AT = E. (1)

Îñêiëüêè äîáóòîê ìàòðèöü A i AT ¹ íåâèðîäæåíîþ ìàòðèöåþ, òî ìà-
òðèöÿ A ¹ íåâèðîäæåíîþ, à îòæå, � îáîðîòíîþ. Ïîìíîæèìî ðiâíiñòü
(1) çëiâà íà îáåðíåíó ìàòðèöþ A−1. Îäåðæèìî ðiâíiñòü

A−1
(
A ·AT

)
= A−1.

Çâiäñè AT = A−1 àáî A−1 = AT . Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà. Äëÿ äîâåäå-
ííÿ äîñòàòíîñòi, äîñèòü ïîìíîæèòè ðiâíiñòü AT = A−1 çëiâà íà A.
Òåîðåìà äîâåäåíà.

Òåîðåìà 2. Êâàäðàòíà ìàòðèöÿ A ïîðÿäêó n íàä ïîëåì äié-
ñíèõ ÷èñåë ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
AT ·A = E, äå E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n.

Äîâåäåííÿ. ßêùî A ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ, òî çà ïîïåðå-
äíüîþ îçíàêîþ AT = A−1. Ïîìíîæèìî öþ ðiâíiñòü ñïðàâà íà A,
îäåðæèìî, ùî AT ·A = E.
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ßêùî æ AT ·A = E, òî àíàëîãi÷íî äîâåäåííþ ïîïåðåäíüî¨ îçíàêè
A ¹ îáîðîòíîþ ìàòðèöåþ i (AT · A)A−1 = A−1. Çâiäñè AT = A−1, à
òîìó A ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Íàäàëi ââàæàòèìåìî ðÿäêè i ñòîâïöi äiéñíî¨ n× n-ìàòðèöi

A =


α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

...
...

. . .
...

αn1 αn2 . . . αnn

 (2)

âåêòîðàìè n-âèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó Rn. Òîäi ñêàëÿðíèé äî-
áóòîê i-ãî òà j-ãî ðÿäêiâ ìàòðèöi A äîðiâíþ¹

αi1αj1 + αi2αj2 + · · ·+ αinαjn,

à ñêàëÿðíèé äîáóòîê i-ãî òà j-ãî ñòîâïöiâ �

α1iα1j + α2iα2j + · · ·+ αniαnj ,

äå i, j ∈ {1, 2, . . . , n}
Òåîðåìà 3. Êâàäðàòíà ìàòðèöÿ A íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë ¹

îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ñêàëÿðíèé äîáó-
òîê áóäü-ÿêèõ äâîõ ðÿäêiâ ìàòðèöi A ç ðiçíèìè íîìåðàìè äîðiâíþ¹
íóëþ, à ñêàëÿðíèé êâàäðàò áóäü-ÿêîãî ðÿäêà ìàòðèöi A äîðiâíþ¹
îäèíèöi.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A ¹ ìàòðèöåþ âèãëÿäó (2). ßêùî A � îðòî-
ãîíàëüíà ìàòðèöÿ, òî çà îçíà÷åííÿì A ·AT = E, òîáòî
α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

...
...

. . .
...

αn1 αn2 . . . αnn

 ·


α11 α21 . . . αn1

α12 α22 . . . αn2

...
...

. . .
...

α1n α2n . . . αnn

 =


1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 1

 .

Òîìó äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n} ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

αi1αj1 + αi2αj2 + · · ·+ αinαjn =

{
0, ÿêùî i ̸= j,
1, ÿêùî i = j

= δij ,

(ñèìâîë δij íàçèâàþòü ñèìâîëîì Êðîíåêåðà). Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.
Äîñòàòíiñòü äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî íåîáõiäíîñòi, òiëüêè ó çâîðî-

òíîìó íàïðÿìó. Òåîðåìà äîâåäåíà.
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Òåîðåìà 4. Êâàäðàòíà ìàòðèöÿ A íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë ¹
îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ñêàëÿðíèé äî-
áóòîê áóäü-ÿêèõ ñòîâïöiâ A ç ðiçíèìè íîìåðàìè äîðiâíþ¹ íóëþ, à
ñêàëÿðíèé êâàäðàò áóäü-ÿêîãî ñòîâïöÿ ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ îäèíè-
öi.

Äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè ìàéæå öiëêîì ïîâòîðþ¹ äîâåäåííÿ ïî-
ïåðåäíüî¨ çà âèíÿòêîì òîãî, ùî ñëiä ñêîðèñòàòèñÿ ðiâíiñòþ AT ·A = E
äëÿ îðòîãîíàëüíî¨ ìàòðèöi A.

Òåîðåìà 5. Íåõàé L ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì åâêëiäîâèì ïðîñòî-
ðîì ðîçìiðíîñòi n, ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , an òà b1, b2, . . . , bn
¹ äåÿêèìè áàçèñàìè åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, ïðè÷îìó ïåðøèé ç íèõ
¹ îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì, à T � ìàòðèöÿ ïåðåõîäó âiä áàçèñó a1,
a2, . . . , an äî áàçèñó b1, b2, . . . , bn. Ìàòðèöÿ S ¹ îðòîãîíàëüíîþ
ìàòðèöåþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè áàçèñ b1, b2, . . . , bn åâêëiäîâîãî
ïðîñòîðó L ¹ îðòîíîðìîâàíèì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè i

S =


ς11 ς12 . . . ς1n
ς21 ς22 . . . ς2n
...

...
. . .

...
ςn1 ςn2 . . . ςnn


¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Òîìó äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}
ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü ς1iς1j + ς2iς2j + · · · + ςniςnj = δij . ×åðåç òå,
ùî S ¹ ìàòðèöåþ ïåðåõîäó âiä áàçèñó a1, a2, . . . , an äî áàçèñó b1,
b2, . . . , bn ïðîñòîðó L, òî äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, 2, . . . , n} ñïðàâäæó-
¹òüñÿ ðiâíiñòü bi = ς1ia1+ ς2ia2+ · · ·+ ςnian. Íàðåøòi, îñêiëüêè áàçèñ
a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ¹ îðòîíîðìîâàíèì, òî

⟨bi, bj⟩ = ς1iς1j + ς2iς2j + · · ·+ ςniςnj = δij

äëÿ äîâiëüíèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Öå îçíà÷à¹, ùî áàçèñ b1, b2, . . . , bn
¹ îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Íåîáõiäíiñòü äî-
âåäåíà. Äîñòàòíiñòü äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî, òiëüêè ó çâîðîòíîìó ïî-
ðÿäêó. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Òåîðåìà 6 (âëàñòèâîñòi îðòîãîíàëüíèõ ìàòðèöü). Äëÿ áóäü-ÿêî¨
îðòîãîíàëüíî¨ ìàòðèöi A ñïðàâäæóþòüñÿ íàñòóïíi âëàñòèâîñòi:

1) äåòåðìiíàíò ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ 1 àáî −1;

2) îáåðíåíà ìàòðèöÿ A−1 ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ;
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3) äëÿ áóäü-ÿêî¨ îðòîãîíàëüíî¨ ìàòðèöi B òîãî æ ïîðÿäêó, ùî i
A, äîáóòîê AB ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ.

Äîâåäåííÿ. 1) ßêùî A � îðòîãîíàëüíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n, òî
A · AT = E, äå E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n. Ç îäíîãî áîêó
äåòåðìiíàíò äîáóòêó A · AT äîðiâíþ¹ äåòåðìiíàíòó îäèíè÷íî¨ ìà-
òðèöi E, òîáòî 1, à ç iíøîãî çà âëàñòèâiñòþ äåòåðìiíàíòiâ |A ·AT | =
= |A| · |AT | = |A|2. Òîìó |A|2 = 1. Çâiäñè |A| = ±1.

2) Çíîâó æ òàêè, ÿêùî A � îðòîãîíàëüíà ìàòðèöÿ, òî AT = A−1.
Òîìó (

A−1
)−1

= A =
(
AT
)T

=
(
A−1

)T
.

Çà îçíàêîþ îðòîãîíàëüíî¨ ìàòðèöi ìàòðèöÿ A−1 ¹ îðòîãîíàëüíîþ
ìàòðèöåþ.

3) ßêùî A i B � îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi îäíîãî ïîðÿäêó, òî

(AB)−1 = B−1A−1 = BTAT = (AB)T .

Òîìó AB ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Íàñëiäîê 1. Ìíîæèíà O(n) âñiõ îðòîãîíàëüíèõ ìàòðèöü ïî-
ðÿäêó n ¹ ãðóïîþ âiäíîñíî îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ ìàòðèöü.

Îçíà÷åííÿ 2. Ãðóïà O(n) íàçèâà¹òüñÿ îðòîãîíàëüíîþ ãðóïîþ
ñòåïåíÿ n.

4.2.2 Óíiòàðíi ìàòðèöi

Íåõàé n ¹ äåÿêèì íàòóðàëüíèì ÷èñëîì, A ¹ êâàäðàòíîþ ìàòðè-
öåþ ïîðÿäêó n íàä ïîëåì C êîìïëåêñíèõ ÷èñåë. Âñþäè íàäàëi ÷åðåç
A∗ áóäåìî ïîçíà÷àòè, òàê çâàíó, åðìiòîâî-ñïðÿæåíó ìàòðèöþ äî
ìàòðèöi A, òîáòî ìàòðèöþ, ùî îòðèìó¹òüñÿ ó ðåçóëüòàòi òðàíñïî-
íóâàííÿ ìàòðèöi, îäåðæàíî¨ iç A çàìiíîþ êîæíîãî ¨¨ åëåìåíòà íà
êîìïëåêñíî-ñïðÿæåíèé. Ôîðìàëüíî ùå ïèøóòü A∗ = A

T
.

Îçíà÷åííÿ 3. Êâàäðàòíà ìàòðèöÿ A ïîðÿäêó n íàä ïîëåì êîì-
ïëåêñíèõ ÷èñåë íàçèâà¹òüñÿ óíiòàðíîþ ìàòðèöåþ, ÿêùî A ·A∗ = E,
äå E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n.

Î÷åâèäíèìè ïðèêëàäàìè óíiòàðíèõ ìàòðèöü ¹ îðòîãîíàëüíi ìà-
òðèöi. Âñi òåîðåìè çà âèíÿòêîì ïåðøîãî òâåðäæåííÿ òåîðåìè 6 ñïðàâ-
äæóþòüñÿ, ÿêùî â ¨õ ôîðìóëþâàííÿõ çàìiíèòè ïîíÿòòÿ îðòîãîíàëü-
íî¨ ìàòðèöi íà óíiòàðíó ìàòðèöþ, ïîëå äiéñíèõ ÷èñåë íà ïîëå êîì-
ïëåêñíèõ ÷èñåë i âiäïîâiäíî åâêëiäiâ ïðîñòið íà óíiòàðíèé ïðîñòið.
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Äîâåäåííÿ öèõ òåîðåì àíàëîãi÷íi äîâåäåííþ òåîðåì ïðî îðòîãîíàëü-
íi ìàòðèöi. Ùîäî âèíÿòêó, òî íå ñêëàäíî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ìîäóëü
äåòåðìiíàíòà óíiòàðíî¨ ìàòðèöi òàê ñàìî, ÿê i ìîäóëü îðòîãîíàëüíî¨
ìàòðèöi äîðiâíþ¹ 1.

4.2.3 Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè

Îçíà÷åííÿ 4. Íåõàé L ¹ åâêëiäîâèì ïðîñòîðîì. Ëiíiéíèé îïå-
ðàòîð φ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L íàçèâà¹òüñÿ îðòîãîíàëüíèì îïåðà-
òîðîì, ÿêùî öåé îïåðàòîð çáåðiãà¹ ñêàëÿðíèé êâàäðàò áóäü-ÿêîãî
âåêòîðà åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, òîáòî ⟨φ(x), φ(x)⟩ = ⟨x, x⟩ äëÿ äî-
âiëüíîãî x iç L.

Îñêiëüêè íîðìà áóäü-ÿêîãî âåêòîðà x iç åâêëiäîâîãî L äîðiâíþ¹√
⟨x, x⟩, òî îðòîãîíàëüíèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ìîæíà

áóëî á âèçíà÷èòè, ÿê òàêèé ëiíiéíèé îïåðàòîð φ, ùî çáåðiãà¹ íîðìó
êîæíîãî âåêòîðà iç L, òîáòî ∥φ(x)∥ = ∥x∥ äëÿ äîâiëüíîãî x iç L.

Òåîðåìà 7. Ëiíiéíèé îïåðàòîð φ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ¹ îð-
òîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì öüîãî ïðîñòîðó òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
îïåðàòîð φ çáåðiãà¹ ñêàëÿðíèé äîáóòîê âåêòîðiâ, òîáòî

⟨φ(x), φ(y)⟩ = ⟨x, y⟩ (3)

äëÿ äîâiëüíèõ âåêòîðiâ x, y iç L.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ëiíiéíèé îïåðàòîð φ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L
¹ îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì öüîãî ïðîñòîðó. Òîäi äëÿ äëÿ áóäü-ÿêèõ
âåêòîðiâ x i y iç L ñïðàâäæóþòüñÿ ðiâíîñòi

⟨φ(x+ y), φ(x+ y)⟩ = ⟨x+ y, x+ y⟩ = ⟨x, x⟩+ 2⟨x, y⟩+ ⟨y, y⟩. (4)

Ç iíøîãî áîêó, âðàõîâóþ÷è ëiíiéíiñòü îïåðàòîðà φ, ìîæåìî ñòâåð-
äæóâàòè, ùî

⟨φ(x+ y), φ(x+ y)⟩ = ⟨φ(x) + φ(y), φ(x) + φ(y)⟩ =
= ⟨φ(x), φ(x)⟩+ 2⟨φ(x), φ(y)⟩+ ⟨φ(y), φ(y)⟩ =

= ⟨x, x⟩+ 2⟨φ(x), φ(y)⟩+ ⟨y, y⟩. (5)

Iç ðiâíîñòi ëiâèõ ÷àñòèí ðiâíîñòåé (4) i (5) ñëiäó¹ ðiâíiñòü ïðàâèõ ¨õ
÷àñòèí

⟨x, x⟩+ 2⟨x, y⟩+ ⟨y, y⟩ = ⟨x, x⟩+ 2⟨φ(x), φ(y)⟩+ ⟨y, y⟩.

Çâiäñè ñëiäó¹ ðiâíiñòü (3) äëÿ äîâiëüíèõ âåêòîðiâ x, y iç L. Íåîáõi-
äíiñòü äîâåäåíà. Äîâåäåííÿ æ äîñòàòíîñòi ¹ î÷åâèäíèì, áî ó ðiâíîñòi
(3) ó ÿêîñòi âåêòîðà y ìîæíà âçÿòè âåêòîð x. Òåîðåìà äîâåäåíà.
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Ïðèêëàäîì îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà ¹ íàñòóïíèé ëiíiéíèé îïå-
ðàòîð ργ äâîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó R2 òàêèé, ùî

ργ
(
(x1, x2)

)
= (x1 cos γ − x2 sin γ, x1 sin γ + x2 cos γ),

äå γ � äåÿêå ôiêñîâàíå äiéñíå ÷èñëî, à (x1, x2) äîâiëüíèé âåêòîð iç
R2. Äiéñíî, äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà x = (x1, x2) ∈ R2 ñïðàâäæóþòüñÿ
ðiâíîñòi

⟨ργ(x), ργ(x)⟩ = (x1 cos γ − x2 sin γ)
2 + (x1 sin γ + x2 cos γ)

2 =

= x21 cos
2 γ − 2x1x2 cos γ sin γ + x22 sin

2 γ+

+x21 sin
2 γ + 2x1x2 sin γ cos γ + x22 cos

2 γ = x21 + x22 = ⟨x, x⟩.

Ìàòðèöåþ îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà ργ ó êàíîíi÷íîìó áàçèñi åâêëi-
äîâîãî ïðîñòîðó R2 ¹ ìàòðèöÿ

Rγ =

(
cos γ − sin γ
sin γ cos γ

)
, (6)

ÿêà ¹, ÿê íåñêëàäíî ïåðåâiðèòè, îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Îðòîãî-
íàëüíèé îïåðàòîð ργ íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîðîì ïîâîðîòó íà êóò γ.

Òåîðåìà 8. Äîáóòîê îðòîãîíàëüíèõ îïåðàòîðiâ åâêëiäîâîãî ïðî-
ñòîðó ¹ îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé φ i ψ ¹ îðòîãîíàëüíèìè îïåðàòîðàìè åâêëiäî-
âîãî ïðîñòîðó L. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà x iç L ñïðàâäæóþòüñÿ
ðiâíîñòi

⟨[φψ](x), [φψ](x)⟩ = ⟨φ
(
ψ(x)

)
, φ
(
ψ(x)

)
⟩ = ⟨ψ(x), ψ(x)⟩ = ⟨x, x⟩.

Òîìó çà îçíà÷åííÿì äîáóòîê φψ ¹ îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì. Òåî-
ðåìà äîâåäåíà.

Òåîðåìà 9. Íåõàé L ¹ íåíóëüîâèì ñêií÷åííîâèìiðíèì åâêëiäî-
âèì ïðîñòîðîì, à φ ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì öüîãî ïðîñòîðó. ßêùî φ
¹ îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, òî ìàòðèöÿ
ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ó áóäü-ÿêîìó îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi öüî-
ãî ïðîñòîðó ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Íàâïàêè, ÿêùî ìàòðèöÿ
ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ó äåÿêîìó îðòîíîðìî-
âàíîìó áàçèñi ïðîñòîðó L ¹ îðòîãîíàëüíîþ, òî ëiíiéíèé îïåðàòîð
φ ¹ îðòîãîíàëüíèì.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè. Ïðèïóñòèìî
ñïî÷àòêó, ùî φ � îðòîãîíàëüíèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L.
Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ a1, a2, . . . , an åâêëiäî-
âîãî ïðîñòîðó L, äå n = dimRL. Íåõàé A = ∥αij∥ � ìàòðèöÿ îðòîãî-
íàëüíîãî îïåðàòîðà φ ó öüîìó áàçèñi. Òîäi

φ(ai) = α1ia1 + α2ia2 + · · ·+ αnian

äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, 2, . . . , n}. Îñêiëüêè a1, a2, . . . , an � îðòîíîð-
ìîâàíèé áàçèñ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, òî

⟨φ(ai), φ(aj)⟩ = α1iα1j + α2iα2j + · · ·+ αniαnj

äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Ç iíøîãî áîêó ÷åðåç òå, ùî φ ¹
îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì, òî ⟨φ(ai), φ(aj)⟩ = ⟨ai, aj⟩ = δij . Îòæå,

α1iα1j + α2iα2j + · · ·+ αniαnj = δij

äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Çà îçíàêîþ îðòîãîíàëüíî¨ ìà-
òðèöi çâiäñè ñëiäó¹, ùî A ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Íåîáõiäíiñòü
äîâåäåíà.

Äîâåäåìî äîñòàòíiñòü. Íåõàé a1, a2, . . . , an � äåÿêèé îðòîíîðìî-
âàíèé áàçèñ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, ìàòðèöÿ A = ∥αij∥ ëiíiéíîãî
îïåðàòîðà φ â ÿêîìó ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Òîäi

⟨φ(ai), φ(aj)⟩ = α1iα1j + α2iα2j + · · ·+ αniαnj = δij

äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.
Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé âåêòîð x åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Íåõàé

äëÿ äåÿêèõ äiéñíèõ ÷èñåë β1, β2, . . . , βn

x = β1a1 + β2a2 + · · ·+ βnan

� ðîçêëàä âåêòîðà x çà áàçèñîì a1, a2, . . . , an. Îá÷èñëèìî ñêàëÿðíèé
êâàäðàò

⟨φ(x), φ(x)⟩ =

〈
φ

(
n∑

i=1

βiai

)
, φ

(
n∑

j=1

βjaj

)〉
=

=

〈
n∑

i=1

βiφ (ai) ,
n∑

j=1

βjφ (aj)

〉
=

n∑
i=1

n∑
j=1

βiβj ⟨φ (ai) , φ (aj)⟩ =

=
n∑

i=1

n∑
j=1

βiβjδij =
n∑

i=1

β2
i = ⟨x, x⟩.

Öå îçíà÷à¹, ùî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ¹ îðòîãîíàëüíèì. Òåîðåìà äîâå-
äåíà.
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Òåîðåìà 10. Íåõàé L ¹ íåíóëüîâèì ñêií÷åííîâèìiðíèì åâêëi-
äîâèì ïðîñòîðîì ðîçìiðíîñòi n, à φ ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì öüîãî
ïðîñòîðó. ßêùî φ ¹ îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì L, òî îáðàç φ(a1),
φ(a2), . . . , φ(an) áóäü-ÿêîãî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó a1, a2, . . . , an
åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ¹ îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì öüîãî ïðîñòîðó.
Íàâïàêè, ÿêùî ëiíiéíèé îïåðàòîð ïðîñòîðó L âiäîáðàæà¹ äåÿêèé
îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ó îðòîíîðìîâàíèé
áàçèñ öüîãî ïðîñòîðó, òî îïåðàòîð φ ¹ îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì
ïðîñòîðó L.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè. Ïðèïóñòèìî,
ùî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ¹ îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì. Ðîçãëÿíåìî
áóäü-ÿêèé îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòî-
ðó L. Òîäi

⟨φ(ai), φ(aj)⟩ = ⟨ai, aj⟩ = δij

äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Öå îçíà÷à¹, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ
φ(a1), φ(a2), . . . , φ(an) ¹ îðòîãîíàëüíîþ ñèñòåìîþ íåíóëüîâèõ âå-
êòîðiâ, à òîìó ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ âåêòîðiâ. ×åðåç òå, ùî
dimRL = n, çâiäñè ñëiäó¹, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ ¹ áàçèñîì ïðîñòîðó
L, ïðè÷îìó îðòîíîðìîâàíèì. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.

Äîâåäåìî äîñòàòíiñòü. Íåõàé äëÿ äåÿêîãî îðòîíîðìîâàíîãî áàçè-
ñó a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L éîãî îáðàç φ(a1), φ(a2), . . . ,
φ(an) ¹ òàêîæ îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì öüîãî ïðîñòîðó. Ðîçãëÿíåìî
äîâiëüíèé âåêòîð x iç L i ïðèïóñòèìî, ùî x = β1a1+β2a2+ · · ·+βnan,
äå β1, β2, . . . , βn ∈ R, ¹ ðîçêëàäîì âåêòîðà x çà áàçèñîì a1, a2, . . . ,
an. Òîäi

⟨φ(x), φ(x)⟩ =

〈
φ

(
n∑

i=1

βiai

)
, φ

(
n∑

j=1

βjaj

)〉
=

=

〈
n∑

i=1

βiφ (ai) ,
n∑

j=1

βjφ (aj)

〉
=

n∑
i=1

n∑
j=1

βiβj ⟨φ (ai) , φ (aj)⟩ =

=
n∑

i=1

n∑
j=1

βiβjδij =
n∑

i=1

β2
i = ⟨x, x⟩.

Öå îçíà÷à¹, ùî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ¹ îðòîãîíàëüíèì. Òåîðåìà äîâå-
äåíà.

Òåîðåìà 11. Íåõàé L ¹ åâêëiäîâèì ïðîñòîðîì, à φ ¹ îðòîãî-
íàëüíèì îïåðàòîðîì öüîãî ïðîñòîðó. Òîäi:
1) ÿêùî äiéñíå ÷èñëî α ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì îïåðàòîðà φ, òî

α = 1 àáî α = −1;
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2) âëàñíi âåêòîðè îïåðàòîðà φ, ÿêi íàëåæàòü ðiçíèì âëàñíèì
çíà÷åííÿì, ¹ îðòîãîíàëüíèìè âåêòîðàìè;

3) îðòîãîíàëüíèé îïåðàòîð φ ¹ îáîðîòíèì i îáåðíåíèé äî íüîãî
îïåðàòîð φ−1 òàêîæ ¹ îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì.

Äîâåäåííÿ. 1) Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè i α � âëà-
ñíå çíà÷åííÿ îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà φ, à a � âëàñíèé âåêòîð, ùî
éîìó íàëåæèòü. Òîäi φ(a) = αa. Îñêiëüêè φ ¹ îðòîãîíîëüíèì îïåðà-
òîðîì, òî ç îäíîãî áîêó ⟨φ(a), φ(a)⟩ = ⟨a, a⟩, à ç iíøîãî ⟨φ(a), φ(a)⟩ =
= ⟨αa, αa⟩ = α2⟨a, a⟩. Òîìó α2⟨a, a⟩ = ⟨a, a⟩ . ×åðåç òå, ùî a ¹ âëàñíèì
âåêòîðîì îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà φ, òî a ̸= 0̄, à ÷åðåç öå ⟨a, a⟩ ≠ 0.
Îòæå, α2 = 1 i, ÿê íàñëiäîê, α = 1 àáî α = −1.

2) Iç âèùå ñêàçàíîãî âèïëèâà¹, øî ó âèïàäêó iñíóâàííÿ äâîõ ði-
çíèõ âëàñíèõ çíà÷åíü îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà, òî âîíè âiäïîâiäíî
äîðiâíþþòü 1 i −1. Íåõàé b i c � âëàñíi âåêòîðè îðòîãîíàëüíîãî îïå-
ðàòîðà φ, ÿêi íàëåæàòü âiäïîâiäíî âëàñíèì çíà÷åííÿì 1 i −1. Òîäi
φ(b) = b, φ(c) = −c. Òîìó ç îäíîãî áîêó ⟨φ(b), φ(c)⟩ = ⟨b, c⟩, à ç iíøî-
ãî ⟨φ(b), φ(c)⟩ = ⟨b,−c⟩ = −⟨b, c⟩. Çâiäñè ⟨b, c⟩ = −⟨b, c⟩, ùî ìîæëèâî
ëèøå, êîëè ⟨b, c⟩ = 0.

3) Äîâåäåííÿ òðåòüîãî òâåðäæåííÿ ñëiäó¹ iç çâ'ÿçêó ìiæ îðòîãî-
íàëüíèìè îïåðàòîðàìè òà ¨õ ìàòðèöÿìè i ðàíiøå äîâåäåíîþ àíàëî-
ãi÷íîþ âëàñòèâiñòþ äëÿ îðòîãîíàëüíèõ ìàòðèöü. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Òåîðåìà 12 (ïðî êàíîíi÷íèé âèãëÿä ìàòðèöi îðòîãîíàëüíîãî
îïåðàòîðà). Íåõàé φ ¹ îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì íåíóëüîâîãî ñêií-
÷åííîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Òîäi ó åâêëiäîâîìó ïðîñòîði
L iñíó¹ îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ, â ÿêîìó ìàòðèöÿ A îïåðàòîðà φ ìà¹
áëî÷íî-äiàãîíàëüíèé âèãëÿä

A =


Ek

−El 0
Rγ1

0
. . .

Rγm

 , (7)

äå k, l, m � äåÿêi íåâiä'¹ìíi öiëi ÷èñëà; γ1, . . . , γm � äåÿêi äiéñíi
÷èñëà; Eq � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó q; Rγ � ìàòðèöÿ îïåðàòîðà
ïîâîðîòó íà êóò γ âèãëÿäó (6).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé L � íåíóëüîâèé ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäiâ
ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n, à φ îðòîãîíàëüíèé îïåðàòîð öüîãî ïðîñòîðó.
Äîâåäåìî òåîðåìó ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà ðîçìiðíiñòþ n
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åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Íåõàé n = 1. Òîäi â åâêëiäîâîìó ïðîñòîði
L iñíó¹ îðòîíîðìàâàíèé áàçèñ ç îäíîãî âåêòîðà, ïðèïóñòèìî a. Òîìó
φ(a) = αa äëÿ äåÿêîãî äiéñíîãî ÷èñëà α. Òàêèì ÷èíîì, α ¹ âëàñíèì
çíà÷åííÿì, à a ¹ âëàñíèì âåêòîðîì, ùî éîìó íàëåæèòü, îðòîãîíàëü-
íîãî îïåðàòîðà φ. Çà òåîðåìîþ 11 âëàñíå çíà÷åííÿ α äîðiâíþ¹ 1 àáî
−1, òîáòî ìàòðèöåþ îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà φ ó îðòîíîðìîâàíîìó
áàçèñi a ¹ (1) àáî (−1), ùî äîâîäèòü áàçó ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨.

Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî òâåðäæåííÿ òåîðåìè ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ
âñiõ îðòîãîíàëüíèõ îïåðàòîðiâ åâêëiäîâèõ ïðîñòîðiâ, ðîçìiðíiñòü
ÿêèõ ìåíøà çà äåÿêå ôiêñîâàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî n′. Äàëi, íåõàé
n = n′. Ðîçãëÿíåìî âèïàäêè, êîëè îðòîãîíàëüíèé îïåðàòîð φ ìà¹ äå-
ÿêèé âëàñíèé âåêòîð a1 i êîëè òàêîãî âåêòîðà íå iñíó¹. Ó ñâîþ ÷åðãó
ïåðøèé ç âèïàäêiâ ðîçáèâà¹òüñÿ íà ïiäâèïàäêè, êîëè âëàñíèé âåêòîð
a1 íàëåæèòü âiäïîâiäíî âëàñíîìó çíà÷åííþ 1 àáî −1. Ñïî÷àòêó áóäå-
ìî ââàæàòè, ùî φ(a1) = a1 i íîðìà âåêòîðà a1 äîðiâíþ¹ 1. Ó ïðîòè-
ëåæíîìó âèïàäêó ðîçãëÿíåìî âåêòîð 1

∥a1∥a1, ÿêèé òàêîæ ¹ âëàñíèì
âåêòîðîì ç íîðìîþ 1. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç L1 ëiíiéíó îáîëîíêó, ïîðî-
äæåíó âåêòîðîì a1. Çà òåîðåìîþ ïðî îðòîãîíàëüíèé ðîçêëàä åâêëi-
äiâ ïðîñòið L ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ ïiäïðîñòîðó L1 òà éîãî îðòîãîíàëüíî-
ãî äîïîâíåííÿ L⊥

1 . Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé âåêòîð b iç L
⊥
1 . Îá÷èñëèìî

ñêàëÿðíèé äîáóòîê âåêòîðà a1 i îáðàçó âåêòîðà b, âðàõîâóþ÷è îðòî-
ãîíàëüíiñòü îïåðàòîðà φ: ⟨a1, φ(b)⟩ = ⟨φ(a1), φ(b)⟩ = ⟨a1, b⟩ = 0. Öå
îçíà÷à¹, ùî îáðàç φ(b) áóäü-ÿêîãî âåêòîðà b iç L⊥

1 íàëåæèòü L⊥
1 , òîá-

òî îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ L⊥
1 ¹ iíâàðiàíòíèì ïiäïðîñòîðîì âiäíî-

ñíî îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà φ. Î÷åâèäíî îáìåæåííÿ φL⊥
1
îðòîãî-

íàëüíîãî îïåðàòîðà φ íà ïiäïðîñòið L⊥
1 ¹ îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì

öüîãî ïiäïðîñòîðó. Îñêiëüêè L = L1⊕L⊥
1 , òî ðîçìiðíiñòü îðòîãîíàëü-

íå äîïîâíåííÿ L⊥
1 äîðiâíþ¹ n′ − 1. Çà ïðèïóùåííÿì ìàòåìàòè÷íî¨

iíäóêöi¨ ó ïiäïðîñòîði L⊥
1 äëÿ äåÿêèõ íåâiä'¹ìíèõ öiëèõ ÷èñåë k, l,

m òàêèõ, ùî (k − 1) + l + 2m = n′ − 1, iñíó¹ îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ
a2, . . . , ak, ak+1, . . . , ak+l, ak+l+1, . . . , an′ , ó ÿêîìó ìàòðèöÿ îðòîãî-
íàëüíîãî îïåðàòîðà φL⊥

1
ìà¹ âèãëÿä

Ek−1

−El 0
Rγ1

0
. . .

Rγm

 .

Íå ñêëàäíî áà÷èòè, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , an′ ¹ îðòîíîð-
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ìîâàíèì áàçèñîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, â ÿêîìó îðòîãîíàëüíèé
îïåðàòîð φ ìà¹ ìàòðèöþ âèãëÿäó (7).

ßêùî a1 ¹ âëàñíèì âåêòîðîì îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà φ, ùî
íàëåæèòü âëàñíîìó çíà÷åííþ −1, òî äîâåäåííÿ òåîðåìè àíàëîãi÷íå
ïîïåðåäíüîìó ïiäâèïàäêó. Âiäìiííiñòü ïîëÿãà¹ ëèøå ó ïîáóäîâi îð-
òîíîðìîâàíîãî áàçèñó åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Ó ÿêîñòi íüîãî ìîæíà
ðîçãëÿíóòè ñèñòåìó âåêòîðiâ a2, . . . , ak, a1, ak+1, . . . , an′ .

Ðîçãëÿíåìî òåïåð âèïàäîê, êîëè îðòîãîíàëüíèé îïåðàòîð φ åâ-
êëiäîâîãî ïðîñòîðó L íå ìà¹ âëàñíîãî âåêòîðà. Íåõàé f(λ) ¹ õàðà-
êòåðèñòè÷íèì ìíîãî÷ëåíîì ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ. Öåé ìíîãî÷ëåí
¹ ìíîãî÷ëåíîì íàä ïîëåì R äiéñíèõ ÷èñåë. Àëå éîãî ìîæíà òàêîæ
ââàæàòè ìíîãî÷ëåíîì íàä ïîëåì C êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ç äiéñíèìè êî-
åôiöi¹íòàìè. Çà îñíîâíîþ òåîðåìîþ àëãåáðè ìíîãî÷ëåí f(λ) ìà¹ äå-
ÿêèé êîìïëåêñíèé êîðiíü α+βi. Íåõàé A ¹ ìàòðèöåþ îðòîãîíàëüíîãî
îïåðàòîðà φ ó äåÿêîìó áàçèñi c1, c2, . . . , cn′ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L.
×åðåç òå, ùî α + βi ¹ êîðåíåì õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà f(λ),
òî ñèñòåìà ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ç ìàòðèöåþ A− (α+ βi)En′

ìà¹ íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê

d̄ = (α1 + β1i, α2 + β2i, . . . , αn′ + βn′i),

ÿêèé ¹ äåÿêèì êîìïëåêñíèì n′-âèìiðíèì âåêòîðîì. Ðîçãëÿíåìî âå-
êòîðè a, b åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, êîîðäèíàòíi âåêòîðè-ðÿäêè ÿêèõ ó
áàçèñi c1, c2, . . . , cn′ âiäïîâiäíî ñïiâïàäàþòü ç äiéñíèìè n′-âèìiðíèìè
âåêòîðàìè

ā = (α1, α2, . . . , αn′), b̄ = (β1, β2, . . . , βn′).

Òîäi d̄ = ā+ ib̄ i îñêiëüêè
(
A− (α+ βi)En′

)
d̄T = 0, òî

A(ā+ ib̄)T = (α+ βi)(ā+ ib̄)T .

Çâiäñè
AāT = αāT − βb̄T , Ab̄T = βāT + αb̄T .

Öå îçíà÷à¹, ùî

φ(a) = αa− βb, φ(b) = βa+ αb. (8)

Íåõàé M ¹ ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ ñèñòåìè âåêòîðiâ a, b. Iç ðiâíî-
ñòåé (8) âèïëèâà¹, ùî M ¹ iíâàðiàíòíèì ïiäïðîñòîðîì åâêëiäîâîãî
ïðîñòîðó L âiäíîñíî îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà φ. Ðîçìiðíiñòü ïiä-
ïðîñòîðó M äîðiâíþ¹ 2, áî ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó îðòîãîíàëüíèé
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îïåðàòîð φ ìàâ áè âëàñíèé âåêòîð, ùî íå ìîæëèâî. Çà òåîðåìîþ ïðî
iñíóâàííÿ îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó â ïiäïðîñòîði M ìîæíà âèáðàòè
äåÿêèé îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ u1, u2. Íåõàé

C =

(
γ11 γ12
γ21 γ22

)
¹ ìàòðèöåþ îáìåæåííÿ φM îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà φ íà ïiäïðî-
ñòið M ó áàçèñi u1, u2. Ëiíiéíèé îïåðàòîð φM , ÿê îáìåæåííÿ îðòî-
ãîíàëüíîãî îïåðàòîðà φ, òàêîæ ¹ îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì iíâàði-
àíòíîãî ïiäïðîñòîðó M . Çà òåîðåìîþ ïðî ìàòðèöþ îðòîãîíàëüíîãî
îïåðàòîðà ìàòðèöÿ C ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ, à òîìó ñïðàâäæó-
þòüñÿ ðiâíîñòi

γ211 + γ212 = 1, γ221 + γ222 = 1, γ11γ21 + γ12γ22 = 0.

Çàëèøà¹ìî ÷èòà÷ó íà ñàìîñòiéíó ðîáîòó ïîêàçàòè, ùî iç âêàçàíèõ
ðiâíîñòåé ñëiäó¹ iñíóâàííÿ äiéñíîãî ÷èñëà γ1, ùî

γ11 = cos γ1, γ12 = sin γ1, γ21 = − sin γ1, γ22 = cos γ1.

Òàêèì ÷èíîì, C = Rγ1 ¹ ìàòðèöåþ îïåðàòîðó ïîâîðîòó íà êóò γ1. Çà
òåîðåìîþ ïðî îðòîãîíàëüíèé ðîçêëàä åâêëiäiâ ïðîñòið L ¹ ïðÿìîþ
ñóìîþ ïiäïðîñòîðó M i éîãî îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ M⊥. Òîìó
ðîçìiðíiñòü îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ M⊥ äîðiâíþ¹ n′ − 2. Äàëi,
îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ M⊥ ¹ iíâàðiàíòíèì ïiäïðîñòîðîì åâêëiäî-
âîãî ïðîñòîðó L âiäíîñíî îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà φ. Äiéñíî, äëÿ
áóäü-ÿêîãî âåêòîðà v iç M⊥ îáðàç φ(v) ìiñòèòüñÿ ó M⊥, áî

⟨u, φ(v)⟩ = ⟨φ
(
φ−1(u)

)
, φ(v)⟩ = ⟨φ−1(u), v⟩ = 0

äëÿ áóäü-ÿêîãî âåêòîðà u iç M . Ç iíäóêòèâíîãî ïðèïóùåííÿ çâiäñè
ñëiäó¹ iñíóâàííÿ îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó u3, . . . , un′ ïiäïðîñòîðó
M⊥, â ÿêîìó ìàòðèöÿ îáìåæåííÿ îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà φ ìà¹
âèãëÿä (7), àëå áåç 1 òà −1 íà äiàãîíàëi, îñêiëüêè îðòîãîíàëüíèé
îïåðàòîð φ íå ìà¹ âëàñíîãî âåêòîðà. Ïiäñóìóâàâøè âèùå ñêàçàíå
ìîæåìî ñòâåðäæóâàòè, ùî ìàòðèöÿ îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà φ ó
îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi u1, u2, u3, . . . , un′ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L
ìà¹ âèãëÿä 

Rγ1

Rγ2 0

0
. . .

Rγm
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äëÿ äåÿêèõ äiéñíèõ ÷èñåë γ1, γ2, . . . , γm, äå m = n′

2 . Òåîðåìà äîâå-
äåíà.

4.2.4 Óíiòàðíi îïåðàòîðè

Îçíà÷åííÿ 5. Íåõàé L ¹ óíiòàðíèì ïðîñòîðîì. Ëiíiéíèé îïåðà-
òîð φ óíiòàðíîãî ïðîñòîðó L íàçèâà¹òüñÿ óíiòàðíèì îïåðàòîðîì,
ÿêùî öåé îïåðàòîð çáåðiãà¹ ñêàëÿðíèé êâàäðàò áóäü-ÿêîãî âåêòîðà
óíiòàðíîãî ïðîñòîðó L, òîáòî ⟨φ(x), φ(x)⟩ = ⟨x, x⟩ äëÿ äîâiëüíîãî x
iç L.

Òàê ñàìî, ÿê ó âèïàäêó iç àíàëîãi¹þ ìiæ îðòîãîíàëüíèìè i óíiòàð-
íèìè ìàòðèöÿìè iñíó¹ ïîäiáíà àíàëîãiÿ ìiæ âëàñòèâîñòÿìè îðòîãî-
íàëüíèõ i óíiòàðíèõ îïåðàòîðiâ. Áiëüøiñòü iç òâåðäæåíü ïîïåðåäíüî-
ãî ïiäïóíêòó çàëèøàþòüñÿ iñòèííèì ïiñëÿ çàìiíè ïîíÿòü îðòîãîíàëü-
íèé îïåðàòîð, åâêëiäiâ ïðîñòið, îðòîãîíàëüíà ìàòðèöÿ âiäïîâiäíî íà
óíiòàðíèé îïåðàòîð, óíiòàðíèé ïðîñòið, óíiòàðíà ìàòðèöÿ. Âèäiëèìî
îêðåìî òîé ôàêò, ùî ìîäóëü áóäü-ÿêîãî âëàñíîãî çíà÷åííÿì óíi-
òàðíîãî îïåðàòîðà äîðiâíþ¹ îäèíèöi. Äîâåäåííÿ öüîãî òâåðäæåííÿ
òàêå æ, ÿê i äîâåäåííÿ ïîäiáíîãî òâåðäæåííÿ ïðî âëàñíi çíà÷åííÿ
îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà. Òàêîæ çàìiñòü òåîðåìè ïðî êàíîíi÷íèé
âèãëÿä ìàòðèöi îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà ñôîðìóëþ¹ìî òà äîâåäå-
ìî íàñòóïíó îçíàêó óíiòàðíîãî îïåðàòîðà ñêií÷åííîâèìiðíîãî óíi-
òàðíîãî ïðîñòîðó.

Òåîðåìà 13. Íåõàé L ¹ íåíóëüîâèì ñêií÷åííîâèìiðíèì óíiòàð-
íèì ïðîñòîðîì, à φ ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì öüîãî ïðîñòîðó. Ëiíié-
íèé îïåðàòîð φ ¹ óíiòàðíèì îïåðàòîðîì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
â óíiòàðíîìó ïðîñòîði L iñíó¹ îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ, ùî ñêëàäà¹-
òüñÿ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ, êîæåí iç ÿêèõ íà-
ëåæèòü âëàñíîìó çíà÷åííþ ç ìîäóëåì ðiâíèì îäèíèöi.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé L ¹ íåíóëüîâèì ñêií÷åííîâèìiðíèì óíiòàð-
íèì ïðîñòîðîì ðîçìiðíîñòi n, à φ ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì öüîãî ïðî-
ñòîðó. Äîâåäåìî íåîáõiäíiñòü òåîðåìè ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäó-
êöi¨ çà ðîçìiðíiñòþ n óíiòàðíîãî ïðîñòîðó L. Ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó,
ùî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ¹ óíiòàðíèì îïåðàòîðîì. ßêùî n = 1, òî
áóäü-ÿêèé íåíóëüîâèé âåêòîð ïðîñòîðó L ¹ âëàñíèì âåêòîðîì, ÿêèé
íàëåæèòü âëàñíîìó çíà÷åííþ, ÿê çàçíà÷àëîñÿ âèùå, ç ìîäóëåì ðiâ-
íèì îäèíèöi. Âèáèðàþ÷è ñåðåä öèõ âåêòîðiâ âåêòîð ç íîðìîþ ðiâíîþ
îäèíèöi, ìè òèì ñàìèì äîâîäèìî iñíóâàííÿ îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó,
ïðî ÿêèé ñòâåðäæó¹òüñÿ ó òåîðåìi.
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Äàëi, ïðèïóñòèìî ùî òâåðäæåííÿ òåîðåìè ¹ iñòèííèì äëÿ âñiõ
óíiòàðíèõ îïåðàòîðiâ âñiõ óíiòàðíèõ ïðîñòîðiâ, ðîçìiðíiñòü ÿêèõ ìåí-
øà çà äåÿêå ôiêñîâàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî n′. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êî-
ëè n = n′. Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí f(λ) óíiòàðíîãî îïåðàòîðà
φ ¹ ìíîãî÷ëåíîì íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë. Çà îñíîâíîþ òåî-
ðåìîþ àëãåáðè ìíîãî÷ëåí f(λ) ìà¹ äåÿêèé êîðiíü α1. Ó ñâîþ ÷åðãó
çà îçíàêîþ âëàñíîãî çíà÷åííÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà ñêií÷åííîâèìið-
íîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó êîìïëåêñíå ÷èñëî α1 ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿ
óíiòàðíîãî îïåðàòîðà φ. Ó ïîäàëüøîìó äîâåäåííÿ íåîáõiäíîñòi öi¹¨
òåîðåìè òàêå, ÿê i äîâåäåííÿ òåîðåìè ïðî êàíîíi÷íèé âèãëÿä ìàòðè-
öi îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà ó âèïàäêó, êîëè α1 = 1 àáî α1 = −1.
Ïîâòîðèìî îñíîâíi åòàïè öüîãî äîâåäåííÿ. Íåõàé a1 ¹ äåÿêèì âëà-
ñíèì âåêòîðîì óíiòàðíîãî îïåðàòîðà φ, ùî íàëåæèòü âëàñíîìó çíà-
÷åííþ α1 i ÿêèé ìà¹ íîðìó ðiâíó îäèíèöi. Óíiòàðíèé ïðîñòið L ¹
ïðÿìîþ ñóìîþ ïiäïðîñòîðiâ L1, ïîðîäæåíîãî âåêòîðîì a1, òà îðòî-
ãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ L⊥

1 . Îáèäâà ïiäïðîñòîðè L1 i L⊥
1 ¹ iíâàðiàí-

òíèìè âiäíîñíî óíiòàðíîãî îïåðàòîðà φ. ×åðåç òå, ùî ðîçìiðíiñòü
îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ L⊥

1 äîðiâíþ¹ n′ − 1 äëÿ îáìåæåííÿ φL⊥
1

ñïðàâäæó¹òüñÿ iíäóêòèâíå ïðèïóùåííÿ. Òîáòî iñíó¹ îðòîíîðìîâàíèé
áàçèñ a2, a3, . . . , an′ îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ L⊥

1 , ÿêèé ñêëàäà-
¹òüñÿ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ óíiòàðíîãî îïåðàòîðà φL⊥

1
. Òîìó ñèñòåìà

âåêòîðiâ a1, a2, . . . , an′ ¹ îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì óíiòàðíîãî ïðî-
ñòîðó L, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ.
Âñi âëàñíi çíà÷åííÿ, ÿêèì âiäïîâiäíî íàëåæàòü öi âëàñíi âåêòîðè, ÿê
çàçíà÷àëîñÿ âèùå, ìàþòü ìîäóëü ðiâíèé îäèíèöi.

Äîñòàòíiñòü òåîðåìè ñëiäó¹ iç òåîðåìè ïðî çâ'ÿçîê ìiæ óíiòàðíèì
îïåðàòîðîì i óíiòàðíîþ ìàòðèöåþ öüîãî îïåðàòîðà ó îðòîíîðìîâà-
íîìó áàçèñi i òîãî ôàêòó, ùî îáåðíåíèì äî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà γ
ç ìîäóëåì ðiâíèì îäèíèöi ¹ êîìïëåêñíî-ñïðÿæåíå äî íüîãî ÷èñëî γ.
Ìàòðèöÿ A ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ó áàçèñi, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç âëàñíèõ
âåêòîðiâ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ, êîæåí iç ÿêèõ íàëåæèòü âëàñíîìó
çíà÷åííþ ç ìîäóëåì ðiâíèì îäèíèöi, ¹ äiàãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. À òî-
ìó åðìiòîâî-ñïðÿæåíà ìàòðèöÿ A∗ äîðiâíþ¹ îáåðíåíié ìàòðèöi A−1,
òîáòî ¹ óíiòàðíîþ ìàòðèöåþ. Òåîðåìà äîâåäåíà.
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Âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

1. Ïîêàçàòè, ùî ñóìà îðòîãîíàëüíèõ îïåðàòîðiâ, âçàãàëi êàæó÷è,
íå ¹ îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì.

2. Äîâåñòè, ùî äîáóòîê äiéñíîãî ÷èñëà α íà îðòîãîíàëüíèé îïå-
ðàòîð ¹ îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè |α| = 1.

3. Îïèñàòè îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè îäíîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî
ïðîñòîðó.

4. ×è ¹ îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì îïåðàòîð A òðèâèìiðíîãî åâ-
êëiäîâîãî ïðîñòîðó R3, âèçíà÷åíèé çà ïðàâèëîì A(x) = [x, a] äëÿ
äîâiëüíîãî âåêòîðà x ∈ R3, äå a � ôiêñîâàíèé âåêòîð iç R3.

5. Íåõàé L � íåíóëüîâèé åâêëiäîâèé ïðîñòið i a � íåíóëüîâèé
âåêòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Äîâåñòè îðòîãîíàëüíiñòü îïåðàòîðà
πa åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L òàêîãî, ùî πa(x) = x − 2 ⟨x,a⟩

⟨a,a⟩a, äëÿ êî-
æíîãî x iç L. Îðòîãîíàëüíèé îïåðàòîð πa íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîðîì
âiäáèòòÿ âiäíîñíî ãiïåðïëîùèíè {a}⊥, îðòîãîíàëüíî¨ âåêòîðó a. Ó
âèïàäêó, êîëè L = R2 çíàéòè ìàòðèöþ îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà
πa, äå a = (cos γ, sin γ), γ ∈ R, ó êàíîíi÷íîìó áàçèñi åâêëiäîâîãî
ïðîñòîðó R2.

6. Ïîêàçàòè, ùî îðòîãîíàëüíèé îïåðàòîð äâîâèìiðíîãî åâêëiäî-
âîãî ïðîñòîðó R2 ¹ àáî îïåðàòîðîì âiäáèòòÿ, àáî îïåðàòîðîì ïîâî-
ðîòó.

7. Íåõàé R[x]n � åâêëiäîâèé ïðîñòið âñiõ ìíîãî÷ëåíiâ íàä ïîëåì
äiéñíèõ ÷èñåë, ñòåïåíi ÿêèõ íå ïåðåâèùóþòü íàòóðàëüíå ÷èñëî n, â
ÿêîìó ñêàëÿðíèé äîáóòîê ⟨ , ⟩ çàäàíèé çà ôîðìóëîþ

⟨f(x), g(x)⟩ =
n∑

i=0

aibi, (9)

äå f(x) = anx
n + · · ·+ a1x+ a0, g(x) = bnx

n + · · ·+ b1x+ b0 ∈ R[x]n.
×è ¹ îðòîãîíàëüíèì ëiíiéíèé îïåðàòîð φ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó R[x]n
òàêèé, ùî φ(f(x)) = f(−x) äëÿ áóäü-ÿêîãî f(x) ∈ R[x]n.

8. Íåõàé R[x]n � åâêëiäîâèé ïðîñòið âñiõ ìíîãî÷ëåíiâ íàä ïîëåì
äiéñíèõ ÷èñåë, ñòåïåíi ÿêèõ íå ïåðåâèùóþòü íàòóðàëüíå ÷èñëî n, â
ÿêîìó ñêàëÿðíèé äîáóòîê ⟨ , ⟩ çàäàíèé çà ôîðìóëîþ (9). ×è ¹ îð-
òîãîíàëüíèì ëiíiéíèé îïåðàòîð ψ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó R[x]n òàêèé,
ùî ψ(f(x)) = xnf( 1x ) äëÿ áóäü-ÿêîãî f(x) ∈ R[x]n.
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9. Äîâåñòè, ùî ëiíiéíèé îïåðàòîð iç ïîïåðåäíüî¨ çàäà÷i ¹ îðòîãî-
íàëüíèì îïåðàòîðîì âiäáèòòÿ âiäíîñíî äåÿêî¨ ãiïåðïëîùèíè. Çíàéòè
öþ ãiïåðïëîùèíó.

10. Íåõàé R[x]n � åâêëiäîâèé ïðîñòið âñiõ ìíîãî÷ëåíiâ íàä ïîëåì
äiéñíèõ ÷èñåë, ñòåïåíi ÿêèõ íå ïåðåâèùóþòü íàòóðàëüíå ÷èñëî n, â
ÿêîìó ñêàëÿðíèé äîáóòîê ⟨ , ⟩ çàäàíèé çà ôîðìóëîþ

⟨f(x), g(x)⟩ =
∫ 1

−1

f(x)g(x)dx, (10)

äå f(x), g(x) ∈ R[x]n. ×è ¹ îðòîãîíàëüíèì ëiíiéíèé îïåðàòîð φ åâ-
êëiäîâîãî ïðîñòîðó R[x]n òàêèé, ùî φ(f(x)) = f(−x) äëÿ áóäü-ÿêîãî
f(x) ∈ R[x]n.

11. Íåõàé R[x]n � åâêëiäîâèé ïðîñòið âñiõ ìíîãî÷ëåíiâ íàä ïîëåì
äiéñíèõ ÷èñåë, ñòåïåíi ÿêèõ íå ïåðåâèùóþòü íàòóðàëüíå ÷èñëî n,
â ÿêîìó ñêàëÿðíèé äîáóòîê ⟨ , ⟩ çàäàíèé çà ôîðìóëîþ (10). ×è
¹ îðòîãîíàëüíèì ëiíiéíèé îïåðàòîð ψ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó R[x]n
òàêèé, ùî ψ(f(x)) = xnf( 1x ) äëÿ áóäü-ÿêîãî f(x) ∈ R[x]n.

12. Ëiíiéíèé îïåðàòîð ÷îòèðèâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó R4

âiäîáðàæà¹ âåêòîðè x1 = (2, 2, 2, 2), x2 = (2, 0, 2, 2), x3 = (2, 2, 0, 2),
x4 = (2, 2, 2, 0) âiäïîâiäíî âåêòîðè y1 = (4, 0, 0, 0), y2 = (3,−1, 1, 1),
y3 = (3, 1,−1, 1), y4 = (3, 1, 1,−1). ×è ¹ öåé îïåðàòîð îðòîãîíàëüíèì?

13. Äëÿ îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà φ òðèâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî
ïðîñòîðó R3, çàäàíîãî ó êàíîíi÷íîìó áàçèñi ìàòðèöåþ

A =


2
3

2
3 − 1

3
2
3 − 1

3
2
3

− 1
3

2
3

2
3

 ,

çíàéòè äåÿêèé îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ, â ÿêîìó ìàòðèöÿ B îðòîãî-
íàëüíîãî îïåðàòîðà φ ìàòèìå êàíîíi÷íèé âèãëÿä (7).

14. Äëÿ îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà φ òðèâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî
ïðîñòîðó R3, çàäàíîãî ó êàíîíi÷íîìó áàçèñi ìàòðèöåþ

A =


1
2

1
2 −

√
2
2

1
2

1
2

√
2
2√

2
2 −

√
2
2 0

 ,
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çíàéòè äåÿêèé îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ, â ÿêîìó ìàòðèöÿ B îðòîãî-
íàëüíîãî îïåðàòîðà φ ìàòèìå êàíîíi÷íèé âèãëÿä (7).

15. Äëÿ îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà φ òðèâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî
ïðîñòîðó R3, çàäàíîãî ó êàíîíi÷íîìó áàçèñi ìàòðèöåþ

A =


√
2
2 0 −

√
2
2√

2
6

2
√
2

3

√
2
6

2
3 − 1

3
2
3

 ,

çíàéòè äåÿêèé îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ, â ÿêîìó ìàòðèöÿ B îðòîãî-
íàëüíîãî îïåðàòîðà φ ìàòèìå êàíîíi÷íèé âèãëÿä (7).

16. Äëÿ äàíî¨ óíiòàðíî¨ ìàòðèöi

A =
1

9

 4 + 3i 4i −6− 2i
−4i 4− 3i −2− 6i

6 + 2i −2− 6i 1

 ,

çíàéòè äiàãîíàëüíó ìàòðèöþ B i óíiòàðíó ìàòðèöþ Q òàêi, ùî B =
= Q−1AQ.

17. Íåõàé φ ¹ óíiòàðíèì îïåðàòîðîì óíiòàðíîãî ïðîñòîðó L. Äî-
âåñòè, ùî îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ M⊥ áóäü-ÿêîãî iíâàðiàíòíîãî
ïiäïðîñòîðó M ïðîñòîðó L âiäíîñíî îïåðòîðà φ ¹ iíâàðiíàòíèì ïiä-
ïðîñòîðîì âiäíîñíî φ.
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4.3.1 Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi

Íåõàé n ¹ äåÿêèì íàòóðàëüíèì ÷èñëîì.

Îçíà÷åííÿ 1. Ìàòðèöÿ A ïîðÿäêó n íàä ïîëåì R äiéñíèõ ÷èñåë
íàçèâà¹òüñÿ ñèìåòðè÷íîþ, ÿêùî âîíà äîðiâíþ¹ ñâî¨é òðàíñïîíîâà-
íié.

Òîáòî ìàòðèöÿ

A =


α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

...
...

. . .
...

αn1 αn2 . . . αnn


¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ, ÿêùî αij = αji äëÿ áóäü-ÿêèõ ðiçíèõ i òà
j ∈ {1, 2, . . . , n}, àáî êîðîòêî, ÿêùî AT = A. Ïðèêëàäàìè ñèìåòðè-
÷íèõ ìàòðèöü ¹ òàêi ìàòðèöi:0 1 2

1 9 4
2 4 8

 ,


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 2 0
0 0 0 5

 .

Òåîðåìà 1. Ñóìà ñèìåòðè÷íèõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n ¹ ñèìåòðè-
÷íîþ ìàòðèöåþ. Äîáóòîê áóäü-ÿêîãî äiéñíîãî ÷èñëà íà ñèìåòðè÷íó
ìàòðèöþ ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A i B � ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi ïîðÿäêó n íàä
ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë. Îñêiëüêè òðàíñïîíîâàíà äî ñóìè ìàòðèöü ïî-
ðÿäêó n äîðiâíþ¹ ñóìi òðàíñïîíîâàíèõ äî êîæíîãî äîäàíêó, òî

(A+B)T = AT +BT = A+B.

Öå îçíà÷à¹, ùî ñóìà ìàòðèöü A i B ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ. Àíà-
ëîãi÷íî çà âëàñòèâiñòþ òðàíñîíóâàííÿ ìàòðèöü äëÿ áóäü-ÿêîãî äié-
ñíîãî ÷èñëà α ñïðàâäæóþòüñÿ ðiâíîñòi (αA)T = αAT = αA. Òîìó
äîáóòîê αA ¹ òàêîæ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Òåîðåìà 2. Íåõàé n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî, A � ìàòðèöÿ
ïîðÿäêó n íàä ïîëåì R äiéñíèõ ÷èñåë, à f(λ) � õàðàêòåðèñòè÷íèé
ìíîãî÷ëåí ìàòðèöi A. ßêùî A ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ, òî ìíî-
ãî÷ëåí f(λ) ðîçêëàäà¹òüñÿ ó äîáóòîê ëiíiéíèõ ìíîæíèêiâ. Iíàêøå
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êàæó÷è, ÷èñëî äiéñíèõ êîðåíiâ ìíîãî÷ëåíà f(x), âðàõîâóþ÷è ¨õ êðà-
òíiñòü, äîðiâíþ¹ n.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè i

A =


α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

...
...

. . .
...

αn1 αn2 . . . αnn

 ,

äå αij ∈ R, i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ. Õàðà-
êòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí f(λ) ìàòðèöi A ¹ ìíîãî÷ëåíîì íàä ïîëåì
R äiéñíèõ ÷èñåë. Ðîçãëÿíåìî ìíîãî÷ëåí f(λ) íàä ïîëåì C êîìïëå-
êñíèõ ÷èñåë. Çà íàñëiäêîì iç îñíîâíî¨ òåîðåìè àëãåáðè ìíîãî÷ëåí
f(λ) ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ ó âèãëÿäó äîáóòêó ñòàðøîãî êîåôiöi¹íòà (−1)n

òà n ëiíiéíèõ ìíîæíèêiâ âèãëÿäó λ−γ, äå γ � äåÿêå êîìïëåêñíå ÷è-
ñëî, ÿêå ¹ êîðåíåì ìíîãî÷ëåíà f(λ).

Íåõàé β ¹ äåÿêèì êîðåíåì õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà f(λ)
íàä ïîëåì C êîìïëåêñíèõ ÷èñåë. Òîäi äåòåðìiíàíò |A− βE|, äå E �
îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n, äîðiâíþ¹ çíà÷åííþ f(β) õàðàêòåðè-
ñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà, òîáòî 0. Öå ó ñâîþ ÷åðãó îçíà÷à¹, ùî ñèñòåìà
ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ç ìàòðèöåþ A−βE ìà¹ äåÿêèé íåíóëüî-
âèé ðîçâ'ÿçîê c = (γ1, γ2, . . . , γn) iç êîìïëåêñíîãî n-âèìiðíîãî âåêòîð-
íîãî ïðîñòîðó Cn. Òîäi iñòèííîþ ¹ ìàòðè÷íà ðiâíiñòü (A− βE)cT =
= 0̄T , äå 0̄ ¹ íóëüîâèì n-âèìiðíèì âåêòîðîì. Çâiäñè AcT = βcT àáî
æ 

α11γ1 + α12γ2 + · · ·+ α1nγn = βγ1,

α21γ1 + α22γ2 + · · ·+ α2nγn = βγ2,
. . . . . . . .

αn1γ1 + αn2γ2 + · · ·+ αnnγn = βγn.

(1)

Ïîìíîæèìî ïåðøó ç ðiâíîñòåé (1) íà ÷èñëî γ1, ÿêå ¹ êîìïëåêñíî-
ñïðÿæåíèì äî γ1, äðóãó íà γ2 i ò. ä., n-âó íà γn. Îïiñëÿ äîäàìî âñi
îäåðæàíi ðiâíîñòi. Îòðèìà¹ìî ðiâíiñòü

(α11γ1γ1 + α12γ2γ1 + · · ·+ α1nγnγ1)+

+(α21γ1γ2 + α22γ2γ2 + · · ·+ α2nγnγ2)+

. . . . . . . .

+(αn1γ1γn + αn2γ2γn + · · ·+ αnnγnγn) =

= βγ1γ1 + βγ2γ2 + · · ·+ βγnγn,
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àáî ó êîìïàêòíîìó âèãëÿäi

n∑
i=1

n∑
j=1

αijγjγi = β

n∑
i=1

γiγi. (2)

Ëiâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi (2) ¹ äiéñíèì ÷èñëîì, îñêiëüêè êîìïëåêñíî-
ñïðÿæåíå äî íüîãî äîðiâíþ¹ éîìó æ. Äiéñíî,

n∑
i=1

n∑
j=1

αijγjγi =
n∑

i=1

n∑
j=1

αijγjγi =
n∑

i=1

n∑
j=1

αij · γj · γi =

=
n∑

i=1

n∑
j=1

αijγjγi =
n∑

j=1

n∑
i=1

αijγiγj =
n∑

i=1

n∑
j=1

αjiγjγi =
n∑

i=1

n∑
j=1

αijγjγi.

Ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi (2) ¹ äîáóòêîì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà β íà íå-
íóëüîâå äiéñíå ÷èñëî

n∑
i=1

γiγi =

n∑
i=1

|γi|2.

Öå ÷èñëî íå äîðiâíþ¹ íóëþ ÷åðåç òå, ùî (γ1, γ2, . . . , γn) ¹ íåíóëüîâèì
n-âèìiðíèì âåêòîðîì. Òîìó β ¹ òàêîæ äiéñíèì ÷èñëîì. Îñêiëüêè íà-
ìè äîâåäåíî, ùî áóäü-ÿêèé êîìïëåêñíèé êîðiíü õàðàêòåðèñòè÷íîãî
ìíîãî÷ëåíà f(λ) ñèìåòðè÷íî¨ ìàòðèöi A ¹ äiéñíèì ÷èñëîì, òî òåîðå-
ìà äîâåäåíà.

Òåîðåìà 3. Íåõàé A ¹ äiéñíîþ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ. Òîäi

1) iñíó¹ îðòîãîíàëüíà ìàòðèöÿ Q òàêà, ùî Q−1AQ ¹ äiàãîíàëü-
íîþ ìàòðèöåþ;

2) iñíó¹ îáîðîòíà äiéñíà ìàòðèöÿ Q òàêà, ùî Q−1AQ ¹ äiàãî-
íàëüíîþ ìàòðèöåþ;

3) iñíó¹ íåâèðîäæåíà äiéñíà ìàòðèöÿ Q òàêà, ùî QTAQ ¹ äià-
ãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ;

4) iñíó¹ îðòîãîíàëüíà ìàòðèöÿ Q òàêà, ùî QTAQ ¹ äiàãîíàëü-
íîþ ìàòðèöåþ.

Äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè ìåòîäàìè ìàòðè÷íî¨ àëãåáðè ¹ çàíàäòî
ñêëàäíèì. Òèì íå ìåíøå öÿ òåîðåìà áóäå íàìè äîâåäåíà íèæ÷å, ÿê
íàñëiäîê iç îçíàê, òàê çâàíîãî, ñèìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà ñêií÷åííî-
âèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó.
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4.3.2 Åðìiòîâi ìàòðèöi

Îçíà÷åííÿ 2. Ìàòðèöÿ A ïîðÿäêó n íàä ïîëåì C êîìïëåêñíèõ
÷èñåë íàçèâà¹òüñÿ åðìiòîâîþ àáî ñàìîñïðÿæåíîþ, ÿêùî âîíà äîðiâ-
íþ¹ ñâî¨é åðìiòîâî-ñïðÿæåíié.

Òîáòî ìàòðèöÿ

A =


α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

...
...

. . .
...

αn1 αn2 . . . αnn


¹ åðìiòîâîþ ìàòðèöåþ, ÿêùî αij = αji äëÿ áóäü-ÿêèõ ðiçíèõ i òà
j ∈ {1, 2, . . . , n}, àáî êîðîòêî, ÿêùî A∗ = A. Ïðèêëàäîì åðìiòîâî¨
ìàòðèöi ¹ òàêà ìàòðèöÿ 0 1− 2i 5 + i

1 + 2i 4i 7
5− i 7 −2 + 6i

 .

Äëÿ åðìiòîâèõ ìàòðèöü ñïðàâäæóþòüñÿ òàêi æ òåîðåìè, ÿê äëÿ i
äëÿ ñèìåòðè÷íèõ ìàòðèöü, ÿêùî çàìiíèòè ïîíÿòòÿ ñèìåòðè÷íà ìà-
òðèöÿ, ïîëå äiéñíèõ ÷èñåë, îðòîãîíàëüíà ìàòðèöÿ âiäïîâiäíî íà åð-
ìiòîâà ìàòðèöÿ, ïîëå êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, óíiòàðíà ìàòðèöÿ. Íåâå-
ëèêèì âèíÿòêîì ¹ ôîðìóëþâàííÿ òåîðåìè àíàëîãi÷íî¨ òåîðåìi 2. �¨
ñëiä ïåðåôîðìóëþâàòè ó òàêèé ñïîñiá.

Òåîðåìà 4. Âñi êîðåíi õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà åðìiòî-
âî¨ ìàòðèöi ¹ äiéñíèìè ÷èñëàìè.

Äîâåäåííÿ óñiõ çãàäàíèõ òåîðåì äëÿ åðìiòîâèõ ìàòðèöü òàêîæ
ïîäiáíi äî äîâåäåíü âiäïîâiäíèõ òåîðåì äëÿ ñèìåòðè÷íèõ ìàòðèöü.

4.3.3 Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè

Îçíà÷åííÿ 3. Ëiíiéíèé îïåðàòîð φ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L íàçè-
âà¹òüñÿ ñèìåòðè÷íèì îïåðàòîðîì ïðîñòîðó L, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ
âåêòîðiâ x i y iç L ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü ⟨φ(x), y⟩ = ⟨x, φ(y)⟩.

Òåîðåìà 5. Ñóìà ñèìåòðè÷íèõ îïåðàòîðiâ åâêëiäîâîãî ïðîñòî-
ðó ¹ ñèìåòðè÷íèì îïåðàòîðîì. Äîáóòîê áóäü-ÿêîãî äiéñíîãî ÷èñëà
íà ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð ¹ ñèìåòðè÷íèì îïåðàòîðîì.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé φ i ψ ¹ ñèìåòðè÷íèìè îïåðàòîðàìè åâêëiäîâî-
ãî ïðîñòîðó L. Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ âåêòîðiâ x i y iç L ñïðàâäæóþòüñÿ
ðiâíîñòi

⟨[φ+ ψ](x), y⟩ = ⟨φ(x) + ψ(x), y⟩ = ⟨φ(x), y⟩+ ⟨ψ(x), y⟩ =
= ⟨x, φ(y)⟩+ ⟨x, ψ(y)⟩ = ⟨x, φ(y) + ψ(y)⟩ = ⟨x, [φ+ ψ](y)⟩.

Òîìó çà îçíà÷åííÿì ñóìà φ+ψ ¹ ñèìåòðè÷íèì îïåðàòîðîì. Àíàëîãi-
÷íî äîâîäèòüñÿ i äðóãå òâåðäæåííÿ òåîðåìè, îñêiëüêè äëÿ áóäü-ÿêîãî
äiéñíîãî ÷èñëà α i ñèìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà φ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó
L ñïðàâäæóþòüñÿ ðiâíîñòi

⟨[αφ](x), y⟩ = ⟨αφ(x), y⟩ = α⟨φ(x), y⟩ =
= α⟨x, φ(y)⟩ = ⟨x, αφ(y)⟩ = ⟨x, [αφ](y)⟩.

Òåîðåìà 6. Âëàñíi âåêòîðè ñèìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà φ åâêëiäî-
âîãî ïðîñòîðó L, ùî íàëåæàòü ðiçíèì âëàñíèì çíà÷åííÿì, îðòî-
ãîíàëüíi.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé L ¹ åâêëiäîâèì ïðîñòîðîì, à φ ¹ ñèìåòðè÷íèì
îïåðàòîðîì öüîãî ïðîñòîðó. Ïðèïóñòèìî, ùî ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð
ìà¹ äåÿêi âëàñíi âåêòîðè a i b, ùî âiäïîâiäíî íàëåæàòü ðiçíèì âëà-
ñíèì çíà÷åííÿì α i β. Òîäi iñòèííèìè ¹ ðiâíîñòi

α⟨a, b⟩ = ⟨αa, b⟩ = ⟨φ(a), b⟩ = ⟨a, φ(b)⟩ = ⟨a, βb⟩ = β⟨a, b⟩.

Çâiäñè ñëiäó¹, ùî (α − β)⟨a, b⟩ = 0. Îñêiëüêè α i β ¹ ðiçíèìè äié-
ñíèìè ÷èñëàìè, òî îñòàííi ðiâíiñòü ìîæëèâà ëèøå ó âèïàäêó, êîëè
ñêàëÿðíèé äîáóòîê âåêòîðiâ a i b äîðiâíþ¹ íóëþ. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Òåîðåìà 7. Ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð φ íåíóëüîâîãî ñêií÷åííîâè-
ìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ó áóäü-ÿêîìó îðòîíîðìîâàíîìó áà-
çèñi åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ìà¹ ñèìåòðè÷íó ìàòðèöþ. Íàâïàêè,
ÿêùî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó
L ó äåÿêîìó îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi öüîãî ïðîñòîðó ìà¹ ñèìåòðè-
÷íó ìàòðèöþ, òî öåé îïåðàòîð ¹ ñèìåòðè÷íèì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé L ¹ íåíóëüîâèì ñêií÷åííîâèìiðíèì åâêëiäî-
âèì ïðîñòîðîì ðîçìiðíîñòi n, à φ ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì öüîãî ïðî-
ñòîðó. Äîâåäåìî ñïî÷àòêó íåîáõiäíiñòü. Ïðèïóñòèìî, ùî φ ¹ ñèìåòðè-
÷íèì îïåðàòîðîì L. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ a1,
a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Íåõàé A = ∥αij∥ � ìàòðèöÿ ñè-
ìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà φ ó öüîìó áàçèñi, äå αij ∈ R äëÿ âñiõ i, j ∈ {1,
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2, . . . , n}. Òîäi φ(aj) =
∑n

i=1 αijai äëÿ êîæíîãî j ∈ {1, 2, . . . , n}. Äëÿ
äîâiëüíèõ ðiçíèõ çíà÷åíü i, j ∈ {1, 2, . . . , n} îá÷èñëèìî ñêàëÿðíi
äîáóòêè:

⟨φ(ai), aj⟩ =
〈

n∑
k=1

αkiak, aj

〉
=

n∑
k=1

αki⟨ak, aj⟩ = αji, (3)

⟨ai, φ(aj)⟩ =
〈
ai,

n∑
k=1

αkjak

〉
=

n∑
k=1

αkj⟨ai, ak⟩ = αij . (4)

Îñêiëüêè φ ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, òî ëiâi
÷àñòèíè îáîõ ðiâíîñòåé (3) i (4) ðiâíi. Òîìó ðiâíèìè ¹ i ïðàâi ÷à-
ñòèíè îáîõ öèõ ðiâíîñòåé, òîáòî αij = αji äëÿ áóäü-ÿêèõ ðiçíèõ i,
j ∈ {1, 2, . . . , n}. Öå îçíà÷à¹, ùî ìàòðèöÿ A ñèìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà
φ ó îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ¹
ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ.

Äîâåäåìî òåïåð äîñòàòíiñòü. Íåõàé çíàéäåòüñÿ äåÿêèé îðòîíîð-
ìîâàíèé áàçèñ a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, ó ÿêîìó ìàòðè-
öÿ A ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ. Òîáòî ñïðàâ-
äæó¹òüñÿ ðiâíiñòü αij = αji äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.
Òîäi íàâïàêè iç ðiâíîñòi ïðàâèõ ÷àñòèí ðiâíîñòåé (3) i (4) ñëiäó¹ ðiâ-
íiñòü ¨õ ëiâèõ ÷àñòèí. Òîáòî ⟨φ(ai), aj⟩ = ⟨ai, φ(aj)⟩ äëÿ äîâiëüíèõ
ðiçíèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíi âåêòîðè b, c åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Ðîç-
êëàäåìî ¨õ çà îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî
ïðîñòîðó L: b =

∑n
i=1 βiai, c =

∑n
j=1 γjaj . Âðàõîâóþ÷è âèùå ñêàçàíå

ñïðàâäæóþòüñÿ íàñòóïíi ðiâíîñòi

⟨φ(b), c⟩ =

〈
φ

(
n∑

i=1

βiai

)
,

n∑
j=1

γjaj

〉
=

〈
n∑

i=1

βiφ(ai),
n∑

j=1

γjaj

〉
=

=
n∑

i=1

n∑
j=1

βiγj⟨φ(ai), aj⟩ =
n∑

i=1

n∑
j=1

βiγj⟨ai, φ(aj)⟩ =

=

〈
n∑

i=1

βiai,
n∑

j=1

γjφ(aj)

〉
=

〈
n∑

i=1

βiai, φ

(
n∑

j=1

γjaj

)〉
= ⟨b, φ(c)⟩.

Öå îçíà÷à¹, ùî φ ¹ ñèìåòðè÷íèì îïåðàòîðîì. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Òåîðåìà 8. Ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð íåíóëüîâîãî ñêií÷åííîâè-
ìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó ìà¹ ïðèíàéìíi îäíå âëàñíå çíà÷åííÿ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé φ ¹ ñèìåòðè÷íèì îïåðàòîðîì íåíóëüîâîãî
ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé
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îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ a1, a2, . . . , an öüîãî ïðîñòîðó, äå n = dimRL.
Íåõàé A � ìàòðèöÿ ñèìåòðè÷íîãî îïåðàòîð φ ó áàçèñi a1, a2, . . . ,
an. Çà ïîïåðåäíüîþ òåîðåìîþ A ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ. Íåõàé
f(λ) ¹ õàðàêòåðèñòè÷íèì ìíîãî÷ëåíîì ìàòðèöi A, à îòæå, i ñèìå-
òðè÷íîãî îïåðàòîðà φ. Ìíîãî÷ëåí f(λ) ìà¹ íàòóðàëüíèé ñòåïiíü n
i çà òåîðåìîþ 2 ïðî õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ñèìåòðè÷íî¨ ìà-
òðèöi ðîçêëàäà¹òüñÿ ó äîáóòîê ëiíiéíèõ ìíîæíèêiâ. À ÿê íàñëiäîê
öå îçíà÷à¹, ùî ìà¹ êîðiíü, ÿêèé ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì ñèìåòðè÷íîãî
îïåðàòîðà φ. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Òåîðåìà 9 (îñíîâíà òåîðåìà ïðî ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè). Ëiíié-
íèé îïåðàòîð φ íåíóëüîâîãî ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòî-
ðó L ¹ ñèìåòðè÷íèì îïåðàòîðîì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè â ïðîñòî-
ði L iñíó¹ îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç âëàñíèõ âåêòî-
ðiâ îïåðàòîðà φ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé L ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì åâêëiäîâèì ïðîñòî-
ðîì ðîçìiðíîñòi n, à φ ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì öüîãî ïðîñòîðó. Äî-
ñòàòíiñòü òåîðåìè ñëiäó¹ iç ïîïåðåäíüî¨ îçíàêè ñèìåòðè÷íîãî îïåðà-
òîðà i òîãî ôàêòó, ùî ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ó áàçèñi, ùî
ñêëàäà¹òüñÿ ç éîãî âëàñíèõ âåêòîðiâ, ¹ äiàãîíàëüíîþ, à çàîäíî i ñè-
ìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ.

Íåîáõiäíiñòü äîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà ðîçìið-
íiñòþ n åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Íåõàé òåïåð ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ¹
ñèìåòðè÷íèì. Iäåÿ äîâåäåííÿ ó öiëîìó äóæå ñõîæà íà iäå¨ äîâåäåííÿ
òåîðåì ïðî êàíîíi÷íèé âèãëÿä ìàòðèöi îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà òà
îçíàêó óíiòàðíîãî îïåðàòîðà iç ïîïåðåäíüîãî ïóíêòó. Çîêðåìà áàçà
iíäóêöi¨ öiëêîì î÷åâèäíà. Äiéñíî, ÿêùî n = 1, òî áóäü-ÿêèé íåíóëüî-
âèé âåêòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ¹ âëàñíèì âåêòîðîì ñèìåòðè÷íî-
ãî îïåðàòîðà φ i ñåðåä íèõ çàâæäè ìîæíà çíàéòè âåêòîð ç íîðìîþ
ðiâíîþ îäèíèöi.

Ïðèïóñòèìî, ùî ó âèïàäêó, êîëè n ìåíøå çà äåÿêå ôiêñîâàíå íà-
òóðàëüíå ÷èñëî n′ áóäü-ÿêèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n ìà¹
îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ áóäü-ÿêîãî
ñèìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Ðîçãëÿíåìî âèïà-
äîê, êîëè n = n′. Çà òåîðåìîþ 8 ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð φ ìà¹ äåÿêå
âëàñíå çíà÷åííÿ α1, à îòæå, i âëàñíèé âåêòîð a, ùî éîìó íàëåæèòü.
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç a1 âåêòîð 1

∥a∥a. Âií ¹ âëàñíèì âåêòîðîì ñèìåòðè-
÷íîãî îïåðàòîðà φ ç íîðìîþ ðiâíîþ îäèíèöi. Äàëi, íåõàé L1 ¹ ëiíié-
íîþ îáîëîíêîþ ïîðîäæåíîþ âåêòîðîì a1. Çà òåîðåìîþ ïðî îðòîãî-
íàëüíèé ðîçêëàä åâêëiäîâèé ïðîñòið L ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ ïiäïðîñòîðó
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L1 i îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ L⊥
1 . Çâiäñè çà îäíi¹þ ç îçíàê ïðÿìî¨

ñóìè ïiäïðîñòîðiâ ñêií÷åííîâèìiðíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ñëiäó¹, ùî
ðîçìiðíiñòü îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ äîðiâíþ¹ n′ − 1. Ïîêàæåìî,
ùî îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ L⊥

1 ¹ iíâàðiàíòíèì ïiäïðîñòîðîì âiäíî-
ñíî ñèìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà φ. Äëÿ öüîãî äîñèòü äîâåñòè, ùî îáðàç
φ(b) áóäü-ÿêîãî âåêòîðà b iç îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ L⊥

1 ìiñòè-
òüñÿ â L⊥

1 . Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé âåêòîð c iç ïiäïðîñòîðó L1. Âðà-
õîâóþ÷è òå, ùî êîæåí íåíóëüîâèé âåêòîð iç L1 ¹ âëàñíèì âåêòîðîì
ñèìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà φ, îá÷èñëèìî ñêàëÿðíèé äîáóòîê âåêòîðiâ
c i φ(b)

⟨c, φ(b)⟩ = ⟨φ(c), b⟩ = ⟨α1c, b⟩ = α1⟨c, b⟩ = 0.

Òàêèì ÷èíîì, âåêòîðè c i φ(b) îðòîãîíàëüíi äëÿ äîâiëüíèõ c iç L1 i b
iç L⊥

1 , ùî i ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.
Çà ïðèïóùåííÿì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ ó îðòîãîíàëüíîìó äîïîâ-

íåííi L⊥
1 iñíó¹ îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ a2, a3, . . . , an′ , ùî ñêëàäà¹òüñÿ

ç âëàñíèõ âåêòîðiâ îáìåæåííÿ φL⊥
1
ñèìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà φ. Òîìó

ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, a3, . . . , an′ ¹ îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì åâêëi-
äîâîãî ïðîñòîðó L, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ îïåðàòîðà φ.
Òåîðåìà äîâåäåíà.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3. Êîæíó ñèìåòðè÷íó äiéñíó ìàòðèöþ A
ïîðÿäêó n ìîæíà ðîçãëÿäàòè, ÿê ìàòðèöþ äåÿêîãî ñèìåòðè÷íîãî
îïåðàòîðà φ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ðîçìiðíîñòi n ó äåÿêîìó îð-
òîíîðìîâàíîìó áàçèñi a1, a2, . . . , an öüîãî ïðîñòîðó. Íàïðèêëàä, çà
L ìîæíà âçÿòè n-âèìiðíèé åâêëiäiâ Rn, à çà áàçèñ � êàíîíi÷íèé áà-
çèñ ïðîñòîðó Rn. Çà îñíîâíîþ òåîðåìîþ ïðî ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè
iñíó¹ îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ b1, b2, . . . , bn, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç âëà-
ñíèõ âåêòîðiâ ñèìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà φ. Ìàòðèöÿ B îïåðàòîðà φ
ó öüîìó áàçèñi ¹ äiàãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ i B = Q−1AQ, äå Q � ìà-
òðèöÿ ïåðåõîäó âiä áàçèñó a1, a2, . . . , an äî áàçèñó b1, b2, . . . , bn.
Îñêiëüêè îáèäâà áàçèñè ¹ îðòîíîðìîâàíèìè, òî Q ¹ îðòîãîíàëüíîþ
ìàòðèöåþ. ×åðåç öå òàêîæ ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü B = QTAQ.

Òåîðåìà 10. Áóäü-ÿêó äiéñíó îáîðîòíó ìàòðèöþ ìîæíà ïðåä-
ñòàâèòè ó âèãëÿäi äîáóòêó äåÿêî¨ ñèìåòðè÷íî¨ òà äåÿêî¨ îðòîãî-
íàëüíî¨ ìàòðèöü.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A ¹ äåÿêîþ äiéñíîþ îáîðîòíîþ ìàòðèöåþ
ïîðÿäêó n, äå n ¹ íàòóðàëüíèì ÷èñëîì. Ðîçãëÿíåìî ìàòðèöþ B =
= A·AT . ÌàòðèöÿB ¹ ñèìåòðè÷íîþ, áîBT = (A·AT )T = (AT )T ·AT =
= A ·AT = B. Çà òåîðåìîþ 3 iñíó¹ îðòîãîíàëüíà ìàòðèöÿ S òàêà, ùî
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ìàòðèöÿ D = S−1BS ¹ äiàãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Òîäi

D = S−1BS = ST (A ·AT )S = (STA)(ATS) = (ATS)T (ATS) = CTC,

äå C = ATS. ßêùî ÷åðåç d1, d2, . . . , dn ïîçíà÷èòè åëåìåíòè íà äi-
àãîíàëi ìàòðèöi C, òî iç ðiâíîñòi D = CTC âèïëèâà¹, ùî di äîðiâ-
íþ¹ ñêàëÿðíîìó êâàäðàòó i-ãî ñòîâïöÿ ìàòðèöi C äëÿ êîæíîãî i iç
{1, 2, . . . , n}. Ìàòðèöÿ C ¹ îáîðîòíîþ ìàòðèöåþ, áî òàêèìè ¹ ìàòðè-
öi A i S. Òîìó êîæåí ¨¨ ñòîâïåöü ¹ íåíóëüîâèì n-âèìiðíèì âåêòîðîì
i ÿê íàñëiäîê di > 0 äëÿ êîæíîãî i iç {1, 2, . . . , n}. Öå äà¹ íàì
ìîæëèâiñòü ðîçãëÿíóòè äiàãîíàëüíó ìàòðèöþ

√
d1 0 . . . 0
0

√
d2 . . . 0

...
...

. . .
...

0 0 . . .
√
dn

 ,

ÿêó ïîçíà÷èìî ñèìâîëîì
√
D. Î÷åâèäíî

√
D ¹ îáîðîòíîþ ñèìåòðè-

÷íîþ ìàòðèöåþ i
√
D

2
= D. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç P äîáóòîê S

√
DS−1.

Ìàòðèöÿ P ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ, áî

PT =
(
S
√
DS−1

)T
=
(
S
√
DST

)T
= (ST )T

√
D

T
ST =

= S
√
DST = S

√
DS−1 = P

i äëÿ ìàòðèöi P ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

P 2 = (S
√
DS−1)2 = (S

√
DS−1)(S

√
DS−1) =

= S
√
D

2
S−1 = SDS−1 = B. (5)

Íàðåøòi, ðîçãëÿíåìî ìàòðèöþ Q = P−1A. Î÷åâèäíî A = PQ. Äëÿ
çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè çàëèøèñÿ ïîêàçàòè, ùî Q ¹ îðòîãî-
íàëüíîþ ìàòðèöåþ. Âèêîðèñòà¹ìî äëÿ öüîãî îäíó iç îçíàê îðòîãî-
íàëüíî¨ ìàòðèöi i ðiâíiñòü (5):

Q−1 = (P−1A)−1 = A−1P = A−1P 2P−1 =

= A−1BP−1 = A−1AATP−1 = ATP−1 =
((
P−1

)T
A
)T

=

=
((
PT
)−1

A
)T

=
(
P−1A

)T
= QT .
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Çàóâàæåííÿ 1. Ïðåäñòàâëåííÿ äiéñíî¨ îáîðîòíî¨ ìàòðèöi ó âè-
ãëÿäi äîáóòêó ñèìåòðè÷íî¨ i îðòîãîíàëüíî¨ ìàòðèöü íàçèâàþòü ïî-
ëÿðíèì ðîçêëàäîì. Çàëèøà¹ìî ÷èòà÷åâi íà ñàìîñòiéíó ðîáîòó òîé
ôàêò, ùî òàêå ïðåäñòàâëåííÿ ¹äèíå äëÿ êîæíî¨ îáîðîòíî¨ ìàòðèöi
íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë, ÿêùî íà ñèìåòðè÷íó ìàòðèöþ íàêëàñòè
äîäàòêîâó óìîâó, à ñàìå ¨¨ âëàñíi çíà÷åííÿ ïîâèííi áóòè äîäàòíè-
ìè ÷èñëàìè. Òàêîæ ñïðàâäæó¹òüñÿ i íàñòóïíå òâåðäæåííÿ. Áóäü-ÿêó
äiéñíó îáîðîòíó ìàòðèöþ ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi äîáóòêó
äåÿêî¨ îðòîãîíàëüíî¨ òà äåÿêî¨ ñèìåòðè÷íî¨ ìàòðèöü.

Òåîðåìà 11. Áóäü-ÿêèé îáîðîòíèé ëiíiéíèé îïåðàòîð íåíóëüî-
âîãî ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ìîæíà ïðåäñòàâè-
òè ó âèãëÿäi äîáóòêó äåÿêîãî ñèìåòðè÷íîãî i äåÿêîãî îðòîãîíàëü-
íîãî îïåðàòîðiâ öüîãî ïðîñòîðó.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé L ¹ íåíóëüîâèì ñêií÷åííîâèìiðíèì åâêëiäî-
âèì ïðîñòîðîì ðîçìiðíîñòi n, à φ ¹ îáîðîòíèì îïåðàòîðîì öüîãî ïðî-
ñòîðó. Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ a1, a2, . . . , an
åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Íåõàé A ¹ ìàòðèöåþ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà
φ ó ðîçãëÿäóâàíîìó áàçèñi. Çà òåîðåìîþ 10 ïðî ïîëÿðíèé ðîçêëàä
çíàéäóòüñÿ òàêi ñèìåòðè÷íà ìàòðèöÿ P òà îðòîãîíàëüíà ìàòðèöÿ Q
ïîðÿäêó n, ùî A = PQ. Íåõàé ρ i σ ëiíiéíi îïåðàòîðè åâêëiäîâî-
ãî ïðîñòîðó L, ÿêi âiäïîâiäíî çàäàþòüñÿ ìàòðèöÿìè P i Q ó áàçèñi
a1, a2, . . . , an. Îñêiëüêè öåé áàçèñ îðòîíîðìîâàíèé, à ìàòðèöi P i
Q âiäïîâiäíî ¹ ñèìåòðè÷íîþ i îðòîãîíàëüíîþ, òî ëiíiéíi îïåðàòîðè
ρ i σ âiäïîâiäíî ¹ ñèìåòðè÷íèì òà îðòîãîíàëüíèì. Íàðåøòi çà òå-
îðåìîþ ïðî çâ'ÿçîê ìiæ ìàòðèöåþ äîáóòêó ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ òà
ìàòðèöÿìè ìíîæíèêiâ îäåðæó¹ìî iñòèííiñòü ðiâíîñòi φ = ρσ. Òåîðå-
ìà äîâåäåíà.

4.3.4 Åðìiòîâi îïåðàòîðè

Îçíà÷åííÿ 4. Ëiíiéíèé îïåðàòîð φ óíiòàðíîãî ïðîñòîðó L íà-
çèâà¹òüñÿ åðìiòîâèì îïåðàòîðîì àáî ñàìîñïðÿæåíèì îïåðàòîðîì
ïðîñòîðó L, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ x i y iç L ñïðàâäæó¹òüñÿ
ðiâíiñòü ⟨φ(x), y⟩ = ⟨x, φ(y)⟩.

×åðåç ñõîæiñòü îçíà÷åíü ñèìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà åâêëiäîâîãî
ïðîñòîðó i åðìiòîâîãî îïåðàòîðà óíiòàðíîãî ïðîñòîðó âñi âèùå ñôîð-
ìóëüîâàíi i äîâåäåíi òåîðåìè ïðî ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè ëåãêî òðàíñ-
ôîðìóþòüñÿ ó âiäïîâiäíi òåîðåìè ïðî åðìiòîâi îïåðàòîðè.
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Âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

1. Äîâåñòè, ùî ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè ñè-
ìåòðè÷íèõ îïåðàòîðiâ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ¹ ñèìåòðè÷íèì îïåðà-
òîðîì.

2. Äîâåñòè, ùî äîáóòîê ñèìåòðè÷íèõ îïåðàòîðiâ φ i ψ åâêëiäîâîãî
ïðîñòîðó L ¹ ñèìåòðè÷íèì îïåðàòîðîì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè öi
îïåðàòîðè êîìóòóþòü, òîáòî φψ = ψφ.

3. Äîâåñòè, ùî ëiíiéíèé îïåðàòîð îáåðíåíèé äî îáîðîòíîãî ñèìå-
òðè÷íîãî îïåðàòîðà ¹ ñèìåòðè÷íèì îïåðàòîðîì.

4. Íåõàé φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð äâîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðî-
ñòîðó L. Äîâåñòè, ùî ÿêùî äëÿ äåÿêèõ äâîõ íåïðîïîðöiéíèõ âåêòîðiâ
x i y iç L ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü ⟨φ(x), y⟩ = ⟨x, φ(y)⟩, òî φ ¹ ñèìå-
òðè÷íèì îïåðàòîðîì.

5. Äîâåñòè, ùî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ äiéñíîãî äâîâèìiðíîãî åâêëi-
äîâîãî ïðîñòîðó R2 òàêèé, ùî φ

(
(x1, x2)

)
=
(
5
2x1 +

1
2x2,

1
2x1 +

5
2x2
)

äëÿ áóäü-ÿêîãî (x1, x2) ∈ R2, ¹ ñèìåòðè÷íèì îïåðàòîðîì.

6. Ëiíiéíèé îïåðàòîð φ äiéñíîãî ÷îòèðèâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî
ïðîñòîðó R4 âiäîáðàæà¹ âåêòîðè x1 = (0, 1, 1, 1), x2 = (−1, 0, 1, 1),
x3 = (−1,−1, 0, 1), x4 = (−1,−1,−1, 0) âiäïîâiäíî ó âåêòîðè y1 =
= (3,−1,−1,−1), y2 = (1,−3,−1,−1), y3 = (−1,−3,−1, 1), y4 =
= (−3,−1,−1, 1). ×è ¹ ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ñèìåòðè÷íèì?

7. Çíàéòè äåÿêèé îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ òðèâèìiðíîãî åâêëiäîâî-
ãî ïðîñòîðó R3, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ ëiíiéíîãî îïåðà-
òîðà φ öüîãî ïðîñòîðó, à òàêîæ éîãî ìàòðèöþ ó çíàéäåíîìó áàçèñi,
ÿêùî âiäîìî, ùî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ çàäà¹òüñÿ ìàòðèöåþ

A =

 11 2 −8
2 2 10

−8 10 5


ó êàíîíi÷íîìó áàçèñi R3.

8. Çíàéòè äåÿêèé îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ òðèâèìiðíîãî åâêëiäîâî-
ãî ïðîñòîðó R3, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ ëiíiéíîãî îïåðà-
òîðà φ öüîãî ïðîñòîðó, à òàêîæ éîãî ìàòðèöþ ó çíàéäåíîìó áàçèñi,
ÿêùî âiäîìî, ùî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ çàäà¹òüñÿ ìàòðèöåþ

A =

 17 −8 4
−8 17 −4
4 −4 11
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ó êàíîíi÷íîìó áàçèñi R3.

9. Äîâåñòè, ùî ÿêùî φ i ψ ¹ åðìiòîâèìè îïåðàòîðàìè óíiòàðíîãî
ïðîñòîðó L, òî ëiíiéíi îïåðàòîðè φψ + ψφ òà i(φψ − ψφ) òàêîæ ¹
åðìiòîâèìè îïåðàòîðàìè öüîãî ïðîñòîðó.

10. Äîâåñòè, ùî ÿêùî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ óíiòàðíîãî ïðîñòîðó
L âîëîäi¹ äâîìà iç íàñòóïíèõ òðüîõ âëàñòèâîñòåé:

1) φ � óíiòàðíèé îïåðàòîð;

2) φ � åðìiòiâ îïåðàòîð;

3) φ � iíâîëþòèâíèé îïåðàòîð, òîáòî φ2 = idL, äå idL � òîòîæíèé
îïåðàòîð óíiòàðíîãî ïðîñòîðó L,

òî âií âîëîäi¹ i òðåòüîþ âëàñòèâiñòþ.

11. Çíàéòè äåÿêèé îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ òðèâèìiðíîãî óíiòàð-
íîãî ïðîñòîðó C3, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ ëiíiéíîãî îïå-
ðàòîðà φ öüîãî ïðîñòîðó, à òàêîæ éîãî ìàòðèöþ ó çíàéäåíîìó áàçèñi,
ÿêùî âiäîìî, ùî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ çàäà¹òüñÿ ìàòðèöåþ

A =

 3 −i 0
i 3 0
0 0 4


ó êàíîíi÷íîìó áàçèñi C3.

12. Ðîçêëàñòè äiéñíó ìàòðèöþ(
2 −1
2 1

)
ó äîáóòîê ñèìåòðè÷íî¨ ìàòðèöi ç äîäàòíèìè âëàñíèìè çíà÷åííÿìè i
îðòîãîíàëüíî¨ ìàòðèöi.

13. Ðîçêëàñòè äiéñíó ìàòðèöþ 4 −2 2
4 4 −1

−2 4 2


ó äîáóòîê ñèìåòðè÷íî¨ ìàòðèöi ç äîäàòíèìè âëàñíèìè çíà÷åííÿìè i
îðòîãîíàëüíî¨ ìàòðèöi.
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Êâàäðàòè÷íi ôîðìè

Ó ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi íàâ÷àëüíîãî ïîñiáíèêà âèâ÷àëèñÿ ëiíiéíi
ïðîñòîðè íàä ïîëåì äiéñíèõ àáî êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, íà ÿêèõ áóëî
çàäàíî ñêàëÿðíèé äîáóòîê. Ó âèïàäêó ñêií÷åííîâèìiðíèõ ëiíiéíèõ
ïðîñòîðiâ áóëî âñòàíîâëåíî, ùî äëÿ òîãî, ùîá âèçíà÷èòè äåÿêèé ñêà-
ëÿðíèé äîáóòîê íà ñêií÷åííîâèìiðíîìó ëiíiéíîìó ïðîñòîði äîñèòü
çàäàòè ñêàëÿðíèé äîáóòîê âåêòîðiâ äåÿêîãî áàçèñó öüîãî ïðîñòîðó,
òîáòî çàäàòè ìàòðèöþ �ðàììà äåÿêîãî áàçèñó. Ó öüîìó æ ðîçäiëi
âèâ÷àþòüñÿ ïèòàííÿ ïîâ'ÿçàíi ç íåîáõiäíèìè i äîñòàòíiìè óìîâàìè,
ÿêèì öÿ ìàòðèöÿ ïîâèííà çàäîâîëüíÿòè, ùîá ðiâíiñòü (3) iç ïåðøî-
ãî ïóíêòó ïîïåðåäíüîãî ðîçäiëó áóëà á ôîðìóëîþ ñàìå ñêàëÿðíîãî
äîáóòêó ó êîîðäèíàòíié ôîðìi.

Îçíà÷åííÿ 1. Íåõàé P � äåÿêå ïîëå, L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä
ïîëåì P . Áiëiíiéíîþ ôîðìîþ íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði L íàçèâà¹òüñÿ
âiäîáðàæåííÿ σ : L × L → P , ÿêå çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíèì óìîâàì
ëiíiéíîñòi çà êîæíèì iç àðãóìåíòiâ:

σ(x1 + x2, y) = σ(x1, y) + σ(x2, y), σ(αx, y) = ασ(x, y),

σ(x, y1 + y2) = σ(x, y1) + σ(x, y2), σ(x, αy) = ασ(x, y)

äëÿ äîâiëüíèõ âåêòîðiâ x, x1, x2, y, y1, y2 iç L òà äîâiëüíîãî åëåìåíòà
α ïîëÿ P .

ßêùî L ¹ åâêëiäîâèì àáî óíiòàðíèì ïðîñòîðîì, òî çàäàíèé íà L
ñêàëÿðíèé äîáóòîê ¹ ïðèêëàäîì áiëiíiéíî¨ ôîðìè, äî òîãî æ ïðè-
êëàäîì, òàê çâàíî¨, ñèìåòðè÷íî¨ áiëiíiéíî¨ ôîðìè ó ðîçóìiííi íàñòó-
ïíîãî îçíà÷åííÿ.
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Îçíà÷åííÿ 2. Áiëiíiéíà ôîðìà σ íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði L íàä
ïîëåì P íàçèâà¹òüñÿ ñèìåòðè÷íîþ, ÿêùî σ(x, y) = σ(y, x) äëÿ äî-
âiëüíèõ âåêòîðiâ x, y iç L.

Âèäiëÿþòü òàêîæ, òàê çâàíi, êîñîñèìòåðè÷íi áiëiíiéíi ôîðìè.

Îçíà÷åííÿ 3. Áiëiíiéíà ôîðìà σ íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði L íàä
ïîëåì P íàçèâà¹òüñÿ êîñîñèìåòðè÷íîþ, ÿêùî σ(x, y) = −σ(y, x) äëÿ
äîâiëüíèõ x, y iç L.

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî çà ïåâíèõ óìîâ áóäü-ÿêó áiëiíiéíó ôîðìó ìî-
æíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi ñóìè ñèìåòðè÷íî¨ i êîñîñèìåòðè÷íî¨ áiëi-
íiéíèõ ôîðì. Ñóìó áiëiíiéíèõ ôîðì âèçíà÷àþòü ïðèðîäíèì ÷èíîì.
Íàãàäà¹ìî, ùî õàðàêòåðèñòèêîþ ïîëÿ P íàçèâà¹òüñÿ íàéìåíøå íà-
òóðàëüíå ÷èñëî n, ÿêùî òàêå iñíó¹, ùî ñóìà n ðàçiâ îäèíèöi ïîëÿ
P äîðiâíþ¹ íóëþ öüîãî ïîëÿ. ßêùî æ òàêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà
íå iñíó¹, òî õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ ââàæà¹òüñÿ ðiâíîþ íóëåâi. Ñêàæi-
ìî, ÿêùî ïîëå P ç îäèíèöåþ 1 i íóëåì 0 ìà¹ õàðàêòåðèñòèêó 2, òî
1 + 1 = 0. Ó ïîëi P ç îäèíèöåþ 1 i õàðàêòåðèñòèêîþ âiäìiííîþ âiä 2
ôîðìàëüíî ïîçíà÷èìî ñóìó 1+1 òàêîæ ÷åðåç 2. Òîäi 2 ¹ íåíóëüîâèì
åëåìåíòîì ïîëÿ i äëÿ íüîãî iñíó¹ îáåðíåíèé 2−1.

Òâåðäæåííÿ 1. Íåõàé P ¹ ïîëåì, õàðàêòåðèñòèêà ÿêîãî íå äî-
ðiâíþ¹ 2. Òîäi áóäü-ÿêà áiëiíiéíà ôîðìà íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði L íàä
ïîëåì P ¹ ñóìîþ äåÿêî¨ ñèìåòðè÷íî¨ òà äåÿêî¨ êîñîñèìåòðè÷íî¨ ái-
ëiíiéíèõ ôîðì íà ïðîñòîði L.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé L ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì P , õàðà-
êòåðèñòèêà ÿêîãî íå äîðiâíþ¹ 2, à σ : L×L→ P ¹ äåÿêîþ áiëiíiéíîþ
ôîðìîþ íà L. Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ µ :L×L→ P i ν : L×L→ P ,
çàäàíi âiäïîâiäíî ôîðìóëàìè

µ(x, y) = 2−1
(
σ(x, y) + σ(y, x)

)
, ν(x, y) = 2−1

(
σ(x, y)− σ(y, x)

)
äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ x i y iç L. Íå ñêëàäíî ïåðåâiðèòè, ùî îáèäâà
öi âiäîáðàæåííÿ ¹ áiëiíiéíèìè ôîðìàìè, ïðè÷îìó µ ¹ ñèìåòðè÷íîþ, à
ν ¹ êîñîñèìòðè÷íîþ áiëiíiéíîþ ôîðìîþ. Îñêiëüêè äëÿ áóäü-ÿêèé âå-
êòîðiâ x, y iç ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü σ(x, y) =
= µ(x, y) + ν(x, y), òî σ ¹ ñóìîþ âiäîáðàæåíü µ i ν.

Îçíà÷åííÿ 4. Áiëiíiéíà ôîðìà σ íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði L íàä
ïîëåì P íàçèâà¹òüñÿ íåâèðîäæåíîþ, ÿêùî iç ðiâíîñòi σ(x, a) = 0
äëÿ êîæíîãî âåêòîðà x iç L âèïëèâà¹, ùî a ¹ íóëüîâèì âåêòîðîì,
òîáòî a = 0̄.
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Íåõàé âñþäè íàäàëi L � ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið ðîç-
ìiðíîñòi n íàä ïîëåì P i σ � áiëiíiéíà ôîðìà íà L. Âèáåðåìî ó
ïðîñòîði L áàçèñ a1, a2, . . . , an. ßêùî áóäü-ÿêi âåêòîðè x òà y ëi-
íiéíîãî ïðîñòîðó L ðîçêëàñòè çà âèáðàíèì áàçèñîì âiäïîâiäíî x =
= x1a1 + · · ·+ xnan òà y = y1a1 + · · ·+ ynan, äå x1, . . . , xn, y1, . . . , yn
¹ åëåìåíòàìè ïîëÿ P , òî

σ(x, y) =

n∑
i=1

n∑
j=1

xiyjσ(ai, aj),

àáî â ìàòðè÷íîìó âèãëÿäi σ(x, y) = XTAY , äå X, Y � êîîðäèíàòíi
ñòîâïöi âåêòîðiâ x i y,

A =


σ(a1, a1) σ(a1, a2) . . . σ(a1, an)
σ(a2, a1) σ(a2, a2) . . . σ(a2, an)

...
...

. . .
...

σ(an, a1) σ(an, a2) . . . σ(an, an)

 . (1)

Îçíà÷åííÿ 5. Ìàòðèöþ (1) áóäåìî íàçèâàòè ìàòðèöåþ áiëiíié-
íî¨ ôîðìè σ ó áàçèñi a1, a2, . . . , an.

ßêùî áiëiíiéíà ôîðìà σ ¹ ñèìåòðè÷íîþ, òî A � ñèìåòðè÷íà ìà-
òðèöÿ; ÿêùî æ σ ¹ êîñîñèìåòðè÷íîþ áiëiíiéíîþ ôîðìîþ, òî A �
êîñîñèìåòðè÷íà ìàòðèöÿ, òîáòî AT = −A. Ðàäèìî ÷èòà÷åâi ñàìî-
ñòiéíî ïåðåêîíàòèñÿ ó òîìó, ùî áiëiíiéíà ôîðìà σ ¹ íåâèðîäæåíîþ
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ìàòðèöÿ A öi¹¨ ôîðìè ¹ íåâèðîäæåíîþ.

Îçíà÷åííÿ 6. Íåõàé L ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì ëiíiéíèì ïðîñòîðîì
íàä ïîëåì P . Âiäîáðàæåííÿ k : L → P íàçèâà¹òüñÿ êâàäðàòè÷íîþ
ôîðìîþ íà L, ÿêùî iñíó¹ ñèìåòðè÷íà áiëiíiéíà ôîðìà σ íà L òàêà,
ùî k(x) = σ(x, x) äëÿ áóäü-ÿêîãî âåêòîðà x iç L. Ïðè öüîìó ñèìåòðè-
÷íó áiëiíiéíó ôîðìó σ áóäåìî íàçèâàòè ïîëÿðíîþ äî êâàäðàòè÷íî¨
ôîðìè k.

Òâåðäæåííÿ 2. Íåõàé P ¹ ïîëåì, õàðàêòåðèñòèêà ÿêîãî íå äî-
ðiâíþ¹ 2, à k : L → P ¹ äåÿêîþ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ íà äåÿêîìó
ñêií÷åííîâèìiðíîìó ëiíiéíîìó ïðîñòîði L íàä ïîëåì P . Áiëiíiéíà
ôîðìà, ïîëÿðíà äî êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè k, âèçíà÷à¹òüñÿ íåþ îäíî-
çíà÷íî.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè òâåðäæåííÿ, à σ i δ ¹
ñèìåòðè÷íèìè áiëiíiéíèìè ôîðìàìè, ÿêi ¹ ïîëÿðíèìè äî êâàäðàòè-
÷íî¨ ôîðìè k. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ x i y iç L ¹ iñòèííèìè
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ðiâíîñòi

σ(x, y) = 2−1
(
σ(x+ y, x+ y)− σ(x, x)− σ(y, y)) =

= 2−1(k(x+ y)− k(x)− k(y)
)
=

= 2−1
(
δ(x+ y, x+ y)− δ(x, x)− δ(y, y)

)
= δ(x, y).

Öå îçíà÷à¹ σ = δ. Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.

Òâåðäæåííÿ 3. Êâàäðàòè÷íà ôîðìà k : L→ R íà äåÿêîìó ñêií-
÷åííîâèìiðíîìó ëiíiéíîìó ïðîñòîði L íàä ïîëåì R äiéñíèõ ÷èñåë
íàçèâà¹òüñÿ äîäàòíî âèçíà÷åíîþ, ÿêùî k(x) > 0 äëÿ êîæíîãî íå-
íóëüîâîãî âåêòîðà x iç L.

Òàêèì ÷èíîì, ïiäñóìîâóþ÷è âñå âèùå ñêàçàíå, äëÿ òîãî, ùîá çà-
äàòè ñêàëÿðíèé äîáóòîê íà ñêií÷åííîâèìiðíîìó ëiíiéíîìó ïðîñòîði
ðîçìiðíîñòi n íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë äîñèòü çàäàòè ñèìåòðè÷íó
áiëiíiéíó ôîðìó σ, çà äîïîìîãîþ äåÿêî¨ ñèìåòðè÷íî¨ ìàòðèöi ïîðÿä-
êó n, íåîáõiäíîþ óìîâîþ ÿêî¨ ¹ äîäàòíà âèçíà÷åíiñòü êâàäðàòè÷íî¨
ôîðìè ç ïîëÿðíîþ äî íå¨ áiëiíiéíîþ ôîðìîþ σ.

Òàêîæ äîìîâèìîñÿ âñþäè ó öüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäàòè ïîëÿ ç îáìå-
æåííÿì íà õàðàêòåðèñòèêó, à ñàìå òiëüêè òi ïîëÿ, õàðàêòåðèñòèêà
ÿêèõ íå äîðiâíþ¹ 2. Áóäü-ÿêå ÷èñëîâå ïîëå, ÿêå ¹ ïiäìíîæèíîþ ïîëÿ
C êîìïëåêñíèõ ÷èñåë çàäîâîëüíÿ¹ öié óìîâi.
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5.1 Åêâiâàëåíòíiñòü êâàäðàòè÷íèõ ôîðì

Ó öüîìó ïóíêòi ïîíÿòòþ êâàäðàòè÷íà ôîðìà ìè íàäàìî ðèñó äå-
ùî ¾ñàìîñòiéíîãî ïîíÿòòÿ¿, à íå ïîðîäæåíîãî ïîíÿòòÿì áiëiíiéíà
ôîðìà.

Îçíà÷åííÿ 1. Íåõàé P ¹ äåÿêèì ïîëåì, n ¹ äåÿêèì íàòóðàëüíèì
÷èñëîì, à x1, x2, . . . , xn ¹ âïîðÿäêîâàíèì íàáîðîì ÿêèõîñü n çìiííèõ
(íåâiäîìèõ) ç ïîëÿ P . Äàëi, íåõàé äàíî n2 åëåìåíòiâ αij ïîëÿ P òà-
êèõ, ùî αij = αji äëÿ äîâiëüíèõ i, j iç ìíîæèíè iíäåêñiâ {1, 2, . . . , n}.
Àëãåáðà¨÷íèé âèðàç âèãëÿäó

n∑
i,j=1

αijxixj = α11x
2
1 + α12x1x2 + · · ·+ αijxixj + · · ·+ αnnx

2
n (1)

íàçèâà¹òüñÿ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ íàä ïîëåì P âiä n çìiííèõ x1,
x2, . . . , xn. Åëåìåíò αij ïîëÿ P íàçèâàòèìåìî êîåôiöi¹íòîì êâàäðà-
òè÷íî¨ ôîðìè ïðè äîáóòêó çìiííèõ xi òà xj , äå i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Öå îçíà÷åííÿ íå ñóïåðå÷èòü äàíîìó ðàíiøå âèçíà÷åííþ êâàäðà-
òè÷íî¨ ôîðìè, çàäàíî¨ íà ñêií÷åííîâèìiðíîìó ëiíiéíîìó ïðîñòîði L
íàä ïîëåì P . Äiéñíî, ÿêùî a1, a2, . . . , an � äåÿêèé áàçèñ ëiíiéíîãî
ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P , òî ìè ìîæåìî ïîáóäóâàòè âiäîáðàæåííÿ
k : L → P çà òàêèì ïðàâèëîì: êîæíîìó âåêòîðó x ç êîîðäèíàòíèì
ðÿäêîì x1, x2, . . . , xn ó áàçèñi a1, a2, . . . , an ñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü
åëåìåíò ïîëÿ

∑n
i,j=1 αijxixj . Âiäîáðàæåííÿ σ : L × L → P òàêå, ùî

σ(x, y) = 2−1
(
k(x + y) − k(x) − k(y)

)
äëÿ äîâiëüíèõ âåêòîðiâ x, y iç

L, ¹ ñèìåòðè÷íîþ áiëiíiéíîþ ôîðìîþ. Íå ñêëàäíî ïåðåêîíàòèñÿ ó
òîìó, ùî k(x) = σ(x, x) äëÿ áóäü-ÿêîãî âåêòîðà x iç L. Öå îçíà÷à¹,
ùî k ¹ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ ç ïîëÿðíîþ äî íå¨ áiëiíiéíîþ ôîðìîþ
σ çà ðàíiøå ñôîðìóëüîâàíèì îçíà÷åííÿì êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè.

Çàóâàæèìî, ùî êâàäðàòè÷íó ôîðìó ìîæíà òðàêòóâàòè, ÿê îäíî-
ðiäíèé ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì P âiä çìiííèõ x1, x2, . . . , xn ñòåïåíÿ 2.

Ïîçíà÷èìî êâàäðàòè÷íó ôîðìó (1) ÷åðåç f . Ââàæàòèìåìî, ùî
ó êâàäðàòè÷íi ôîðìi f çíàê + ¾çàäîâîëüíÿ¹ êîìóòàòèâíié âëàñòè-
âîñòi¿, òîáòî ¾äîäàíêè¿ âèãëÿäó αijxixj ìîæíà ìiíÿòè ìiñöÿìè ó
çàïèñi êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè f . Öi äîäàíêè áóäåìî òàêîæ íàçèâàòè
÷ëåíàìè êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè. Îêðiì öüîãî, äîìîâèìîñÿ ó âèïàäêó
ðiçíèõ iíäåêñiâ i òà j çàìiñòü âèðàçó αijxixj + αjixjxi iíêîëè ïèñàòè
2aijxixj i íàâïàêè.
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Îçíà÷åííÿ 2. Ìàòðèöÿ A = ∥αij∥ ïîðÿäêó n, ñêëàäåíà iç óñiõ
êîåôiöi¹íòiâ αij êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè f íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöåþ êâà-
äðàòè÷íî¨ ôîðìè f .

Îñêiëüêè αij = αji äëÿ äîâiëüíèõ iíäåêñiâ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, òî
ìàòðèöÿ A ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ.

Îçíà÷åííÿ 3. Ðàíãîì êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè f íàçèâà¹òüñÿ ðàíã
ìàòðèöi A öi¹¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè.

Ïîçíà÷àòèìåìî ðàíã êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè f ÷åðåç rank f . Îòæå,
rank f = rankA. Àëãåáðà¨÷íi âèðàçè

f = 2x21 − 5x1x2 + 4x1x3 − x22 + x2x3 = f(x1, x2, x3),

g = a2 + 2ab+ b2 = g(a, b),

h = y21 + y22 + y23 = h(y1, y2, y3)

¹ ïðèêëàäàìè êâàäðàòè÷íèõ ôîðì âiäïîâiäíî âiä çìiííèõ x1, x2, x3;
a, b òà y1, y2, y3 íàä ïîëåì Q ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë. Ìàòðèöi

F =

 2 − 5
2 2

− 5
2 −1 1

2

2 1
2 0

 , G =

(
1 1
1 1

)
, H =

1 0 0
0 1 0
0 0 1


¹ âiäïîâiäíî ìàòðèöÿìè êâàäðàòè÷íèõ ôîðì f , g i h. Íåñêëàäíî ïå-
ðåêîíàòèñÿ, ùî rank f = 3, rank g = 1, rankh = 3.

Ðîçãëÿíåìî ñòîâïåöü X, ñêëàäåíèé ç çìiííèõ x1, x2, . . .xn

X =


x1
x2
...
xn

 .

Ïiäêðåñëèìî, ùî X ¹ n × 1-ìàòðèöåþ. Ôîðìàëüíî ïîìíîæèìî ìà-
òðèöþ A íà ñòîâïåöü X, ââàæàþ÷è çìiííi x1, x2, . . . , xn åëåìåíòàìè
ïîëÿ P

A ·X =


α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

...
...

. . .
...

αn1 αn2 . . . αnn

 ·


x1
x2
...
xn

 =



n∑
j=1

α1jxj

n∑
j=1

α2jxj

...
n∑

j=1

αnjxj


.
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Äàëi, ïîìíîæèìî ðÿäîê XT =
(
x1 x2 . . . xn

)
, îäåðæàíèé òðàíñ-

ïîíóâàííÿì ñòîâïöÿ X, íà ðåçóëüòàò äîáóòêó A ·X

XT ·A ·X =

n∑
i=1

xi

n∑
j=1

αijxj =

n∑
i,j=1

αijxixj . (2)

Ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi (2) ¹ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ f , à òîìó ëiâó
÷àñòèíó öi¹¨ ðiâíîñòi, à ñàìå âèðàç XTAX, íàçèâàþòü ìàòðè÷íèì
çàïèñîì êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè f .

Ïîðÿä iç çìiííèìè x1, x2, . . . , xn íàä ïîëåì P ìè áóäåìî ðîç-
ãëÿäàòè é iíøi ñèñòåìè çìiííèõ íàä ïîëåì P . I êîëè öå áóäå íå-
îáõiäíî áóäåìî ïiäêðåñëþâàòè, ùî êâàäðàòè÷íà ôîðìà g âèãëÿäó∑n

i,j=1 αijyiyj ¹ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ iç çìiííèìè y1, y2, . . . , yn. Ó
öüîìó âèïàäêó çàìiñòü g ïèñàòèìåìî g(y1, y2, . . . , yn).

Îçíà÷åííÿ 4. Ëiíiéíèì ïåðåòâîðåííÿì çìiííèõ x1, x2, . . . , xn
íàä ïîëåì P ó íîâi çìiííi y1, y2, . . . , yn íàä öèì æå ïîëåì íàçèâà¹òüñÿ
óïîðÿäêîâàíà ñóêóïíiñòü ðiâíîñòåé âèãëÿäó:

x1 = τ11y1 + τ12y2 + · · ·+ τ1nyn,

. . . . . . . . . . . . . . . . .

xn = τn1y1 + τn2y2 + · · ·+ τnnyn,

(3)

äå τij ∈ P , i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Ïðè öüîìó êàæóòü, ùî ïåðåéøëè
íîâèõ çìiííèõ, âèðàçèâøè ñòàði çìiííi ëiíiéíî ÷åðåç íîâi ç äåÿêèìè
êîåôiöi¹íòàìè iç ïîëÿ P . Ìàòðèöÿ

Q =

 τ11 τ12 . . . τ1n
...

...
. . .

...
τn1 τn2 . . . τnn

 ,

ñêëàäåíà iç êîåôiöi¹íòiâ öüîãî ïåðåòâîðåííÿ, íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöåþ
ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ.

Ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ (3) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi ìà-
òðè÷íî¨ ðiâíîñòi X = QY , äå Y � ñòîâïåöü çìiííèõ y1, y2, . . . yn.

Ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ íàçèâà¹òüñÿ íåâèðîäæåíèì, ÿêùî
ìàòðèöÿ öüîãî ïåðåòâîðåííÿ ¹ íåâèðîäæåíîþ. ßêùî X = QY � íå-
âèðîäæåíå ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ X â çìiííi Y , òî Y = Q−1X
¹ îáåðíåíèì ëiíiéíèì ïåðåòâîðåííÿì çìiííèõ Y â X. Öå ïåðåòâîðå-
ííÿ äà¹ ìîæëèâiñòü ó âèïàäêó íåîáõiäíîñòi ïåðåéòè âiä íîâèõ çìií-
íèõ äî ïî÷àòêîâèõ çìiííèõ.
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Îçíà÷åííÿ 5. Ïîñëiäîâíå âèêîíàííÿ ëiíiéíèõ ïåðåòâîðåíü çìií-
íèõ X = Q1Y i Y = Q2Z, çàïèñàíèõ ó ìàòðè÷íié ôîðìi, íàçèâà¹òüñÿ
äîáóòêîì öèõ ïåðåòâîðåíü.

Î÷åâèäíî, äîáóòîê ëiíiéíèõ ïåðåòâîðåíü òàêîæ ¹ ëiíiéíèì ïåðå-
òâîðåííÿì çìiííèõ, à éîãî ìàòðèöÿ äîðiâíþ¹ äîáóòêó ìàòðèöü ïåðå-
ìíîæóâàíèõ ïåðåòâîðåíü: X = (Q1Q2)Z. Îñêiëüêè äîáóòîê íåâèðî-
äæåíèõ ìàòðèöü ¹ íåâèðîäæåíîþ ìàòðèöåþ, òî äîáóòîê íåâèðîäæå-
íèõ ëiíiéíèõ ïåðåòâîðåíü ¹ íåâèðîäæåíèì ëiíiéíèì ïåðåòâîðåííÿì.
Âèêîíàòè â äàíié êâàäðàòè÷íié ôîðìi f(x1, . . . , xn) ëiíiéíå ïåðå-
òâîðåííÿ çìiííèõ (3) � öå îçíà÷à¹ ïiäñòàâèòè â àëãåáðà¨÷íèé âèðàç

f(x1, . . . , xn) =

n∑
i,j=1

αijxixj

çàìiñòü çìiííèõ x1, . . . , xn ¨õ âèðàçè ÷åðåç íîâi çìiííi i âèêîíàòè
âiäïîâiäíi ñïðîùåííÿ:

f

(
n∑

k=1

τk1yk, . . . ,

n∑
k=1

τknyk

)
=

n∑
i,j=1

αij

(
n∑

k=1

τkiyk

)(
n∑

l=1

τljyl

)
=

=

n∑
k,l=1

 n∑
i,j=1

τkiαijτlj

 ykyl =

n∑
k,l=1

βklykyl,

äëÿ äåÿêèõ βkl iç ïîëÿ P , k, l ∈ {1, 2, . . . , n}. Ðåçóëüòàò öèõ ñïðîùåíü
ïîêàçó¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1 (çàêîí çìiíè êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè). ßêùî â äàíié
êâàäðàòè÷íié ôîðìi ç ìàòðèöåþ A âèêîíàòè ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ
çìiííèõ ç ìàòðèöåþ Q, òî ó ðåçóëüòàòi ìè îäåðæèìî êâàäðàòè-
÷íó ôîðìó âiä íîâèõ çìiííèõ, ïðè÷îìó ìàòðèöåþ öi¹¨ êâàäðàòè÷íî¨
ôîðìè ¹ äîáóòîê QTAQ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f(x1, x2, . . . , xn) � äåÿêà êâàäðàòè÷íà ôîðìà
íàä ïîëåì P i A � ìàòðèöÿ öi¹¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè. Òîäi

f(x1, x2, . . . , xn) = XTAX,

äå X � ñòîâïåöü çìiííèõ x1, x2, . . . , xn. Âèêîíà¹ìî íåâèðîäæåíå ëi-
íiéíå ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõX = QY , äå Y � ñòîâïåöü íîâèõ çìiííèõ
y1, y2, . . . , yn

f(x1, x2, . . . , xn) = (QY )TA(QY ) = Y TQTAQY
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àáî òåæ ñàìå, ùî f(x1, x2, . . . , xn) = Y TBY , äå B = QTAQ. Ìàòðèöÿ
B ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ, áî

BT = (QTAQ)T = QTAT
(
QT
)T

= QTAQ = B.

Öå îçíà÷à¹, ùî ó ðåçóëüòàòi ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ ç ìàòðè-
öåþ Q ó êâàäðàòè÷íié ôîðìi f(x1, x2, . . . , xn) ìè îäåðæàëè êâàäðà-
òè÷íó ôîðìó g(y1, y2, . . . , yn) = Y TBY ç ìàòðèöåþ B, ùî äîðiâíþ¹
QTAQ. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ñôîðìóëüîâàíèé âèùå çàêîí çìiíè êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè äîçâîëÿ¹
ââåñòè íàñòóïíå âiäíîøåííÿ ìiæ êâàäðàòè÷íèìè ôîðìàìè.

Îçíà÷åííÿ 6. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî êâàäðàòè÷íà ôîðìà f âiä
çìiííèõ x1, x2, . . . , xn íàä ïîëåì P åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íié ôîð-
ìi g âiä çìiííèõ y1, y2, . . . , yn, ÿêùî iñíó¹ íåâèðîäæåíå ëiíiéíå ïåðå-
òâîðåííÿ çìiííèõ x1, x2, . . . , xn ó çìiííi y1, y2, . . . , yn, çà äîïîìîãîþ
ÿêîãî iç êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè f(x1, x2, . . . , xn) ìîæíà îäåðæàòè êâà-
äðàòè÷íó ôîðìó g(y1, y2, . . . , yn). Êâàäðàòè÷íà ôîðìà f âiä çìiííèõ
x1, x2, . . . , xn íàçèâà¹òüñÿ åêâiâàëåíòíîþ êâàäðàòè÷íié ôîðìi g âiä
òèõ æå çìiííèõ, ÿêùî f åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íié ôîðìi, îäåðæà-
íié iç g çà äîïîìîãîþ ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ ç îäèíè÷íîþ
ìàòðèöåþ.

Åêâiâàëåíòíiñòü êâàäðàòè÷íèõ ôîðì f i g ïîçíà÷àòèìåìî çíà-
êîì ∼. Iç çàêîíó çìiíè êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè îäðàçó ñëiäó¹ íàñòóïíå
òâåðäæåííÿ.

Íàñëiäîê 1. Íåõàé A i B � ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi ïîðÿäêó n íàä
ïîëåì P . Êâàäðàòè÷íà ôîðìà ç ìàòðèöåþ A åêâiâàëåíòíà êâàäðà-
òè÷íié ôîðìi ç ìàòðèöåþ B òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ òàêà
íåâèðîäæåíà ìàòðèöÿ S íàä ïîëåì P , ùî B = STAS.

Âèíîñèìî íà ñàìîñòiéíó ðîáîòó ÷èòà÷åâi ïåðåêîíàòèñÿ ó òîìó, ùî
âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi êâàäðàòè÷íèõ ôîðì çàäîâîëüíÿ¹ íàñòó-
ïíèì âëàñòèâîñòÿì:

1) áóäü-ÿêà êâàäðàòè÷íà ôîðìà f åêâiâàëåíòíà ñàìà ñîái (ðåôëå-
êñèâíà âëàñòèâiñòü);

2) ÿêùî êâàäðàòè÷íà ôîðìà f åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íié ôîðìi
g, òî g åêâiâàëåíòíà f (ñèìåòðè÷íà âëàñòèâiñòü);

3) ÿêùî êâàäðàòè÷íà ôîðìà f åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íi ôîðìi
g, ÿêà â ñâîþ ÷åðãó åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íi ôîðìi h, òî êâà-
äðàòè÷íà ôîðìà f åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íié ôîðìi h (òðàí-
çèòèâíà âëàñòèâiñòü).
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Ðåôëåêñèâíà, ñèìåòðè÷íà i òðàíçèòèâíà âëàñòèâîñòi âiäíîøåí-
íÿ åêâiâàëåíòíîñòi êâàäðàòè÷íèõ ôîðì îçíà÷àþòü, ùî ìíîæèíà âñiõ
êâàäðàòè÷íèõ ôîðì âiä n çìiííèõ x1, x2, . . . , xn íàä ïîëåì P ðîç-
áèâà¹òüñÿ íà êëàñè åêâiâàëåíòíèõ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì. Êëàñ åêâiâà-
ëåíòíèõ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì ñêëàäà¹òüñÿ iç âñiõ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì,
ÿêi ïîïàðíî åêâiâàëåíòíi. Ðiçíi êëàñè åêâiâàëåíòíèõ êâàäðàòè÷íèõ
ôîðì íå ïåðåòèíàþòüñÿ. Ó íàñòóïíié òåîðåìi ñôîðìóëüîâàíî íåîá-
õiäíó óìîâó íàëåæíîñòi äâîõ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì îäíîìó é òîìó æ
iç âêàçàíèõ êëàñiâ.

Òåîðåìà 2 (ïðî iíâàðiàíòíiñòü ðàíãó). Åêâiâàëåíòíi êâàäðàòè-
÷íi ôîðìè ìàþòü îäíàêîâi ðàíãè.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f i g � êâàäðàòè÷íi ôîðìè íàä ïîëåì P âiä
çìiííèõ x1, x2, . . . , xn âiäïîâiäíî ç ìàòðèöÿìè A i B. Ïðèïóñòèìî,
ùî êâàäðàòè÷íà ôîðìà f åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íié ôîðìi g. Òîäi
çà íàñëiäêîì 1 iñíó¹ íåâèðîäæåíà ìàòðèöÿ Q òàêà, ùî B = QTAQ.
Äîáðå âiäîìî, ùî ðàíã äîáóòêó äâîõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n ñïiâïàäà¹ ç
ðàíãîì îäíîãî iç ìíîæíèêiâ, ó ðàçi ÿêùî iíøèé ìíîæíèê ¹ íåâèðî-
äæåíîþ ìàòðèöåþ. Òîìó

rank f = rankA = rank(AQ) = rank(QT (AQ)) = rankB = rank g.

Òåîðåìà äîâåäåíà.
Ïðîâåñòè êëàñèôiêàöiþ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì îçíà÷à¹ âèáðàòè iç

êîæíîãî êëàñó ïî îäíié êâàäðàòè÷íié ôîðìi, ÿêà á ìàëà íàéïðî-
ñòiøèé âèãëÿä i ïî ÿêîìó ìîæíà áóëî á âñòàíîâèòè ïðîñòi êðèòåði¨
ðîçïiçíàâàííÿ íà åêâiâàëåíòíiñòü êâàäðàòè÷íèõ ôîðì. Íàïðèêëàä
íàéïðîñòiøîþ ¹ êâàäðàòè÷íà ôîðìà âèãëÿäó

α1x
2
1 + α2x

2
2 + · · ·+ αnx

2
n, (4)

äå α1, . . . , αn � äåÿêi åëåìåíòè ïîëÿ P , ñåðåä ÿêèõ ìîæóòü áóòè i
íóëüîâi åëåìåíòè.

Îçíà÷åííÿ 7. Êâàäðàòè÷íà ôîðìà âèãëÿäó (4) íàçèâà¹òüñÿ êâà-
äðàòè÷íîþ ôîðìîþ êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó.

Ìàòðèöÿ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó (4) ¹ äiàãî-
íàëüíîþ ìàòðèöåþ

A =


α1 0 . . . 0
0 α2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . αn

 .
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Ðàíã êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó äîðiâíþ¹ ÷èñëó íå-
íóëüîâèõ äiàãîíàëüíèõ åëåìåíòiâ ìàòðèöi A, òîáòî äîðiâíþ¹ ÷èñëó
êâàäðàòiâ çìiííèõ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè öüîãî âèãëÿäó ç íåíóëüîâèìè
êîåôiöi¹íòàìè.

Òåîðåìà 3 (îñíîâíà òåîðåìà ïðî êâàäðàòè÷íi ôîðìè). Áóäü-ÿêà
êâàäðàòè÷íà ôîðìà íàä ÷èñëîâèì ïîëåì P åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè-
÷íié ôîðìi êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ òåîðåìè ïîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨
iíäóêöi¨ çà ÷èñëîì n çìiííèõ. Î÷åâèäíî ó âèïàäêó n = 1 äîâiëüíà
êâàäðàòè÷íà ôîðìà âiä îäíi¹¨ çìiííî¨ x ìà¹ âèãëÿä αx2, ÿêèé ¹ êà-
íîíi÷íèì âèãëÿäîì.

Ïðèïóñòèìî, ùî öÿ òåîðåìà ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ âñiõ êâàäðàòè-
÷íèõ ôîðì, ÷èñëî çìiííèõ ÿêèõ ìåíøå çà äåÿêå ôiêñîâàíå íàòóðàëü-
íå ÷èñëî k. Ðîçãëÿíåìî êâàäðàòè÷íó ôîðìó f =

∑k
i,j=1 αijxixj íàä

ïîëåì P âiä k çìiííèõ x1, x2, . . . , xk. ßêùî âñi êîåôiöi¹íòè êâà-
äðàòè÷íî¨ ôîðìè f äîðiâíþþòü 0, òî f ¹ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ
êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó. Ó âèïàäêó, êîëè õî÷à á îäèí ç êîåôiöi¹íòiâ
êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè âiäìiííèé âiä 0 ðîçãëÿíåìî äâà âèïàäêè.

Ó ïåðøîìó âèïàäêó ïðèïóñòèìî, ùî õî÷à á îäèí iç êîåôiöi¹íòiâ
α11, α22, . . . , αkk, ùî çíàõîäÿòüñÿ áiëÿ êâàäðàòiâ çìiííèõ, âiäìiííèé
âiä 0. Íåõàé, íàïðèêëàä, α11 ̸= 0. Òîäi àëãåáðà¨÷íèé âèðàç

f − 1
a11

(α11x1 + α12x2 + · · ·+ α1kxk)
2 (5)

¹ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ, ÿêó ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê êâàäðàòè÷íó
ôîðìó ëèøå âiä çìiííèõ x2, . . . , xk. Ïîçíà÷èìî öþ êâàäðàòè÷íó ôîð-
ìó ÷åðåç g i íåõàé

g =

k∑
i,j=2

βijxixj (6)

äëÿ äåÿêèõ êîåôiöi¹íòiâ βij iç ïîëÿ P . ßêùî æ αii ̸= 0, äå i ∈ {2,
3, . . . , k}, òî ðîçãëÿäàþ÷è àíàëîãi÷íèé (5) àëãåáðà¨÷íèé âèðàç

f − 1
αii

(α11x1 + α12x2 + · · ·+ α1kxk)
2,

ìè îäåðæèìî êâàäðàòè÷íó ôîðìó ëèøå âiä çìiííèõ x1, . . . , xi−1,
xi+1, . . .xk i ïðîâîäèìî ïîäàëüøi ìiðêóâàííÿ àíàëîãi÷íî, ÿê ó âè-
ïàäêó α11 ̸= 0. Äàëi, iç (5) ñëiäó¹, ùî

f = 1
α11

(α11x1 + α12x2 + · · ·+ α1kxk)
2 + g.
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Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ

y1 = α11x1 + α12x2 + · · ·+ α1kxk,
y2 = x2,
. . . . .
yk = xk.

(7)

Äåòåðìiíàíò ìàòðèöi
α11 α12 α13 . . . α1k

0 1 0 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . 1


öüîãî ïåðåòâîðåííÿ äîðiâíþ¹ a11. Òîìó ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ
(7) ¹ íåâèðîäæåíèì. Âèêîíà¹ìî îáåðíåíå äî (7) ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ
çìiííèõ ó êâàäðàòè÷íié ôîðìi f , òîáòî ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ

x1 = 1
a11
y1 − α12

a11
y2 − · · · − α1k

a11
yk,

x2 = y2,
. . . . .
xk = yk.

Ó ðåçóëüòàòi ìè îäåðæèìî êâàäðàòè÷íó ôîðìó

h = 1
α11

y21 +

k∑
i,j=2

βijyiyj

(äèâ. ïîçíà÷åííÿ (6)). Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ iñíó¹ íåâèðîäæåíå
ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ

y2 = τ22z2 + · · ·+ τ2nzk,
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
yk = τk2z2 + · · ·+ τkkzk

äëÿ äåÿêèõ τij ∈ P , çà äîïîìîãîþ ÿêîãî iç êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè g
ìîæíà îäåðæàòè êâàäðàòè÷íó ôîðìó êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó

γ2z
2
2 + γ3z

2
3 + · · ·+ γkz

2
k,

äå γ2, γ3, . . . , γk ¹ äåÿêèìè ÷èñëàìè ïîëÿ P . Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíå
ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ

y1 = z1,
y2 = τ22z2 + · · ·+ τ2nzk,
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
yk = τk2z2 + · · ·+ τkkzk,
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ÿêå, î÷åâèäíî, ¹ íåâèðîäæåíèì ëiíiéíèì ïåðåòâîðåííÿì çìiííèõ. Âè-
êîíà¹ìî öå ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ ó êâàäðàòè÷íié ôîðìi h.
Ìè îäåðæèìî êâàäðàòè÷íó ôîðìó êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó

1
a11
z21 + γ2z

2
2 + γ3z

2
3 + · · ·+ γkz

2
k,

ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè ó öüîìó âèïàäêó.
Íàñàìêiíåöü äîâåäåìî òåîðåìó ó âèïàäêó, êîëè

α11 = α22 = . . . = αkk = 0,

òîáòî êîëè âñi êîåôiöi¹íòè áiëÿ êâàäðàòiâ çìiííèõ êâàäðàòè÷íî¨ ôîð-
ìè f äîðiâíþþòü 0. Òîäi çíàéäóòüñÿ ðiçíi q òà r iç ìíîæèíè iíäåêñiâ
{1, 2, . . . , k} òàêi, ùî αqr ̸= 0. Íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi äîâåäåííÿ
òåîðåìè ââàæàòèìåìî, ùî α12 ̸= 0. Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ
çìiííèõ

x1 = u1, x2 = u1 + u2, x3 = u3, . . . , xk = uk.

Âîíî ¹ íåâèðîäæåíèì, îñêiëüêè ìà¹ ìàòðèöþ
1 0 0 . . . 0
1 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . 1

 ,

äåòåðìiíàíò ÿêî¨ äîðiâíþ¹ 1. Ó ðåçóëüòàòi öüîãî ïåðåòâîðåííÿ ÷ëåí
2a12x1x2 êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè f íàáóäå âèãëÿäó

2a12x1x2 = 2a12u1(u1 + x2) = 2a12u
2
1 + 2a12u1u2.

Öå îçíà÷à¹, ùî ó îäåðæàíié ïiñëÿ ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ êâàäðàòè-
÷íié ôîðìi ç'ÿâèòüñÿ ÷ëåí ç íåíóëüîâèì êîåôiöi¹íòîì ç êâàäðàòîì
çìiííîãî. Öåé ÷ëåí ¾íå ñêîðîòèòüñÿ¿ ïiñëÿ ñïðîùåííÿ íi ç îäíèì
ç iíøèõ ÷ëåíiâ, îñêiëüêè ó êîæíîìó ç íèõ ïðèñóòíÿ õî÷à á îäíà iç
çìiííèõ u3, u4, . . . , uk. Îòæå, äîâåäåííÿ òåîðåìè ó öüîìó âèïàäêó
çâåëîñÿ äî âèïàäêó, ùî ðîçãëÿäàâñÿ ðàíiøå. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Çàóâàæèìî, ùî õî÷à îñíîâíà òåîðåìà ïðî êâàäðàòè÷íi ôîðìè
ñôîðìóëüîâàíà äëÿ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì íàä ÷èñëîâèìè ïîëÿìè, ¨¨
òâåðäæåííÿ ¹ ïðàâèëüíèì äëÿ äîâiëüíîãî ïîëÿ, õàðàêòåðèñòèêà ÿêî-
ãî íå äîðiâíþ¹ 2.
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Îñíîâíà òåîðåìà ïðî êâàäðàòè÷íi ôîðìè íå äà¹ çàâåðøåíî¨ êëà-
ñèôiêàöi¨ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì. Ñïðàâà â òiì, ùî ðiçíi êâàäðàòè÷íi
ôîðìè êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó ìîæóòü áóòè åêâiâàëåíòíèìè îäíà îäíié.
Iíàêøå êàæó÷è, îäíó i òó æ êâàäðàòè÷íó ôîðìó ìîæíà çâåñòè äî
äåêiëüêîõ êàíîíi÷íèõ âèãëÿäiâ çà äîïîìîãîþ íåâèðîäæåíèõ ëiíié-
íèõ ïåðåòâîðåíü çìiííèõ. Âiäìiòèìî, ùî ó âñiõ öèõ êâàäðàòè÷íèõ
ôîðìàõ êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó ñïiëüíèì áóäå ÷èñëî êâàäðàòiâ ç íå-
íóëüîâèìè êîåôiöi¹íòàìè. Ïðîäîâæåííÿ êëàñèôiêàöi¨ êâàäðàòè÷íèõ
ôîðì íàä ïîëåì P çàëåæèòü âiä ñïåöèôiêè ïîëÿ P .

5.1.1 Íîðìàëüíèé âèãëÿä êîìïëåêñíî¨

êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè

Ðîçãëÿíåìî êîìïëåêñíó, òîáòî íàä ïîëåì C êîìïëåêñíèõ ÷èñåë,
êâàäðàòè÷íó ôîðìó êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó f = α1x

2
1+α2x

2
2+· · ·+αnx

2
n

âiä n çìiííèõ x1, x2, . . . , xn ç êîåôiöi¹íòàìè α1, α2, . . . , αn iç ïîëÿ C.
Íåõàé ðàíã êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè f äîðiâíþ¹ r. Òîäi òiëüêè r iç êîåôi-
öi¹íòiâ α1, α2, . . . , αn íå äîðiâíþþòü 0. Ìîæíà ââàæàòè, ùî α1 ̸= 0,
α2 ̸= 0, . . . , αr ̸= 0. Ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó ëåãêî âêàçàòè íåâè-
ðîäæåíå ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ, ïiñëÿ âèêîíàííÿ ÿêîãî îäåð-
æèìî êâàäðàòè÷íó ôîðìó êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó, â ÿêié íåíóëüîâèìè
áóäóòü áóäóòü òiëüêè êîåôiöi¹íòè áiëÿ ïåðøèõ r êâàäðàòiâ çìiííèõ.
Òàêèì ÷èíîì, f = α1x

2
1 +α2x

2
2 + · · ·+αrx

2
r. Ó êâàäðàòè÷íié ôîðìi f

âèêîíà¹ìî ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ

x1 = 1√
α1
y1,

. . . . . . .

xr = 1√
αr
yr,

xr+1 = yr+1 (ÿêùî r < n),

. . . . . . .

xn = yn,

(8)

äå êîðiíü êâàäðàòíèé
√
α iç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà α îçíà÷à¹ îäèí iç

äâîõ êîðåíiâ äðóãîãî ñòåïåíÿ iç α. Öå ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ
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¹ íåâèðîäæåíèì, îñêiëüêè éîãî ìàòðèöåþ ¹ äiàãîíàëüíà ìàòðèöÿ

1√
α1

. . . 0
1√
αr

1

0
. . .

1


,

äåòåðìiíàíò ÿêî¨ äîðiâíþ¹ äîáóòêó 1√
α1

1√
α2

· · · 1√
αr
, âiäìiííîìó âiä

íóëÿ. Ó ðåçóëüòàòi ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ (8) ó êâàäðàòè÷íié ôîðìi
f , ìè îäåðæèìî êâàäðàòè÷íó ôîðìó, ùî ¹ ñóìîþ r êâàäðàòiâ çìiííèõ
y21 + y22 + · · ·+ y2r .

Îçíà÷åííÿ 8. Êâàäðàòè÷íà ôîðìà, ùî ¹ ñóìîþ äåÿêîãî ÷èñëà
êâàäðàòiâ çìiííèõ íàçèâà¹òüñÿ êîìïëåêñíîþ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ
íîðìàëüíîãî âèãëÿäó.

Ïiäñóìó¹ìî âèùå ñêàçàíå ó âèãëÿäi íàñòóïíî¨ òåîðåìè.

Òåîðåìà 4. Áóäü-ÿêà äàíà êîìïëåêñíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà âiä n
çìiííèõ ðàíãó r åêâiâàëåíòíà äåÿêié êâàäðàòè÷íié ôîðìi íîðìàëü-
íîãî âèãëÿäó, ùî ¹ ñóìîþ r êâàäðàòiâ çìiííèõ.

Òåîðåìà 5. Êîìïëåêñíi êâàäðàòè÷íi ôîðìè âiä îäíîãî é òîãî æ
÷èñëà çìiííèõ åêâiâàëåíòíi òîäi i òiëüêè, êîëè ðàíãè öèõ êâàäðà-
òè÷íèõ ôîðì ðiâíi.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü òåîðåìè îäðàçó ñëiäó¹ iç òåîðåìè ïðî
iíâàðiàíòíiñòü ðàíãó êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè.

Äîâåäåìî òåïåð äîñòàòíiñòü òåîðåìè. Íåõàé f i g � êîìïëåêñíi
êâàäðàòè÷íi ôîðìè âiä n çìiííèõ x1, x2, . . . , xn, ùî ìàþòü îäíàêîâi
ðàíãè i rank f = rank g = r. Òîäi çà ïîïåðåäíüîþ òåîðåìîþ êîæíà
iç êâàäðàòè÷íèõ ôîðì f i g åêâiâàëåíòíà êîìïëåêñíié êâàäðàòè÷íié
ôîðìi íîðìàëüíîãî âèãëÿäó, ùî ¹ ñóìîþ r êâàäðàòiâ çìiííèõ:

f ∼ x21 + x22 + · · ·+ x2r, g ∼ x21 + x22 + · · ·+ x2r.

Òîìó çà ñèìåòðè÷íîþ òà òðàíçèòèâíîþ âëàñòèâîñòÿìè åêâiâàëåíòíî-
ñòi êâàäðàòè÷íèõ ôîðì êâàäðàòè÷íà ôîðìà f åêâiâàëåíòíà êâàäðà-
òè÷íié ôîðìi g. Òåîðåìà äîâåäåíà.
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5.1.2 Íîðìàëüíèé âèãëÿä äiéñíî¨

êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè

Ðîçãëÿíåìî äiéñíó, òîáòî íàä ïîëåì R äiéñíèõ ÷èñåë, êâàäðàòè-
÷íó ôîðìó êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó f = α1x

2
1 + α2x

2
2 + · · · + αnx

2
n âiä n

çìiííèõ x1, x2, . . . , xn ç êîåôiöi¹íòàìè α1, α2, . . . , αn iç ïîëÿ R. Íå-
õàé ðàíã êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè f äîðiâíþ¹ r. Àíàëîãi÷íî ÿê ó âèïàäêó
ç êîìïëåêñíèìè êâàäðàòè÷íèìè ôîðìàìè êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó ìî-
æíà ââàæàòè, ùî òiëüêè ïåðøi r iç êîåôiöi¹íòiâ α1, α2, . . . , αn íå
äîðiâíþþòü íóëþ. Ïðè÷îìó ïåðøi p iç öèõ r êîåôiöi¹íòiâ ¹ äîäàòíè-
ìè ÷èñëàìè, à iíøi � âiä'¹ìíèìè:

α1 > 0, . . . , αp > 0, αp+1 < 0, . . . , αr < 0,

äå p ∈ {0, 1, . . . , r}. Ïðèðîäíî, ÿêùî p = 0, òî äîäàòíèõ êîåôiöi¹íòiâ
íå iñíó¹, ÿêùî æ p = r, òî íåìà¹ âiä'¹ìíèõ êîåôiöi¹íòiâ. Áåðó÷è äî
óâàãè ñêàçàíå, êâàäðàòè÷íó ôîðìó f ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

f = β1x
2
1 + · · ·+ βpx

2
p − βp+1x

2
p+1 − · · · − βp+qx

2
p+q,

äå β1, . . . , βp+q ¹ äîäàòíèìè äiéñíèìè ÷èñëàìè, à q = r−p. Âèêîíà¹ìî
ó êâàäðàòè÷íié ôîðìi f ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ

x1 = 1√
β1
y1,

. . . . . . . . .
xr = 1√

βr
yr,

xr+1 = yr+1 (ÿêùî r < n),
. . . . . . . . .
xn = yn.

Öå ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ ¹ íåâèðîäæåíèì, îñêiëüêè éîãî ìà-
òðèöåþ ¹ äiàãîíàëüíà ìàòðèöÿ ç ÷èñëàìè 1√

β1
, 1√

β2
, . . . , 1√

βr
òà n− r

îäèíèöÿìè íà äiàãîíàëi. À äåòåðìiíàíò òàêî¨ ìàòðèöi äîðiâíþ¹ íåíó-
ëüîâîìó ÷èñëó 1√

β1

1√
β2

· · · 1√
βr
. Ó ðåçóëüòàòi ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ

çìiííèõ îäåðæèìî êâàäðàòè÷íó ôîðìó

β1

(
1√
β1
y1

)2
+ · · ·+ βp

(
1√
βp

yp

)2

−

−βp+1

(
1√
βp+1

yp+1

)2

− · · · − βp+q

(
1√
βp+q

yp+q

)2

=

= y21 + · · ·+ y2p − y2p+1 − · · · − y2p+q.
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Îçíà÷åííÿ 9. Êâàäðàòè÷íà ôîðìà, ùî ¹ ñóìîþ äåÿêîãî ÷èñëà
êâàäðàòiâ çìiííèõ ç êîåôi¹íòîì 1 òà äåÿêîãî ÷èñëà êâàäðàòiâ çìií-
íèõ ç êîåôiöi¹íòîì −1 íàçèâà¹òüñÿ äiéñíîþ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ
íîðìàëüíîãî âèãëÿäó.

Òàêèì ÷èíîì, íàìè äîâåäåíà íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 6. Áóäü-ÿêà äàíà äiéñíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà âiä n çìií-
íèõ ðàíãó r åêâiâàëåíòíà äåÿêié êâàäðàòè÷íié ôîðìi íîðìàëüíîãî
âèãëÿäó, ùî ¹ ñóìîþ äåÿêîãî ÷èñëà p êâàäðàòiâ çìiííèõ ç êîåôiöi-
¹íòîì 1 i r − p êâàäðàòiâ çìiííèõ ç êîåôiöi¹íòîì −1.

Íàñòóïíà òåîðåìà âêàçó¹, ùî ¹ ñïiëüíîãî â êâàäðàòè÷íèõ ôîð-
ìàõ íîðìàëüíîãî âèãëÿäó, äî ÿêèõ çâîäèòüñÿ äàíà äiéñíà êâàäðà-
òè÷íà ôîðìà çà äîïîìîãîþ ðiçíèõ äiéñíèõ íåâèðîäæåíèõ ëiíiéíèõ
ïåðåòâîðåíü çìiííèõ.

Òåîðåìà 7 (çàêîí iíåðöi¨). ßêùî äàíà äiéñíà êâàäðàòè÷íà ôîð-
ìà çà äîïîìîãîþ äâîõ íåâèðîäæåíèõ ëiíiéíèõ ïåðåòâîðåíü çìií-
íèõ çâåäåíà äî äâîõ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì íîðìàëüíîãî âèäó, òî ÷èñëî
êâàäðàòiâ çìiííèõ ç êîåôiöi¹íòîì 1 îäíi¹¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè íîð-
ìàëüíîãî âèãëÿäó äîðiâíþ¹ ÷èñëó êâàäðàòiâ çìiííèõ ç êîåôiöi¹íòîì
1 äðóãî¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè íîðìàëüíîãî âèãëÿäó, òàê ñàìî ÷èñëî
êâàäðàòiâ çìiííèõ ç êîåôiöi¹íòîì −1 îäíi¹¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè
íîðìàëüíîãî âèãëÿäó äîðiâíþ¹ ÷èñëó êâàäðàòiâ çìiííèõ ç êîåôiöi¹í-
òîì −1 äðóãî¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè íîðìàëüíîãî âèãëÿäó.

Iíàêøå êàæó÷è òåîðåìà ïðî çàêîí iíåðöi¨ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì
ñòâåðäæó¹ ùî, ÿêùî äiéñíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà f ðàíãó r åêâiâàëåí-
òíà ÿê äiéñíié êâàäðàòè÷íié ôîðìi íîðìàëüíîãî âèãëÿäó

y21 + · · ·+ y2p − y2p+1 − · · · − y2p+q,

òàê i äiéñíié êâàäðàòè÷íié ôîðìi íîðìàëüíîãî âèãëÿäó

z21 + · · ·+ z2p′ − z2p′+1 − · · · − z2p′+q′ ,

òî p = p′, à q = q′. Çàóâàæèìî, ùî ðàíiøå íàìè áóëî äîâåäåíî òå, ùî
p + q = p′ + q′ = rank f . Òîìó ó çàêîíi iíåðöi¨ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì
äîñèòü âèìàãàòè ðiâíiñòü êiëüêîñòåé êâàäðàòiâ çìiííèõ ç êîåôiöi¹í-
òîì 1.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé çàäàíî äåÿêó äiéñíó êâàäðàòè÷íó ôîðìó f =
=
∑n

i,j=1 αijxixj âiä n çìiííèõ x1, x2, . . . , xn i ¨¨ ðàíã äîðiâíþ¹ r.
Ïðèïóñòèìî, ùî ó êâàäðàòè÷íié ôîðìi f ïî ÷åðçi âèêîíàëè íàñòóïíi
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äâà äiéñíi íåâèðîäæåíi ëiíiéíi ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ

x1 = β11y1 + · · ·+ β1nyn,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xn = βn1y1 + · · ·+ βnnyn;

x1 = γ11z1 + · · ·+ γ1nzn,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xn = γn1z1 + · · ·+ γnnzn,

(9)

ó ðåçóëüòàòi ÿêèõ îäåðæàëè âiäïîâiäíî êâàäðàòè÷íi ôîðìè íîðìàëü-
íîãî âèãëÿäó:

y21 + · · ·+ y2p − y2p+1 − · · · − y2r , z21 + · · ·+ z2s − z2s+1 − · · · − z2r . (10)

Ïðèïóñòèìî, ùî p ̸= s. Äëÿ âèçíà÷åíîñòi ââàæàòèìåìî, ùî p < s
(âèïàäîê p > s äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî). Äàëi, íåõàé

y1 = δ11x1 + · · ·+ δ1nxn,
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
yn = δn1x1 + · · ·+ δnnxn;

z1 = ε11x1 + · · ·+ ε1nxn,
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
zn = εn1x1 + · · ·+ εnnxn

(11)

� îáåðíåíi ëiíiéíi ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ âiäïîâiäíî äî ëiíiéíèõ ïå-
ðåòâîðåíü (9). Ïiäêðåñëèìî, ùî ÿêùî âèêîíàòè âiäïîâiäíî öi ëiíiéíi
ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ ó êâàäðàòè÷íèõ ôîðìàõ (10) íîðìàëüíîãî âè-
ãëÿäó, òî ó îáîõ âèïàäêàõ îäåðæèìî êâàäðàòè÷íó ôîðìó f .

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü iç n íåâiäîìèìè
x1, x2, . . . , xn 

δ11x1 + · · ·+ δ1nxn = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . .
δp1x1 + · · ·+ δpnxn = 0,

εs+1 1x1 + · · ·+ εs+1nxn = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . .
εn1x1 + · · ·+ εnnxn = 0.

(12)

Öå ñèñòåìà iç p+(n−s) ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü iç n íåâiäîìèìè.
Îñêiëüêè p < s, òî n+ p− s < n, ùî â ñâîþ ÷åðãó îçíà÷à¹, ùî ÷èñëî
ðiâíÿíü ñèñòåìè ðiâíÿíü (12) ìåíøå çà ÷èñëî íåâiäîìèõ, îòæå, âîíà
ìà¹ íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê x∗1, x

∗
2, . . . , x

∗
n. Äàëi, íåõàé

y∗1 = δ11x
∗
1 + · · ·+ δ1nx

∗
n,

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
y∗n = δn1x

∗
1 + · · ·+ δnnx

∗
n;

z∗1 = ε11x
∗
1 + · · ·+ ε1nx

∗
n,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
z∗n = εn1x

∗
1 + · · ·+ εnnx

∗
n.

Iç ðiâíîñòåé (11) i (12) ñëiäó¹, ùî y∗1 = 0, . . . , y∗p = 0, z∗s+1 = 0, . . . ,
z∗n = 0. ×åðåç öå iñòèííèìè ¹ íàñòóïíi ðiâíîñòi:



5.1. Åêâiâàëåíòíiñòü êâàäðàòè÷íèõ ôîðì 205

n∑
i,j=1

αijx
∗
i x

∗
j = y∗1

2 + · · ·+ y∗p
2 − y∗p+1

2 − · · · − y∗r
2 =

= −y∗p+1
2 − · · · − y∗r

2,
n∑

i,j=1

αijx
∗
i x

∗
j = z∗1

2 + · · ·+ z∗s
2 − z∗s+1

2 − · · · − z∗r
2 =

= z∗1
2 + · · ·+ z∗s

2.

Ç ðiâíîñòi ëiâèõ ÷àñòèí îñòàííiõ äâîõ ðiâíîñòåé âèïëèâà¹ ðiâíiñòü
ïðàâèõ ¨õ ÷àñòèí:

−y∗p+1
2 − · · · − y∗r

2 = z∗1
2 + · · ·+ z∗s

2. (13)

Îñêiëüêè y∗p+1, . . . , y
∗
r , z

∗
1 , . . . , z

∗
s ¹ äiéñíèìè ÷èñëàìè, òî ðiâíiñòü (13)

ìîæëèâà ëèøå ó âèïàäêó, êîëè y∗p+1 = 0, . . . , y∗r = 0 òà z∗1 = 0, . . . ,
z∗s = 0. Òàêèì ÷èíîì, z∗i = 0 äëÿ âñiõ i ∈ {1, 2, . . . , n} i, ÿê íàñëiäîê,
âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi:

x∗1 = γ11z
∗
1 + · · ·+ γ1nz

∗
n = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
x∗n = γn1z

∗
1 + · · ·+ γnnz

∗
n = 0.

Öå ñóïåðå÷èòü òîìó, ùî x∗1, x
∗
2, . . . , x

∗
n ¹ íåíóëüîâèì ðîçâ'ÿçêîì ñè-

ñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (12). Îòæå, ïðèïóùåííÿ òîãî, ùî
p < s, òàê ñàìî ÿê i p > s ¹ íåïðàâèëüíèì. À òîìó p = s. Òåîðåìà
äîâåäåíà.

Îçíà÷åííÿ 10. Íåõàé äåÿêà äiéñíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà f åêâi-
âàëåíòíà êâàäðàòè÷íié ôîðìi íîðìàëüíîãî âèãëÿäó

x21 + · · ·+ x2p − x2p+1 − · · · − x2p+q.

Òîäi ÷èñëî p êâàäðàòiâ çìiííèõ ç êîåôiöi¹íòîì 1 öi¹¨ êâàäðàòè÷íî¨
ôîðìè íîðìàëüíîãî âèãëÿäó íàçèâà¹òüñÿ äîäàòíèì iíäåêñîì iíåðöi¨
êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè f . ×èñëî q êâàäðàòiâ çìiííèõ ç êîåôiöi¹íòîì −1
ó êâàäðàòè÷íi ôîðìi íîðìàëüíîìó âèãëÿäi íàçèâà¹òüñÿ âiä'¹ìíèì ií-
äåêñîì iíåðöi¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè f . Ðiçíèöÿ p−q ìiæ äîäàòíèì òà
âiä'¹ìíèì iíäåêñàìè iíåðöi¨ íàçèâà¹òüñÿ ñèãíàòóðîþ äàíî¨ êâàäðà-
òè÷íî¨ ôîðìè f .

Ñèãíàòóðó êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè f ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç sign f .

Òåîðåìà 8. Äâi äiéñíi êâàäðàòè÷íi ôîðìè âiä îäíîãî ÷èñëà çìií-
íèõ åêâiâàëåíòíi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ñïiâïàäàþòü ðàíãè öèõ
êâàäðàòè÷íèõ ôîðì i ñïiâïàäàþòü ñèãíàòóðè îáîõ êâàäðàòè÷íèõ
ôîðì.
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Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü òåîðåìè îäðàçó ñëiäó¹ iç òåîðåìè ïðî
iíâàðiàíòíiñòü ðàíãó êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè òà çàêîíó iíåðöi¨ äiéñíî¨
êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè.

Äîâåäåìî òåïåð äîñòàòíiñòü òåîðåìè. Íåõàé f i g � äiéñíi êâàäðà-
òè÷íi ôîðìè âiä n çìiííèõ x1, x2, . . . , xn, ùî ìàþòü îäíàêîâi ðàíãè,
à òàêîæ ìàþòü ðiâíi ñèãíàòóðè i

rankf = rank g = r, signf = sign g = s.

Çà îñíîâíîþ òåîðåìîþ ïðî äiéñíi êâàäðàòè÷íi ôîðìè êîæíà iç êâà-
äðàòè÷íèõ ôîðì f i g åêâiâàëåíòíà äiéñíié êâàäðàòè÷íié ôîðìi íîð-
ìàëüíîãî âèãëÿäó:

f ∼ x21 + · · ·+ x2p − x2p+1 − · · · − x2p+q,

g ∼ x21 + · · ·+ x2p′ − x2p′+1 − · · · − x2p′+q′ ,

äå p + q = r = p′ + q′, p − q = s = p′ − q′. Çâiäñè p = r+s
2 = p′,

q = r−s
2 = q′, òîáòî êâàäðàòè÷íi ôîðìè f i g åêâiâàëåíòíi îäíié

i òié æ äiéñíié êâàäðàòè÷íié ôîðìi íîðìàëüíîãî âèãëÿäó. Òîìó çà
ñèìåòðè÷íîþ òà òðàíçèòèâíîþ âëàñòèâîñòÿìè åêâiâàëåíòíîñòi êâà-
äðàòè÷íèõ ôîðì êâàäðàòè÷íà ôîðìà f åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íié
ôîðìi g. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

1. Ïîêàçàòè, ùî áiëiíiéíà ôîðìà σ ¹ íåâèðîäæåíîþ òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè ìàòðèöÿ A öi¹¨ ôîðìè ¹ íåâèðîäæåíîþ.

Ó íàñòóïíèõ çàâäàííÿõ çíàéòè êàíîíi÷íèé âèãëÿä ðàöiîíàëüíî¨
êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè.

2. 2x21 + 3x22 + 4x23 − 2x1x2 + 4x1x3 − 3x2x3.

3. 3x21 − 2x22 + 2x23 + 4x1x2 − 3x1x3 − x2x3.

4. 1
2x

2
1 + 2x22 + 3x24 − x1x2 + x2x3 − x3x4.

Ó íàñòóïíèõ çàâäàííÿõ çíàéòè íîðìàëüíèé âèãëÿä äiéñíî¨ êâà-
äðàòè÷íî¨ ôîðìè

5. x21 + x22 + 3x23 + 4x1x2 + 2x1x3 + 2x2x3.

6. x21 − 2x22 + x23 + 2x1x2 + 4x1x3 + 2x2x3.

7. x1x2 + x1x3 + x1x4 + x2x3 + x2x4 + x3x4.

8. x21 + 2x22 + x24 + 4x1x2 + 4x1x3 + 2x1x4 + 2x2x3 + 2x2x4 + 2x3x4.
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Ó íàñòóïíèõ çàâäàííÿõ çíàéòè íîðìàëüíèé âèãëÿä êîìïëåêñíî¨
êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè

9. x21 − 3x23 − 2x1x2 + 2x1x3 − 6x2x3.

10. (3+ 4i)x21 − (11+ 10i)x22 − (111+ 270i)x23 + (8− 6i)x1x2 + (12−
− 34i)x1x3 + (22 + 80i)x2x3.

Ó íàñòóïíèõ çàâäàííÿõ çíàéòè íîðìàëüíèé âèãëÿä äiéñíî¨ êâà-
äðàòè÷íî¨ ôîðìè òà äåÿêå íåâèðîäæåíå ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ çìií-
íèõ, çà äîïîìîãîþ ÿêîãî ìîæíà îäåðæàòè öåé íîðìàëüíèé âèãëÿä.

11. x21 + 5x22 − 4x23 + 2x1x2 − 4x1x3.

12. 4x21 + x22 + x23 − 4x1x2 + 4x1x3 − 3x2x3.

13. x1x2 + x1x3 + x2x3.

14. 2x21 + 18x22 + 8x23 − 12x1x2 + 8x1x3 − 27x2x3.

15. 3x21 + 2x22 − x23 − 2x24 + 2x1x2 − 4x2x3 + 2x2x4.

Ó íàñòóïíèõ çàâäàííÿõ çíàéòè íîðìàëüíèé âèãëÿä êîìïëåêñíî¨
êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè òà äåÿêå íåâèðîäæåíå ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ
çìiííèõ, çà äîïîìîãîþ ÿêîãî ìîæíà îäåðæàòè öåé íîðìàëüíèé âè-
ãëÿä.

16. −12x21 − 3x22 − 12x23 − 12x1x2 − 24x1x3 + 8x2x3.

17. x1x2 + x2x3 + x3x4 + x4x1.

Ó íàñòóïíèõ çàâäàííÿõ äëÿ çàäàíèõ äiéñíèõ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì
f i g çíàéòè äåÿêå íåâèðîäæåíå ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ x1, x2,
x3 â y1, y2, y3, çà äîïîìîãîþ ÿêîãî ìîæíà îäåðæàòè iç êâàäðàòè÷íî¨
ôîðìè f êâàäðàòè÷íó ôîðìó g.

18. f = 2x21 + 9x22 + 3x23 + 8x1x2 − 4x1x3 − 10x2x3, g = 2y21 + 3y22 +
+6y23 − 4y1y2 − 4y1y3 + 8y2y3.

19. f = 3x21 + 10x22 + 25x23 − 12x1x2 − 18x1x3 + 40x2x3, g = 5y21 +
+6y22 + 12y1y2.

20. f = 5x21 + 5x22 + 2x23 + 8x1x2 + 6x1x3 + 6x2x3, g = 4y21 + y22 +
+9y23 − 12y1y3.

21. Âèÿñíèòè, ÿêi ç íàñòóïíèõ äiéñíèõ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì åêâi-
âàëåíòíi ìiæ ñîáîþ: f1 = x21 − x2x3, f2 = y1y2 − y23 , f3 = z1z2 + z23 .

22. Âèÿñíèòè, ÿêi ç íàñòóïíèõ äiéñíèõ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì åêâi-
âàëåíòíi ìiæ ñîáîþ: f1 = x21+4x22+x

2
3+4x1x2−2x1x3, f2 = y21+2y22−

− y23+4y1y2−2y1y3−4y2y3, f3 = −4z21−z22−z23−4z1z2+4z1z3+18z2z3.



208 Ðîçäië 5. Êâàäðàòè÷íi ôîðìè

5.2 Äîäàòíî âèçíà÷åíi êâàäðàòè÷íi

ôîðìè

Ó öüîìó ïóíêòi îáìåæèìîñÿ ðîçãëÿäîì êâàäðàòè÷íèõ ôîðì íàä
ïîëåì R äiéñíèõ ÷èñåë.

Îçíà÷åííÿ 1. Íåõàé f =
∑n

i,j=1 αijxixj � äåÿêà äiéñíà êâàäðà-
òè÷íà ôîðìà âiä çìiííèõ x1, x2, . . . , xn ç êîåôiöi¹íòàìè αij , äå i,
j ∈ {1, 2, . . . , n}. ßêùî çàìiñòü çìiííèõ x1, x2, . . . , xn ïiäñòàâèòè
âiäïîâiäíî äiéñíi ÷èñëà γ1, γ2, . . . , γn, òî äiéñíå ÷èñëî, ùî ¹ ðåçóëü-
òàòîì îá÷èñëåííÿ àëãåáðà¨÷íîãî âèðàçó

∑n
i,j=1 αijγiγj íàçèâà¹òüñÿ

çíà÷åííÿì êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè f äëÿ äàíèõ çíà÷åíü çìiííèõ i ïî-
çíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç f(γ1, γ2, . . . , γn).

Îçíà÷åííÿ 2. Äiéñíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà f íàçèâà¹òüñÿ äîäà-
òíî âèçíà÷åíîþ, ÿêùî f(γ1, γ2, . . . , γn) > 0 äëÿ áóäü-ÿêèõ äiéñíèõ
÷èñåë γ1, γ2, . . . , γn, õî÷à á îäíå ç ÿêèõ íå äîðiâíþ¹ íóëþ.

Íàéïðîñòiøèì ïðèêëàäîì äîäàòíî âèçíà÷åíî¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîð-
ìè âiä çìiííèõ x1, x2, . . . , xn ¹ êâàäðàòè÷íà ôîðìà íîðìàëüíîãî
âèãëÿäó

x21 + x22 + · · ·+ x2n. (1)

Âèÿâëÿ¹òüñÿ äîäàòíî âèçíà÷åíèìè êâàäðàòè÷íèìè ôîðìàìè âiä n
çìiííèõ ¹ òi i òiëüêè òi äiéñíi êâàäðàòè÷íi ôîðìè, ÿêi åêâiâàëåíòíi
êâàäðàòè÷íié ôîðìi (1). Öå ñòâåðäæó¹òüñÿ ó íàñòóïíié îçíàöi äîäà-
òíî¨ âèçíà÷åíîñòi äiéñíî¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè.

Òåîðåìà 1. Äiéñíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà âiä n çìiííèõ ¹ äîäàòíî
âèçíà÷åíîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè i ðàíã êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè, i
¨¨ äîäàòíèé iíäåêñ iíåðöi¨ äîðiâíþþòü ÷èñëó n çìiííèõ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f =
∑n

i,j=1 αijxixj � äåÿêà äiéñíà êâàäðàòè-
÷íà ôîðìà âiä n çìiííèõ x1, x2, . . . , xn. Ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî f
¹ äîäàòíî âèçíà÷åíîþ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ. Äîâåäåìî âiä ïðîòè-
ëåæíîãî, ùî òîäi ðàíã öi¹¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè äîðiâíþ¹ n, à òàêîæ
äîäàòíèé iíäåêñ iíåðöi¨ äîðiâíþ¹ n, àáî ùî òåæ ñàìå, ùî êâàäðàòè-
÷íà ôîðìà f åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íié ôîðìi íîðìàëüíîãî âèãëÿäó
(1). Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ òàêå íåâèðîäæåíå ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ
çìiííèõ

x1 = β11y1 + · · ·+ β1nyn,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xn = βn1y1 + · · ·+ βnnyn,

(2)
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äå βij ∈ R, ùî âèêîíàâøè éîãî ó êâàäðàòè÷íié ôîðìi f , ìè îäåðæèìî
êâàäðàòè÷íó ôîðìó g íîðìàëüíîãî âèãëÿäó, ó ÿêié êîåôiöi¹íò áiëÿ
êâàäðàòó äåÿêî¨ çìiííî¨, íàïðèêëàä yj , äîðiâíþ¹ 0 àáî −1:

f(x1, x2, . . . , xn) = g(y1, y2, . . . , yn) = · · ·+ γy2j + · · · ,
äå γ ∈ {0,−1}. Ïiäñòàâèìî ó ïðàâi ÷àñòèíè ðiâíîñòåé (2) çàìiñòü
y1, . . . , yj−1, yj+1, . . . , yn íóëi, à çàìiñòü yj îäèíèöþ. Îäåðæèìî
x1 = β1j , x2 = β2j , . . . , xn = βnj . Õî÷à á îäíå ç ÷èñåë β1j , β2j , . . . , βnj
íå äîðiâíþ¹ íóëþ, áî ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ
(2) ¹ âèðîäæåíèì. Òîäi

f(β1j , β2j , . . . , β1j) = g(0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) = γ ≤ 0.

çíà÷åííÿ
↑
j-¨ çìiííî¨

Àëå öå ñóïåðå÷èòü òîìó, ùî f ¹ äîäàòíî âèçíà÷åíîþ êâàäðàòè÷íîþ
ôîðìîþ. Îòæå, êâàäðàòè÷íà ôîðìà f åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íié
ôîðìi íîðìàëüíîãî âèãëÿäó (1). Íåîáõiäíiñòü òåîðåìè äîâåäåíà.

Äîâåäåìî òåïåð äîñòàòíiñòü. Íåõàé äiéñíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà f
âiä n çìiííèõ åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íié ôîðìi íîðìàëüíîãî âèãëÿ-
äó (1). Òîäi iñíó¹ äåÿêå íåâèðîäæåíå ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ

x1 = γ11y1 + · · ·+ γ1nyn,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xn = γn1y1 + · · ·+ γnnyn,

(3)

äå γij ∈ R òàêå, ùî âèêîíàâøè éîãî ó êâàäðàòè÷íié ôîðìi f ìè
îäåðæèìî êâàäðàòè÷íó ôîðìó íîðìàëüíîãî âèãëÿäó y21+y

2
2+· · ·+y2n.

Íåõàé δ1, δ2, . . . , δn � äîâiëüíi äiéñíi ÷èñëà, õî÷à á îäíå ç ÿêèõ íå
äîðiâíþ¹ íóëþ. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü iç íåâiäîìèìè
y1, y2, . . . , yn  γ11y1 + · · ·+ γ1nyn = δ1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
γn1y1 + · · ·+ γnnyn = δn.

Öÿ ñèñòåìà ðiâíÿíü ¹ ñèñòåìîþ n ëiíiéíèõ ðiâíÿíü iç n íåâiäîìèìè i
âiäìiííèì âiä íóëÿ äåòåðìiíàíòîì ìàòðèöi öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü. Òî-
ìó çà òåîðåìîþ Êðàìåðà âîíà ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê ε1, ε2, . . . , εn.
Õî÷à á îäíå ç ÷èñåë ε1, ε2, . . . , εn íå äîðiâíþ¹ íóëþ, áî ó ïðîòèëå-
æíîìó âèïàäêó âñi ÷èñëà δ1, δ2, . . . , δn äîðiâíþþòü íóëþ. Òîäi

f(δ1, δ2, . . . , δn) = ε21 + ε22 + · · ·+ ε2n > 0.

Òàêèì ÷èíîì, f(δ1, δ2, . . . , δn) > 0 äëÿ áóäü-ÿêèõ äiéñíèõ ÷èñåë δ1,
δ2, . . . , δn, õî÷à á îäíå ç ÿêèõ íå äîðiâíþ¹ íóëþ. Öå îçíà÷à¹, ùî f ¹
äîäàòíî âèçíà÷åíîþ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ. Òåîðåìà äîâåäåíà.
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Îçíà÷åííÿ 3. Íåõàé f � äiéñíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà âiä n çìií-
íèõ ç ìàòðèöåþ

A =

 α11 . . . α1n

...
. . .

...
αn1 . . . αnn

 .

Ãîëîâíèìè ìiíîðàìè êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè f íàçèâàþòüñÿ íàñòóïíi
ìiíîðè ìàòðèöi A:

α11,

∣∣∣∣ α11 α12

α21 α22

∣∣∣∣ , . . . ,
∣∣∣∣∣∣∣
α11 . . . α1k

...
. . .

...
αk1 . . . αkk

∣∣∣∣∣∣∣ , . . . ,
∣∣∣∣∣∣∣
α11 . . . α1n

...
. . .

...
αn1 . . . αnn

∣∣∣∣∣∣∣ .
Òåîðåìà 2 (êðèòåðié Ñiëüâåñòðà). Äiéñíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà ¹

äîäàòíî âèçíà÷åíîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âñi ¨¨ ãîëîâíi ìiíîðè
äîäàòíi.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f =
∑n

i,j=1 αijxixj � äåÿêà äiéñíà êâàäðà-
òè÷íà ôîðìà âiä çìiííèõ x1, x2, . . . , xn ç êîåôiöi¹íòàìè αij ç ïîëÿ
äiéñíèõ ÷èñåë. Äîâåäåìî òåîðåìó ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà
÷èñëîì n çìiííèõ.

ßêùî n = 1, òî òåîðåìà ñïðàâäæó¹òüñÿ, îñêiëüêè ó öüîìó âèïàäêó
êâàäðàòè÷íà ôîðìà f ìà¹ âèãëÿä f = α11x

2
1. À òàêà êâàäðàòè÷íà

ôîðìà ¹ äîäàòíî âèçíà÷åíîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè α11 > 0.
Íåõàé òâåðäæåííÿ òåîðåìè ¹ ïðàâèëüíèìè äëÿ âñiõ äiéñíèõ êâà-

äðàòè÷íèõ ôîðì, ÷èñëî çìiííèõ n ÿêî¨ ìåíøå çà ïåâíå ôiêñîâàíå íà-
òóðàëüíå ÷èñëî k. Ðîçãëÿíåìî òåïåð âèïàäîê, êîëè öå ÷èñëî äîðiâíþ¹
k. Ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî êâàäðàòè÷íà ôîðìà f =

∑n
i,j=1 αijxixj

¹ äîäàòíî âèçíà÷åíîþ. Íåõàé g êâàäðàòè÷íà ôîðìà âiä çìiííèõ x1,
x2, . . . , xk−1 âèãëÿäó g =

∑k−1
i,j=1 αijxixj . Öÿ êâàäðàòè÷íà ôîðìà ¹

òàêîæ äîäàòíî âèçíà÷åíîþ, îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíèõ äiéñíèõ ÷èñåë
γ1, γ2, . . . , γk−1, õî÷à á îäíå ç ÿêèõ íå äîðiâíþ¹ íóëþ,

g(γ1, γ2, . . . , γk−1) = f(γ1, γ2, . . . , γk−1, 0) > 0.

Òîäi çà iíäóêòèâíèì ïðèïóùåííÿì âñi ãîëîâíi ìiíîðè

α11,

∣∣∣∣ α11 α12

α21 α22

∣∣∣∣ , . . . ,
∣∣∣∣∣∣∣

α11 . . . α1k−1

...
. . .

...
αk−1 1 . . . αk−1k−1

∣∣∣∣∣∣∣
êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè g ¹ äîäàòíèìè. Àëå öi ìiíîðè ¹ ãîëîâíèìè ìi-
íîðàìè êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè f . Ïîêàæåìî, ùî i îñòàííié ãîëîâíèé
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ìiíîð k-ãî ïîðÿäêó êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè f , òîáòî äåòåðìiíàíò ¨¨ ìà-
òðèöi A, òàêîæ ¹ äîäàòíèì äiéñíèì ÷èñëîì.

Çà ïîïåðåäíüîþ îçíàêîþ äîäàòíî¨ âèçíà÷åíîñòi êâàäðàòè÷íî¨ ôîð-
ìè êâàäðàòè÷íà ôîðìà f åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íié ôîðìi íîðìàëü-
íîãî âèãëÿäó x21 + x22 + · · · + x2k. Òîìó çà íàñëiäêîì iç çàêîíó çìiíè
êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè iñíó¹ íåâèðîäæåíà ìàòðèöÿ Q ïîðÿäêó k íàä
ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë òàêà, ùî QTAQ = E, äå E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ
ïîðÿäêó k. Çâiäñè |QTAQ| = 1. Ç iíøîãî áîêó

|QTAQ| = |QT | · |A| · |Q| = |A| · |Q|2.

Îòæå, |A| = 1
|Q|2 > 0, ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ íåîáõiäíîñòi.

Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî âñi ãîëîâíi ìiíîðè êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè f ¹
äîäàòíèìè äiéñíèìè ÷èñëàìè. Òîäi âñi ãîëîâíi ìiíîðè êâàäðàòè÷íî¨
ôîðìè g =

∑k−1
i,j=1 αijxixj òàêîæ ¹ äîäàòíèìè, à òîìó, çà ïðèïóùå-

ííÿì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨, g ¹ äîäàòíî âèçíà÷åíîþ êâàäðàòè÷íîþ
ôîðìîþ. ×åðåç öå iñíó¹ íåâèðîäæåíå ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ

x1 = β11y1 + · · ·+ β1k−1yk−1,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xk−1 = βk−1 1y1 + · · ·+ βk−1k−1yk−1

(4)

òàêå, ùî ÿêùî âèêîíàòè éîãî ó êâàäðàòè÷íié ôîðìi g ìè îäåðæèìî
êâàäðàòè÷íó ôîðìó íîðìàëüíîãî âèãëÿäó y21 + y22 + · · ·+ y2k−1.

Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ

x1 = β11y1 + · · ·+ β1k−1yk−1,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xk−1 = βk−1 1y1 + · · ·+ βk−1k−1yk−1,
xk = yk.

(5)

Ìàòðèöÿ öüîãî ïåðåòâîðåííÿ ìà¹ âèãëÿä
β11 . . . β1k−1 0
...

. . .
...

...
βk−1 1 . . . βk−1k−1 0

0 . . . 0 1

 .

Âîíà ¹ íåâèðîäæåíîþ ìàòðèöåþ, ïîçàÿê β11 . . . β1k−1

...
. . .

...
βk−1 1 . . . βk−1k−1
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¹ ìàòðèöåþ íåâèðîäæåíîãî ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ (4).
Âèêîíà¹ìî ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ (5) ó êâàäðàòè÷íi ôîðìi

f , ïîïåðåäíüî çàïèñàâøè f ó âèãëÿäi

f = g + 2

k−1∑
i=1

αikxixk + αkkx
2
k.

Îäåðæèìî êâàäðàòè÷íó ôîðìó

h = y21 + y22 + · · ·+ y2k−1 + 2

k−1∑
i=1

δikyiyk + δkky
2
k,

äå δik ¹ äåÿêèì äiéñíèì ÷èñëîì äëÿ êîæíîãî i ∈ {1, 2, . . . , k}.
Î÷åâèäíî, äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, 2, . . . , k−1} ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

y2i + 2δikyiyk = (yi + δikyk)
2 − δ2iky

2
k.

Òîìó, ÿêùî âèêîíà¹ìî ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ ó êâàäðàòè÷íié
ôîðìi h, îáåðíåíå äî íàñòóïíîãî

z1 = y1 + δ1kyk, . . . , zk−1 = yk−1 + δk−1kyk, zk = yk,

ìè îäåðæèìî êâàäðàòè÷íó ôîðìó êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó

z21 + z22 + · · ·+ z2k−1 + εz2k,

äå ε � äåÿêå äiéñíå ÷èñëî. Öå ÷èñëî ¹ äîäàòíèì ÷èñëîì, ïîçàÿê äå-
òåðìiíàíò ìàòðèöi A êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè f ¹ äîäàòíèì ÷èñëîì i
iñíó¹ íåâèðîäæåíà ìàòðèöÿ Q ïîðÿäêó k íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë
òàêà, ùî

QTAQ =


1 0 . . . 0 0
0 1 . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . 1 0
0 0 . . . 0 ε

 ,

÷åðåç ùî ε = |A| · |Q|2 > 0. Íàðåøòi, ÿêùî ó êâàäðàòè÷íi ôîðìi
z21 +z

2
2 + · · ·+z2k−1+εz

2
k âèêîíàòè íåâèðîäæåíå ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ

çìiííèõ
z1 = u1, . . . , zk−1 = uk−1, zk = 1√

ε
uk,

òî ìè îäåðæèìî êâàäðàòè÷íó ôîðìó íîðìàëüíîãî âèãëÿäó u21 +
+u22 + . . .+ u2k. Çà ïîïåðåäíüîþ îçíàêîþ äîäàòíî¨ âèçíà÷åíîñòi êâà-
äðàòè÷íî¨ ôîðìè öå â ñâîþ ÷åðãó îçíà÷à¹, ùî f ¹ äîäàòíî âèçíà÷å-
íîþ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ. Òåîðåìà äîâåäåíà.
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Çàóâàæåííÿ 1. Çàóâàæèìî, ùî ðîçãëÿäàþòü òàêîæ âiä'¹ìíî âè-
çíà÷åíi êâàäðàòè÷íi ôîðìè. �õ âèçíà÷åííÿ ïîäiáíå âèçíà÷åííþ äî-
äàòíî âèçíà÷åíèõ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì, à ñàìå, äiéñíà êâàäðàòè÷íà
ôîðìà f íàçèâà¹òüñÿ âiä'¹ìíî âèçíà÷åíîþ, ÿêùî f(γ1, . . . , γn) < 0
äëÿ áóäü-ÿêèõ äiéñíèõ ÷èñåë γ1, . . . , γn, õî÷à á îäíå ç ÿêèõ íå äîðiâ-
íþ¹ íóëþ. Ñïðàâäæóþòüñÿ òàêîæ òåîðåìè àíàëîãi÷íi îçíàêàì äîäà-
òíî¨ âèçíà÷åíîñòi êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè.

Òåîðåìà 3. Äiéñíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà âiä n çìiííèõ ¹ âiä'¹ìíî
âèçíà÷åíîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè i ðàíã êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè, i
¨¨ âiä'¹ìíèé iíäåêñ iíåðöi¨ äîðiâíþþòü ÷èñëó n çìiííèõ.

Òåîðåìà 4. Äiéñíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà ¹ âiä'¹ìíî âèçíà÷åíîþ
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè çíàêè âñiõ ¨¨ ãîëîâíèõ ìiíîðiâ ÷åðãóþòüñÿ,
ïî÷èíàþ÷è ç çíàêó − i ïåðåõîäÿ÷è âiä ìiíîðiâ ìåíøèõ ïîðÿäêiâ äî
áiëüøèõ.

Äîâåäåííÿ öèõ òåîðåì çàëèøà¹ìî ÷èòà÷åâi äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáî-
òè.

Âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

1. Äîâåñòè, ùî êâàäðàòè÷íà ôîðìà f ¹ äîäàòíî âèçíà÷åíîþ òîäi
i òiëüêè òîäi, êîëè ¨¨ ìàòðèöÿ F ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ ó âèãëÿäi F = STS,
äå S � íåâèðîäæåíà ìàòðèöÿ, à ST � ìàòðèöÿ òðàíñïîíîâàíà äî S.

2. Äîâåñòè, ùî ó äîäàòíî âèçíà÷åíî¨ äiéñíî¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè
âñi êîåôiöi¹íòè ïðè êâàäðàòàõ íåâiäîìèõ äîäàòíi i ùî öÿ óìîâà íå ¹
äîñòàòíüîþ äëÿ äîäàòíî¨ âèçíà÷åíîñòi êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè.

3. Çíàéòè âñi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà λ, äëÿ ÿêèõ ¹ äîäàòíî âèçíà÷å-
íà äiéñíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà 5x21+x

2
2+λx

2
3+4x1x2−2x1x3−2x2x3.

4. Çíàéòè âñi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà λ, äëÿ ÿêèõ ¹ äîäàòíî âèçíà-
÷åíà äiéñíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà 2x21 + x22 + 3x23 + 2λx1x2 + 2x1x3.

5. Çíàéòè âñi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà λ, äëÿ ÿêèõ ¹ äîäàòíî âèçíà÷å-
íà äiéñíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà x21+x

2
2+5x23+2λx1x2−2x1x3+4x2x3.

6. Çíàéòè âñi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà λ, äëÿ ÿêèõ ¹ äîäàòíî âèçíà÷å-
íà äiéñíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà x21+4x22+x

2
3+2λx1x2+10x1x3+6x2x3.

7. Íåõàé âñi ãîëîâíi ìiíîðè ∆1, ∆2, . . . , ∆n êâàäðàòè÷íî¨ ôîð-
ìè f âiä n çìiííèõ íå äîðiâíþþòü íóëþ. Äîâåñòè, ùî äîäàòíèé
(âiä'¹ìíèé) iíäåêñ iíåðöi¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè f äîðiâíþ¹ ÷èñëó çáå-
ðåæåíü (çìií) çíàêó ó ÷èñëîâié ïîñëiäîâíîñòi 1, ∆1, ∆2, . . . , ∆n.
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5.3 Çâåäåííÿ äiéñíî¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè

äî ãîëîâíèõ îñåé

Ó ïîäàëüøîìó ìè çàñòîñó¹ìî òåîðiþ ñêií÷åííîâèìiðíèõ åâêëiäî-
âèõ ïðîñòîðiâ òà ¨õ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ äî âèâ÷åííÿ äiéñíèõ êâà-
äðàòè÷íèõ ôîðì. Íåõàé f � äåÿêà äiéñíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà âiä
çìiííèõ x1, x2, . . . , xn, à

A =


α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

...
...

. . .
...

αn1 αn2 . . . αnn


� ¨¨ ìàòðèöÿ, αij ∈ R äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Ðîçãëÿíå-
ìî äåÿêèé ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäiâ ïðîñòið L ðîçìiðíîñòi n. Âè-
áåðåìî äîâiëüíèì ÷èíîì îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ e1, e2, . . . , en â L.
Íàïðèêëàä, çà L ìîæíà âçÿòè n-âèìiðíèé åâêëiäiâ ïðîñòið Rn, à çà
áàçèñ � êàíîíi÷íèé áàçèñ ïðîñòîðó Rn. Íåõàé φ � ëiíiéíèé îïåðà-
òîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, ÿêèé çàäà¹òüñÿ ìàòðèöåþ A ó áàçèñi e1,
e2, . . . , en. Îñêiëüêè A ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ, òî φ ¹ ñèìåòðè÷íèì
îïåðàòîðîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Çà îñíîâíîþ òåîðåìîþ ïðî ñè-
ìåòðè÷íi îïåðàòîðè â L iñíó¹ îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ b1, b2, . . . , bn,
ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ ñèìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà φ. Íå-
õàé βi ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ, ÿêîìó íàëåæèòü
âëàñíèé âåêòîð bi äëÿ áóäü-ÿêîãî i ∈ {1, 2, . . . , n}. Çàóâàæèìî, ùî
ñåðåä ÷èñåë β1, β2, . . . , βn ìîæóòü áóòè îäíàêîâi. Òàêîæ íàãàäà¹ìî,
ùî ìíîãî÷ëåí (−1)n(λ− β1)(λ− β2) · · · (λ− βn) ¹ õàðàêòåðèñòè÷íèì
ìíîãî÷ëåíîì ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ i, îòæå, äîðiâíþ¹ äåòåðìiíàíòó
|A−λE|, äå E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n. Ìàòðèöÿ B ñèìåòðè-
÷íîãî îïåðàòîðà φ ó áàçèñi b1, b2, . . . , bn ìà¹ âèãëÿä

B =


β1 0 . . . 0
0 β2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . βn

 .

Äàëi, íåõàé Q � ìàòðèöÿ ïåðåõîäó âiä áàçèñó e1, e2, . . . , en äî áàçèñó
b1, b2, . . . , bn. Òîäi äëÿ ìàòðèöü A i B, ÿê ìàòðèöü îäíîãî é òîãî æ
ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ñêií÷åííîâèìiðíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L ó
ðiçíèõ áàçèñàõ öüîãî ïðîñòîðó, ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

B = Q−1AQ. (1)
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Ç iíøîãî áîêó, ïîçàÿê îáèäâà áàçèñè e1, e2, . . . , en òà b1, b2, . . . , bn ¹
îðòîíîðìîâàíèìè áàçèñàìè, òî ìàòðèöÿ Q ¹ îðòîãîíàëüíîþ. À òîìó
Q−1 = QT . Òîìó ðiâíiñòü (1) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

B = QTAQ. (2)

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ

X = QY (3)

ç ìàòðèöåþ Q, äå X � ñòîâïåöü çìiííèõ x1, x2, . . . , xn, à Y � ñòîâ-
ïåöü çìiííèõ y1, y2, . . . , yn. Öå ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ ¹ íåâè-
ðîäæåíèì, áî ìàòðèöÿ öüîãî ïåðåòâîðåííÿ ¹ îðòîãîíàëüíîþ. Áiëüø
òîãî âîíî ¹ îðòîãîíàëüíèì ó ðîçóìiííi íàñòóïíîãî îçíà÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ 1. Ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ íàçèâàþòü îðòî-
ãîíàëüíèìè ïåðåòâîðåííÿìè, ÿêùî éîãî ìàòðèöÿ ¹ îðòîãîíàëüíîþ
ìàòðèöåþ.

Âèêîíà¹ìî ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ (3) ó êâàäðàòè÷íié ôîð-
ìi f . Ç ðiâíîñòi (1) i çàêîíó çìiíè êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè ñëiäó¹, ùî â
ðåçóëüòàòi îðòîãîíàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ (3) ìè îäåðæèìî êâàäðàòè-
÷íó ôîðìó êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó β1y21 + β2y

2
2 + · · ·+ βny

2
n.

Íàìè äîâåäåíî íàñòóïíó òåîðåìó.

Òåîðåìà 1. Áóäü-ÿêó äiéñíó êâàäðàòè÷íó ôîðìó âiä n çìiííèõ
ç ìàòðèöåþ A äåÿêèì îðòîãîíàëüíèì ïåðåòâîðåííÿì çìiííèõ ìî-
æíà çâåñòè äî êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó β1y21 + β2y

2
2 + · · · + βny

2
n. Êîå-

ôiöi¹íòàìè öüîãî âèãëÿäó ¹ êîðåíi õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà
|A− λE| ìàòðèöi A, êîæíèé ç ÿêèõ ïîâòîðþ¹òüñÿ ó êàíîíi÷íîìó
âèãëÿäi ñòiëüêè ðàç, ÿêà éîãî êðàòíiñòü.

Ïðèâåäåíèé âèùå àëãîðèòì çíàõîäæåííÿ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè
êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó, ùî åêâiâàëåíòíà äåÿêié äàíié äiéñíié êâàäðà-
òè÷íié ôîðìi íàçèâà¹òüñÿ çâåäåííÿì äiéñíî¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè
äî ãîëîâíèõ îñåé.

Íàâåäåìî ïðèêëàä çíàõîäæåííÿ êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó äiéñíî¨ êâà-
äðàòè÷íî¨ ôîðìè çâåäåííÿì ¨¨ äî ãîëîâíèõ îñåé. Ðîçãëÿíåìî íàñòó-
ïíó êâàäðàòè÷íó ôîðìó 6x21+7x22+5x23+4x1x2+4x1x3. Äëÿ ïî÷àòêó
âèïèøåìî ìàòðèöþ öi¹¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè

A =

 6 2 2
2 7 0
2 0 5

 .
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Çíàõîäèìî êîðåíi õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà ìàòðèöi A, ñïî÷à-
òêó îá÷èñëèâøè éîãî, à ïîòiì ðîçêëàâøè íà ëiíiéíi ìíîæíèêè:∣∣∣∣∣∣

6− λ 2 2
2 7− λ 0
2 0 5− λ

∣∣∣∣∣∣ = −λ3 + 18λ2 − 99λ+ 162 =

= −(λ− 3)(λ− 6)(λ− 9).

Òàêèì ÷èíîì, çàäàíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íié
ôîðìi êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó 3y21 + 6y22 + 9y23 .

Äàëi çíàõîäèìî îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó R3,
ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ ñèìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà, ÿêèé
ó êàíîíi÷íîìó áàçèñi R3 ìà¹ ìàòðèöþ A. Òàêèì áàçèñîì, íàïðèêëàä,
¹ íàñòóïíà ñèñòåìà âåêòîðiâ b1 =

(
2
3 ,−

1
3 ,−

2
3

)
, b2 =

(
1
3 ,−

2
3 ,

2
3

)
, b3 =

=
(
2
3 ,

2
3 ,

1
3

)
. Òîìó ìàòðèöÿ

Q =


2
3

1
3

2
3

− 1
3 − 2

3
2
3

− 2
3

2
3

1
3


¹ ìàòðèöåþ îðòîãîíàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ x1, x2, x3 ó íîâi
çìiííi y1, y2, y3, çà äîïîìîãîþ ÿêîãî ìîæíà îäåðæàòè êâàäðàòè÷íó
ôîðìó êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó iç äàíî¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè.

Ïðåäñòàâëåíà âèùå òåîðiÿ ìà¹ øèðîêå çàñòîñóâàííÿ ó ðiçíèõ ðîç-
äiëàõ ìàòåìàòèêè, ôiçèêè, iíæåíåði¨ i ò. ä. Çîêðåìà ðîçãëÿíåìî òà-
êó çàäà÷ó àíàëiòè÷íî¨ ãåîìåòði¨: âèçíà÷èòè òèï ïîâåðõíi äðóãîãî
ïîðÿäêó, à òàêîæ êàíîíi÷íó ñèñòåìó êîîðäèíàò, çàäàíî¨ ðiâíÿííÿì
6x2 + 7y2 + 5z2 + 4xy + 4xz = 3.

Íåõàé O, i, j, k ¹ âiäïîâiäíî ïî÷àòêîì êîîðäèíàò òà áàçèñíèìè
îðòàìè ñèñòåìè êîîðäèíàò Oxyz, â ÿêié çàäàíî ðiâíÿííÿ ïîâåðõíi.
Âèêîðèñòîâóþ÷è ïðîâåäåíi íàìè îá÷èñëåííÿ ìîæåìî ñòâåðäæóâàòè,
ùî îäíi¹þ ç êàíîíi÷íèõ ñèñòåì êîîðäèíàò äàíî¨ ïîâåðõíi ¹ ñèñòåìà
êîîðäèíàò Ox′y′z′ ç áàçèñíèìè îðòàìè

i′ = 2
3 i−

1
3 i−

2
3k, j′ = 1

3 i−
2
3j +

2
3k, k′ = 2

3 i+
2
3j +

1
3k.

Ðiâíÿííÿì ðîçãëÿíóòî¨ ïîâåðõíi ó öié ñèñòåìi ¹ 3x′2+6y′
2
+9z′

2
= 3.

Òîìó êàíîíi÷íèì ðiâíÿííÿì ïîâåðõíi ó ñèñòåìi êîîðäèíàò Ox′y′z′ ¹
ðiâíÿííÿ

x′
2

12
+

y′
2(

1√
2

)2 +
z′

2(
1√
3

)2 = 1,

à ñàìà ïîâåðõíÿ ¹ åëiïñî¨äîì.
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Ó íàñòóïíèõ çàâäàííÿõ çíàéòè äåÿêèé êàíîíi÷íèé âèãëÿä, äî ÿêî-
ãî çâîäèòüñÿ çàäàíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà, çà äîïîìîãîþ îðòîãîíàëü-
íîãî ïåðåòâîðåííÿ, íå çíàõîäÿ÷è ñàìîãî ïåðåòâîðåííÿ.

1. 3x22 + 3x23 + 4x1x2 + 4x1x3 − 2x2x3.

2. 7x21 + 7x22 + 7x23 + 2x1x2 + 2x1x3 + 2x2x3.

3. x21 − 2x1x2 − 2x1x3 − 2x2x3.

4. 3x21 + 3x22 − x23 − 6x1x3 + 4x2x3.

Ó íàñòóïíèõ çàâäàííÿõ çíàéòè äåÿêå îðòîãîíàëüíå ïåðåòâîðåííÿ,
ùî çâîäèòü äî êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó êâàäðàòè÷íó ôîðìó i âêàçàòè öåé
êàíîíi÷íèé âèãëÿä.

5. 6x21 + 5x22 + 7x23 − 4x1x2 + 4x1x3

6. 11x21 + 5x22 + 2x23 + 16x1x2 + 4x1x3 − 20x2x3.

7. x21 + x22 + 5x23 − 6x1x2 − 2x1x3 + 2x2x3.

8. x21 + x22 + x23 + 4x1x2 + 4x1x3 + 4x2x3.

9. x21 − 5x22 + x23 + 4x1x2 + 2x1x3 + 4x2x3.

10. x21 + 2x1x2 + x22 − 2x23 − 4x3x4 + x24.
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