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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальнiсть теми. Однiєю з основних задач теорiї диференцiаль-
них рiвнянь є дослiдження питань iснування, єдиностi, багатозначностi,
додатностi та наближеної побудови розв’язкiв нелiнiйних n−вимiрних
систем звичайних диференцiальних рiвнянь, якi пiдпорядкованi заданим
крайовим умовам.

Аналiз наукової лiтератури показує, що поступово все частiше для
дослiдження розв’язкiв крайових задач використовуються методи, якi
вiдносяться до класу так званих чисельно–аналiтичних, що основанi на
послiдовних наближеннях.

Методи цiєї групи дають змогу одночасно зробити висновок про iсну-
вання розв’язку (розв’язкiв), а також побудувати наближений розв’язок
в аналiтичному видi.

Чисельно–аналiтичнi методи беруть свiй початок з теорiї коливань
при вивченнi перiодичних розв’язкiв неавтономних систем звичайних ди-
ференцiальних рiвнянь в роботах L. Cesari, J. Hale, А.М. Самойленка.
Одним з найбiльш вiдомих таких методiв є чисельно–аналiтичний метод
розроблений А. М. Самойленком i який отримав згодом назву

”
чисельно–

аналiтичний метод послiдовних перiодичних наближень“ або
”
чисельно–

аналiтичний метод A.M. Самойленко“.
Спецiальнi узагальнення i модифiкацiї цього метода у випадку систе-

ми диференцiальних рiвнянь

dx(t)

dt
= f(t, x(t)), t ∈ [a, b] ,

для рiзних типiв задач з двоточковими, багатоточковими лiнiйними та
нелiнiйними обмеженнями, та окремими випадками iнтегральних крайо-
вих умов розробленi в роботах Перестюка M.O., M. Ronto, M. Kwapisz,
T. Jankowski, A. Augustynowicz, D. Bainov, G. Sarafova, S. Hristova, Мар-
тинюка Д.I., Перова A.I., Ronto A., Лаптинського В.Н., Кенжебаєва K.K.,
Le Lyong Tai, Євхути Н.A., Забрейка П.П., Щобак Н.M., Ronto V.A.,
Шлапака Ю.Д., Короля I.I., Фiлiпчука M.П., Маринець K.В. та iн.

Не дивлячись на достатньо велику кiлькiсть публiкацiй по тематицi
дисертацiйної роботи, питання iснування та наближеної побудови розв’яз-
кiв певних класiв i типiв функцiональних та iнтегральних крайових задач
або зовсiм не розглядалися, або вивчалися в неповнiй мiрi. Дана дисер-
тацiя покликана в деякiй мiрi заповнити цю прогалину.

У дисертацiйнiй роботi на основi параметризацiї, розроблений i об-
ґрунтований оригiнальний конструктивний чисельно–аналiтичний метод,
який з успiхом може застосовуватися для дослiдження iснування i набли-
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женої побудови розв’язкiв загального вигляду нелiнiйних функцiональ-
них та iнтегральних крайових задач, як у випадку неперервної правої
частини, так i у випадку умов Каратеодорi.

Вихiдними є двi опуклi обмеженi областi Da, Db ⊂ Rn i цiкавимо-
ся такими неперервно диференцiйовними або абсолютно неперервними
розв’язками, значення яких в точках t = a i t = b належить вiдповiдно
множинам Da i Db.

На основi цих областей будується спецiальна обмежена область D, де
i припускається локальна лiпшицевiсть функцiї f(t, x).

В основi метода лежить перехiд вiд заданих крайових умов до так
званих параметризованих обмежень модельного типу, що мають вигляд
початкових умов, якi заданi параметрично на лiвому i правому кiнцi вiд-
рiзку iнтегрування x(a) = z, x(b) = η, де z, η вважаються n-вимiрними
параметрами.

Далi, для заданої системи диференцiальних рiвнянь дослiджується
параметризована модельна задача, яка складається з двох допомiжних
задач Кошi.

Для вивчення їх розв’язкiв, на вiдмiну вiд методу Пiкара, пропону-
ється оригiнальна iтерацiйна схема, яка дозволяє дослiджувати цi двi
задачi Кошi одночасно, однiєю i тiєю ж iтерацiйною схемою i крiм то-
го встановити iснування їх розв’язкiв не локально, а на всьму iнтервалi
[a, b]. А конкретний вигляд заданих iнтегральних або функцiональних
крайових умов береться до уваги лише при побудовi спецiальних систем
визначальних алгебраїчних рiвнянь розмiрностi 2n, розв’язки яких за-
дають чисельнi значення введених параметрiв, якi визначають шуканi
розв’язки.

Унiверсальнiсть запропонованого пiдходу, можливiсть встановлення
необхiдних та достатнiх умов розв’язностi нелiнiйних крайових задач за-
гального вигляду обґрунтовує доцiльнiсть дослiджень у цiй областi.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.
Теоретичнi результати дисертацiйної роботи, одержанi у рамках науко-
вої тематики кафедри диференцiальних рiвнянь та математичної фiзики
ДВНЗ ”Ужгородський нацiональний унiверситет” та пов’язанi з держбю-
джетною темою ”Побудова нових модифiкацiй конструктивних методiв
дослiдження крайових задач теорiї диференцiальних та диференцiально–
функцiональних рiвнянь”, що виконувалася на кафедрi диференцiальних
рiвнянь та математичної фiзики ДВНЗ ”Ужгородський нацiональний унi-
верситет” (номер державної реєстрацiї №0113U002366).

Мета i завдання дисертацiйної роботи. Основною метою дисер-
тацiйної роботи є розробка та строге математичне обґрунтування нового
пiдходу параметризацiї для зведення крайових задач з складними не-
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лiнiйними функцiональними та iнтегральними крайовими умовами до
параметризованих задач модельного типу.

Побудова пiдходящої чисельно–аналiтичної схеми для дослiдження
розв’язкiв цiєї модельної крайової задачi i встановлення зв’язку мiж
розв’язками вихiдної та перетвореної задачi.

Отримання конструктивних достатнiх та необхiдних умов iснування
розв’язкiв нелiнiйних iнтегральних крайових задач.

Об’єктом дослiдження є крайовi задачi для n-вимiрних систем не-
лiнiйних диференцiальних рiвнянь нормального вигляду з функцiональ-
ними та iнтегральними крайовими обмеженнями загального вигляду.

Предметом дослiдження є обґрунтування переходу вiд крайових за-
дач з складними крайовими умовами до бiльш простого модельного типу.
Питання побудови пiдходящої чисельно–аналiтичної схеми, яка заснова-
на на послiдовних наближеннях, для дослiдження розв’язкiв модельної
задачi. Доведення рiвномiрної збiжностi побудованої послiдовностi. Вста-
новлення зв’язку мiж розв’язками вихiдної та модельної задачi.

Методи дослiдження ґрунтуються на iдеях параметризацiї та кон-
струкцiях i властивостях чисельно–аналiтичних методiв, якi основанi на
послiдовних наближеннях.

Наукова новизна одержаних результатiв У дисертацiйнiй роботi
отримано наступнi новi результати:

- Обґрунтовано оригiнальний чисельно–аналiтичний пiдхiд дослiдже-
ння iснування та наближеної побудови розв’язкiв нелiнiйних крайових
задач для систем диференцiальних рiвнянь нормального вигляду з скла-
дними функцiональними та iнтегральними обмеженнями.

- Запропонований простий метод переходу вiд заданих iнтегральних
та функцiональних крайових умов до параметризованої задачi модель-
ного типу.

- Встановлено зв’язок мiж розв’язками модельної та вихiдної крайової
задачi.

- Отриманi конструктивнi достатнi та необхiднi умови розв’язностi
розглядуваних класiв нелiнiйних крайових задач.

- Доведено, якщо системи визначальних алгебраїчних рiвнянь має
декiлька розв’язкiв в областi Da,b, то стiльки розв’язкiв буде i у заданої
крайової задачi.

- Показано, що дiленням вiдрiзку iнтегрування навпiл в два рази мо-
жна покращити достатнi умови рiвномiрної збiжностi послiдовних на-
ближень.

- Розроблена методика легко може бути застосована до локально лi-
пшицевих систем диференцiальних рiвнянь, як з неперервною, так i з
правою частиною, яка задовольняє умови Каратеодорi.
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- Конструктивнiсть розробленого методу та його переваги продемон-
строванi на прикладах нелiнiйних крайових задач з не єдиними розв’яз-
ками.

Практичне значення одержаних результатiв Результати, що
одержанi в дисертацiйнiй роботi носять як теоретичний, так i практи-
чний характер. Вони доповняють попереднi дослiдження в теорiї кон-
структивних методiв.

Метод легко може бути реалiзований на практицi з використанням
пакету програм символьної математики типу Maple.

Особистий внесок здобувача. Результати дисертацiї є новими до-
бре апробованi i належать автору. Публiкацiї [1–7], що вiдображають
змiст роботи, написанi у спiвавторствi з науковими керiвниками та одно-
осiбно. Загальний план роботи та постановка задач визначенi науковими
керiвниками док. фiз.-мат. наук, професором Ронто М. Й. та док. фiз.-
мат. наук Ронто А. Результати спiльних праць одержанi при рiвноправнiй
участi всiх авторiв. У дисертацiю включено та на захист виносяться лише
результати, якi отриманi здобувачем самостiйно.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Основнi результати дисерта-
цiйної роботи доповiдалися на таких мiжнародних семiнарах i конферен-
цiях:

- Семiнарi iнститута математики Мiшкольцського унiверситету (Угор-
щина, Мiшкольц, 26 лютого, 2014 р.);

- Мiжнароднiй науковiй конференцiї
”
Szeged Dynamics Days“ (Угор-

щина, 28 лютого–1 березня, 2014 р.);
- Семiнарi iнститута математики унiверситета Нiредьхаза (Угорщина,

Нiредьхаза, 16 вересня, 2014 р.);
- Науковому семiнарi iнститута математики унiверситета Оломовц

(Чехiя, Оломовц, 11 листопада, 2014 р.);
- Мiжнароднiй науковiй конференцiї

”
Conference on Differential and

Difference Equations and Applications“ (Словаччина, Ясна, 23–27 червня,
2014 р.);

- Шостiй мiжнароднiй конференцiї
”
Constructive methods for non-

linear boundary value problems“ (Угорщина, Мiшкольц, 9–12 липня, 2015
р.);

- Мiжнароднiй конференцiї
”
International conference on nonlinear opera-

tors, Differential equations and applications“ (ICNODEA-2015) (Румунiя,
Клуж-Напока, 14–17 липня 2015 р.);

- Мiжнароднiй науковiй школi-семiнарi
”
Питання оптимiзацiї обчи-

слень“ (ПОО-XLII) (Україна, Закарпатська обл., смт. Чинадiйово, 21–25
вересня, 2015 р.);

- Мiжнароднiй науковiй конференцiї
”
Методика викладання та мето-
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ди дослiдження в математицi“ (Україна, Закарпатська обл., м. Берегово,
21–23 квiтня, 2016 р.);

- Мiжнароднiй науковiй конференцiї
”
Диференцiальнi рiвняння та їх

застосування“ (Україна, Закарпатська обл., смт. Чинадiйово, 19–21 трав-
ня, 2016 р.).

Публiкацiї. За результатами дисертацiйної роботи опублiковано 7
статей у фахових вiтчизняних та провiдних закордонних виданнях [1–7].
Серед яких 5 статей англомовнi.

Закордоннi публiкацiї [1,2,3] опублiкованi у виданнях з iмпакт-факто-
ром, вiдповiдно: 1.551; 0.229; 0.229. А також 7 праць надрукованi у збiр-
никах тез доповiдей мiжнародних наукових форумiв [8–14].

Структура та обсяг дисертацiї.Дисертацiйна робота складається
iз перелiку позначень, вступу, п’яти основних роздiлiв, висновкiв та спи-
ску використаних джерел. Три останнi роздiли розбитi на пiдроздiли i
мiстять основнi результати. Загальний обсяг дисертацiї становить 140
стор., основний текст — 112 стор. Робота мiстить 9 рисункiв та 130 най-
менувань у списку використаних джерел.

Автор дисертацiї висловлює щиру подяку науковим керiвникам доктору
фiзико–математичних наук, професоровi Ронто Миколi Йосиповичу та
доктору фiзико–математичних наук Ронто Андрiю Миколайовичу за по-
становку розглянутих у дисертацiї проблем, постiйну увагу та пiдтримку
у роботi.



6

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

У вступi сформульовано актуальнiсть теми, визначено мету, завда-
ння, предмет, об’єкт та мету дослiдження. Висвiтлено наукову новизну
одержаних результатiв, їх теоретичне i практичне значення. Вказано осо-
бистий внесок здобувача, а також викладено основний змiст дисертацiй-
ної роботи.

Перший роздiл присвячений огляду лiтератури. Розглянуто основнi
напрями дослiджень в областi конструктивних методiв, якi сприяли появi
сучасних чисельно–аналiтичних методiв. Наведено основнi проблеми i
задачi, якi дослiджувались вiтчизняними та зарубiжними математиками
по темi дисертацiї. Проведено аналiз робiт, якi безпосередньо стосуються
дисертацiйної проблематики.

У другому роздiлi сформульовано базовi визначення та допомiжнi
твердження, якi використовуються при постановцi задач, обґрунтуваннi
основних результатiв.

У третьому роздiлi дисертацiйної роботи дослiджено нелiнiйну фун-
кцiональну крайову задачу загального вигляду:

dx(t)

dt
= f(t, x(t)), t ∈ [a, b] , (1)

Φ(x) = d, (2)

де Φ : C([a, b] ,Rn) → Rn заданий функцiонал (можливо нелiнiйний),
f : [a, b] × Rn → Rn функцiя, яка задовольняє умови Каратеодорi та
локальну умову Лiпшиця у деякiй обмеженiй областi, d – заданий вектор.

Пiд розв’язком задачi розумiється така абсолютно неперервна фун-
кцiя з властивiстю (2), яка задовольняє систему рiвнянь (1) майже всюди
на вiдрiзку [a, b] .

Насамперед, для спрощення, вiд (1), (2) перейдемо до сiмейства бiльш
простих допомiжних модельних задач.

Вихiдними є двi опуклi обмеженi областi Da, Db ⊂ Rn i цiкавимося
такими розв’язками, значення яких в точках t = a i t = b належить
вiдповiдно множинам Da i Db. Будується опукла множина точок

Da,b = (1− θ)z + θη, z ∈ Da, η ∈ Db, θ ∈ [0, 1] (3)

i її покомпонентний векторний ρ – окiл

D = B (Da,b, ρ) , (4)
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причому вектор ρ в (4) вибирається таким, щоб виконувалась покомпо-
нентно нерiвнiсть

ρ ≥ b− a
2
· δ[a,b],D(f), (5)

де

δ[a,b],D(f) =
1

2

[
ess sup

(t,x)∈[a,b]×D
f(t, x)− ess inf

(t,x)∈[a,b]×D
f(t, x)

]
. (6)

Локальна лiпшицевiсть f ∈ Lip(K,D) для правої частини f(t, x) в
(1) припускається в областi D, яка задається в (4).

Далi, за допомогою параметризацiї замiсть заданих функцiональних
крайових умов (2) вводяться в розгляд параметризованi

”
модельнi“ умо-

ви наступного вигляду:

x(a) := z = col(z1, ..., zn), x(b) := η = col(η1, ..., ηn), (7)

де z i η вважаються n−вимiрними параметрами. I замiсть заданої задачi
(1), (2) дослiджується сiмейство бiльш простих

”
модельних“ параметри-

зованих задач, якi складаються з двох допомiжних задач Кошi:

dx(t)

dt
= f(t, x(t)), t ∈ [a, b] , x(a) = z, (8)

dx(t)

dt
= f(t, x(t)), t ∈ [a, b] , x(b) = η. (9)

Для одночасного вивчення розв’язкiв двох початкових задач, якi вхо-
дять до модельної параметризованої задачi (8)–(9) введемо в розгляд
одну i ту же параметризовану послiдовнiсть функцiй

x0 (t, z, η) = z +
t− a
b− a

[η − z] =

[
1− t− a

b− a

]
z +

t− a
b− a

η, t ∈ [a, b] ,

xm (t, z, η) = z +

t∫
a

f (s, xm−1 (s, z, η)) ds− (10)

− t− a
b− a

b∫
a

f (s, xm−1 (s, z, η)) ds+
t− a
b− a

[η − z] , t ∈ [a, b] ,m = 1, 2, ...,

де z ∈ Da, η ∈ Db вважаються параметрами. Зауважимо, що всi функцiї
xm (t, z, η) задовольняють (7) для будь-яких z, η ∈ Rn.

Наступне твердження встановлює рiвномiрну збiжнiсть послiдовностi
(10) до деякої параметризованої граничної функцiї.
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Теорема 3.1. Припустимо, що iснує невiд’ємний вектор ρ з вла-
стивiстю (5) i f : [a, b] × D → Rn – функцiя, що задовольняє умови
Каратеодорi i є локально лiпшицевою: f ∈ Lip(K,D) в областi D ви-
гляду (4) з матрицею K для якої

r(Q) < 1, Q =
3 (b− a)

10
K. (11)

Тодi, для будь-яких фiксованих (z, η) ∈ Da ×Db :
1. Всi функцiї послiдовностi (10) є абсолютно неперервнi на вiдрiзку

t ∈ [a, b] мають значення в область D i задовольняють умовам (7).
2. Послiдовнiсть функцiй (10) рiвномiрно збiгається вiдносно t ∈

[a, b] при m→∞ до граничної функцiї

x∞ (t, z, η) = lim
m→∞

xm(t, z, η).

3. Гранична функцiя задовольняє умови:

x∞ (a, z, η) = z, x∞ (b, z, η) = η.

4. Функцiя x∞ (t, z, η) є єдиним абсолютно неперервним розв’язком
iнтегрального рiвняння

x(t) = z +

t∫
a

f(s, x(s))ds− t− a
b− a

b∫
a

f(s, x(s))ds+
t− a
b− a

[η − z] .

Iншими словами, x∞ (t, z, η) задовольняє задачу Кошi для модифiкованої
системи диференцiальних рiвнянь:

dx

dt
= f(t, x) +

1

b− a
∆(z, η), (12)

x (a) = z, (13)

де ∆(z, η)) : Da ×Db → Rn вiдображення, яке визначене формулою:

∆(z, η) = η − z −
b∫

a

f(s, x∞ (s, z, η))ds.

5. Справедлива оцiнка

|x∞ (t, z, η)− xm (t, z, η)| 6

6
10

9
α1(t, a, b− a)Qm (In −Q)−1 δ[a,b],D(f),
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для будь-якого t ∈ [a, b] i m ≥ 0, де δ[a,b],D(f) задається формулою (6) i

α1(t, a, b− a) = 2(t− a)

(
1− t− a

b− a

)
, (14)

для якого α1(t, a, b− a) ≤ b−a
2 .

Для встановлення зв’язку граничної функцiї x∞ (·, z, η) з розв’язком
функцiональної крайової задачi (1), (2) розглядається спочатку наступна
задача Кошi для системи диференцiальних рiвнянь з постiйним збурен-
ням у правiй частинi:

dx

dt
= f(t, x) + µ, x (a) = z, (15)

де t ∈ [a, b] , a µ = col(µ1, ..., µn) є керуючим параметром.
Теорема 3.2. Нехай z ∈ Da i η ∈ Db – довiльно заданi вектори. При-

пустимо, що для системи диференцiальних рiвнянь (1) мають мiсце
умови Теореми 3.1.

Тодi для того, щоб розв’язок x(·, a, z) задачi Кошi (12), (13) задо-
вольняв також i умовi x(b, a, z) = η, необхiдно i достатньо, щоб пара-
метр µ в (15) був заданий рiвнiстю:

µ = η − z −
b∫

a

f(s, x∞ (s, z, η))ds, (16)

де x∞ (·, z, η) – гранична функцiя послiдовностi (10). Крiм того, в
цьому випадку x(·, a, z) = x∞ (·, z, η) .

Теорема 3.3. В умовах Теореми 3.1 гранична функцiя

x∞ (t, z∗, η∗) = lim
m→∞

xm(t, z∗, η∗)

послiдовностi (10) є абсолютно неперервним розв’язком функцiональної
крайової задачi (1), (2) тодi i тiльки тодi, коли пара (z∗, η∗) задовольняє
систему 2n алгебраїчних визначальних рiвнянь

∆(z, η) = η − z −
b∫
a

f(s, x∞ (s, z, η))ds = 0,

Λ(z, η) = Φ(x∞ (·, z, η))− d = 0.

(17)

Наступне твердження показує, що система алгебраїчних визначаль-
них рiвнянь визначає всi можливi розв’язки функцiональної крайової
задачi (1), (2), якi належать областi D i значення яких в точках t = a i
t = b належать вiдповiдно множинам Da i Db.
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Теорема 3.4. Нехай виконуються всi умови Теореми 3.1. Крiм то-
го, iснують вектори

(
z0, η0

)
∈ Da × Db, якi задовольняють систему

визначальних рiвнянь (17), тодi функцiональна крайова задача (1), (2)
має розв’язок x0(·) такий, що

x0(a) = z0, x0(b) = η0 i Φ(x∞
(
·, z0, η0

)
)− d = 0.

Крiм того, цей розв’язок є граничною функцiєю послiдовностi (10):

x0(t) = x∞
(
t, z0, η0

)
= lim

m→∞
xm(t, z0, η0), t ∈ [a, b] .

I навпаки, якщо функцiональна крайова задача (1), (2) має розв’язок
x0(·), в областi D, то система визначальних рiвнянь (17) задовольня-
ється при

z = x0(a), η = x0 (b) .

У четвертому роздiлi дисертацiйної роботи розглядається систе-
ма диференцiальних рiвнянь (1), пiдпорядкована iнтегральним крайовим
умовам вигляду:

b∫
a

[g(s, x(s)) + h(s, x′(s))] ds = d. (18)

Як i в третьому роздiлi, нехай Da i Db – опуклi пiдмножини Rn, де
шукаємо значення x(a), x(b), розв’язку крайової задачi (1), (18) вiдпо-
вiдно. На основi областей Da i Db введемо область Da,b вiдповiдно до (3)
i її покомпоний ρ – окiл, як i в (4). Таким чином, область D визначається
вiдповiдно до (4).

Припускаємо, що функцiї f : [a, b] × D → Rn, g : [a, b] × D → Rn i
h : [a, b]×D′ → Rn задовольняють умови Каратеодорi, де D′ := {f(t, x) :
t ∈ [a, b], x ∈ D}. Нехай, крiм того f ∈ Lip(K,D), g ∈ Lip(Kg, D),
h ∈ Lip(Kh, D

′), ρ задовольняє нерiвнiсть (5) i для максимального по
модулю власного значення матрицi

Q =
3(b− a)

10
K (19)

виконується нерiвнiсть
r(Q) < 1. (20)

Задача полягає у знаходженнi абсолютно неперервного розв’язку x :
[a, b]→ D задачi (1), (18) з значеннями x(a) ∈ Da i x(b) ∈ Db.
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Замiсть iнтегральної крайової задачi спочатку вивчається сiмейство
бiльш простих модельних параметризованих задач (8)–(9). Для цього ви-
користовується послiдовнiсть параметризованих функцiй (10). Для мо-
дельної задачi i послiдовностi (10) мають мiсце Теореми 3.1, 3.2.

Зв’язок мiж розв’язками модельної i заданої iнтегральної крайової
задачi встановлюють наступнi твердження.

Теорема 4.1. В умовах Теореми 3.1 гранична функцiя

x∞ (t, z∗, η∗) = lim
m→∞

xm(t, z∗, η∗)

послiдовностi (10) є абсолютно неперервним розв’язком iнтегральної
крайової задачi (1), (18) тодi i тiльки тодi, коли пара (z∗, η∗) задоволь-
няє систему 2n алгебраїчних визначальних рiвнянь

∆(z, η) = η − z −
b∫
a

f(s, x∞ (s, z, η))ds = 0,

Λ(z, η) =
b∫
a

[
g(s, x∞ (s, z, η)) + h(s, x

′

∞ (s, z, η))
]
ds− d = 0.

(21)

Зауважимо, що розв’язнiсть системи визначальних рiвнянь (21) мо-
же бути встановлена на основi властивостей наближеної визначальної
алгебраїчної системи

∆m(z, η) = η − z −
b∫
a

f(s, xm (s, z, η))ds = 0,

Λm(z, η) =
b∫
a

[
g(s, xm (s, z, η)) + h(s, x

′

m (s, z, η))
]
ds− d = 0,

(22)

яка явно може бути побудована.
Для оцiнок вiдхилення точних i наближених визначальних функцiй

має мiсце
Лема 4.1. Припустимо, що мають мiсце умови Теореми 3.1 i крiм

того g ∈ Lip(Kg, D) i h ∈ Lip(Kh, D
′), де D′ := {f(t, x) : t ∈ [a, b], x ∈

D} з деякими невiд’ємними квадратними матрицями Kg, Kh розмiр-
ностi n:

|g(t, u)− g(t, v)| ≤ Kg |u− v| ,
|h (t, f(t, u))− h (t, f(t, v))| ≤ Kh |f(t, u)− f(t, v)| ≤ KhK |u− v| ,

для всiх пар {u, v} ⊂ D i всiх t ∈ [a, b].
Тодi, для точної i наближеної визначальних функцiй (21) i (22) ма-

ють мiсце наступнi оцiнки для будь-яких (z, η) ∈ Da ×Db i m ≥ 1:

|∆ (z, η)−∆m (z, η)| ≤ 10 (b− a)2

27
KQm (In −Q)−1 δ[a,b],D(f),
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|Λ (z, η)− Λm (z, η)| ≤ 10 (b− a)2

27
(Kg +KhK)Qm (In −Q)−1 δ[a,b],D(f),

де матриця Q i вектор δ[a,b],D(f) заданi вiдповiдно в (19) i (5).
На основi точної та наближеної визначальних систем (21) i (22) для

деякого фiксованого m введемо в розгляд вiдображення

H : Da ×Db → R2n and Hm : Da ×Db → R2n,

поклавши

H(z, η) =


η − z −

b∫
a

f(s, x∞ (s, z, η))ds

b∫
a

[
g(s, x∞ (s, z, η)) + h(s, x

′

∞ (s, z, η))
]
ds− d


i

Hm(z, η) =


η − z −

b∫
a

f(s, xm (s, z, η))ds

b∫
a

[
g(s, xm (s, z, η)) + h(s, x

′

m (s, z, η))
]
ds− d

 (23)

для будь-яких (z, η) ∈ Da ×Db.
Наступна теорема дає конструктивнi достатнi умови для розв’язностi

iнтегральної крайової задачi (1), (18) на основi всластивостей наближеної
визначальної функцiї.

Теорема 4.2. Припустимо, що виконуються умови Леми 4.1. Крiм
того, можна вказати таке m ≥ 1 i множину Ω ⊂ R2n вигляду

Ω := D1 ×D2,

де D1 ⊂ Da, D2 ⊂ Db є певнi обмеженi вiдкритi множини, такi що
вiдображення Hm (z, η), яке задане формулою (23) задовольняє спiввiд-
ношення

|Hm (z, η)|B∂Ω

[
10(b−a)

2

27 KQm (In −Q)−1 δ[a,b],D(f)
10(b−a)

2

27 (Kg +KhK)Qm (In −Q)−1 δ[a,b],D(f)

]

на границi ∂Ω. Якщо крiм того, степiнь Брауера вiдображення Hm не
дорiвнює нулевi:

deg (Hm ,Ω, 0) 6= 0,
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тодi, iснує пара (z∗, η∗) ∈ D1×D2 така, що функцiя x∗(·) = x∞(·, z∗, η∗)
є абсолютно неперервним розв’язком iнтегральної крайової задачi (1),
(18), де x∞(·, z∗, η∗) – гранична функцiя послiдовностi (10)

x∞(t, z∗, η∗) = lim
m→∞

xm(t, z∗, η∗), t ∈ [a, b] .

Перейдемо до одержання необхiдних умов розв’язностi iнтегральної
крайової задачi (1), (18).

Теорема 4.3. Нехай справедливi умови Теореми 3.1. Тодi, для того,
щоб деякi пiдобластi Ga ⊂ Da i Gb ⊂ Db могли мiстити точки z∗ i η∗,
якi при t = a i t = b, задають вiдповiдно значення

x(a) = z∗ i x(b) = η∗ (24)

розв’язку x(·) крайової задачi (1), (18) необхiдно, щоб при всiх m i до-
вiльних z̃ ∈ Ga, η̃ ∈ Gb виконувались нерiвностi

|∆m(z̃, η̃)| ≤ sup
z∈Ga,η∈Gb

[
In +

(
K(b− a) +

10(b− a)2K (In −Q)−1

27

)]
×

× [|z̃ − z|+ |η̃ − η|] +
10 (b− a)2

27
KQm(In −Q)−1δ[a,b],D(f), (25)

|Λm(z̃, η̃)| ≤

≤ sup
z∈Ga,η∈Gb

[
(b− a) (Kg +KhK) + (Kg +KhK)

10(b− a)2K (In −Q)−1

27

]
×

× [|z̃ − z|+ |η̃ − η|] +
10(b− a)2

27
(Kg +KhK)Qm (In −Q)−1 δ[a,b],D(f).

У п’ятому роздiлi дисертацiї вивчається нелiнiйна iнтегральна кра-
йова задача

du(t)

dt
= f (t, u(t)) , t ∈ [a, b] , (26)

b∫
a

g(s, u(s))ds = d, (27)

де f : [a, b]×D → Rn , g : [a, b]×D → Rn є неперервнi функцiї в певнiй
обмеженiй областi D i d ∈ Rn заданий постiйний вектор.

Показано, що в тих випадках коли не виконуються достатнi умови
збiжностi (11) для модельної параметризованої послiдовностi функцiй, а
саме коли найбiльше власне значення матрицi Q вигляду (19) бiльше за
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одиницю, тодi доцiльно застосовувати технiку дiлення вiдрiзку iнтегру-
вання навпiл.

Зафiксуємо деякi вiдкритi обмеженi областi Da, Da+b
2
, Db ⊂ Rn i цi-

кавимося неперервно диференцiйовними розв’язками u крайової задачi
(26), (27) такими, що

u(a) ∈ Da, u

(
a+ b

2

)
∈ Da+b

2
i u(b) ∈ Db.

В загальному можемо вибрати Da, Da+b
2
, Db опуклими множинами.

На основi множинDa iDa+b
2

введемо в розгляд множинуDa,a+b
2

згiдно
(3) i її покомпонентний векторний ρx – окiл Dx = B(Da,a+b

2
, ρx) на основi

(4). Аналогiчно, на основi множин Da+b
2

i Db визначимо множину Da+b
2 ,b

i ї ї покомпонентним векторний ρy – окiл Dy = B(Da,a+b
2
, ρy).

Насамперед, спростимо iнтегральнi крайовi умови (27) i зведемо їх до
пiдходящих умов модельного типу, аналогiчно, як в попереднiх роздiлах.
Для цього введемо в розгляд векторнi параметри

z = col(z1, z2, ..., zn), λ = col(λ1, λ2, ..., λn), η = col(η1, η2, ..., ηn)

формально поклавши

z = u(a), λ = u

(
a+ b

2

)
, η = u(b). (28)

Пiсля цього, замiсть крайової задачi (26), (27), використовуючи технiку
дiлення вiдрiзку навпiл, будемо розглядати вiдповiдно на iнтервалах t ∈[
a, a+b

2

]
та t ∈

[
a+b

2 , b
]
, наступнi двi

”
модельного типу“ параметризованi

задачi (29)–(30) та (31)–(32):

dx

dt
= f (t, x) , t ∈

[
a,
a+ b

2

]
, x(a) = z, (29)

dx

dt
= f (t, x) , t ∈

[
a,
a+ b

2

]
, x

(
a+ b

2

)
= λ, (30)

та
dy

dt
= f (t, y) , t ∈

[
a+ b

2
, b

]
, y

(
a+ b

2

)
= λ, (31)

dy

dt
= f (t, y) , t ∈

[
a+ b

2
, b

]
, y (b) = η, (32)

кожна з яких складається з двох задач Кошi, де z, λ, η ∈ Rn вважаються
параметрами. Зауважимо, що довжина iнтервалу в задачах (29)–(30) та
(31)–(32) є b−a

2 в протилежнiсть b−a у випадку вихiдної задачi(26), (27).
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Отже, ми пропонуємо замiсть IКЗ (26), (27) дослiджувати спочатку
окремо двi допомiжнi модельнi задачi (29)–(30) та (31)–(32). Для цього
побудуємо пiдходящi iтерацiйнi процеси вiдповiдно за формулами:

x0 (t, z, λ) = z +
2(t− a)

b− a
[λ− z] =

[
1− 2(t− a)

b− a

]
z +

2(t− a)

b− a
λ,

xm (t, z, λ) = z +

t∫
a

f (s, xm−1 (s, z, λ)) ds− (33)

−2(t− a)

b− a

a+b
2∫

a

f (s, xm−1 (s, z, λ)) ds+
2(t− a)

b− a
[λ− z] , t ∈

[
a,
a+ b

2

]
,

y0 (t, λ, η) = λ+
2t− a− b
b− a

[η − λ] =

[
1− 2t− a− b

b− a

]
λ+

2t− a− b
b− a

η,

ym (t, λ, η) = λ+

t∫
a+b
2

f (s, ym−1 (s, λ, η)) ds− (34)

−2t− a− b
b− a

b∫
a+b
2

f (s, xm−1 (s, λ, η)) ds+
2t− a− b
b− a

[η − λ] , t ∈
[
a+ b

2
, b

]
для всiх m = 1, 2, ..., z ∈ Rn λ ∈ Rn i η ∈ Rn .

Для послiдовностей (33), (34) доведенi аналоги Теореми 3.1 про рiв-
номiрну збiжнiсь для всiх (z, λ) ∈ Da ×Da+b

2
, (λ, η) ∈ Da+b

2
×Db,

x∞ (t, z, λ) = lim
m→∞

xm(t, z, λ), y∞ (t, λ, η) = lim
m→∞

ym(t, λ, η).

Теорема 5.3. Нехай виконуються умови Теорем (в дисертацiї Тео-
реми 5.1, 5.2), якi забезпечують рiвномiрну збiжнiсть послiдовностей
(33), (34).

Тодi:
1. Функцiя

u∞(t, z, λ, η) =

{
x∞ (t, z, λ) , якщо t ∈

[
a, a+b

2

]
y∞ (t, λ, η) , якщо t ∈

[
a+b

2 , b
] (35)

є неперервно диференцiйовним розв’язком IКЗ (26), (27) тодi i тiльки
тодi, коли трiйка векторiв (z, λ, η) задовольняє систему 3n алгебраїч-
них рiвнянь



16

∆(z, λ) = λ− z −

a+b
2∫

a

f(s, x∞ (s, z, λ))ds = 0,

H(λ, η) = η − λ−
b∫

a+b
2

f(s, y∞ (s, λ, η))ds = 0,

P (z, λ, η) =

a+b
2∫

a

g (s, x∞ (s, z, λ)) ds+

b∫
a+b
2

g (s, y∞ (s, λ, η)) ds− d = 0.

2. Для будь-якого розв’язку U(·) задачi(26), (27) з властивiстю(
U (a) , U

(
a+ b

2

)
, U(b)

)
∈ Da ×Da+b

2
×Db,

iснує така трiйка векторiв (z0, λ0, η0), що U(·) = u∞(t, z0, λ0, η0), де
функцiя u∞(t, z0, λ0, η0) задана згiдно (35).

Показано, якщо вiдрiзок iнтегрування [a, b] подiлити, наприклад, рiв-
номiрним кроком h на N пiдiнтервалiв [a, a+ h] , [a+ h, a+ 2h] , ...,
[a+ (N − 1)h, a+Nh], легко побудувати N простих модельних параме-
тризованих задач на цих пiдiнтервалах. Їх дослiдження показує, що умо-
ви збiжностi модельних послiдовностей можна покращити рiвно в N ра-
зiв. Ця технiка i її переваги продемонстрованi на прикладах iнтегральної
крайової задачi, в яких для виконання достатнiх умов збiжностi потрiбно
подiлити вiдрiзок iнтегрування, вiдповiдно, на два i три пiдiнтервала.

ВИСНОВКИ

В роботi основна увага придiлялася маловивченим до цих пiр задачам
для системи нелiнiйних диференцiальних рiвнянь розмiрностi n, коли
крайовi умови представленi функцiоналом або нелiнiйними iнтегралами,
якi залежать як вiд невiдомої функцiї так i її похiдної.

У дисертацiї для таких
”
не зручних“ крайових умов, на основi пара-

метризацiї, розроблений i обґрунтований унiверсальний чисельно–аналi-
тичний метод, який з успiхом може застосовуватися для дослiдження
iснування i наближеної побудови розв’язкiв загального вигляду функцiо-
нальних та iнтегральних крайових задач.

Новi результати, якi отриманi у дисертацiйнiй роботi детально опи-
санi вище в пiдроздiлi: Наукова новизна одержаних результатiв.



17

Конструктивнiсть та ефективнiсть отриманих теоретичних резуль-
татiв детально проiлюстровано на прикладах нелiнiйних iнтегральних
крайових задач з не єдиними розв’язками.

Запропонованi пiдходи можуть бути застосованi до математичного
моделювання рiзних прикладних задач науки i технiки, якi зводяться
до крайових задач для систем диференцiальних рiвнянь нормального
вигляду.

Метод легко може бути реалiзований на практицi з використанням
пакету символьної математики типу Maple.
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11. Rontó M. Reduction of integral boundary value problems to a certain
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АНОТАЦIЯ

Варга Я. В. Дослiдження розв’язкiв деяких нелiнiйних
функцiональних та iнтегральних крайових задач на основi
параметризацiї. — Рукопис.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико–матема-
тичних наук зi спецiальностi 01.01.02 — диференцiальнi рiвняння. Чер-
нiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича, Чернiвцi,
2016.

Дисертацiйна робота присвячена розробцi та математичному обгрун-
туванню оригiнального конструктивного чисельно–аналiтичного методу
дослiдження iснування та наближеної побудови розв’язкiв крайових за-
дач для систем нелiнiйних диференцiальних рiвнянь розмiрностi n з
локально лiпшицевими нелiнiйностями у випадку складних нелiнiйних
функцiональних та iнтегральних крайових умов.
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В основi метода лежить перехiд вiд заданих функцiональних чи iн-
тегральних крайових умов до параметризованих умов модельного типу,
якi мають простий вигляд початкових умов.

Для модельной параметризованої задачi побудована конструктивна
чисельно–аналiтична схема, яка базується на параметризованих послi-
довних наближеннях з покращеними характеристиками збiжностi. Вста-
новлено зв’язок мiж розв’язками модельної та вихiдної крайової задачi.
Отриманi конструктивнi достатнi та необхiднi умови розв’язностi роз-
глядуваних класiв нелiнiйних крайових задач.

Доведено, що дiленням вiдрiзка iнтегрування навпiл, в два рази мо-
жна покращити достатнi умови рiвномiрної збiжностi параметризованих
послiдовних наближень.

Ключовi слова: функцiональнi та нелiнiйнi iнтегральнi крайовi за-
дачi, параметризацiя, чисельно–аналiтичний метод послiдовних набли-
жень, абсолютно неперервний розв’язок, умови Каратеодорi, топологiчна
степiнь Брауера.

АННОТАЦИЯ

Варга Я. В. Исследование решений некоторых нелинейных
функциональных и интегральных краевых задач при помощи
параметризации. — Рукопись.

Диссертация на соискание ученой степени кандидата физико–матема-
тических наук по специальности 01.01.02. — дифференциальные уравне-
ния. Черновицкий национальный университет имени Юрия Федьковича,
Черновцы, 2016.

Диссертационная работа посвящена исследованию и математическо-
му обоснованию конструктивного численно–аналитического метода ис-
следования существования и приближенного построения решений кра-
евой задачи для систем нелинейных обыкновенных дифференциальных
уравнений размерности n с локально липшицевыми нелинейностями в
случае сложных нелинейных функциональных и интегральных краевых
условий.

В основе метода лежит переход от заданных функциональных или
интегральных краевых условий к параметризованим условиям модель-
ного типа, которые имеют простой вид начальных условий.

Для модельной параметризованной задачи построена конструктив-
ная численно–аналитическая схема, основанная на параметризованных
последовательных приближениях с улучшенными характеристиками схо-
димости. Установлена связь между решениями модельной и исходной
краевой задачи. Получены конструктивные достаточные и необходимые
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условия разрешимости рассматриваемых классов нелинейных краевых
задач.

Доказано, что делением отрезка интегрирования пополам, в два раза
можно улучшить достаточные условия равномерной сходимости пара-
метризованных последовательных приближений.

Ключевые слова: функциональные и нелинейные интегральные кра-
евые задачи, параметризация, численно–аналитический метод последо-
вательных приближений, абсолютно непрерывное решение, условия Ка-
ратеодори, топологическая степень Брауэра.

ABSTRACT

Varha J. V. Investigation of solutions of some non-linear
functional and integral boundary value problems using parametri-
zation. — Manuscript.

The thesis for obtaining the degree of Candidate of Physical and Mathema-
tical Sciences from speciality 01.01.02–Differential Equations. Yuriy Fedkovych
Chernivtsi National University, Chernivtsi, 2016.

The dissertation is devoted to elaboration and mathematical justification
of a constructive numerical–analytic approach for the solvability analysis
and approximate solution of general non-local boundary value problems with
complicated functional or integral restrictions in the case of non-linear systems
of ordinary differential equations with locally lipschitzian non-linearities.

The method based upon the reduction of the given functional or integral
boundary conditions to the parameterized model type of a very simply form
of initial ones.

It was built a constructive numerical-analytic scheme for the model type
problem, based on the parameterized successive approximations with impro-
ved uniformly convergence conditions. It was established a connection between
the solutions of model type and original problem. It were obtained a construc-
tive necessary and sufficient conditions for the solvability analysis of the
considered classes of boundary value problems.

It was established that using the interval halving the sufficient uniformly
convergence conditions can be weakened by its half.

Key words: functional and non-linear integral boundary value problems,
parameterization, numerical analytic method of successive approximations,
absolutely continuous solution, Caratheodory conditions, Brouwer’s topologi-
cal degree.






