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ПЕРЕЛIК УМОВННИХ ПОЗНАЧЕННЬ

- Для будь-якого вектора x = col(x1, ..., xn) ∈ Rn пiд абсолютною величи-
ною |x| розумiємо вектор |x| = col(|x1| , ..., |xn|) i нерiвностi ≤, ≥, <, >
мiж векторами розумiємо покомпонентно;

- Операцiї max, min, sup, inf, ess sup, ess inf над векторами також розу-
мiємо покомпонентно;

- Ik – одинична квадратна матриця розмiрностi k;

- 0k – нульова квадратна матриця розмiрностi k;

- B(z, ρ) – для будь-якого невiд’ємного вектора ρ ∈ Rn i точки z ∈ Rn є
покомпонентний векторний ρ – окiл точки z ∈ Rn:

B(z, ρ) = {ξ ∈ Rn : |ξ − z| ≤ ρ} ;

- B(Ω, ρ) – для обмеженої областi Ω ⊂ Rn i будь-якого невiдємного вектора
ρ ∈ Rn є векторний ρ – окiл областi Ω :

B(Ω, ρ) = ∪
z∈Ω

B(z, ρ);

- r(K) – спектральний радiус матрицi K;

- f ∈ Lip(K,D) – означає, що для множини D, замкнутого iнтервала
[a, b] ⊂ R, Каратеодорi функцiї f : [a, b] × D → Rn, n × n матрицi K
з невiд’ємними елементами виконуються умови Лiпшиця

|f(t, u)− f(t, v)| ≤ K |u− v|

для всiх пар {u, v} ⊂ D i майже всiх t ∈ [a, b] , a у випадку неперервної
функцiї f : [a, b]×D → Rn для всiх t ∈ [a, b] ;

- δ[a,b],D(f) – вектор, який визначається Каратеодорi функцiєю f : [a, b] ×
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D → Rn наступним чином:

δ[a,b],D(f) =
1

2

[
ess sup

(t,x)∈[a,b]×D
f(t, x)− ess inf

(t,x)∈[a,b]×D
f(t, x)

]
,

a для неперервної функцiї

δ[a,b],D(f) =
1

2

[
max

(t,x)∈[a,b]×D
f(t, x)− min

(t,x)∈[a,b]×D
f(t, x)

]
;

- ∂Ω – границя областi Ω ;

- deg(Φ,Ω, 0) – степiнь Брауера векторного поля Φ над множиною Ω вiд-
носно нуля;

- B∂Ω – спецiальне спiввiдношення мiж двома вектор-функцiями на границi
областi Ω (Див. Означення 2.3);

- � – кiнець доведення;

- КЗ – крайова задача;

- IКЗ – iнтегральна крайова задача.
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ВСТУП

Теорiя нелiнiйних крайових задач для звичайних диференцiальних рiв-
нянь є однiєю з найбiльш бурхливо розвиваючихся роздiлiв сучасної матема-
тики. Це зумовлено в першу чергу запитами практики при математичному
моделюваннi рiзних явищ i процесiв в нелiнiйних системах i середовищах фi-
зики, електротехнiки, а також необхiднiстю отримання вiдповiдей на ряд ще
не вирiшених або частково вирiшених теоретичних питань. Цi теоретичнi пи-
танння зв’язанi, в першу чергу, з розробкою конструктивних унiверсальних
методiв дослiдження iснування розв’язкiв нелiнiйних систем диференцiаль-
них рiвнянь, пiдпорядкованих загального вигляду обмеженням, якi заданi
нероздiльними лiнiйними, нелiнiйними двоточковими, багатоточковими або
функцiональними чи iнтегральними крайовими умовами.

Основною характеристикою конструктивних методiв повинна бути мо-
жливiсть з їх допомогою перевiрити практичне виконання всiх теоретичних
передумов i припущень, якi гарантують можливiсть застосування цих мето-
дiв до конкретних класiв крайових задач, i вмiти за їх допомогою доводити
розв’язок задачi до кiнцевого результату, а саме до числових значень.

Не менш важливим є розробка i строго математичне обґрунтування ефек-
тивних методiв наближеної побудови розв’язкiв таких крайових задач. Зна-
чний iнтерес представляють розробки, якi нацiленi i придатнi для одночас-
ного дослiдження розв’язностi i наближеної побудови розв’язкiв широких
класiв нелiнiйних крайових задач.

Аналiз сучасного стану методiв дослiдження крайових задач показує, що
iз iснуючого арсеналу аналiтичних, функцiонально–аналiтичних, чисельно–
аналiтичних методiв поступово найбiльш поширенi стають методи, якi вiдно-
сяться до класу чисельно–аналiтичних. Чисельно–аналiтичний метод дозво-
ляє представити шуканий розв’язок у кiнцевому результатi в аналiтичному
видi, хоча його деякi параметри чи коефiцiєнти знаходяться чисельно, шля-
хом розв’язку системи певних алгебраїчних рiвнянь.

Напевно, так званi прямi методи математичної фiзики, пiд якими розу-
мiють всi варiацiйнi i проекцiйнi методи, мають в певному сенсi чисельно-
аналiтичну структуру.
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Проте, останнiм часом найбiльш активно розвиваються такi чисельно–
аналiтичнi пiдходи, якi основанi на спецiальним чином в аналiтичному видi
побудованих послiдовних наближеннях.

Тематика дисертацiйної роботи безпосередньо пов’язана з розвитком су-
часної теорiї чисельно–аналiтичних методiв вивчення розв’язкiв нелiнiйних
крайових задач.

При цьому дослiдження проводяться в рамках пiдходiв i традицiй вiдомої
Київської школи академiка А.М. Самойленка в областi чисельно–аналiтичних
методiв, якi базуються на певним чином побудованих послiдовних наближен-
нях. Зауважимо, що цей напрямок успiшно розвивається також i за кордоном,
зокрема в Угорщинi (M. Ronto), Польщi (T. Jankowski, M. Kwapisz).

В данiй дисертацiї математично строго обґрунтований оригiнальний ме-
тод побудови чисельно–аналiтичної схеми дослiдження розв’язкiв широких
класiв нелiнiйних крайових задач. Зауважимо, що цей пiдхiд успiшно може
бути застосований, як до нелiнiйних систем диференцiальних рiвнянь з не-
перервною, локально лiпшицевою правою частиною, так i у випадку умов
Каратеодорi.

Унiверсальнiсть пiдтверджується тим, що розроблений метод може легко
застосовуватися у випадку крайових умов бiльш складного вигляду, включа-
ючи нелiнiйнi функцiональнi та iнтегральнi обмеження.

Актуальнiсть теми
При побудовi чисельно–аналiтичних схем значну роль вiдiграє вигляд за-

даних крайових умов.
Наприклад, у випадку лiнiйних нероздiлених двоточкових крайових умов

побудова пiдходящої послiдовностi суттєво ускладнюється, якщо матрицi, якi
фiгурують в умовах є виродженими. Ще бiльш складна ситуацiя виникає, ко-
ли крайовi умови є багатоточковими, нелiнiйними, або заданi деякими функ-
цiоналами чи представленi певними iнтегралами, де пiдiнтегральний вираз
нелiнiйно залежить вiд невiдомої функцiї i її похiдної.

Слiд зазначити, що в науковiй лiтературi дослiдження розв’язкiв iнтег-
ральних крайових задач проведено в окремих випадках диференцiальних рiв-
нянь i лише у випадку лiнiйних iнтегральних крайових умов. Для систем
диференцiальних рiвнянь лише в одиничних працях вивчаються iнтегральнi
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крайовi задачi чисельно–аналiтичними методами.
Дана дисертацiя покликана в деякiй мiрi заповнити цю прогалину. В нiй,

на основi параметризацiї, розроблений i обґрунтований новий чисельно–аналi-
тичний пiдхiд, який з успiхом може застосовуватися для дослiдження iсну-
вання i наближеної побудови розв’язкiв загального вигляду нелiнiйних фун-
кцiональних та iнтегральних крайових задач:

dx(t)

dt
= f(t, x(t)), t ∈ [a, b] ,

Φ(x) = d,

де Φ є вектор-функцiонал в просторi абсолютно неперервних вектор функцiй.
В основi методу лежить перехiд вiд заданих крайових умов до так званих

параметризованих унiверсальних умов модельного типу, що мають вигляд
початкових умов, якi заданi параметрично на лiвому i правому кiнцi вiдрiзку
iнтегрування

x(a) = z, x(b) = η.

Далi, для заданої системи диференцiальних рiвнянь дослiджується мо-
дельна задача, яка складається з двох допомiжних задач Кошi:

dx(t)

dt
= f(t, x(t)), t ∈ [a, b] ,

x(a) = z,

dx(t)

dt
= f(t, x(t)), t ∈ [a, b] ,

x(b) = η.

Для вивчення розв’язкiв цих двох задач Кошi, на вiдмiну вiд методу Пi-
кара, пропонується оригiнальна iтерацiйна схема, яка дозволяє дослiджувати
цi двi задачi Кошi одночасно, однiєю i тiєю ж iтерацiйною схемою i крiм того
встановити iснування їх розв’язкiв не локально, а на всьму iнтервалi [a, b].

Зауважимо, що модельну задачу в певному сенсi можна трактувати i як пе-
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ревизначену двоточкову параметризовану крайову задачу:

dx(t)

dt
= f(t, x(t)), t ∈ [a, b] ,

x(a) = z, x(b) = η.

Конкретний вигляд заданих iнтегральних або функцiональних крайових
умов береться до уваги лише при побудовi спецiальних систем алгебраїчних
рiвнянь, розв’язки яких задають чисельнi значення введених параметрiв, якi
визначають шуканi розв’язки.

Унiверсальнiсть запропонованого пiдходу дає можливiсть встановлення
необхiдних i достатнiх умов розв’язностi нелiнiйних крайових задач загаль-
ного вигляду, обґрунтовує доцiльнiсть дослiдження в цiй областi.

Зв’язок роботи з науковими планами
Теоретичнi результати дисертацiйної роботи, отриманi в рамках наукової

тематики кафедри диференцiальних рiвнянь та математичної фiзики ДВНЗ

”
Ужгородський нацiональний унiверситет“ та пов’язанi з держбюджетною
темою

”
Побудова нових модифiкацiй конструктивних методiв дослiдження

крайових задач теорiї диференцiальних та диференцiально-функцiональних
рiвнянь“, що виконувалася на кафедрi диференцiальних рiвнянь та матема-
тичної фiзики ДВНЗ

”
Ужгородський нацiональний унiверситет“ в 2013-2015

роки (номер державної реєстрацiї №0113U002366).

Мета i завдання дисертацiйної роботи
Основною метою дисертацiйної роботи є розробка та строге математичне

обґрунтування нового пiдходу параметризацiї для зведення крайових задач з
складними нелiнiйними функцiональними та iнтегральними крайовими умо-
вами до простих параметризованих задач модельного типу.

Побудова пiдходящої чисельно–аналiтичної схеми для дослiдження розв’яз-
кiв цiєї перетвореної модельної задачi i встановлення зв’язку мiж розв’язками
вихiдної та перетвореної задачi.

Отримання конструктивних необхiдних та достатнiх умов iснування розв’яз-
кiв нелiнiйних iнтегральних крайових задач.

Об’єктом дослiдження є крайовi задачi для систем нелiнiйних диферен-
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цiальних рiвнянь нормального вигляду з функцiональними та iнтегральними
крайовими обмеженнями загального вигляду.

Предметом дослiдження є обґрунтування переходу вiд крайових задач з
складними крайовими умовами до бiльш простого модельного типу. Питання
побудови пiдходящої чисельно-аналiтичної схеми для дослiдження розв’язкiв
модельної задачi. Доведення рiвномiрної збiжностi побудованої послiдовностi.
Встановлення зв’язку мiж розв’язками вихiдної та модельної задачi.

Методи дослiдження ґрунтуються на iдеях параметризацiї та конструкцi-
ях i властивостях чисельно–аналiтичних методiв, якi основанi на послiдовних
наближеннях.

У випадку перiодичних крайових задач оригiнальний чисельно–аналiтич-
ний метод був запропонований академiком А.М. Самойленком.

Спецiальнi узагальнення i модифiкацiї для рiзних типiв задач з двото-
чковими, багатоточковими лiнiйними i нелiнiйними та окремi випадки iнте-
гральних крайових умов розробленi в роботах Перестюка М.О., Ронто М.,
Kwapisz M., Jankowski T., Augustynovich А., Bainov D., Sarafova G., Hristova S.,
Мартинюк С.В., Перов А.И, Ронто А., Лаптинський В.Н., Кенжебаев К.К., Ле
Лiонг Тай, Евхута Н.А., Забрейко П.П., Щобак Н.М., Ронто В.А., Король I.I.,
Фiлiпчук М.П., Маринець К.В..

Наукова новизна одержаних результатiв
- Обґрунтовано оригiнальний ефективний пiдхiд дослiдження iснування

та наближеної побудови розв’язкiв нелiнiйних крайових задач з складними
функцiональними та iнтегральними обмеженнями.

- Запропонований простий метод переходу вiд заданих iнтегральних та
функцiональних крайових умов до параметризованої задачi модельного типу.

- Для модельної параметризованої задачi побудована оригiнальна кон-
структивна чисельно–аналiтична схема, яка основана на послiдовних набли-
женнях зi покращеними характеристиками рiвномiрної збiжностi.

- Встановлено зв’язок мiж розв’язками модельної та вихiдної крайової
задачi.

- Отриманi конструктивнi достатнi та необхiднi умови розв’язностi роз-
глядуваних класiв нелiнiйних крайових задач.
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- Показано, що дiленням вiдрiзку iнтегрування навпiл в два рази можна
покращити достатнi умови збiжностi послiдовних наближень.

- Розроблена методика легко може бути застосована до локально лiпши-
цевих систем диференцiальних рiвнянь як з неперервною, так i з правою
частиною, яка задовольняє умови Каратеодорi.

- Показана можливiсть дослiдження крайових задач з не єдиними розв’яз-
ками.

Практичне значення одержаних результатiв
Результати, що одержанi в дисертацiйнiй роботi носять як теоретичний,

так i практичний характер. Вони доповнюють попереднi дослiдження в теорiї
конструктивних методiв. Дають змогу вивчати розв’язки таких класiв кра-
йових задач з нелiнiйними функцiональними та iнтегральними крайовими
умовами, якi ранiше викликали значнi труднощi або взагалi були неможливi.

Запропонованi пiдходи можуть бути застосованi до математичного моде-
лювання рiзних прикладних задач науки i технiки, якi зводяться до крайових
задач для систем диференцiальних рiвнянь нормального вигляду.

Метод легко може бути реалiзований на практицi з використанням пакету
програм символьної математики типу Maple.

Особистий внесок здобувача
Результати дисертацiї є новими, добре апробованi i належать автору.
Публiкацiї [4, 18, 105, 109–111, 123], що вiдображають змiст роботи, на-

писанi у спiвавторствi та одноосiбно. Загальний план роботи та постановка
задач визначенi науковими керiвниками професором Ронто М.Й. та Ронто А.

Результати спiльних праць одержанi при рiвноправнiй участi всiх авторiв.
У дисертацiю включено та на захист виносяться лише результати, отри-

манi автором самостiйно.
Апробацiя результатiв дисертацiї
Основнi результати дисертацiйної роботи доповiдалися на таких мiжна-

родних семiнарах i конференцiях:
- Семiнарi iнститута математики Мiшкольцського унiверситету (Угорщи-

на, Мiшкольц, 26 лютого, 2014 р.);
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- Мiжнароднiй науковiй конференцiї
”
Szeged Dynamics Days“ (Угорщина,

28 лютого–1 березня, 2014 р.);
- Семiнарi iнститута математики унiверситета Нiредьхаза (Угорщина, Нi-

редьхаза, 16 вересня, 2014 р.);
- Науковому семiнарi iнститута математики унiверситета Оломовц (Чехiя,

Оломовц, 11 листопада, 2014 р.);
- Мiжнароднiй науковiй конференцiї

”
Conference on Differential and Diffe-

rence Equations and Applications“ (Словаччина, Ясна, 23–27 червня, 2014 р.);
- Шостiй мiжнароднiй конференцiї

”
Constructive methods for non-linear

boundary value problems“ (Угорщина, Мiшкольц, 9–12 липня, 2015 р.);
- Мiжнароднiй конференцiї

”
International conference on nonlinear operators,

Differential equations and applications“ (ICNODEA-2015) (Румунiя, Клуж-На-
пока, 14–17 липня 2015 р.);

- Мiжнароднiй науковiй школi-семiнарi
”
Питання оптимiзацiї обчислень“

(ПОО-XLII) (Україна, Закарпатська обл., смт. Чинадiйово, 21–25 вересня,
2015 р.);

- Мiжнароднiй науковiй конференцiї
”
Методика викладання та методи

дослiдження в математицi“ (Україна, Закарпатська обл., м. Берегово, 21–23
квiтня, 2016 р.);

- Мiжнароднiй науковiй конференцiї
”
Диференцiальнi рiвняння та їх засто-

сування“ (Україна, Закарпатська обл., смт. Чинадiйово, 19–21 травня, 2016р.).

Публiкацiї
За результатами дисертацiйної роботи опублiковано 7 наукових статей

[4, 18, 105, 109–111, 123] у фахових вiтчизняних та провiдних закордонних
виданнях, серед яких 5 статей [105, 109–111, 123] англомовнi.

Закордоннi публiкацiї [105, 109, 110] опублiкованi у виданнях з iмпакт-
фактором, вiдповiдно: 1.551; 0.229; 0.229. А також 7 праць надрукованi у
збiрниках тез доповiдей мiжнародних наукових форумiв [5, 6, 47, 120–122,
124].

Структура та обсяг дисертацiї
Дисертацiйна робота складається iз перелiку позначень, вступу, п’яти роз-

дiлiв, висновкiв та списку використаних джерел. Три останнi роздiли розбитi
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на пiдроздiли i мiстять основнi результати. Загальний обсяг дисертацiї стано-
вить 140 стор., основний текст — 112 стор. Робота мiстить 9 рисункiв та 130
найменувань у списку використаних джерел.

Перший роздiл присвячений огляду лiтератури. Розглянуто основнi на-
прями дослiджень в областi конструктивних методiв, якi сприяли появi суча-
сних чисельно-аналiтичних методiв. Наведено основнi проблеми i задачi, якi
дослiджувались вiтчизняними та зарубiжними математиками по темi дисер-
тацiї.

У другому роздiлi сформульовано базовi визначення та допомiжнi твер-
дження, якi використовуються при постановцi задач, обґрунтуваннi основних
результатiв. Дається означення умов Каратеодорi, якi необхiднi при дослi-
дженнi абсолютно неперервних розв’язкiв. Детально обговорюється поняття
топологiчного степеня Брауера i його основнi властивостi. Всi цi вiдомостi
потрiбнi при побудовi вiдповiдних послiдовностей, доведеннi їх збiжностi, а
також встановленнi достатнiх та необхiдних умов розв’язностi розглядуваних
класiв функцiональних та iнтегральних крайових задач.

Третiй роздiл дисертацiйної роботи присвячений дослiдженню розв’язкiв
функцiональної крайової задачi у випадку, коли права частина системи нелi-
нiйних диференцiальних рiвнянь є локально лiпшицевою та задовольняє умо-
ви Каратеодорi, а крайовi умови заданi нелiнiйним функцiоналом загального
вигляду. Пiд розв’язком задачi розумiємо абсолютно неперервну функцiю,
яка задовольняє функцiональнi крайовi умови, а задану систему диференцi-
альних рiвнянь задовольняє майже всюди на вiдрiзку iнтегрування.

Насамперед, здiйснюється перехiд вiд функцiональних крайових умов до
так званих параметризованих умов модельного типу x(a) = z, x(b) = η. Фак-
тично, модельнi умови означають, що значення невiдомого розв’язку в кiн-
цевих точках вiдрiзка iнтегрування вважаються параметрами.

Для дослiдження розв’язкiв модельної задачi, яка складається з двох за-
дач Кошi, запропоновано пiдходящу параметризовану чисельно–аналiтичну
схему, що базується на послiдовних наближеннях. Доведена рiвномiрна збi-
жнiсть побудованої параметризованої послiдовностi функцiй до граничної,
яка при певних числових значеннях параметрiв приводить до абсолютно не-
перервного розв’язку вихiдної функцiональної крайової задачi.
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Теоретичнi викладки продемонстровано на прикладi задачi з нелiнiйними
iнтегральними крайовими умовами, яка має два розв’язки.

У четвертому роздiлi розглянуто нелiнiйну задачу, пiдпорядковану нелi-
нiйним iнтегральним крайовим умовам, якi залежать як вiд невiдомої фун-
кцiї так i її похiдної. Мова iде також про абсолютно неперервний розв’язок.
Показано доцiльнiсть зведення заданої iнтегральної крайової задачi до пара-
метризованого модельного типу.

Цiкаво вiдзначити, що модельна параметризована задача має один i той
же вигляд при будь-яких заданих крайових умовах. Для вивчення перетво-
реної параметризованої задачi можна застосувати одну i ту же чисельно-
аналiтичну схему, яка орiєнтована спецiально на модельну задачу.

Встановлено зв’язок мiж розв’язками модельної та вихiдної задачi. Отри-
манi, з використанням топологiчної степенi Брауера, конструктивнi достатнi
умови розв’язностi iнтегральної крайової задачi на базi вивчення властиво-
стей так званих наближених визначальних рiвнянь, якi є алгебраїчними, скiн-
ченної розмiрностi.

Встановлено також, необхiднi умови розв’язностi, а саме отриманi нерiв-
ностi, якi необхiднi для того, щоб якась пiдмножина могла мiстити точку,
яка визначає початкове значення розв’язку. Зауважимо, що перевiрка вико-
нання цiєї нерiвностi конструктивно може бути виконана на основi побудова-
ної послiдовностi функцiй та властивостей правої частини диференцiальних
рiвнянь i функцiй, що фiгурують в крайових умовах. Одержанi теоретичнi
результати апробовано на прикладi з нелiнiйними iнтегральними крайовими
умовами, що залежать як вiд невiдомої функцiї, так i її похiдної. Показано
iснування двох розв’язкiв.

У п’ятому роздiлi вивчається нелiнiйна iнтегральна крайова задача, яка
розглядалася в попередньому роздiлi. Показано, що у тих випадках коли не
виконуються достатнi умови збiжностi для модельної параметризованої по-
слiдовностi функцiй, а саме коли найбiльше власне значення певної матрицi,
що визначається локальними умовами Лiпшиця, бiльше за одиницю, тодi до-
цiльно застосовувати технiку дiлення вiдрiзку iнтегрування на пiдiнтервали.

Так, у випадку дiлення вiдрiзку iнтегрування [a, b] навпiл, вихiдна нелi-
нiйна iнтегральна крайова задача зводиться до двох модельних параметри-
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зованих задач, якi визначенi i вивчаються вiдповiдно на вiдрiзках
[
a, b+a2

]
та[

b+a
2 , b

]
.

Просто будуються двi модельнi параметризованi послiдовностi. Доводи-
ться їх рiвномiрна збiжнiсть. Встановлюється зв’язок розв’язкiв модельних
задач з розв’язком вихiдної iнтегральної задачi.

Доведено, що у випадку дiлення вiдрiзку iнтегрування навпiл в два раза
вдається покращити достатнi умови збiжностi побудованих послiдовностей.

Показано, якщо вiдрiзок iнтегрування [a, b] подiлити, наприклад, з рiвно-
мiрним кроком h наN пiдiнтервалiв [a, a+ h] , [a+ h, a+ 2h] , ..., [a+ (N − 1)h ,

a+Nh], легко побудувати N простих модельних параметризованих задач на
цих пiдiнтервалах. Їх дослiдження показує, що умови збiжностi модельних
послiдовностей можна покращити в N разiв.

Цей метод i його переваги продемонстрованi на прикладах iнтегральних
крайових задач, в яких для виконання достатнiх умов збiжностi потрiбно
подiлити вiдрiзок iнтегрування, вiдповiдно на два i три пiдiнтервала.

Автор дисертацiї висловлює щиру подяку науковим керiвникам
доктору фiзико–математичних наук, професоровi Ронто Миколi Йо-
сиповичу та доктору фiзико–математичних наук Ронто АндрiюМи-
колайовичу за постановку розглянутих у дисертацiї проблем, пос-
тiйну увагу та пiдтримку у роботi.
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Роздiл 1

ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ ЗА ТЕМОЮ ДИСЕРТАЦIЇ

Однiєю з основних задач теорiї диференцiальних рiвнянь є дослiджен-
ня питань iснування, єдиностi, багатозначностi, додатностi та побудова на-
ближених розв’язкiв систем нелiнiйних звичайних диференцiальних рiвнянь,
пiдпорядкованих заданим крайовим умовам [1, 2, 7, 11, 16, 32, 41, 130].

Фундаментальнi результати в теорiї нелiнiйних сингулярних диференцi-
альних рiвнянь з функцiональними, двох- i багатоточковими крайовими умо-
вами викладенi в вiдомих монографiях та працях I.Т. Кiгурадзе [10–12].

Важливi та цiкавi результати отриманi для нелокальних крайових за-
дач на основi узагальнено обернених операторiв Бойчуком О.А. [1–3, 55], з
використанням асимптотичної декомпозицiї та апроксимацiї Черевко I. М.
[59, 67, 79], на основi усереднення Бiгун Я.Й. [53, 54, 62, 126, 129], а з викори-
станням теорiї багаточастотних коливань Петришин Р.I. [66, 128]. Iнтерес до
теорiї крайових задач обумовлений важливiстю їх практичного застосування
i необхiднiстю одержання вiдповiдей на ряд ще не розв’язаних або частково
розв’язаних теоретичних питань [7, 33, 37, 38, 48, 65, 74, 80, 82, 107, 127].

Звичайно, що рiзновид крайових задач визначається як видом i типом
диференцiальних рiвнянь так i формою крайових умов. Наприклад, скалярне
рiвняння другого порядку

d2x(t)

dt2
= f

(
t, x,

dx(t)

dt

)
, t ∈ [a, b] ⊂ R, x ∈ R

найчастiше [63, 64] на практицi вивчається при крайових умовах Дiрiхле

x(a) = 0, x(b) = 0.

Система нелiнiйних диференцiальних рiвнянь нормального вигляду

dx(t)

dt
= f(t, x(t)), t ∈ [a, b] ⊂ R, x, f ∈ Rn (1.1)

може розглядатися при досить рiзномаiтних крайових умовах. Найбiльш ти-
повi види крайових умов наступнi:
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перiодичнi
x(a) = x(b) ;

двоточковi лiнiйнi нероздiльнi

A x(a) + Cx(b) = d, (1.2)

де A,C ∈ Rn×n, d ∈ Rn;

багатоточковi лiнiйнi
m∑
j=0

Bjx(tj) = d, (1.3)

де Bj ∈ Rn×n, d ∈ Rn, a = t0 < t1 < ... < tm = b;

умови, якi залежать вiд одного або декiлькох скалярних керуючих пара-
метрiв λ1, λ2, наприклад такого вигляду

A x(a) + λ1Cx(b) = d, x1(a) = x1a, n ≥ 2,

λ1A x(a) + Cx(λ2) = d, x1(a) = x1a, x2(a) = x2a, n ≥ 3,

λ1A x(a) + λ2Cx(b) = d, x1(a) = x1a, x2(a) = x2a, n ≥ 3;

обмеження, задане лiнiйним функцiоналом

l(x) = d, l : C1(a, b)→ Rn (1.4)

або iнтегралом Стiлтьєса ∫ b

a

[dΦ(t)]x(t) = c;

двоточковi нелiнiйнi

g(x(a), x(b)) = d, g : D ×D → Rn, D ⊂ Rn ; (1.5)

багатоточковi нелiнiйнi

g(x(a), x(t1), ..., x(tm), x(b)) = d, a < t1 < t2 < ... < tm < b, g : Dm+2 → Rn ;
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умови вигляду Кошi-Нiколеттi

xi(ti) = di, i = 1, 2, ..., n, a = t1 ≤ t2 ≤ .... ≤ tn = b ;

iнтерполяцiйного вигляду

xj(ti) = di, i = 1, 2, ..., n, j ∈ {1, 2, ..., n} , a = t1 < t2 < .... < tn = b;

рiзнi лiнiйнi та нелiнiйнi iнтегральнi крайовi умови

Ax(a) +

b∫
a

B(s)x(s)ds+ Cx(b) = d,

g

x(a),

b∫
a

B(s)x(s)ds, x(b)

 = d,

b∫
a

g(s, x(s))ds = d,

b∫
a

[
g(s, x(s)) + h

(
s,
dx(s)

ds

)]
ds = d,

g

x(a), x(b),

c∫
a

B(s)x(s)ds,

 = d, a < c ≤ b,

b∫
a

g(t, x(t), x
′
(t))dt = d.

При вищезгаданих крайових умовах в останнi роки починають вивчати також
розв’язки рiвнянь бiльш загального вигляду нiж (1.1), наприклад диферен-
цiальнi рiвняння, якi частково розв’язнi вiдносно похiдної, функцiонально–
диференцiальнi рiвняння, алгебро–диференцiальнi рiвняння.

Зрозумiло, чим складнiша задана система рiвнянь i тип крайових умов
тим важче пiддаються конструктивному дослiдженню розв’язки таких кра-
йових задач. Пiд дослiдженням розв’язкiв ми розумiємо встановлення його
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(чи їх) iснування та обґрунтування ефективних методiв їх наближеної побу-
дови.

Аналiз наукової лiтератури показує, що поступово все частiше для дослi-
дження розв’язкiв крайових задач застосовуються методи, що вiдносяться до
класу так званих чисельно-аналiтичних.

Методи цiєї групи характеризуються тим, що на основi заданої системи ди-
ференцiальних рiвнянь i крайових умов в аналiтичнiй формi будується спецi-
альна послiдовнiсть функцiй {xm (t, z)}∞m=0, яка мiстить вiдповiдну кiлькiсть
невiдомих параметрiв z. При природнiх умовах встановлюється рiвномiрна
збiжнiсть цiєї послiдовностi до деякої граничної параметризованої функцiї
x∞ (t, z). А чисельнi значення параметрiв z при яких гранична параметри-
зована функцiя породжує розв’язок (або розв’язки) заданої крайової задачi
отримуються як коренi вiдповiдної, так званої

”
системи визначальних рiв-

нянь“ ∆(z) = 0, якi є алгебраїчними чи трансциндентними, в залежностi вiд
вигляду нелiнiйностi, що фiгурує в правiй частинi заданої системи диферен-
цiальних рiвнянь.

Вивчаючи розв’язнiсть
”
системи визначальних рiвнянь“ або його вiдпо-

вiдного наближення ∆m(z) = 0 вдається зробити висновок про iснування
розв’язку (розв’язкiв) заданої крайової задачi.

Таким чином, методи цiєї групи дають можливiсть одночасно зробити ви-
сновок про iснування розв’язку (розв’язкiв) i побудувати наближений розв’я-
зок в аналiтичному видi.

Як слiдує з монографiй [37, 41, 107] найбiльш просто реалiзувати такий
пiдхiд у випадку, коли (1.1) розглядається при лiнiйних крайових умовах,
наприклад вигляду (1.2) або (1.3) або (1.4).

А чисельнi методи [49, 72], при вiдповiдних умовах гладкостi правої части-
ни заданої системи диференцiальних рiвнянь, виходячи з iснування розв’язку
дають лише алгоритм для його наближеної побудови.

Зауважимо, що першi розробки по чисельно–аналiтичним методам, якi
основанi на послiдовних наближеннях, беруть свiй початок з теорiї коливань
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при вивченнi перiодичної крайової задачi

dx(t)

dt
= f(t, x), t ∈ [0, T ] , x, f ∈ Rn, f(t, x) = f(t+ T, x), (1.6)

x(0) = x(T )

у працях L. Cesari [56–58], J. Hale [46] A. M. Самойленка [39, 40].
Так в методi Cesari-Hale для слаболiнiйних систем диференцiальних рiв-

нянь у випадку перiодичної крайової задачi (1.6) робляться наступнi припу-
щення [22]:

H1. Функцiя f(t, x) = col(f1(t, x), ..., fn(t, x)) визначена, неперервна i T -
перiодична по t в областi (t, x) ∈ R×D, де D – задана пiдобласть Rn,

H2. Функцiя |f(t, x)| := col(|f1(t, x)| , ..., |fn(t, x)|) в областi визначення
обмежена вектором M з невiд’ємними компонентами i f ∈ Lip(K,D),

H3. Множина

Dβ := {x ∈ Rn : S (x, β) ⊂ D} 6= �,

тобто множина точок x ∈ Rn, якi мiстяться в D разом з своїм β := T
2M –

околом, непорожня,
H4. T · r(K) < q, де q–певна константа.
Метод базується на використаннi послiдовностi T−перiодичних функцiй,

що залежать вiд параметра z ∈ Rn i якi визначенi рекурентним спiввiдноше-
нням

xm (t, z) = z +

t∫
ξm−1

f (s, xm−1 (s, z)) ds− t

T

T∫
0

f (s, xm−1 (s, z)) ds, m = 1, 2, ...,

(1.7)
x0 (t, z) = z,

де вектор ξm−1 вибирається на кожному кроцi так, щоб iнтегральне середнє

1

T

T∫
0

f (s, xm−1 (s, z)) ds = z. (1.8)
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Зауважимо, щоб у (1.7) компоненти вектора ξm−1 задають нижнi границi iн-
тегрування для вiдповiдних компонент вектора f(t, x) i iснування таких се-
реднiх з властивiстю (1.8) доведено на ст. 51 в [46].

Теорема 8 ([22], cт. 111) у редакцiї авторiв мiстить основнi твердження
Теорем 6.1 i 6.2 iз [46] про збiжнiсть послiдовностi (1.7) i властивостях його
граничної функцiї у випадку, коли в H4 q = 2.

Для дослiдження T– перiодичних розв’язкiв iстотно нелiнiйних систем
рiвнянь використовується метод Cesari [56]. Суть метода викладена в книгах
[46, 125], а також в статтi H. Knobloch [73].

В методi Cesari параметрами являються не z ∈ Rn, a (2m+ 1)×n-вимiрнi
вектора

(a0, a1,b1,..., am,bm) = a,

якi визначають початкову функцiю

x0 (t, a) = a0 +
m∑
k=1

(
ak cos

2πk

T
t+ bk sin

2πk

T
t

)

i послiдовнi наближення

xm+1 (t, a) = x0 (t, a) + [I − Pm]Lfxm,m = 0, 1, 2, ..., (1.9)

де

[Pmy](t) =
m∑
k=1

(
Ak cos

2πk

T
t+Bk sin

2πk

T
t

)
є початковий вiдрiзок ряду Фур’є функцiї y(t),

[Lfx](t) =

t∫
0

f (s, x (s)) ds− t

T

T∫
0

f (s, x (s)) ds

i
fx(t) = f(t, x(t))

оператор Немицького, породжений функцiєю f(t, x).
В статтi [73] встановленi умови, при яких iтерацiйний процес (1.9) коре-
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ктно визначений i рiвномiрно збiгається в просторi неперервних T– перiоди-
чних вектор-функцiй.

Дж. Хейл ([46], ст. 131) вiдзначає крайню складнiсть вивчення граничної
функцiї послiдовностi (1.9) i дослiдження вiдповiдної системи

”
визначальних

алгебраїчних рiвнянь“.
Проте, цi роботи в значнiй мiрi стимулювали появу нових, ефективних,

бiльш простих методiв дослiдження iснування i наближеної побудови T– перiо-
дичних розв’язкiв неавтономних систем (1.6).

Однiєю з таких розробок є чисельно-аналiтичний метод запропонований
A.M. Самойленком [39, 40], який отримав згодом назву

”
чисельно–аналiтичний

метод послiдовних перiодичних наближень“ або
”
чисельно-аналiтичний метод

A.M. Самойленко“.
В цьому методi для дослiдження розв’язкiв T– перiодичної крайової задачi

(1.6) вводитися в розгляд бiльш проста послiдовнiсть параметризованих T–
перiодичних функцiй вигляду

xm (t, z) = z +

t∫
0

f (s, xm−1 (s, z)) ds−

− t

T

T∫
0

f (s, xm−1 (s, z)) ds,m = 1, 2, ..., (1.10)

x0 (t, z) = z.

При припущеннях H1-H4, для рiзних значень q в статтях [39, 40], а також
в монографiї A. M. Самойленка i Н. И. Ронто [38, 107], A. Ronto, M. Ronto
[100], дається обґрунтування рiвномiрної збiжностi послiдовностi (1.10) до
деякої параметризованої граничної функцiї

x∞(t, z) = lim
m→∞

xm(t, z), (1.11)

що належить областi D. Показано, що (1.11) буде T−перiодичним розв’язком
(1.6) в областiD тодi i тiльки тодi, коли параметр z ∈ Rn зодовольняє систему
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”
визначальних рiвнянь“

∆(z) =

T∫
0

f(s, x∞(s, z))ds = 0.

Зауважимо, що ряд математикiв рiзними пiдходами займалися полiпшенням
константи q в умовi H4:

-1965 р. A. M. Самойленко в роботах [39, 40], q ≈ 3.1;

-1976 р. A. M. Самойленко i Н. И. Ронто [37, 38], q = π;

-1982 р. A. M. Самойленко i В. Н. Лаптинський [36], q = 3.416...;

-1985 р. Н. A. Евхута i П. П. Забрейко [8, 9], q = 3.416...;

-1985 р. Е. П. Трофiмчук [45], q = 3.416...;

-1992 р. M. Kwapisz [76], q =
√

10 ≈ 3.1622;

-1996 р. M. Ронто i Й. Месарош [21], q = 10
3 ;

-2001 р. A. N. Ronto, M. Ronto, A. M. Samoilenko, S. I. Trofimchuk [95],
q = 3.4161306...;

В останнiй роботi показано, що максимальне значення q = q∞, при якому
iтерацiйний процес збiгається дається найменшим додатнiм коренем рiвняння

1

q∞
=

1/2∫
0

eτ(τ−1)q∞dτ.

-2003 р. A.M. Самойленко [35] показав i обчислив непокращуване значення
q = 3.4161306263927879... .

-2012 р. A. Ronto, M. Ronto [96], A. Ronto, M. Ronto, N. Shchobak [97, 98],
M. Ronto, Y. Varha [109], q = 20

3 .

Питання збiжностi методу послiдовних перiодичних наближень (1.10) i
деякi модифiкацiї дослiджуються i в роботах Евхути Н. A., Забрейко П. П.
[8, 9, 60], Kwapisz M. [75, 76], Bainov D. D., Sarafova G. H. [51], Перова A. И.
[15], Ronto A., Ronto M. [94], Ronto M., Mészáros J. [21], Ronto A. [85] Ronto A.,
Ronto M., Samoilenko A. M., Trofimchuk S. I. [95], Самойленка A. M., Рон-
то Н. И. [38] .

Mетод послiдовних перiодичних наближень стимулював появу нових чи-
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сельно–аналiтичних методiв дослiдження розв’язкiв нелiнiйних систем ди-
ференцiальних рiвнянь (1.6) у випадку неперiодичних, а загального вигляду
крайових умов. Огляд цих узагальнень i нових розробок можна знайти в серiї
статей Н. И. Ронто, A. M. Самойленко i С. И. Tрофимчук [22–28].

В роботi A. M. Самойленка, В. A. Ронто [42] була вперше обґрунтована
пiдходяща чисельно–аналiтична схема для дослiдження розв’язкiв системи
(1.1) не при перiодичних, а при лiнiйних двоточкових крайових умовах (1.2).
Проте, аналiз двоточкової крайової задачi (1.1), (1.2), a згодом багатоточкової
задачi (1.1), (1.3) показав їх ряд специфiчних особливостей.

Показано, що якщо detC 6= 0, то дослiдження розв’язкiв крайової за-
дачi (1.1), (1.2) можна здiйснити на основi послiдовностi параметризованих
функцiй {xm (t, z)}∞m=0 вигляду

xm (t, z) = z +

t∫
a

f (s, xm−1 (s, z)) ds− t− a
b− a

b∫
a

f (s, xm−1 (s, z)) ds+

+
t− a
b− a

[
C−1d− (C−1A+ I) z

]
,m = 1, 2, ..., x0 (t, z) = z

при умовi, що в спiввiдношеннi H3

β =
T

2
M +

∣∣C−1d− (C−1A+ I) z
∣∣ .

В монографiї A. M. Самойленка i Н. И. Ронто [37, 41] та M. Ronto, A. M. Samoi-
lenko [107] показана залежнiсть вигляду послiдовних наближень вiд типу кра-
йових умов.

Так, в статтi A. Ronto [83] пiдходяща послiдовнiсть функцiй i вiдповiдний
iтерацiйний процес для крайової задачi (1.1), (1.2) був побудований при умовi

det(AK1 + CK2) 6= 0

у якiй K1, K2 спецiальним чином пiдiбранi n× n матрицi.
Зрозумiло, що двоточкова задача (1.1), (1.5), де нелiнiйними є як система

диференцiальних рiвнянь, так i крайовi умови уже вимагає iнших пiдходiв. У
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роботi [34] задача (1.1), (1.5) за допомогою замiни змiнних загального вигляду

x(t) = y(t) + h(t, η), (1.12)

зводиться в кiнцевому рахунку до крайової задачi

dy

dt
= f(t, y + h(t, u))− ∂h(t, η)

∂t
, (1.13)

Ay(a) + Cy(b) = 0, (1.14)

де функцiя h визначена, неперервна i неперервно диференцiйовна в деякiй
областi

(t, η) ∈ [a, b]×D1, D1 ⊂ Rn,

η – n-вимiрний параметр, A i C деякi фiксованi сталi n× n матрицi, такi що
detC 6= 0. Розв’язок задачi (1.13), (1.14), у якої крайовi умови уже лiнiйнi,
дослiджується з використанням рекурентної параметризованої послiдовностi

ym(t, z, η) = z +

t∫
a

[
f (s, ym−1 (s, z, η) + h (s, η))− ∂h(s, η)

∂s

]
ds− (1.15)

− t− a
b− a

b∫
a

[
f (s, ym−1 (s, z, η) + h (s, η))− ∂h(s, η)

∂s

]
ds+

t− a
b− a

[
C−1A+ In

]
z,

y0(z, η) = z, m = 1, 2, .....

Гранична функцiя y∞(t, z, η) послiдовностi (1.15) визначає розв’язок вихiдної
крайової задачi (1.1), (1.5)

x∞(t) = y∞(t, z, η) + h(t, η)

тодi i тiльки тодi, коли n-вимiрнi векторнi параметри η i z є розв’язками

”
визначальної системи“ алгебраїчних рiвнянь

g (z + h(a, η), y(T ) + h(T, η)) = 0,
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[
C−1A+ In

]
z −

b∫
a

[
f (s, ym−1 (s, z, η) + h (s, η))− ∂h(s, η)

∂s

]
ds = 0.

Зрозумiло, що для забезпечення збiжностi послiдовностi (1.15) вiдповiднi умо-
ви доводиться припускати вже на праву частину системи (1.13), a не на по-
чаткову (1.1), що бiльш незручно.

В статтi A. Ronto, M. Ronto [91] у випадку крайової задачi (1.1), (1.5)
замiсть (1.12) запропоновано використовувати бiльш просту замiну змiнних
вигляду

y(t) = x(t) + η, (1.16)

де η – n-вимiрний параметр. За допомогою (1.16) задача (1.1), (1.2) перетво-
риться в наступну:

dy

dt
= f(t, y + η),

Ay(a) + Cy(b) = 0,

де A i C довiльнi n× n матрицi такi, що detC 6= 0.

Використовуючи iтерацiйну схему

ym(t, z, η) = z +

t∫
a

f(s, ym−1(s, z, η))ds− (1.17)

− t− a
b− a

b∫
a

f(s, ym−1 (s, z, η))ds+
t− a
b− a

[
C−1A+ In

]
z,

показано, що функцiя

x∞(t, z, η) = y∞(t, z, η) + η,

де y∞(t, z, η) рiвномiрна границя послiдовностi (1.17) беду розв’язком вихi-
дної крайової задачi (1.1), (1.2) в областi D тодi i тiльки тодi, коли параметри
z i η задовiльняють

”
визначальну систему“ алгебраїчних рiвнянь

[
C−1A+ In

]
z −

b∫
a

f(s, y∞ (s, z, η) + η)ds = 0,
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g(z + η,−C−1A z + η) = 0.

Зауважимо, що пiдхiд запропонований в [91] забезпечує можливiсть пере-
вiряти умови збiжностi послiдовностi (1.17) безпосередньо на праву частину
системи (1.1).

Слiд зазначити, що технiка аналiзованого тут чисельно–аналiтичного ме-
тоду послiдовних наближень i його рiзноманiтнi модифiкацiї з успiхом засто-
совувались i розвивалися при дослiдженнi рiзного вигляду крайових задач
з багатоточковими лiнiйними та нелiнiйними крайовими умовами в роботах
Перестюка Н. A. i Ронто A. Н. [19, 81], Ronto M., Schobak N. [112, 117, 118],
Ronto A., Ronto M., Schobak N. [20, 97, 98], Ronto M. [29, 30, 106, 108, 113, 114],
Ронто Н. И., Короля И. И. [31], Ronto A. [83, 84, 89], Самойленка A. M., Рон-
то Н. И. [43], Самойленка A. M., Ронто Н. И., Ронто В. А. [44] Ronto A.,
Ronto M. [86, 91, 96], Ronto M., Samoilenko A. M. [107], T. Jankowski [68–71],
Ronto M., Marynets К. [115, 116], Ronto A., Ronto M., Holubova G., Necesal P.
[101], Короля I. I., Перестюка Н. О. [14], Kороля I. I. [13], Marynets K. [17, 78],
Маринець К., Варга Я. [18].

Метод успiшно застосовується i розвивається також у випадку крайо-
вих задач для функцiонально–диференцiальних рiвнянь в статтях Ronto A.,
Ronto M. [87, 88, 92, 99, 103], Ronto A., Ronto M., Shchobak N. [102], Augusti-
nowicz А., Kwapisz M. [50].

Слiд зазначити, що лiтература по крайовим задачам для систем дифе-
ренцiальних рiвнянь вигляду (1.1) у випадку iнтегральних умов не дуже об-
ширна. Вивчаються тiльки задачi у часткових випадках, наприклад [52, 77].
Лише в роботi Ronto M., Marynets K. [119] дослiджується iнтегральна крайова
задача на [0, T ] загального вигляду

dx(t)

dt
= f(t, x(t)), t ∈ [0, T ] , x, f ∈ Rn, (1.18)

Ax(0) +

T∫
0

B(s)x(s)ds+ Cx(T ) = d, (1.19)
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з виродженою матрицею C спецiальної структури

C =

[
C11 C12

C21 On−p

]
, detC11 6= 0

де det(In−p − C21C
−1
11 C12) 6= 0.

Використовуючи певну технiку параметризацiї, iнтегральнi крайовi умови
перетворюються в параметризованi лiнiйнi двоточковi, вигляду

Ax(0) + C1x(T ) = d− λ− η, (1.20)

де

C1 =

[
C11 C12

C21 In−p

]
detC1 6= 0,

λ =

T∫
0

B(s)x(s)ds = col (λ1, λ2, ..., λn) ,

η = col(0, 0, ..., 0, ηp+1, ..., ηn).

Далi, для дослiдження розв’язку перетвореної крайової задачi (1.18), (1.20)
будується послiдовнiсть функцiй типу (1.17), а потiм через розв’язок вiдпо-
вiдної

”
визначальної системи“ алгебраїчних рiвнянь робиться повернення до

розв’язку (розв’язкiв) вихiдної iнтегральної крайової задачi (1.18), (1.19).
Зауважимо, що права частина системи диференцiальних рiвнянь (1.1) в

усiх згаданих вище роботах була визначена, неперервна i локально лiпшицева
по другiй змiннiй в обмеженiй областi

(t, x) ∈ [a, b]×D,

деD ⊂ Rn вiдкрита обмежена область (виняток становлять роботи T. Jankow-
ski, де виконання цих умов вимагалось у всьому просторi Rn).

I ставилася задача дослiдження iснування i наближеної побудови таких
неперервно диференцiйовних розв’язкiв, якi належать областi D. При цьому
передбачалося iснування такої непорожньої пiдмножини Dβ ⊂ D, всi точки
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якої мiстяться в областi D разом зi своїм певним векторним β-околом, що
залежить вiд f(t, x) i заданих крайових умов. При цьому початковi значе-
ння всiх можливих розв’язкiв належать множинi Dβ, a розв’язки належать
областi D.

В 2015 р. у роботi Ronto A., Ronto M., Varha J. [105] для дослiдження iсну-
вання i наближеного знаходження розв’язку, у випадку нелокальної крайової
задачi загального вигляду

dx(t)

dt
= f(t, x(t)), t ∈ [a, b] , (1.21)

Φ(x) = 0, (1.22)

де Φ : C([a, b] ,Rn) → Rn заданий функцiонал (можливо нелiнiйний), f :

[a, b] × Rn → Rn функцiя, що задовiльняє умови Каратеодорi в певнiй обме-
женiй областi, d− заданий вектор, був запропонований новий бiльш ефектив-
ний i конструктивний чисельно–аналiтичний метод. Пiд розв’язком крайової
задачi (1.21), (1.22) розумiється така абсолютно неперервна функцiя з власти-
вiстю (1.22), яка задовольняє на вiдрiзку [a, b] рiвняння (1.21) майже всюди.

Вихiдними являються двi опуклi обмеженi областi Da, Db ⊂ Rn i цiкави-
мося такими розв’язками, значення яких в точках t = a i t = b належать
множинам Da i Db, вiдповiдно. Будується опукла множина точок

Da,b = (1− θ)z + θη, z ∈ Da, η ∈ Db, θ ∈ [0, 1]

i ї ї покомпонентний векторний ρ – окiл

D = B (Da,b, ρ) , (1.23)

причому, вектор ρ в (1.23) вибирається таким, щоб виконувалась нерiвнiсть

ρ ≥ b− a
2
· δ[a,b],D(f), (1.24)

де

δ[a,b],D(f) =
1

2

[
ess sup

(t,x)∈[a,b]×D
f(t, x)− ess inf

(t,x)∈[a,b]×D
f(t, x)

]
. (1.25)
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Локальна лiпшицевiсть f(t, x) в (1.21) передбачається в областi D, яка ви-
значена в (1.23).

Далi, за допомогою параметризацiї замiсть заданих крайових умов (1.22)
вводяться в розгляд

”
модельнi умови“ , якi складаються з двох початкових

умов
x(a) = z, x(b) = η,

де
z = col(z1, ..., zn), η = col(η1, ..., ηn)

i замiсть (1.21), (1.22) дослiджується бiльш проста
”
модельна“ задача, яка

складається з двох допомiжних задач Кошi:

dx(t)

dt
= f(t, x(t)), t ∈ [a, b] ,

x(a) = z,

dx(t)

dt
= f(t, x(t)), t ∈ [a, b] ,

x(b) = η.

Для вивчення розв’язкiв модельної задачi використовується наступна па-
раметризована послiдовнiсть функцiй, яка визначена на вiдрiзку t ∈ [a, b] :

x0 (t, z, η) = z +
t− a
b− a

[η − z] =

[
1− t− a

b− a

]
z +

t− a
b− a

η, t ∈ [a, b] ,

xm (t, z, η) = z +

t∫
a

f (s, xm−1 (s, z, η)) ds−

− t− a
b− a

b∫
a

f (s, xm−1 (s, z, η)) ds+
t− a
b− a

[η − z] , t ∈ [a, b] ,m = 1, 2, .... (1.26)

Найденi простi умови збiжностi послiдовностi (1.26) до деякої абсолютно не-
перервної параметризованої функцiї x∞(t, z, η). Показано, що гранична фун-
кцiя буде розв’язком задачi (1.21), (1.22) тодi i тiльки тодi, коли параметри z
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i η задовiльняють наступну систему
”
визначальних“ алгебраїчних рiвнянь

η − z −
b∫

a

f (s, x∞ (s, z, η)) ds = 0, (1.27)

Φ(x∞ (·, z, η)) = 0. (1.28)

Таким чином, у випадку будь-яких коректно поставлених лiнiйних, не-
лiнiйних багатоточкових, iнтегральних або функцiональних крайових умов
завжди використовується послiдовнiсть функцiй одного i того же вигляду
(1.26). А конкретний вигляд крайових умов слiд врахувати лише в (1.28).

Такий пiдхiд успiшно застосовується в роботах Ronto M., Varha Y [109,
110, 123], Ronto M., Varha Y., Marynets K. [111].

Висновки до першого роздiлу

Проведений аналiз основних наукових напрямкiв i публiкацiй по чисельно–
аналiтичним методам дослiдження питань iснування i наближеної побудови
розв’язкiв нелiнiйних крайових задач у випадку рiзноманiтних типiв багато-
точкових i функцiональних крайових умов.

Детально аналiзуються можливостi i складностi застосування ряду вiдо-
мих методiв iз публiкацiй вiтчизняних i зарубiжних авторiв для дослiдження
розв’язкiв рiзних класiв нелiнiйних крайових задач.

Дана дисертацiя нацiлена на поповнення i розвиток серiї цих дослiджень
з особливою увагою на конструктивнiсть результатiв.
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Роздiл 2

ДОПОМIЖНI ТВЕРДЖЕННЯ ТА ОЗНАЧЕННЯ

Потрiбнi в подальшому для обґрунтування наших результатiв деякi озна-
чення та допомiжнi твердження, якi для зручностi наведенi нижче.

Означення 2.1. Для будь-якого невiд’ємного вектора ρ ∈ Rn i точки z ∈ Rn

пiд компонентним векторним ρ – околом точки z ∈ Rn розумiємо множину

B(z, ρ) = {ξ ∈ Rn : |ξ − z| ≤ ρ} .

Аналогiчно, для будь-якої обмеженої областi Ω ⊂ Rn i будь-якого невiд’єм-
ного вектора ρ ∈ Rn пiд векторним ρ – околом областi Ω розумiємо множину

B(Ω, ρ) = ∪
z∈Ω

B(z, ρ).

Означення 2.2. На основi двох обмежених множин Da ⊂ Rn i Db ⊂ Rn

визначимо множину

Da,b = (1− θ)z + θη, z ∈ Da, η ∈ Db, θ ∈ [0, 1] (2.1)

i її векторний ρ – окiл
D = B(Da,b, ρ). (2.2)

Таким чином, множину Da,b формують всi можливi
”
вiдрiзки“, що з’єд-

нують точки множин Da та Db.

Наведемо одне спецiальне спiввiдношення мiж двома вектор-функцiями.

Означення 2.3. ([21], Означення 3) Нехай H ⊂ Rp деяка непорожня мно-
жина. Для будь-якої пари вектор-функцiй

fj(x) = col(fj,1(x), ..., fj,k(x)) : H → Rp, j = 1, 2

будемо писати, що має мiсце спiввiдношення

f1 BH f2
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тодi i тiльки тодi, коли iснує функцiя k : H → {1, 2, ..., p} , така що

f1,k(x) > f2,k(x),

для всiх x ∈ H.

Зауважимо, щo (2.3) означає, що в кожнiй точцi x ∈ H принаймнi одна з
компонент вектора f1(x), a саме k(x)−ва компонента, бiльша нiж вiдповiдна
компонента вектора f2(x). Бачимо, що цей номер компоненти залежить вiд
точки x.

Означення 2.4. (Умови Каратеодорi) Нехай G ⊂ Rn вiдкрита множина i
[a, b] ⊂ R, a < b. Kaжемо, що функцiя f : [a, b] × G задовольняє умови Ка-
ратеодорi на множинi [a, b] × G i записуємо це так f ∈ Car([a, b] , G), якщо
виконуються наступнi умови:

1. f(·, x) : [a, b]→ Rn вимiрна функцiя для всiх x ∈ G, тобто f є вимiрною
функцiєю по змiннiй t для всiх фiксованих x;

2. f(t, ·) : G → Rn є неперервною функцiєю майже для всiх t ∈ [a, b] ,

тобто f неперервна по змiннiй x майже для всiх t ∈ [a, b] ;

3. Для будь-якої компактної множини S ⊂ G функцiя

hS(t) = sup {‖f(t, x)‖ : x ∈ S}

є iнтегровною по Лебегу на вiдрiзку [a, b] , де ‖·‖ означає норму в просторi
Rn.

В зв’язку з тим, що в дисертацiйнiй роботi дослiджується як неперерв-
но диференцiйовнi розв’язки так i абсолютно неперервнi розв’язки, корисно
навести деякi вiдомостi iз їх теорiї.

Означення 2.5. (Абсолютно неперервна функцiя) Функцiя f : [a, b] → R
називається абсолютно неперервною на [a, b] ⊂ R, якщо для кожного ε > 0

iснує таке δ > 0, що для будь-якої скiнченної послiдовностi пiдiнтервалiв
(x1,y1) , (x2, y2), ..., (xk, yk), таких що

k∑
j=1

(yj−xj) < δ,
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має мiсце
k∑
j=1

|f(yj)− f(xj)| < ε.

Корисно пам’ятати наступнi основнi властивостi абсолютно неперервних
функцiй:
· Абсолютно неперервна на iнтервалi [a, b] функцiя f майже всюди дифе-

ренцiйовна на [a, b] i її похiдна f ′ iнтегровна по Лебегу i для кожного x ∈ [a, b]

справедливо

f(x) = f(a) +

x∫
a

f
′
(t)dt.

· Лiпшиц-неперервнi функцiї є абсолютно неперервнi.
· Абсолютно неперервнi функцiї є рiвномiрно неперервнi, отже i неперерв-

нi.
· Якщо функцiя f : [a, b]→ R абсолютно неперервна, то вона є функцiєю

обмеженої варiацiї на [a, b] .

Означення 2.6. (Iстотний супремум) Iстотний супремум, що позначають
ess sup або vrai sup функцiї f : X → R це таке найменше число a, що

f(x) < a, x ∈ X

майже всюди (за винятком множини точок мiри нуль).
Iншими словами

ess sup f = inf{a ∈ R : µ({x : f(x) > a})} = 0,

де µ– мiра на множинi X.
Аналогiчно визначається iстотний iнфiмум:

ess inf f = sup{b ∈ R : µ({x : f(x) > b})} = 0.

Властивiсть
inf f ≤ ess inf f ≤ ess sup f ≤ sup f.
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Лема 2.1. ([105], Лема 2) Для будь-якої обмеженої функцiї f : [τ, τ + I]→
Rn, має мiсце оцiнка∣∣∣∣∣∣

t∫
τ

f(τ)− 1

I

τ+I∫
τ

f(s)ds

 dτ
∣∣∣∣∣∣ ≤ α1(t, τ, I)

ess sup
s∈[τ,τ+I]

f(s)− ess inf
s∈[τ,τ+I]

f(s)

2
(2.3)

для майже всiх t ∈ [τ, τ + I] , де

α1(t, τ, I) = 2 (t− τ)

(
1− t− τ

I

)
, |α1(t, τ, I)| ≤ I

2
, t ∈ [τ, τ + I] . (2.4)

Лему 2.1 у випадку неперервної функцiї f можна перефразувати у насту-
пному виглядi.

Лема 2.2. ([21], Лема 1) Для будь-якої неперервної функцiї f : [τ, τ + I]→
Rn, має мiсце оцiнка∣∣∣∣∣∣

t∫
τ

f(τ)− 1

I

τ+I∫
τ

f(s)ds

 dτ
∣∣∣∣∣∣ ≤ α1(t, τ, I)

max
s∈[τ,τ+I]

f(s)− min
s∈[τ,τ+I]

f(s)

2
(2.5)

для всiх t ∈ [τ, τ + I] , де

α1(t, τ, I) = 2 (t− τ)

(
1− t− τ

I

)
, |α1(t, τ, I)| ≤ I

2
, t ∈ [τ, τ + I] .

Лема 2.3. ([100], Лема 3.16) Нехай послiдовнiсть неперервних функцiй,
{αm(t, τ, I)}∞m=0 , для t ∈ [τ, τ + I] визначається рекурентним спiввiдно-
шенням

αm+1(t, τ, I) =

(
1− t− τ

I

) t∫
τ

αm(s, τ, I)ds+

+
t− τ
I

τ+I∫
t

αm(s, τ, I)ds,m = 0, 1, 2, ...., (2.6)
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де α0(t, τ, I) = 1, тодi мають мiсце наступнi оцiнки для всiх t ∈ [τ, τ + I]:

αm+1(t, τ, I) ≤ 10

9

(
3I

10

)m
α1(t, τ, I), m > 0, (2.7)

αm+1(t, τ, I) ≤ 3I

10
αm(t, τ, I),m > 2,

де α1(t, τ, I) задається в (2.4).

Ми використовуємо також поняття топологiчної степенi Брауера. Споча-
тку визначимо топологiчну степiнь Брауера для неперервно диференцiйовно-
го вiдображення в скiнченно вимiрному просторi Rn.

Для строгого визначення необхiдно ввести наступне поняття: нехай G ⊂
Rn вiдкрита i обмежена множина, f : G → Rn неперервне вiдображення,
f ∈ C0(G,Rn) (G : замикання множини G). Множину нулiв вiдображення
f в областi G позначимо через

Af =
{
x ∈ G : f(x) = 0

}
.

Якщо, крiм того, f ∈ C1(G,Rn), то позначимо через

Jf(x) = det f
′

x(x)

детермiнант матрицi Якобi f ′x(x) вiдображення f в точцi x ∈ G. Точка
x ∈ G , де Jf(x) 6= 0 називається регулярною точкою, a точка x ∈ G , де
Jf(x) = 0 називається сингулярною точкою.

Множину сингулярних точок вiдображення f позначимо через

Bf = {x ∈ G : Jf(x) = 0} .

A нуль вiдображення f в G називається невиродженою вiдповiдно виродже-
ною, якщо вона є регулярною, вiдповiдно, сингулярною точкою f.

Якщо f не має нулiв на границi ∂G i якщо кожний нуль f в областi D є
невироджений, то f називається невиродженою.

Означення 2.7. (Топологiчна степiнь Брауера для невиродженого непе-
рервного диференцiйовного вiдображення, ([61],Означення A2.1))
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Нехай f ∈ C0(G,Rn) i f ∈ C1(G,Rn), крiм того f є невиродженою, то то-
пологiчна степiнь Брауера f вiдносно множини G ( i вiдносно 0) - це цiле
число

deg [f,G, 0] =
∑
x∈Af

sign Jf(x) якщо Af 6= �,

deg [f,G, 0] = 0 якщо Af = �.

Введемо поняття топологiчної степенi Брауера для загального вигляду
f ∈ C1(G,Rn) вiдображення. Нехай f вироджене вiдображення, тобто

Af ∩Bf 6= �,

i нехай послiдовнiсть точок
{
yk, yk /∈ f(Bf)

}∞
k=1
∈ Rn така, що

lim
k→∞

yk = 0.

Iснування такої послiдовностi випливає з Леми Sard ([61],Лема A2.2) .

Введемо в розгляд вiдображення

fk : G→ Rn, fk(x) = f(x)− yk.

Зрозумiло, що
Bfk = Bf i Afk ∩Bfk 6= �.

Означення 2.8. ( Топологiчна степiнь Брауера для загального вигля-
ду неперервно диференцiйовного вiдображення ([61],Означення A2.2)).
Нехай f ∈ C0(G,Rn) i f ∈ C1(G,Rn). Крiм того

f(x) 6= 0, x ∈ ∂G.

Toдi, топологiчна степiнь Брауера f вiдносно множини G (i вiдносно 0) – це
цiле число

deg [f,G, 0] = lim
k→∞

deg
[
fk, G, 0

]
.

Зауважимо, що ця границя є цiлим числом i не залежить вiд вигляду
послiдовностi

{
yk, yk /∈ f(Bf)

}∞
k=1
∈ Rn.
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Перейдемо до визначення топологiчної степенi Брауера для неперерв-
ного вiдображення. Нехай f ∈ C0(G,Rn) i g ∈ C0(G,Rn), g ∈ C1(G,Rn)

довiльне вiдображення, яке задовольняє нерiвнiсть

|g(x)− f(x)| ≤ min
x∈∂G
|f(x)| . (2.8)

Вiдомо, що за першою теоремою Веєрштраса таке вiдображення g завжди
iснує.

Означення 2.9. (Топологiчна степiнь Брауера для загального вигляду
неперервного вiдображення ([61], Означення A2.3)) Нехай вiдображення
f ∈ C0(G,Rn) таке, що f(x) 6= 0, x ∈ ∂G.

Toдi топологiчна степiнь Брауера f вiдносно множини G (i вiдносно 0) -
це цiле число

deg [f,G, 0] = deg [f, g, 0] , (2.9)

де g ∈ C0(G,Rn), g ∈ C1(G,Rn) довiльне вiдображення, яке задовольняє
умову (2.8).

Нам будуть потрiбнi наступнi властивостi топологiчної степенi Брауера.

Теорема 2.1. ([61],Теорема A2.4)

1. Якщо f – тотожнє вiдображення, тобто f(x) = x, x ∈ G, то має
мiсце спiввiдношення

deg [f,G, 0] =

{
1, якщо 0 ∈ G,
0, якщо 0 /∈ G.

2. Нехай f ∈ C0(G,Rn) таке вiдображення, що f(x) 6= 0, x ∈ ∂G i
deg [f,G, 0] 6= 0, тодi iснує точка x0 ∈ G така, що f(x0) = 0.

Теорема 2.2. (Про iнварiантнiсть степенi Брауера при гомотопiї ([61],Тео-
рема A2.5)). Нехай однопараметрична сiм’я вiдображень f ∈ C0([0, 1]×G)

така, що
f(ξ, x) 6= 0, при ξ ∈ [0, 1] , x ∈ ∂G.

Тодi
deg(f(ξ, x), G, 0) = const, для всiх ξ ∈ [0, 1] .
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Теорема 2.3. (Теорема Борсука ([61],Teoрема A2.12)) Припустимо, що обме-
жена, вiдкрита множина G мiстить початок координат i симетрична
вiдносно нього, тобто з x ∈ G слiдує, що −x ∈ G i крiм того f : G → Rn

деяка непарна функцiя, тобто f(−x) = −f(x) для всiх x ∈ G i f(x) 6= 0

при x ∈ ∂G.
Тодi топологiчна степiнь Брауера deg [f,G, 0] приймає непарне значення,

тобто вiдмiнна вiд нуля.

Висновки до другого роздiлу

Наведенi основнi i допомiжнi означення, якi надалi використовуються в
дисертацiйнiй роботi при переходi до так званих умов i задач модельного
типу. Сформульовано леми, якi необхiднi для побудови i доведення рiвномiр-
ної збiжностi послiдовностi функцiй, на основi яких робиться висновок про
властивостi розв’язкiв заданих крайових задач.

Дається означення умов Каратеодорi, якi необхiднi при дослiдженнi абсо-
лютно неперервних розв’язкiв. Детально обговорюється поняття топологiчної
степенi Брауера i його основнi властивостi. Наводяться твердження про iнва-
рiантнiстi степенi Брауера. Цi знання будуть використанi при доведеннi до-
статнiх умов розв’язностi заданих функцiональних та iнтегральних крайових
задач.
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Роздiл 3

НОВИЙ ПIДХIД ДЛЯ ДОСЛIДЖЕННЯ РОЗВ’ЯЗКIВ
НЕЛIНIЙНИХ НЕЛОКАЛЬНИХ КРАЙОВИХ ЗАДАЧ

У даному роздiлi розглядається функцiональна крайова задача. Насампе-
ред, здiйснюється перехiд вiд функцiональних крайових умов до так званих
параметризованих умов модельного типу. Для дослiдження розв’язкiв мо-
дельної задачi запропоновано пiдходящу параметризовану чисельно–аналiти-
чну схему, що базується на послiдовних наближеннях. Теоретичнi викладки
продемонстровано на прикладi задачi з нелiнiйними iнтегральними крайови-
ми умовами.

3.1 Постановка функцiональної крайової задачi i зведення до
модельного типу

Розглянемо функцiональну крайову задачу загального вигляду

dx(t)

dt
= f(t, x(t)), t ∈ [a, b] , (3.1)

Φ(x) = d, (3.2)

де Φ : C([a, b] ,Rn) → Rn заданий функцiонал (можливо нелiнiйний), f :

[a, b]×Rn → Rn функцiя, яка задовольняє умови Каратеодорi (див. Означення
2.4), а також локальнiй умовi Лiпшиця f ∈ Lip(K,D):

|f(t, u)− f(t, v)| ≤ K |u− v| (3.3)

у деякiй обмеженiй областi D, d – заданий n-вимiрний вектор.
Вихiдними є двi опуклi обмеженi областiDa, Db ⊂ Rn i цiкавимося такими

розв’язками, значення яких в точках t = a i t = b належить вiдповiдно
множинам Da i Db. Будується множина точок

Da,b = (1− θ)z + θη, z ∈ Da, η ∈ Db, θ ∈ [0, 1]
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i ї ї покомпонентний векторний ρ – окiл (Див. Означення 2.2)

D = B (Da,b, ρ) ,

причому вектор ρ в (2.2) вибирається таким, щоб виконувалась покомпонен-
тно нерiвнiсть

ρ ≥ b− a
2
· δ[a,b],D(f), (3.4)

де

δ[a,b],D(f) =
1

2

[
ess sup

(t,x)∈[a,b]×D
f(t, x)− ess inf

(t,x)∈[a,b]×D
f(t, x)

]
(3.5)

i для максимального по модулю власного значення матрицi

Q =
3(b− a)

10
K (3.6)

виконується
r(Q) < 1. (3.7)

На наведеному нище малюнку показано взаємозв’язок областейDa, Db, Da,b, D.

Локальна лiпшицевiсть f ∈ Lip(K,D) для правої частини f(t, x) в (3.1)
припускається в областi D, яка задається в (2.2).
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Пiд розв’язком задачi розумiємо таку абсолютно неперервну функцiю з
властивiстю (3.2), яка задовольняє систему рiвнянь (3.1) майже всюди на
вiдрiзку [a, b] .

Насамперед, для спрощення, вiд (3.1), (3.2) перейдемо до сiмейства бiльш
простих допомiжних модельних задач. За допомогою параметризацiї замiсть
заданих функцiональних крайових умов (3.2) вводяться в розгляд

”
модельнi

умови“

x(a) = z, x(b) = η, (3.8)

де
z = col(z1, ..., zn), η = col(η1, ..., ηn)

i замiсть заданої задачi (3.1), (3.2) дослiджується сiмейство бiльш простих

”
модельних“ параметризованих задач Кошi:

dx(t)

dt
= f(t, x(t)), t ∈ [a, b] , (3.9)

x(a) = z,

dx(t)

dt
= f(t, x(t)), t ∈ [a, b] , (3.10)

x(b) = η.

Зауважимо, що iнтегрування задач (3.9) вiдбувається з лiва на право, а в
(3.10) з права на лiво.

3.2 Дослiдження задачi модельного типу

Для одночасного вивчення розв’язкiв двох початкових задач, якi входять
до модельної параметризованої задачi (3.9)–(3.10) введемо в розгляд одну i
туже параметризовану послiдовнiсть функцiй

xm (t, z, η) = z +

t∫
a

f (s, xm−1 (s, z, η)) ds− t− a
b− a

b∫
a

f (s, xm−1 (s, z, η)) ds+

+
t− a
b− a

[η − z] , t ∈ [a, b] ,m = 1, 2, ..., (3.11)
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яка задовольняє початковi умови x(a) = z, x(b) = η для всiх z, η ∈ Rn , де

x0 (t, z, η) = z +
t− a
b− a

[η − z] =

[
1− t− a

b− a

]
z +

t− a
b− a

η, t ∈ [a, b] ,

де z ∈ Da, η ∈ Db вважаються параметрами.
Наступне твердження встановлює рiвномiрну збiжнiсть послiдовностi (3.11)

до деякої параметризованої граничної функцiї.

Теорема 3.1. Припустимо, що iснує невiд’ємний вектор ρ з властивiстю
(3.4) i f : [a, b]×D → Rn – функцiя, що задовольняє умови Каратеодорi i є
локально лiпшицевою: f ∈ Lip(K,D) в областi D вигляду (2.2) з матрицею
K для якої

r(Q) < 1, Q =
3 (b− a)

10
K. (3.12)

Тодi, для будь-яких фiксованих (z, η) ∈ Da ×Db :
1. Всi функцiї послiдовностi (3.11) є абсолютно неперервнi на вiдрiзку

t ∈ [a, b] мають значення в область D i задовольняють умовам (3.8).
2. Послiдовнiсть функцiй (3.11) рiвномiрно збiгається вiдносно t ∈ [a, b]

при m→∞ до граничної функцiї

x∞ (t, z, η) = lim
m→∞

xm(t, z, η). (3.13)

3. Гранична функцiя задовольняє умови:

x∞ (a, z, η) = z, x∞ (b, z, η) = η.

4. Функцiя x∞ (t, z, η) є єдиним абсолютно неперервним розв’язком iн-
тегрального рiвняння

x(t) = z +

t∫
a

f(s, x(s))ds− t− a
b− a

b∫
a

f(s, x(s))ds+
t− a
b− a

[η − z] . (3.14)

Iншими словами, x∞ (t, z, η) задовольняє задачу Кошi для модифiкованої си-
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стеми диференцiальних рiвнянь:

dx

dt
= f(t, x) +

1

b− a
∆(z, η), (3.15)

x (a) = z, (3.16)

де ∆(z, η)) : Da ×Db → Rn вiдображення, яке визначене формулою:

∆(z, η) = η − z −
b∫

a

f(s, x∞ (s, z, η))ds. (3.17)

5. Справедлива оцiнка

|x∞ (t, z, η)− xm (t, z, η)| 6

6
10

9
α1(t, a, b− a)Qm (In −Q)−1 δ[a,b],D(f), (3.18)

для будь-якого t ∈ [a, b] i m ≥ 0, де δ[a,b],D(f) задається формулою (3.5) i

α1(t, a, b− a) = 2(t− a)

(
1− t− a

b− a

)
визначається (2.4), для якого

α1(t, a, b− a) ≤ b− a
2

.

Доведення. Справедливiсть твердження 1 перевiряється прямим обчислен-
ням. Аналогiчно [105] доведемо, що при умовах теореми для фiксованих
z ∈ Da, η ∈ Db i t ∈ [a, b], послiдовнiсть функцiй (3.11) належить областi
D i є послiдовнiстю Кошi у банаховому просторi C ([a, b] ,Rn) з стандартною
рiвномiрною нормою.

Дiйсно, з використанням оцiнки (2.3) з Леми 2.1 для τ = a, I = b − a,
спiввiдношення (3.11) при m = 0, t ∈ [a, b] випливає що

|x1 (t, z, η)− x0 (t, z, η)| ≤
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≤ 1

2
α1(t, a, b− a)

[
ess sup
t∈[a,b]

f(t, x0 (t, z, η))− ess inf
t∈[a,b]

f(t, x0 (t, z, η))

]

≤ α1(t, a, b− a)δ[a,b],D(f) ≤ b− a
2

δ[a,b],D(f), (3.19)

приходимо до висновку, що x1 (t, z, η) ∈ D, при (t, z, η) ∈ [a, b]×Da ×Db.

Використовуючи це i мiркуючи за iндукцiєю згiдно Леми 2.1 легко вста-
новити, що

|xm (t, z, η)− x0 (t, z, η)| ≤ α1(t, a, b−a)δ[a,b],D(f) ≤ b− a
2

δ[a,b],D(f), m = 2, 3, ...,

це означає, що всi функцiї послiдовностi (3.11) мiстяться в областi D, для
всiх m = 1, 2, 3, ... та (t, z, η) ∈ [a, b]×Da ×Db.

Розглянемо рiзницю функцiй

xm+1 (t, z, η)− xm (t, z, η) =

=

t∫
a

[f (s, xm (s, z, η))− f (s, xm−1 (s, z, η))] ds−

− t− a
b− a

b∫
a

[f (s, xm (s, z, η))− f (s, xm−1 (s, z, η))] ds, m = 1, 2, ... (3.20)

i введемо позначення

rm(t, z, η) = |xm (t, z, η)− xm−1 (t, z, η)| ,m = 1, 2, ....

Вiдповiдно до рекурентного спiввiдношення (2.6) Леми 2.3, використову-
ючи умову Лiпшиця (3.3) i умову (2.7), для m = 1 з (3.20) i (3.19) випливає,
що

r2(t, z, η) ≤

≤ K

(1− t− a
b− a

) t∫
a

α1(s, a, b− a)ds+
t− a
b− a

b∫
t

α1(s, a, b− a)ds

 δ[a,b],D(f) ≤
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≤ Kα2(t, a, b− a)δ[a,b],D(f) ≤ 10

9
Qα1(t, a, b− a)δ[a,b],D(f),

де матриця Q має вигляд (3.6). За iндукцiєю легко встановити, що

rm+1(t, z, η) ≤ Kmαm+1(t, a, b− a)δ[a,b],D(f) ≤ 10

9
Qmα1(t, a, b− a)δ[a,b],D(f),

Таким чином, з урахуванням останьої нерiвностi

|xm+j(t, z, η)− xm(t, z, η)| ≤ (3.21)

≤ |xm+j(t, z, η)− xm+j−1(t, z, η)|+ |xm+j−1(t, z, η)− xm+j−2(t, z, η)|+ ...+

+ |xm+1(t, z, η)− xm(t, z, η)| =
j∑
i=1

rm+i(t, z, η) ≤

≤ 10

9
α1(t, a, b− a)

j∑
i=1

Qm+i−1δ[a,b],D(f) =
10

9
α1(t, a, b− a)Qm

j−1∑
i=0

Qiδ[a,b],D(f),

де δ[a,b],D(f) має вигляд (3.5). Оскiльки, максимальне власне значення матрицi
Q вигляду (3.6) не перевищує одиницю, то

j−1∑
i=0

Qi ≤ (In −Q)−1 , lim
m→∞

Qm = 0n.

Таким чином, згiдно з критерiєм Кошi, з нерiвностi (3.21) випливає що, по-
слiдовнiсть функцiй {xm (t, z, η)}∞m=0 вигляду (3.11) рiвномiрно збiгається в
областi (t, z, η) ∈ [a, b]×Da ×Db до граничної функцiї x∞ (t, z, η) .

Так як всi функцiї послiдовностi (3.11) задовольняють умови xm(a, z, η) =

z, xm(b, z, η) = η для всiх значень введених параметрiв z ∈ Da, η ∈ Db, мо-
жна зробити висновок, що гранична функцiя x∞ (t, z, η) також їх задоволь-
няє. Перейшовши у рiвностi (3.11) до границi при m → ∞ отримаємо, що
гранична функцiя задовольняє iнтегральне рiвняння (3.14) або що те ж саме
є розв’язком задачi Кошi (3.15), (3.16), де ∆(z, η) задається формулою (3.17).
При переходi до границi при j → ∞ у (3.21) отримаємо оцiнку (3.18), що i
завершує доведення.
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3.3 Зв’язок граничної функцiї x∞ (·, z, η) з розв’язком функцiо-
нальної крайової задачi

Поряд iз системою (3.1) розглянемо задачу Кошi для системи диференцi-
альних рiвнянь з постiйним збуренням у правiй частинi вигляду:

dx

dt
= f (t, x) +

1

b− a
µ, t ∈ [a, b] , (3.22)

з початковою умовою
x(a) = z, (3.23)

де µ = col (µ1, ..., µn) ∈ Rn є керуючим параметром.

Теорема 3.2. Нехай z ∈ Da i η ∈ Db – довiльно заданi вектори. Припу-
стимо, що для системи диференцiальних рiвнянь (3.1) мають мiсце умови
Теореми 3.1.

Тодi для того, щоб розв’язок x(·, a, z) задачi Кошi (3.22), (3.23) задоволь-
няв також i умовву x(b, a, z) = η, необхiдно i достатньо, щоб параметр µ
був заданий рiвнiстю

µ = η − z −
b∫

a

f(s, x∞ (s, z, η))ds, (3.24)

де x∞ (·, z, η) – гранична функцiя послiдовностi (3.11). Крiм того, в цьому
випадку

x(·, a, z) = x∞ (·, z, η) . (3.25)

Доведення. Достатнiсть. Нехай у правiй частинi системи диференцiальних
рiвнянь µ в (3.22) має вигляд (3.24). З Теореми 3.1 випливає, що гранична
функцiя x∞ (·, z, η) послiдовностi (3.11), яка задовольняє параметризованi
умови (3.8), є єдиним розв’язком задачi (3.15), (3.16), де ∆(z, η) = µ дається
формулою (3.24), тобто є розв’язком задачi Кошi (3.22), (3.23) при µ, яке
задається формулою (3.24).

Таким чином, знайдено значення µ вигляду (3.24), для якого має мiсце
(3.25).
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Необхiднiсть. Покажемо, що значення параметра µ (3.24) єдине, оскiльки
для будь–яких iнших

µ = µ̃ 6= η − z −
b∫

a

f(s, x∞ (s, z, η))ds (3.26)

розв’язок x̃(·, a, z) задачi Кошi

dx

dt
= f (t, x) +

1

b− a
µ̃, t ∈ [a, b] , (3.27)

з початковою умовою
x(a) = z, (3.28)

не задовольняє умову x(b) = η.
Припустимо супротивне, що розвязок x̃(·, a, z) початкової задачi (3.27),

(3.28) задовольняє крайовi умови (3.10). Як видно з (3.22), (3.23) i з (3.24)
та (3.27), (3.28), що функцiї x(·, a, z) i x̃(·, a, z) задовольняють iнтегральнi
рiвняння Вольтера

x(t, a, z) = z +

t∫
a

f(s, x(s, a, z))ds+ µ
t− a
b− a

, t ∈ [a, b] (3.29)

i

x̃(t, a, z) = z +

t∫
a

f(s, x̃(s, a, z))ds+ µ̃
t− a
b− a

, t ∈ [a, b] . (3.30)

За припущенням, функцiї x(·, a, z), x̃(·, a, z) задовольняють умови (3.8)

x(a, a, z) = z, x̃(a, a, z) = z,

x(b, a, z) = η, x̃(b, a, z) = η.
(3.31)

На основi (3.29), (3.30), (3.31) при t = b маємо

µ = η − z −
b∫

a

f(s, x(s, a, z))ds, (3.32)
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µ̃ = η − z −
b∫

a

f(s, x̃(s, a, z))ds. (3.33)

Пiдставивши (3.32), (3.33) в iнтегральнi рiвняння (3.29), (3.30), одержуємо,
що для всiх t ∈ [a, b]

x(t, a, z) = z +

t∫
a

f(s, x(s, a, z))ds−

− t− a
b− a

b∫
a

f(s, x(s, a, z))ds+
t− a
b− a

[η − z] (3.34)

x̃(t, a, z) = z +

t∫
a

f(s, x̃(s, a, z))ds−

− t− a
b− a

b∫
a

f(s, x̃(s, a, z))ds+
t− a
b− a

[η − z] . (3.35)

Так як z ∈ Da and η ∈ Db, то аналогiчно доведенню Теореми 3.1, виходячи з
вигляду рiвнянь (3.34), (3.35) та визначення множини D i вектора δ[a,b],D(f)

вiдповiдно, в (2.2) та (3.5), можна показати, що всi значення функцiй x(·, a, z),
x̃(·, a, z) мiстяться в областi D. Iз спiввiдношення (3.34), (3.35) очевидно, що

x(t, a, z)− x̃(t, a, z) =

t∫
a

[f(s, x(s, a, z))− f(s, x̃(s, a, z))] ds−

− t− a
b− a

b∫
a

[f(s, x(s, a, z))− f(s, x̃(s, a, z))] ds, t ∈ [a, b] . (3.36)

З формули (3.36), з урахуванням умови Лiпшиця (3.3), маємо, що функцiя

ω(t) = |x(t, a, z)− x̃(t, a, z)| (3.37)
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задовольняє iнтегральну нерiвнiсть

ω(t) ≤ K

 t∫
a

ω(s)ds+
t− a
b− a

b∫
a

ω(s)ds

 ≤
≤ Kα1(t, a, b− a)max

s∈[a,b]
ω (s) , t ∈ [a, b] , (3.38)

де α1(t, a, b− a) має вигляд (2.4). Використовуючи (3.38) рекурентно, прихо-
димо до нерiвностi

ω(t) ≤ Km+1αm+1(t, a, b− a), max
s∈[a,b]

ω (s) , t ∈ [a, b] , (3.39)

де m ∈ N довiльне натуральне число, а функцiї αm+1(t, a, b− a), m ≥ 1 зада-
ються за допомогою спiввiдношення (3.14), де τ = a, I = b−a. З урахуванням
оцiнок (2.7), з нерiвностi (3.39) для кожного m ∈ N

ω(t) ≤ 10

9
α1(t, a, b− a)K

(
3(b− a)

10
K

)m
max
s∈[a,b]

ω (s) , t ∈ [a, b] . (3.40)

Перейшовши до границi при m → ∞ в останнiй нерiвностi i в силу (3.12),
приходимо до висновку, що

ω(t) = 0, t ∈ [a, b] .

Згiдно з (3.37), це означає, що функцiї x(t, a, z) спiвпадає з функцiєю x̃(t, a, z).

На основi (3.33) та (3.34) маємо, що

µ = µ̃ = η − z −
b∫

a

f(s, x∞ (s, z, η))ds.

Одержане протирiччя завершує доведення теореми.

Встановимо зв’язок граничної функцiї x∞ (·, z, η) послiдовностi функцiй
(3.11) з розв’язком вихiдної крайової задачi (3.1), (3.2).
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Теорема 3.3. В умовах Теореми 3.1 гранична функцiя

x∞ (t, z∗, η∗) = lim
m→∞

xm(t, z∗, η∗) (3.41)

послiдовностi (3.11) є абсолютно неперервним розв’язком функцiональної
крайової задачi (3.1), (3.2) тодi i тiльки тодi, коли пара (z∗, η∗) задовольняє
систему 2n алгебраїчних визначальних рiвнянь

∆(z, η) = η − z −
b∫
a

f(s, x∞ (s, z, η))ds = 0,

Λ(z, η) = Φ(x∞ (·, z, η))− d = 0.

(3.42)

Доведення. Для доведення достатньо застосувати Теорему 3.2 i зауважити,
що диференцiальне рiвняння (3.15) спiвпадає з (3.1) тодi i тiльки тодi коли
(z∗, η∗) задовольняє рiвняння:

∆(z∗, η∗) = η∗ − z∗ −
b∫

a

f(s, x∞ (z∗, η∗))ds = 0.

Очевидно, що гранична функцiя x∞ (·, z∗, η∗) збiгається з розв’язком функ-
цiональної крайової задачi (3.1), (3.2) тодi i тiльки тодi, коли x∞ (·, z∗, η∗)
задовольняє рiвняння:

Φ(x∞(·, z∗, η∗)) = d.

Це означає, що гранична функцiя x∞ (z∗, η∗) є розв’язком функцiональної
крайової задачi (3.1), (3.2) тодi i тiльки тодi, коли виконуться (3.42). Останнє
твердження i доводить теорему.

Покажемо, що система визначальних рiвнянь (3.42) виявляє всi можливi
розв’язки вихiдної функцiональної крайової задачi (3.1), (3.2).

Теорема 3.4. Нехай виконуються всi умови Теореми 3.1. Крiм того, iсну-
ють вектори

(
z0, η0

)
∈ Da×Db, якi задовольняють систему визначальних

рiвнянь (3.42), тодi функцiональна крайова задача (3.1), (3.2) має розв’язок
x0(·) такий, що

x0(a) = z0, x0(b) = η0
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i
Φ(x0(·)) = d, (3.43)

крiм того, цей розв’язок є граничною функцiєю послiдовностi (3.11):

x0(t) = x∞
(
t, z0, η0

)
= lim

m→∞
xm(·, z0, η0), t ∈ [a, b] . (3.44)

I навпаки, якщо функцiональна крайова задача (3.1), (3.2) має розв’язок
x0(·), то система визначальних рiвнянь (3.42) задовольняється при

z = x0(a), η = x0 (b) . (3.45)

Доведення. Якщо iснує пара
(
z0, η0

)
∈ Da×Db, яка задовольняє систему ви-

значальних рiвнянь (3.43), то на основi Теореми 3.3 функцiя (3.44) є розв’яз-
ком вихiдної функцiональної крайової задачi (3.1), (3.2).

З iншого боку, якщо x0(·) є розв’язком крайової задачi (3.1), (3.2), то ця
функцiя є розв’язком задачi Кошi (3.22), (3.23) при

µ = 0 i z = x0(a).

Так як x0(·) задовольняє функцiональнi крайовi умови (3.2) тодi з Теореми 3.3
в силу рiвностi (3.42) випливає, що має мiсце рiвнiсть (3.44).

Крiм того,

µ = η − z −
b∫

a

f(s, x∞ (s, z, η))ds = 0, (3.46)

де пара векторiв (z, η) визначаюється спiввiдношенням (3.45). З (3.46) маємо,
що перше рiвняння визначальної системи (3.42) виконуться, якщо (z, η) ви-
значається згiдно з (3.45). З використанням крайових умов (3.2), отримуємо,
що друге рiвняння (3.42) визначальної системи також маює мiсце.

Таким чином ми визначили в (3.45) такi значення (z, η) якi задовольняють
систему визначальних рiвнянь (3.42), що i доводить теорему.
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Для дослiдження розв’язностi визначальної системи (3.42) аналогiчно [87]
можна вивчати наближену визначальну систему

∆m(z, η) := η − z −
b∫
a

f(s, xm (s, z, η))ds = 0,

Φ(xm(·, z, η))− d = 0,

(3.47)

яка може бути побудована явно.

3.4 Приклад з нелiнiйними iнтегральними крайовими умовами
та двома розв’язками

Застосуємо чисельно-аналiтичний пiдхiд, описаний вище для системи ди-
ференцiальних рiвнянь{

x′1 (t) = x2
2(t)− t

5x1(t) + t3

100 −
t2

25 := f1(t, x1, x2), t ∈
[
0, 1

2

]
,

x′2 (t) = t2

10x2(t) + t
8x1(t)− 21

800t
3 + 1

16t+ 1
5 := f2(t, x1, x2),

(3.48)

з крайовими умовами { ∫ 1
2

0 sx1(s)x2(s)ds = − 197
48000 ,∫ 1

2

0 s
2x2

2(s)ds = 1
4000 ,

(3.49)

де

d =

[
d1

d2

]
=

[
−197/48000

1/4000

]
.

Можна перевiрити, що один з розв’язкiв задачi (3.48), (3.49) має вигляд:

x∗1(t) =
t2

20
− 1

2
, x∗2(t) =

t

5
. (3.50)

Виходячи з (3.8), введемо наступнi параметри:

z : = x(0) = col(x1(0), x2(0)) = col(z1, z2),

η : = x

(
1

2

)
= col

(
x1

(
1

2

)
, x2

(
1

2

))
= col (η1, η2) .
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Нехай опуклi пiдмножини Da i Db, де шукаємо значення розв’язку x(a)

та x(b), мають вигляд:

Da = Db = {(x1, x2) : −0.55 ≤ x1 ≤ 0.45, −0.2 ≤ x2 ≤ 0.15} .

У цьому випадку
Da,b = Da = Db.

У нерiвностi (3.4) виберемо

ρ = col (0.2; 0.2) .

Отже, ρ−окiл D = B(Da,b, ρ) дається наступним чином

D = {(x1, x2) : −0.75 ≤ x1 ≤ 0.65, −0.4 ≤ x2 ≤ 0.35} . (3.51)

Прямi обчислення показують, що умова Лiпшиця (3.3) для правої частини
(3.48) в областi D виконується з матрицею

K =

[
1/10 9/10

1/16 1/40

]

i маємо Q = 3
20

[
1/10 9/10

1/16 1/40

]
, r(Q) = 0.045 < 1,

δ[a,b],D(f) :=
1

2

[
max

(t,x)∈[0, 12 ]×D
f(t, x)− min

(t,x)∈[0, 12 ]×D
f(t, x)

]
=

[
0.15

0.053125

]
,

ρ =

[
0.2

0.2

]
≥ b− a

2
δ[a,b],D(f) =

[
0.0375

0.01328125

]
.

Так, ми перевiрили, що всi умови Теореми 3.1 виконуються i тому послiдов-
нiсть функцiй (3.11) для цього прикладу є збiжною.

На першому кроцi (m = 1) на основi послiдовних наближень (3.11), викорис-
товуючи пакет символьної математики Maple отримаємо для першої i другої
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m=0 m=1 m=2 m=3
z1 -0.5018743329 -0.5000145056 -0.4999999582 -0.4999999993
z2 -2.568969·10−6 -5.7500267·10−7 -1.1456853·10−8 -9.745268634·10−11

η1 -0.4893794933 -0.4875143149 -0.4874999580 -0.4874999992
η2 0.1000006422 0.1000004007 0.09999998851 0.09999999995

Табл. 3.1: Наближенi значення параметрiв для першого (3.50) розв’язку

компонент наступнi результати:

x11(t, z, η) = z1 +
1

400
t4 +

1

3

(
(−2z2 + 2η2)

2 +
2

5
z1 −

2

5
η1 −

1

25

)
t3+

+
1

2

(
2z2(−2z2 + 2η2)−

1

5
z1

)
t2 + z2

2t−

− 2t

(
− 29

19200
+

1

24
(−2z2 + 2η2)

2 − 1

200
z1 −

1

60
η1+

+
1

4
z2(−2z2 + 2η2) +

1

2
z2

2

)
+ 2t(η1 − z1),

x12(t, z, η) = z2 +
1

5
t+

1

4

(
−1

5
z2 +

1

5
η2 −

21

800

)
t4+

+
1

3

(
−1

4
z1 +

1

4
η1 +

1

10
z2

)
t3 +

1

2

(
1

8
z1 +

1

16

)
t2−

− 2t

(
5499

51200
+

1

960
z2 +

1

320
η2 +

1

192
z1 +

1

96
η1

)
+ 2t(η2 − z2).

(3.52)
Чисельнi розрахунки показують, що розв’язком наближеної системи визна-
чальних рiвнянь вигляду (3.47) при m = 0, 1, 2, 3 є числовi значення, що
представленi в Табл. 3.1.

Пiдставивши значення другого стовпчику Табл. 3.1. в (3.52), отримаємо
перше наближення, першої та другої компонент вiдповiдно, до розв’язку кра-
йової задачi (3.48), (3.49):

x11(t) = −0.5000145056 +
1

400
t4 − 0.001666738533t3+

+ 0.0500015655t2 + 0.00010378326t,

x12(t) = 5.750026703 · 10−7 + 0.1999349926t− 0.001562508715t4+

+ 0.001041701733t3 − 9.066000000 · 10−7t2.

(3.53)
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Максимальне вiдхилення компонент першого (3.50) та наближеного (3.53)
розв’язкiв:

max
t∈[0, 12 ]

|x∗1(t)− x11(t)| ≤ 2 · 10−5,

max
t∈[0, 12 ]

|x∗2(t)− x12(t)| ≤ 6 · 10−6.

Похибка другої апроксимацiї (m = 2) є наступною:

max
t∈[0, 12 ]

|x∗1(t)− x21(t)| ≤ 6 · 10−8,

max
t∈[0, 12 ]

|x∗2(t)− x22(t)| ≤ 1.5 · 10−8.

Похибка третьої апроксимацiї (m = 3):

max
t∈[0, 12 ]

|x∗1(t)− x31(t)| ≤ 8 · 10−10,

max
t∈[0, 12 ]

|x∗2(t)− x32(t)| ≤ 1.5 · 10−10.

На Рис. 3.1 зображено графiки компонент першого (3.50) та наближеного
розв’язкiв на нульовiй i третiй iтерацiї.

а) перша компонента б) друга компонента

Рис. 3.1: Перший розв’язок (3.50) (лiнiя) та його нульове (�) i третє набли-
ження (×).

Згiдно Теорем 3.3 i 3.4 число розв’язкiв алгебраїчної визначальної системи
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m=0 m=1 m=2 m=3
z̃1 0.3954059502 0.3923536713 0.3923271761 0.3923269704
z̃2 -0.1592025648 −0.1570525052 −0.1570509845 −0.1570509371
η̃1 0.389899163 0.386849396 0.3868231849 0.3868229825
η̃2 -0.0459889168 -0.04383992217 -0.04383842530 -0.04383837835

Табл. 3.2: Наближенi значення параметрiв для другого розв’язку КЗ

(3.47) спiвпадає з числом розв’язкiв даної функцiональної крайової задачi.
Розрахунки показують, що система наближених визначальних алгебра-

їчних рiвнянь (3.47) при m = 0, 1, 2, 3 окрiм розв’язкiв представлених в
Табл. 3.1. має ще iншi розв’язки, якi наведено в Табл. 3.2.

При m = 1 отримаємо перше наближення до другого розв’язку даної
крайової задачi (3.48), (3.49):

x̃11(t) = 0.3923536713 +
1

400
t4 + 0.004490021967t3 − 0.07479600670t2+

+ 0.02495444725t,

x̃12(t) = −0.1570525052 + 0.2000752910t− 0.0009018708475t4−

− 0.005693773113t3 + 0.05577210445t2.

За аналогiєю отримано третє наближення (m = 3) до другого розв’язку:

x̃31(t) = 0.3923269706 + 1.106630226 · 10−11t15 + 7.879714253 · 10−11t14−

− 2.29239859 · 10−9t13 − 3.89699425 · 10−10t12 + 1.7553837 · 10−7t11−

− 0.000001090513960t10 − 3.431360411 · 10−7t9 − 0.00002580341034t8+

+ 0.00001123554886t7 − 0.0008109829273t6 + 0.0008310140856t5+

+ 0.00033996448t5 + 0.00634405846t4 − 0.00149463484t3−

− 0.06940774540t2 + 0.02241968655t+ 0.01193924453t4−

− 0.007483401567t3 − 0.07064300545t2 + 0.02466500215t,

x̃32(t) = −0.1570509371 + 0.2000000050t+ 1.026986386 · 10−9t11−

− 1.127920340 · 10−7t10 − 6.109572563 · 10−7t9 + 0.00001144998193t8−

− 0.00005490798177t7 + 0.0001856181722t6 + 0.0009280931090t5−

− 0.003770444160t4 − 0.004207340707t3 + 0.05577043565t2.
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Пiдставивши третє наближення x̃3(t) = col(x̃31(t), x̃32(t)) в систему дифе-
ренцiальних рiвнянь (3.48) отримаємо наступну нев’язку:

max
t∈[0, 12 ]

∣∣∣x̃′31 (t)− x̃2
32(t) + t

5x̃31(t)− t3

100 + t2

25

∣∣∣≈ 1.530806·10−9,

max
t∈[0, 12 ]

∣∣∣x̃′32 (t)− t2

10x̃32(t)− t
8x̃31(t) + 21

800t
3 − 1

16t−
1
5

∣∣∣≈9.9868·10−11.

На Рис. 3.2 показано графiки нульового, першого та третього наближення
до другого розв’язку КЗ.

а) перша компонента б) друга компонента

Рис. 3.2: Нульове (�) , перше (×) та третє (лiнiя) наближення другого розв’яз-
ку.
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Висновки до третього роздiлу

Дослiджено розв’язки функцiональної крайової задачi у випадку, коли
права частина системи нелiнiйних диференцiальних рiвнянь є локально лi-
пшицевою та задовольняє умови Каратеодорi, а крайовi умови заданi не-
лiнiйним функцiоналом загального вигляду. Здiйснюється перехiд вiд фун-
кцiональних крайових умов до так званих параметризованих умов модельно-
го типу (3.8), якi мають простий вигляд початкових умов. Для дослiдження
розв’язкiв модельної задачi (3.9)–(3.10) запропоновано пiдходящу параметри-
зовану чисельно–аналiтичну схему, що базується на послiдовних наближен-
нях. Доведена рiвномiрна збiжнiсть побудованої параметризованої послiдов-
ностi функцiй до граничної, яка при певних значеннях параметрiв приводить
до абсолютно неперервного розв’язку вихiдної функцiональної крайової за-
дачi. Також доведено теорему про керуючий параметр та вiдношення гра-
ничної функцiї до розв’язку вихiдної крайової задачi. Теоретичнi викладки
продемонстровано на прикладi задачi з нелiнiйними iнтегральними крайо-
вими умовами i знайдено два розв’язки. Основнi результати опублiковано у
роботi [105].
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Роздiл 4

НЕЛIНIЙНI IНТЕГРАЛЬНI КРАЙОВI ЗАДАЧI

Дослiджуються розв’язки нелiнiйної системи диференцiальних рiвнянь
(3.1) з нелiнiйними iнтегральними крайовими умовами, якi залежать i вiд
похiдної. Встановлено умови розв’язностi, а також обґрунтована схема на-
ближеної побудови розв’язкiв. Конструктивнiсть методу продемонстрована
на прикладах крайових задач з двома розв’язками.

4.1 Постановка iнтегральної крайової задачi та зведення до
модельного типу

Розглянемо систему нелiнiйних диференцiальних рiвнянь (3.1), пiдпоряд-
ковану iнтегральним крайовим умовам вигляду:

b∫
a

[g(s, x(s)) + h(s, x′(s))] ds = d. (4.1)

Нехай областiDa iDb – опуклi пiдмножини Rn, де шукаємо значення x(a),
x(b) розв’язку крайової задачi (3.1), (4.1) вiдповiдно. На основi областей Da

i Db введемо область Da,b вiдповiдно до (2.1) i її покомпоний ρ−окiл як i в
(2.2). Таким чином, область D визначається вiдповiдно до (2.2).

Припускаємо, що функцiї f : [a, b] × D → Rn, g : [a, b] × D → Rn i
h : [a, b] × D′ → Rn задовольняють умови Каратеодорi, де D′ := {f(t, x) :

t ∈ [a, b], x ∈ D}. Нехай, крiм того f ∈ Lip(K,D), g ∈ Lip(Kg, D), h ∈
Lip(Kh, D

′) i ρ задовольняє нерiвнiсть (3.4), i для максимального по модулю
власного значення матрицi

Q =
3(b− a)

10
K

виконується нерiвнiсть
r(Q) < 1. (4.2)

Задача полягає у знаходженнi абсолютно неперервного розв’язку x : [a, b]→



61

D задачi (3.1), (4.1) з значеннями x(a) ∈ Da i x(b) ∈ Db.

Покажемо, що замiсть iнтегральної крайової задачi (3.1), (4.1) доцiльно
розглядати систему диференцiальних рiвнянь (3.1) при певних параметризо-
ваних модельних умовах вигляду (3.8). Для спрощення iнтегральних крайо-
вих умов (4.1), аналогiчно [90, 104, 112, 115–117, 119] застосуємо певну технiку

”
заморожування“. А саме, аналогiчно як в попередньому роздiлi вводимо ве-
кторнi параметри

z = col(z1, z2, ..., zn), η = col(η1, η2, ..., ηn)

формально поклавши
z := x(a), η := x(b).

I замiсть вихiдної iнтегральної крайової задачi (3.1), (4.1) будемо розгля-
дати задачу

”
модельного типу“ (3.9)–(3.10).

Зауваження 4.1. Множина розв’язкiв iнтегральної крайової задачi (3.1),
(4.1) спiвпадає з множиною тих розв’язкiв задачi (3.9)–(3.10), якi задоволь-
няють додатковим умовам (3.8).

4.2 Збiжнiсть послiдовних наближень та зв’язок мiж розв’яз-
ками модельної та вихiдної задач

Пов’яжемо з задачею модельного типу (3.9)–(3.10) послiдовнiсть функцiй

xm (t, z, η) = z +

t∫
a

f (s, xm−1 (s, z, η)) ds− t− a
b− a

b∫
a

f (s, xm−1 (s, z, η)) ds+

+
t− a
b− a

[η − z] , t ∈ [a, b] ,m = 1, 2, ..., (4.3)

яка задовольняє умови (3.8) для всiх z, η ∈ Rn , де

x0 (t, z, η) = z +
t− a
b− a

[η − z] =

[
1− t

b− a

]
z +

t− a
b− a

η, t ∈ [a, b] , (4.4)

де z ∈ Da, η ∈ Db вважаються параметрами.
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З формули (4.4) бачимо, що x0(t, z, η) ∈ D є лiнiйна комбiнацiя векторiв
z i η, де z ∈ Da, η ∈ Db.

Наступне твердження встановлює рiвномiрну збiжнiсть послiдовностi (4.3)
до деякої параметризованої граничної функцiї.

Теорема 4.1. Припустимо, що iснує невiд’ємний вектор ρ з властивiстю
(3.4) i f : [a, b]×D → Rn – функцiя, що задовольняє умови Каратеодорi i є
локально лiпшицевою: f ∈ Lip(K,D) в областi D вигляду (2.2) з матрицею
K для якої

r(Q) < 1, Q =
3(b− a)

10
K. (4.5)

Тодi, для будь-яких фiксованих (z, η) ∈ Da ×Db :
1. Всi функцiї послiдовностi (4.3) є абсолютно неперервнi на вiдрiзку

t ∈ [a, b], мають значення в область D i задовольняють модельним умовам
(3.8).

2. Послiдовнiсть функцiй (4.3) рiвномiрно збiгається вiдносно t ∈ [a, b]

при m→∞ до граничної функцiї

x∞ (t, z, η) = lim
m→∞

xm(t, z, η). (4.6)

3. Гранична функцiя задовольняє умови:

x∞ (a, z, η) = z, x∞ (b, z, η) = η.

4. Функцiя x∞ (t, z, η) є єдиним абсолютно неперервним розв’язком iн-
тегрального рiвняння

x(t) = z +

t∫
a

f(s, x(s))ds− t− a
b− a

b∫
a

f(s, x(s))ds+
t− a
b− a

[η − z] . (4.7)

Iншими словами, x∞ (t, z, η) задовольняє задачу Кошi для модифiкованої си-
стеми диференцiальних рiвнянь:

dx

dt
= f(t, x) +

1

b− a
∆(z, η), (4.8)

x (a) = z (4.9)



63

де ∆(z, η)) : Da ×Db → Rn вiдображення, визначене формулою:

∆(z, η) = η − z −
b∫

a

f(s, x∞ (s, z, η))ds. (4.10)

5. Справедлива оцiнка

|x∞ (t, z, η)− xm (t, z, η)| 6

6
10

9
α1(t, a, b− a)Qm (In −Q)−1 δ[a,b],D(f), (4.11)

для будь-якого t ∈ [a, b] i m ≥ 0, де δ[a,b],D(f) задається формулою (3.5) i

α1(t, a, b− a) = 2(t− a)

(
1− t− a

b− a

)
(4.12)

визначається згiдно (2.4), для якого α1(t, a, b− a) ≤ b−a
2 .

Доведення. Доведення проводиться аналогiчно доведенню Теореми 3.1 з по-
переднього роздiлу.

Поряд iз системою (3.1) розглянемо задачу Кошi для системи диференцi-
альних рiвнянь з постiйним збуренням у правiй частинi вигляду:

dx

dt
= f (t, x) +

1

b− a
µ, t ∈ [a, b] , (4.13)

з початковою умовою
x(a) = z, (4.14)

де µ = col (µ1, ..., µn) ∈ Rn є керуючим параметром.

Теорема 4.2. Нехай z ∈ Da i η ∈ Db – довiльно заданi вектори. Припу-
стимо, що для системи диференцiальних рiвнянь (3.1) мають мiсце умови
Теореми 4.1.

Тодi для того, щоб розв’язок x(·, a, z) задачi Кошi (4.13), (4.14) задоволь-
няв також i параметризованi модельнi умови (3.8), необхiдно i достатньо,
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щоб параметр µ був заданий рiвнiстю:

µ = η − z −
b∫

a

f(s, x∞ (s, z, η))ds, (4.15)

де x∞ (·, z, η) – гранична функцiя послiдовностi (4.3). Крiм того, в цьому
випадку

x(·, a, z) = x∞ (·, z, η) . (4.16)

Доведення. Доведення проводиться аналогiчно доведенню Теореми 3.2 з по-
переднього роздiлу.

Встановимо зв’язок граничної функцiї x∞ (·, z, η) послiдовностi функцiй
(4.3) з розв’язком вихiдної крайової задачi (3.1), (4.1).

Теорема 4.3. В умовах Теореми 4.1 гранична функцiя

x∞ (t, z∗, η∗) = lim
m→∞

xm(t, z∗, η∗) (4.17)

послiдовностi (4.3) є абсолютно неперервним розв’язком iнтегральної кра-
йової задачi (3.1), (4.1) тодi i тiльки тодi, коли пара (z∗, η∗) задовольняє
систему 2n алгебраїчних визначальних рiвнянь

∆(z, η) = η − z −
b∫

a

f(s, x∞ (s, z, η))ds = 0, (4.18)

Λ(z, η) =

b∫
a

[g(s, x∞ (s, z, η)) + h(s, f(s, x∞ (s, z, η)))] ds− d = 0. (4.19)

Доведення. Доведення проводиться аналогiчно доведенню Теореми 3.3 з по-
переднього роздiлу.

Покажемо, що система визначальних рiвнянь (4.18), (4.19) виявляє всi
можливi розв’язки вихiдної функцiональної крайової задачi (3.1), (4.1).

Теорема 4.4. Нехай виконуються всi умови Теореми 4.1.
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Крiм того, iснують вектори
(
z0, η0

)
∈ Da × Db якi задовольняють си-

стему визначальних рiвнянь (4.18), (4.19), тодi iнтегральна крайова задача
(3.1), (4.1) має розв’язок x0(·) такий, що

x0(a) = z0, x0(b) = η0

i
b∫

a

[
g(s, x0 (s)) + h(s, f(s, x0 (s)))

]
ds = d, (4.20)

крiм того, цей розв’язок є граничною функцiєю послiдовностi (4.3):

x0(t) = x∞
(
t, z0, η0

)
= lim

m→∞
xm(t, z0, η0), t ∈ [a, b] . (4.21)

I навпаки, якщо iнтегральна крайова задача (3.1), (4.1) має розв’язок
x0(·), в областi D, то вiн обов’язково задається формулою (4.21) i система
визначальних рiвнянь (4.18), (4.19) задовольняється при

z = x0(a), η = x0 (b) . (4.22)

Доведення. Доведення проводиться аналогiчно доведенню Теореми 3.4.

4.3 Дослiдження розв’язностi на основi наближеної системи ви-
значальних рiвнянь

Розв’язнiсть точної системи визначальних алгебраїчних рiвнянь (4.18),
(4.19) може бути дослiджена на основi так званої, наближеної системи ви-
значальних рiвнянь

∆m(z, η) = η − z −
b∫

a

f(s, xm (s, z, η))ds = 0, (4.23)

Λm(z, η) =

b∫
a

[g(s, xm (s, z, η)) + h(s, f(s, xm (s, z, η)))] ds− d = 0, (4.24)
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де m–фiксоване натуральне число.
Зауважимо, що на вiдмiну вiд (4.18), (4.19) рiвняння (4.23), (4.24) можуть

бути побудованi явно.
На основi Теореми 4.1 природно очiкувати, що при виконанннi пiдходящих

умов системи (4.18), (4.19) i (4.23), (4.24) досить близькi один до одного, при
достатньо великому m.

Лема 4.1. Припустимо, що мають мiсце умови Теореми 4.1 i крiм то-
го g ∈ Lip(Kg, D) i h ∈ Lip(Kh, D

′) з деякими невiд’ємними квадратними
матрицями Kg, Kh розмiрностi n, де

D′ := {f(t, x) : t ∈ [a, b], x ∈ D}.

Тодi для точної i наближеної визначальних систем (4.18), (4.19) i (4.23),
(4.24) мають мiсце наступнi оцiнки, для будь-яких (z, η) ∈ Da×Db i m ≥ 1:

|∆ (z, η)−∆m (z, η)| ≤ 10 (b− a)2

27
KQm (In −Q)−1 δ[a,b],D(f), (4.25)

|Λ (z, η)− Λm (z, η)| ≤ 10 (b− a)2

27
(Kg +KhK)Qm (In −Q)−1 δ[a,b],D(f), (4.26)

де матриця Q i вектор δ[a,b],D(f) заданi вiдповiдно в (3.6) i (3.5).

Доведення. Зафiксуємо довiльнi (z, η) ∈ Da ×Db. Використовуємо умову Лi-
пшиця (3.3), оцiнку (4.11) i рiвнiсть

b∫
a

α1(t, a, b− a)dt =
(b− a)2

3
, (4.27)

де α1(t, a, b− a) задано в (2.4), ми маємо

|∆ (z, η)−∆m (z, η)| =

∣∣∣∣∣∣
b∫

a

f(s, xm (s, z, η))ds−
b∫

a

f(s, x∞ (s, z, η))ds

∣∣∣∣∣∣ ≤
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≤ K

b∫
a

10

9
α1(s, a, b− a)Qm (In −Q)−1 δ[a,b],D(f)ds =

=
10 (b− a)2

27
KQm (In −Q)−1 δ[a,b],D(f),

що доводить нерiвнiсть (4.25).
З (4.19) i (4.24) використовуючи умови Лiпшиця (3.3) i спiввiдношення

(4.11), (4.27) отримуємо

|Λ (z, η)− Λm (z, η)| =

∣∣∣∣∣∣
b∫

a

[g(s, x∞ (s, z, η)) + h(s, f(s, x∞ (s, z, η) ))

−g(s, xm (s, z, η))− h(s, f(s, xm (s, z, η)))] ds| ≤

≤ Kg

b∫
a

|x∞ (s, z, η)− xm (s, z, η)| ds+KhK

b∫
a

|x∞ (s, z, η)− xm (s, z, η)| ds ≤

≤ (Kg +KhK)

b∫
a

10

9
α1(s, a, b− a)Qm (In −Q)−1 δ[a,b],D(f)ds ≤

≤ 10 (b− a)2

27
(Kg +KhK)Qm (In −Q)−1 δ[a,b],D(f),

тобто оцiнка (4.26) також має мiсце.

На основi точної та наближеної визначальних систем (4.18), (4.19) i (4.23),
(4.24) введемо в розгляд вiдображення H : Da ×Db → R2n i Hm : Da ×Db →
R2n поклавши:

H (z, η) =


η − z −

b∫
a

f(s, x∞ (s, z, η))ds

b∫
a

[g(s, x∞ (s, z, η)) + h(s, f(s, x∞ (s, z, η)))] ds− d

 , (4.28)

(z, η) ∈ Da ×Db,
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Hm (z, η) =


η − z −

b∫
a

f(s, xm (s, z, η))ds

b∫
a

[g(s, xm (s, z, η)) + h(s, f(s, xm (s, z, η)))] ds− d

 , (4.29)

(z, η) ∈ Da ×Db.

З Теореми 4.3 випливає, що критичнi точки векторного поля H (z, η) ви-
значають розв’язки iнтегральної крайової задачi (3.1), (4.1).

Наступне твердження встановлює подiбний результат на основi властиво-
стей векторного поля Hm (z, η), яке явно задається в (4.29).

Теорема 4.5. Припустимо, що виконуються умови Леми 4.1. Крiм того,
можна вказати таке m ≥ 1 i множину Ω ⊂ R2n вигляду

Ω := D1 ×D2 (4.30)

де D1 ⊂ Da, D2 ⊂ Db є певнi обмеженi вiдкритi множини, такi що вiдо-
браження Hm (z, η) , задовольняє спiввiдношення

|Hm (z, η)|B∂Ω
10 (b− a)2

27

[
KQm (In −Q)−1 δ[a,b],D(f)

(Kg +KhK)Qm (In −Q)−1 δ[a,b],D(f)

]
(4.31)

на границi ∂Ω.
Якщо крiм того, степiнь Брауера вiдображення Hm не дорiвнює нулевi:

deg (Hm ,Ω, 0) 6= 0, (4.32)

тодi, iснує пара (z∗, η∗) ∈ D1 ×D2 така, що функцiя

x∗(·) = x∞(·, z∗, η∗) (4.33)

є абсолютно неперервним розв’язком iнтегральної крайової задачi (3.1), (4.1),
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де x∞(·, z∗, η∗) – гранична функцiя послiдовностi (4.3)

x∞(t, z∗, η∗) = lim
m→∞

xm(t, z∗, η∗), t ∈ [a, b] . (4.34)

Зауваження 4.2. В (4.32) використовується степiнь Брауера (а не степiнь
Лере Шаудера) тому що, всi векторнi поля є скiнченно вимiрнi. Вiдзначи-
мо також, що права частина в (4.31) може бути явно обчислена (наприклад
використовуючи пакет математичних програм компютерної алгебри).

Доведення Теореми 4.5. Будемо використовувати Лему 4.1. Доведемо, що
векторнi поля H i Hm, якi заданi в (4.28) та (4.29) є гомотопнi.

Для цього розглянемо
”
лiнiйну деформацiю“ яка визначена сiм’єю вiд-

ображень

Ψ (ϑ, z, η) = Hm (z, η)+ϑ [H (z, η)−Hm (z, η)] , (z, η) ∈ ∂Ω, ϑ ∈ [0, 1] . (4.35)

Очевидно, що Ψ є неперервним вiдображення на границi ∂Ω для всiх ϑ ∈ [0, 1]

i бiльш того
Ψ (0, z, η) = Hm(z, η), Ψ (1, z, η) = H(z, η).

Для довiльної ϑ ∈ [0, 1] i (z, η) ∈ ∂Ω, на основi (4.35), маємо

|Ψ(ϑ, z, η)| = |Hm(z, η) + ϑ [H(z, η)−Hm(z, η)]| ≥

≥ |Hm(z, η| − |H(z, η)−Hm(z, η)| .
(4.36)

З iншого боку, на основi оцiнок (4.25) i (4.26) з Леми 4.1, ми маємо наступну
покомпонентну нерiвнiсть

|H (z, η)−Hm (z, η)| ≤ 10 (b− a)2

27

[
KQm (In −Q)−1 δ[a,b],D(f),

(Kg +KhK)Qm (In −Q)−1 δ[a,b],D(f)

]
.

З (4.31) i (4.36), випливає, що

|Ψ (ϑ, z, η)|B∂Ω 02n, ϑ ∈ [0, 1]

i отже не всi компоненти Ψ (ϑ, z, η) приймають нульове значення на ∂Ω для
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будь якого ϑ, отже лiнiйна диформацiя (4.35) є невиродженою i тому векторнi
поля H i Hm є гомотопними.

У попереднiй формулi 02n означає нульовий вектор стовпчик розмiрностi
2n.

Використовуючи допущення (4.32) та iнварiантну властивiсть степенi Бра-
уера, вiдносно гомотопiї, можна заключити що

deg(H,Ω, 0) = deg(Hm,Ω, 0) 6= 0.

Тодi, класичний топологiчний результат (див. [61], Теорема A2.4), гарантує
iснування такої пари

(z∗, η∗) ∈ D1 ×D2 = Ω,

яка задовольняє рiвнянню H(z∗, η∗) = 0. Отже, пара (z∗, η∗) задовольняє
систему визначальних рiвнянь (4.18), (4.19).

Застосовуючи Теорему 4.3, можемо зробити висновок, що функцiя (4.34)
є абсолютно неперервним розв’язком iнтегральної крайової задачi (3.1), (4.1).

Зауваження 4.3. Для того, щоб застосувати Теорему 4.1 потрiбно зробити
наступнi кроки:

1. Вибрати вектор ρ i обчислити вектор δ[a,b],D(f) згiдно (3.5).

2. Перевiрити виконання нерiвностi (3.4), побудувати функцiю xm(·, z, η)

в аналiтичному видi (використовуючи, наприклад, пакет математичних
програм комп’ютерної алгебри) для деякого фiксованого m = m0, де z, η
являються параметрами.

3. Вибрати пiдходящу множину Ω i перевiрити виконання умов (4.31), (4.32)
для m = m0.

4. Для перевiрки виконання умов (4.35) Теореми 4.5 потрiбно використати
рекурентну формулу (4.3) для обчисленння функцiй xm(·, z, η) в аналi-
тичному видi, вважаючи z, η параметрами. Далi треба перевiрити чи хоч
одна компонента вектора |Hm (z, λ, η)| розмiрностi 2n строго бiльша нiж
вiдповiдна компонента в правiй частинi (4.31) в кожнiй точцi (z, η), що
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належить ∂Ω. Пiсля цього треба переконатися, що в (4.32) топологiчна
степiнь Брауера вiдображення Hm не дорiвнює нулевi. В загальному ви-
падку це досить важка проблема. Однаково, у рядi випадкiв це можна
перевiрити досить просто.

Зокрема, коли вiдображення Hm є непарним, тобто

Hm (−z,−η) = −Hm (z, η)

для всiх (z, η) ∈ Ω, тодi за теоремою Борсука (див. [61], Теорема A2.12),
степiнь Брауера буде непарним числом, тому вона не може дорiвнювати
нулевi.

Якщо, вiдображення Hm в (4.29) є гладким тодi згiдно визначення топо-
логiчної степенi Брауера (див. [61], Означення A2.1) у випадку, якщо в
iзольованому нулi матриця Якобi не сингулярна, тобто (zm,0, ηm,0)

det
∂

∂(z, η)
Hm (zm,0, ηm,0) 6= 0, (4.37)

тодi степiнь Брауера вiдмiнна вiд нуля.

В (4.37) символ ∂
∂(z,η) означає частиннi похiднi вiдносно вектора змiнних

(z1, ..., zn, η1..., ηn).

Зауважимо, що якщо для матрицi Q вигляду (3.6) не виконується умо-
ва (3.7) то дiленням вiдрiзку iнтегрування навпiл можна вдвiчi послабити
цю умову. Технiка дiлення вiдрiзку навпiл обгрунтована в п’ятому роздiлi
дисертацiї.

Теорема 4.1 може бути доповнена слiдуючим зауваженням. Нехай (ẑ, η̂) ∈
Da×Db є коренем наближеної визначальної системи (4.23), (4.24) для деякого
m. Тодi функцiя

x̃(t) := xm(t, ẑ, η̂), t ∈ [a, b] , (4.38)

яка визначена знiдно (4.3) може розглядатися якm-те наближення до розв’яз-
ку iнтегральної крайової задачi (3.1), (4.1). Це виправдовується наступною
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оцiнкою, що прямо випливає з нерiвностi (4.11) Теореми 4.1

|x∞(t, ẑ, η̂)− xm(t, ẑ, η̂))| 6

6
10

9
α1(t, a, b− a)Qm (In −Q)−1 δ[a,b],D(f), t ∈ [a, b] ,m ≥ 0.

Нагадаємо, що Q i δ[a,b],D(f) заданi вiдповiдно в (3.6) i (3.5).
Доцiльно пiдкреслити роль невiдомих параметрiв, якi входять в (4.38):

ẑ є наближене початкове значення розв’язку iнтегральної крайової задачi
(3.1), (4.1) в точцi t = a, а η̂ його наближене значення при t = b.

4.4 Необхiднi умови iснування розв’язкiв

Перейдемо до отримання необхiдних умов розв’язностi iнтегральної кра-
йової задачi (3.1), (4.1).

А саме, знайдемо необхiднi умови для того, щоб деякi пiдобластi Ga ⊂ Da

i Gb ⊂ Db могли мiстити точки z∗ i η∗, якi визначають при t = a i t = b,

вiдповiдно значення
x(a) = z∗ i x(b) = η∗

розв’язку x(·).
Попередньо доведемо леми, про неперервну залежнiсть граничної функцiї

x∞(·, z, η) i визначальних функцiй ∆(z, η) i Λ(z, η) вигляду (4.18), (4.19) вiд
(z, η) ∈ Da ×Db.

Лема 4.2. Нехай для крайової задачi (3.1), (4.1) виконуються умови Теоре-
ми 4.1. Тодi, для будь-яких пар точок (z

′
, η
′
) ∈ Da ×Db, (z

′′
, η
′′
) ∈ Da ×Db

для вiдхилення граничних функцiй x∞(·, z′, η′) i x∞(·, z′′, η′′) послiдовностей
xm(t, z

′
, η
′
) i xm(t, z

′′
, η
′′
) вигляду (4.3) справедлива нерiвнiсть∣∣∣x∞(t, z

′
, η
′
)− x∞(t, z

′′
, η
′′
)
∣∣∣ ≤

≤
[
In +

10

9
α1(t, a, b− a)K (In −Q)−1

] [∣∣∣z′ − z′′∣∣∣+
∣∣∣η′ − η′′∣∣∣] , (4.39)

де α1(t, a, b − a) дається згiдно (2.4), K матриця Лiпшищя в умовi f ∈
Lip(K,D).
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Доведення. Безпосередньо iз (4.3), (4.4) слiдує

x1(t, z
′
, η
′
)− x1(t, z

′′
, η
′′
) = z

′
+

t∫
a

f

(
s,

(
1− s− a

b− a

)
z
′
+
s− a
b− a

η
′
)
ds−

− t− a
b− a

b∫
a

f

(
s,

(
1− s− a

b− a

)
z
′
+
s− a
b− a

η
′
)
ds+

t− a
b− a

[
η
′ − z′

]
−

− z′′ −
t∫

a

f

(
s,

(
1− s− a

b− a

)
z
′′

+
s− a
b− a

η
′′
)
ds+

+
t− a
b− a

b∫
a

f

(
s,

(
1− s− a

b− a

)
z
′′

+
s− a
b− a

η
′′
)
ds− t− a

b− a

[
η
′′ − z′′

]
=

=

(
1− t− a

b− a

)(
z
′ − z′′

)
+
t− a
b− a

(
η
′ − η′′

)
+

(
1− t− a

b− a

)
×

×
t∫

a

[
f

(
s,

(
1− s− a

b− a

)
z
′
+
s− a
b− a

η
′
)
− f

(
s,

(
1− s− a

b− a

)
z
′′

+
s− a
b− a

η
′′
)]

ds−

− t− a
b− a

b∫
t

[
f

(
s,

(
1− s− a

b− a

)
z
′
+
s− a
b− a

η
′
)
−

−f
(
s,

(
1− s− a

b− a

)
z
′′

+
s− a
b− a

η
′′
)]

ds. (4.40)

Використовуючи в (4.40) умову Лiпшиця i вигляд послiдовностi
αm+1(t, a, b− a) в (2.5), маємо

∣∣∣x1(t, z
′
, η
′
)− x1(t, z

′′
, η
′′
)
∣∣∣ ≤ [∣∣∣z′ − z′′∣∣∣+

∣∣∣η′ − η′′∣∣∣]+K

[(
1− t− a

b− a

)
×

×
t∫

a

∣∣∣∣(1− s− a
b− a

)
z
′
+
s− a
b− a

η
′ −
(

1− s− a
b− a

)
z
′′ − s− a

b− a
η
′′
∣∣∣∣ ds
+

+K

 t− a
b− a

b∫
t

∣∣∣∣(1− s− a
b− a

)
z
′
+
s− a
b− a

η
′ −
(

1− s− a
b− a

)
z
′′ − s− a

b− a
η
′′
∣∣∣∣ ds
 ≤
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≤
[∣∣∣z′ − z′′∣∣∣+

∣∣∣η′ − η′′∣∣∣]+K
(1− t− a

b− a

) t∫
a

∣∣∣∣(1− s− a
b− a

) ∣∣∣z′ − z′′∣∣∣+s− a
b− a

×

×
∣∣∣η′ − η′′∣∣∣∣∣∣ ds]+K

 t− a
b− a

b∫
t

∣∣∣∣(1− s− a
b− a

) ∣∣∣z′ − z′′∣∣∣+
s− a
b− a

∣∣∣η′ − η′′∣∣∣∣∣∣∣ ds
 ≤

≤
[∣∣∣z′ − z′′∣∣∣+

∣∣∣η′ − η′′∣∣∣]+K

(1− t− a
b− a

) t∫
a

[∣∣∣z′ − z′′∣∣∣+
∣∣∣η′ − η′′∣∣∣] ds

+

+K

 t− a
b− a

b∫
t

[∣∣∣z′ − z′′∣∣∣+
∣∣∣η′ − η′′∣∣∣] ds

 ≤ [∣∣∣z′ − z′′∣∣∣+
∣∣∣η′ − η′′∣∣∣]+

+K
[∣∣∣z′ − z′′∣∣∣+

∣∣∣η′ − η′′∣∣∣]
(1− t− a

b− a

) t∫
a

ds+
t− a
b− a

b∫
t

ds

 ≤
≤
[∣∣∣z′ − z′′∣∣∣+

∣∣∣η′ − η′′∣∣∣]+K
[∣∣∣z′ − z′′∣∣∣+

∣∣∣η′ − η′′∣∣∣]α1(t, a, b− a).

Аналогiчно встановлюємо, що∣∣∣x2(t, z
′
, η
′
)− x2(t, z

′′
, η
′′
)
∣∣∣ ≤

≤
[
In +Kα1(t, a, b− a) +K2α2(t, a, b− a)

] [∣∣∣z′ − z′′∣∣∣+
∣∣∣η′ − η′′∣∣∣] .

За методом математичної iндукцiї можна отримати, що∣∣∣xm(t, z
′
, η
′
)− xm(t, z

′′
, η
′′
)
∣∣∣ ≤

≤
[
In +Kα1(t, a, b− a) +K2α2(t, a, b− a) + ...+Kmαm(t, a, b− a)

]
×

×
[∣∣∣z′ − z′′∣∣∣+

∣∣∣η′ − η′′∣∣∣] . (4.41)

Iз (4.41) з урахуванням нерiвностi (2.7), маємо∣∣∣xm(t, z
′
, η
′
)− xm(t, z

′′
, η
′′
)
∣∣∣ ≤

≤

[
In +K

[
In +

(
3(b− a)

10
K

)
+

(
3(b− a)

10
K

)2

...+

(
3(b− a)

10
K

)m−1
]
×
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×10

9
α1(t, a, b− a)

] [∣∣∣z′ − z′′∣∣∣+
∣∣∣η′ − η′′∣∣∣] . (4.42)

Перейшовши в (4.42) до границi приm→∞, з урахуванням вигляду (3.6)
матрицi Q, маємо∣∣∣x∞(t, z

′
, η
′
)− x∞(t, z

′′
, η
′′
)
∣∣∣ ≤

≤
[
In +

10

9
α1(t, a, b− a)K(In −Q)−1

] [∣∣∣z′ − z′′∣∣∣+
∣∣∣η′ − η′′∣∣∣] ,

що i треба було довести.

Лема 4.3. При виконаннi умов Теореми 4.1, визначальнi функцiї ∆(z, η) i
Λ(z, η) вiдповiдно вигляду (4.18) i (4.19) визначенi i неперервнi в областi
(z, η) ∈ Da × Db i для всiх пар точок (z

′
, η
′
) ∈ Da × Db, (z

′′
, η
′′
) ∈ Da × Db

має мiсце оцiнка∣∣∣∆(z
′
, η
′
)−∆(z

′′
, η
′′
)
∣∣∣ ≤

≤

[
In +

(
K(b− a) +

10(b− a)2K (In −Q)−1

27

)][∣∣∣z′ − z′′∣∣∣+
∣∣∣η′ − η′′∣∣∣] ,

(4.43)

∣∣∣Λ(z
′
, η
′
)− Λ(z

′′
, η
′′
)
∣∣∣ ≤

≤

[
(b− a) (Kg +KhK) + (Kg +KhK)

10(b− a)2K (In −Q)−1

27

]
×

×
[∣∣∣z′ − z′′∣∣∣+

∣∣∣η′ − η′′∣∣∣] . (4.44)

Доведення. Для всiх пар (z, η) ∈ Da×Db iснує неперервна гранична функцiя
для рiвномiрно збiжної послiдовностi функцiй (4.3). Далi, iз (4.10) з викорис-
танням умови Лiпшиця, маємо∣∣∣∆(z

′
, η
′
)−∆(z

′′
, η
′′
)
∣∣∣ =
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=

∣∣∣∣∣∣η′ − z′ −
b∫

a

(
s, x∞(s, z

′
, η
′
)
)
− η′′ + z

′′
+

b∫
a

(
s, x∞(s, z

′′

, η
′′
)
)∣∣∣∣∣∣ ≤

≤
[∣∣∣z′ − z′′∣∣∣+

∣∣∣η′ − η′′∣∣∣]+K

b∫
a

∣∣∣x∞(t, z
′
, η
′
)− x∞(t, z

′′

, η
′′
)
∣∣∣ ds. (4.45)

Приймаючи до уваги (4.39) i (4.27) iз (4.45), находимо∣∣∣∆(z
′
, η
′
)−∆(z

′′
, η
′′
∣∣∣ ≤ [∣∣∣z′ − z′′∣∣∣+

∣∣∣η′ − η′′∣∣∣]+

+K

b∫
a

[
In +

10

9
α1(s, a, b− a)K (In −Q)−1

] [∣∣∣z′ − z”
∣∣∣+
∣∣∣η′ − η′′∣∣∣] ds ≤

≤
[∣∣∣z′ − z′′∣∣∣+

∣∣∣η′ − η′′∣∣∣]+

[
K(b− a) +

10(b− a)2K (In −Q)−1

27

]
×

×
[∣∣∣z′ − z′′∣∣∣+

∣∣∣η′ − η′′∣∣∣] =

=

[
In +

(
K(b− a) +

10(b− a)2K (In −Q)−1

27

)][∣∣∣z′ − z′′∣∣∣+
∣∣∣η′ − η′′∣∣∣] ,

що i завершує доведення нерiвностi (4.43).
Враховуючи лiпшицевi властивостi f ∈ Lip(K,D), g ∈ Lip(Kg, D) i h ∈

Lip(Kh, D
′), iз рiвнiстi (4.6) на основi оцiнки (4.39) i рiвностi (4.27), маємо

∣∣∣Λ(z
′
, η
′
)− Λ(z

′′
, η
′′
)
∣∣∣ ≤ b∫

a

Kg

∣∣∣x∞(t, z
′
, η
′
)− x∞(t, z

′′

, η
′′
∣∣∣ ds+

+

b∫
a

Kh

∣∣∣f(s, x∞(t, z
′
, η
′
))− f(s, x∞(t, z

′′

, η
′′
)
∣∣∣ ds ≤

≤
b∫

a

Kg

[
In +

10

9
α1(t, a, b− a)K (In −Q)−1

] [∣∣∣z′ − z′′∣∣∣+
∣∣∣η′ − η′′∣∣∣] ds+

+

b∫
a

KhK

[
In +

10

9
α1(t, a, b− a)K (In −Q)−1

] [∣∣∣z′ − z′′∣∣∣+
∣∣∣η′ − η′′∣∣∣] ds ≤
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≤

[
Kg(b− a) +Kg

10(b− a)2K (In −Q)−1

27

] [∣∣∣z′ − z′′∣∣∣+
∣∣∣η′ − η′′∣∣∣]+

+

[
KhK(b− a) +KhK

10(b− a)2K (In −Q)−1

27

] [∣∣∣z′ − z′′∣∣∣+
∣∣∣η′ − η′′∣∣∣] ≤

≤

[
(b− a) (Kg +KhK) + (Kg +KhK)

10(b− a)2K (In −Q)−1

27

]
×

×
[∣∣∣z′ − z′′∣∣∣+

∣∣∣η′ − η′′∣∣∣] .
Лема доведена.

Необхiднi умови розв’язностi крайової задачi (3.1), (4.1) дає наступне твер-
дження.

Теорема 4.6. Нехай справедливi умови Теореми 4.1. Тодi, для того, щоб
деякi пiдобластi Ga ⊂ Da i Gb ⊂ Db могли мiстити точки z∗ i η∗, якi при
t = a i t = b, задають вiдповiдно значення

x(a) = z∗ i x(b) = η∗ (4.46)

розв’язку x(·) крайової задачi (3.1), (4.1) необхiдно, щоб при всiх m i довiль-
них z̃ ∈ Ga, η̃ ∈ Gb виконувались нерiвностi

|∆m(z̃, η̃)| ≤ sup
z∈Ga,η∈Gb

[
In +

(
K(b− a) +

10(b− a)2K (In −Q)−1

27

)]
×

× [|z̃ − z|+ |η̃ − η|] +
10 (b− a)2

27
KQm(In −Q)−1δ[a,b],D(f), (4.47)

|Λm(z̃, η̃)| ≤

≤ sup
z∈Ga,η∈Gb

[
(b− a) (Kg +KhK) + (Kg +KhK)

10(b− a)2K (In −Q)−1

27

]
×

× [|z̃ − z|+ |η̃ − η|] +
10(b− a)2

27
(Kg +KhK)Qm (In −Q)−1 δ[a,b],D(f). (4.48)

Доведення. Нехай для значень (z∗, η∗) визначальнi рiвняння ∆(z, η) i Λ(z, η)
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вигляду (4.18) i (4.19) перетворюються в нуль:

∆(z∗, η∗) = 0, Λ(z∗, η∗) = 0. (4.49)

Тодi, за Теоремою 4.2 значення розв’язку x∞(·) в точках t = a i t = b вира-
жається згiдно (4.46). Застосуємо формулу (4.43) Леми 4.3 при

z
′
= z̃ , z

′′
= z∗, η

′
= η̃, η

′′
= η∗. (4.50)

Тодi iз (4.43) i (4.49) маємо

|∆(z̃, η̃)| ≤

[
In +

(
K(b− a) +

10(b− a)2K (In −Q)−1

27

)]
[|z̃ − z∗|+ |η̃ − η∗|] .

(4.51)
На пiдставi нерiвностi (4.25) знаходимо, що

|∆(z̃, η̃)−∆m(z̃, η̃)| ≤ 10 (b− a)2

27
KQm(In −Q)−1δ[a,b],D(f),

тобто

|∆m(z̃, η̃)| ≤ |∆(z̃, η̃)|+ 10 (b− a)2

27
KQm(In −Q)−1δ[a,b],D(f). (4.52)

Об’єднавши нерiвносi (4.52) i (4.51) доводимо справедливiсть нерiвностi (4.47):

|∆m(z̃, η̃)| ≤

[
In +

(
K(b− a) +

10(b− a)2K (In −Q)−1

27

)]
×

× [|z̃ − z∗|+ |η̃ − η∗|] +
10 (b− a)2

27
KQm(In −Q)−1δ[a,b],D(f) ≤

≤ sup
z∈Ga,η∈Gb

[
In +

(
K(b− a) +

10(b− a)2K (In −Q)−1

27

)]
[|z̃ − z|+ |η̃ − η|] +

+
10 (b− a)2

27
KQm(In −Q)−1δ[a,b],D(f).

Для доведення нерiвностi (4.48) застосуємо формулу (4.44) Леми 4.3 при



79

значеннях параметрiв, наведених в (4.50). Тодi iз (4.44) i (4.49) маємо

|Λ(z̃, η̃)| ≤

[
(b− a) (Kg +KhK) + (Kg +KhK)

10(b− a)2K (In −Q)−1

27

]
×

× [|z̃ − z∗|+ |η̃ − η∗|] . (4.53)

З (4.26) випливає, що

|Λm(z̃, η̃)| ≤ |Λ(z̃, η̃)|+ 10(b− a)2

27
(Kg +KhK)Qm (In −Q)−1 δ[a,b],D(f).

(4.54)
Iз спiввiдношень (4.54) i (4.53) маємо:

|Λm(z̃, η̃)| ≤

[
(b− a) (Kg +KhK) + (Kg +KhK)

10(b− a)2K (In −Q)−1

27

]
×

× [|z̃ − z∗|+ |η̃ − η∗|] +
10(b− a)2

27
(Kg +KhK)Qm (In −Q)−1 δ[a,b],D(f) ≤

≤ sup
z∈Ga,η∈Gb

[
(b− a) (Kg +KhK) + (Kg +KhK)

10(b− a)2K (In −Q)−1

27

]
×

× [|z̃ − z|+ |η̃ − η|] +
10(b− a)2

27
(Kg +KhK)Qm (In −Q)−1 δ[a,b],D(f),

що й доводить нерiвнiсть (4.48) .

Теорема 4.6 дозволяє вказати корисний на практицi алгоритм наближе-
ного вiдшукання значення (4.46) розв’язку. Для цього представимо множини
Da i Db, як об’єднання скiнченного числа пiдмножин

Da =
N
∪
i=1

Di
a, Db =

N
∪
i=1

Di
b. (4.55)

На кожному Di
a i Di

b вибираємо довiльнi точки zi ∈ Di
a i η ∈ Di

b. Потiм
для деякого номера m по формулi (4.18) обчислюємо послiдовнi наближення
xm(t, zi, ηi), a по (4.23) i (4.24) знаходимо ∆m(zi, ηi) i Λm(zi, ηi). Пiсля чого
на пiдставi (4.47) i (4.48) виключаються iз розгляду тi пiдмножини Di

a i Di
b,
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для довiльних точок zi ∈ Di
a i ηi ∈ Di

b яких, виконуються зворотнi нерiвностi

∣∣∆m(zi, ηi)
∣∣ > sup

z∈Ga,η∈Gb

[
In +

(
K(b− a) +

10(b− a)2K (In −Q)−1

27

)]
×

×
[∣∣zi − z∣∣+

∣∣ηi − η∣∣]+
10 (b− a)2

27
KQm(In −Q)−1δ[a,b],D(f),

∣∣Λm(zi, ηi)
∣∣ > sup

z∈Ga,η∈Gb

[
(b− a) (Kg +KhK) + (Kg +KhK)×

×10(b− a)2K (In −Q)−1

27

] [∣∣zi − z∣∣+
∣∣ηi − η∣∣]+

+
10(b− a)2

27
(Kg +KhK)Qm (In −Q)−1 δ[a,b],D(f),

оскiльки за Теоремою 4.6 такi пiдмножини Di
a i Di

b не можуть мiстити точки
z∗ ∈ Di

a, η∗ ∈ Di
b, що задають вiдповiдно значення x(a) = z∗ i x(b) = η∗

розв’язку крайової задачi (3.1), (4.1).
Тi Di

a i Di
b, якi залишилися, утворюють певнi пiдмножини D̂a i D̂b, якi при

i,m→∞ збiгаються до пiдмножин D∗a i D∗b , i якi мiстять вiдповiднi значення
розв’язку крайової задачi (3.1), (4.1).

4.5 Конструктивна перевiрка достатнiх умов iснування для
приклада iнтегральної крайової задачi з двома розв’язками

Продемонструємо детально застосування Теореми 4.5 у випадку крайової
задачi (3.48), (3.49), яка була розглянута у третьому роздiлi.

Покажемо, що ця крайова задача в околi першого наближення вигляду
(3.53) має розв’язок. Для цього в Теоремi 4.5 виберемо область Ω := D1×D2 в
(4.30) як прямий добуток прямокутникiв

D1 := {(z1, z2) : −0.55 ≤ z1 ≤ 0.1 ; −0.1 ≤ z2 ≤ 0.05} ⊂ Da, (4.56)

D2 := {(η1, η2) : −0.55 ≤ η1 ≤ 0; 0 ≤ η2 ≤ 0.12} ⊂ Db. (4.57)

Таким чином, границi ∂D1 та ∂D2 задаються вiдповiдно наступними рiвнян-
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нями:
{z1 = −0.55, −0.1 ≤ z2 ≤ 0.05},

{z2 = 0.05, −0.55 ≤ z1 ≤ 0.1},

{z1 = 0.1, −0.1 ≤ z2 ≤ 0.05},

{z2 = −0.1, −0.55 ≤ z1 ≤ 0.1}

(4.58)

та
{η1 = −0.55, 0 ≤ η2 ≤ 0.12},

{η2 = 0.12, −0.55 ≤ η1 ≤ 0},

{η1 = 0, 0 ≤ η2 ≤ 0.12},

{η2 = 0, −0.55 ≤ η1 ≤ 0}.

(4.59)

Тому, виконання спiввiдношення (4.31) в Теоремi 4.5 треба перевiрити для
всiх значень параметрiв, якi заданi в (4.58), (4.59). Прямими обчисленнями
отримаємо, що g ∈ Lip(Kg, D), де область D задана в (3.51) i

Kg =

(
0.2 0.375

0 0.2

)
.

Крiм того, маємо

10 (b− a)2

27

(
KQ (In −Q)−1 δ[a,b],D(f)

KgQ (In −Q)−1 δ[a,b],D(f)

)
=


2.32707024 · 10−4

6.065016891 · 10−4

2.406173922 · 10−4

3.155040783 · 10−5

 .

Якщо порiвняти лiву i праву частини в (4.31) в точках, якi заданi рiвняннями
(4.58), (4.59), тодi приходимо до висновку, що нерiвнiсть (4.31) виконується.

Для того, щоб перевiрити виконання умови (4.32), використаємо диферен-
цiйовнiсть функцiя f . Запишемо матрицю Якобi

∂H1

∂(z, η)
=


∂H11

∂z1
∂H11

∂z2
∂H11

∂η1
∂H11

∂η2
∂H12

∂z1
∂H12

∂z2
∂H12

∂η1
∂H12

∂η2
∂H13

∂z1
∂H13

∂z2
∂H13

∂η1
∂H13

∂η2
∂H14

∂z1
∂H14

∂z2
∂H14

∂η1
∂H14

∂η2

 , (4.60)



82

де

H11(z, η) = η1 − z1 −
∫ b

a

f1(t, x11(t, z, η), x12(t, z, η))dt,

H12(z, η) = η2 − z2 −
∫ b

a

f2(t, x11(t, z, η), x12(t, z, η))dt,

H13(z, η) =

∫ b

a

g1(t, x11(t, z, η), x12(t, z, η))dt+
197

48000
,

H14(z, η) =

∫ b

a

g2(t, x11(t, z, η), x12(t, z, η))dt− 1

4000
,

де функцiї f i g визначенi в заданому прикладi.
Якщо пiдставити значення параметрiв з другого стовпчику Таблицi 3.1 в

матрицю Якобi (4.60), то отримаємо
−0.991664946 0.0165680208 1.016639475 0.0334006242

−0.005205078 −1.001032832 −0.0104752604 0.9967402959

−0.00208135681 −0.02066615277 −0.00609620114 −0.041047519

−0.00000185526 −0.00124495269 0.00001482908 0.0049824817

 .

Детермiнант останьої матрицi дорiвнює 5.0813401 · 10−5, тобто вiдмiнний вiд
нуля. Тодi на основi того, що (4.37) виконується для значень параметрiв з
першого стовпчика Табл.3.1., можемо заключити, що нерiвнiсть (4.32) має
мiсце. Тому на основi Теореми 4.5, iснує така пара параметрiв (z∗, η∗) ∈ D1×
D2, що функцiя (4.33) є розв’язком iнтегральної крайової задачi (3.48), (3.49).

Легко перевiрити, що пара функцiй

x∗1(t) =
t2

20
− 1

2
, x∗2(t) =

t

5

є розв’язком IКЗ (3.48), (3.49) i їх значення в точках 0 i 1
2

x∗1(0) = −0.5, x∗2(0) = 0,

x∗1

(1

2

)
= −39

80
, x∗2

(1

2

)
=

1

10
,

належать вiдповiдно областям D1 та D2 вигляду (4.56), (4.57).
Графiк цього розв’язку та його перше наближення i вiдповiдна похибка

наведенi в пiдроздiлi 3.4.
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Згiдно Теорем 4.3, 4.4, число розв’язкiв визначальної алгебраїчної системи
(4.18), (4.19) спiвпадає з числом розв’язкiв заданої IКЗ. Обчислення дають,
що поряд з значеннями параметрiв якi представленi в Табл. 3.1 наближена
система визначальних рiвнянь (4.23), (4.24), приm = 1 має i iнший розв’язок,
який записано в другому стовпчику Табл. 3.2.

Тепер замiсть областi Ω := D1 ×D2 яка визначена (4.56), (4.57), введемо
в розгляд область Ω̃ = D3 ×D4 де

D3 = {(z1, z2) : 0 ≤ z1 ≤ 0.42, −0.2 ≤ z2 ≤ −0.12} , (4.61)

D4 = {(η1, η2) : 0 ≤ η1 ≤ 0.41, −0.1 ≤ η2 ≤ 0.05} . (4.62)

Рiвняння границь ∂D3 та ∂D4 мають вигляд

{z1 = 0, −0.2 ≤ z2 ≤ −0.12},

{z2 = −0.12, 0 ≤ z1 ≤ 0.42},

{z1 = 0.42, −0.2 ≤ z2 ≤ −0.12},

{z2 = −0.2, 0 ≤ z1 ≤ 0.42}

та
{η1 = 0, −0.1 ≤ η2 ≤ 0.05},

{η2 = 0.05, 0 ≤ η1 ≤ 0.41},

{η1 = 0.41, −0.1 ≤ η2 ≤ 0.05},

{η2 = −0.1, 0 ≤ η1 ≤ 0.41}.

Обчислення показують, що i в цьому випадку всi умови Теореми 4.5 при
m = 1 також виконуються.

Отже, на основi Теореми 4.5, iснує така пара векторiв (ẑ∗, η̂∗) ∈ D3 ×D4,
що функцiя

x̂∗(t) = x∞(t, ẑ∗, η̂∗), t ∈ [0, 1/2], (4.63)

є розв’язком iнтегральної крайової задачi (3.48), (3.49) для якого, мають мi-
сце включення (x̂∗1(0), x̂∗2(0)) ∈ D3, (x̂∗1(1/2), x̂∗2(1/2) ∈ D4. Перше наближення
x̂11(t), x̂12(t) до другого розв’язку (4.63) i його графiки представленi в пiдроз-
дiлi 3.4.

Легко бачити, що значення першого наближення до другого точного розв’яз-
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ку (4.63) в 0 та 1/2 мають значення

x̂11(0) = 0.39235367135, x̂12(0) = −0.1570525052,

x̂11

(1

2

)
= 0.3868493959, x̂12

(1

2

)
= −0.04383992216

i належать D3 i D4 вигляду (4.61), (4.62) вiдповiдно.
Аналогiчно обчисленi друге i третє (m = 2, 3) наближення до другого

розв’язку. Вiдповiднi графiки наближених розв’язкiв та нев’язку на третiй
iтерацiї також можна знайти в пiдроздiлi 3.4.

4.6 Приклад з двома розв’язками, де iнтегральна крайовi умо-
ви залежать i вiд похiдної

Розглянемо нелiнiйну систему диференцiальних рiвнянь{
x′1 (t) = x2

2(t)− t
5x1(t) + t3

100 −
t2

25 := f1(t, x1, x2), t ∈
[
0, 1

2

]
,

x′2 (t) = t2

10x2(t) + t
8x1(t)− 21

800t
3 + 1

16t+ 1
5 := f2(t, x1, x2),

(4.64)

пiдпорядковану iнтегральним крайовим умовам{ ∫ 1
2

0 [sx1(s)x2(s) + x′1
2(s)]ds = − 59

16000 ,∫ 1
2

0 [s2x2
2(s) + x′2

2(s)]ds = 81
4000 .

(4.65)

Можна перевiрити, що один з розв’язкiв задачi (4.64), (4.65) має вигляд:

x∗1(t) =
t2

20
− 1

2
, x∗2(t) =

t

5
. (4.66)

Згiдно (3.8) введемо наступнi параметри:

z : = x(0) = col(x1(0), x2(0)) = col(z1, z2),

η : = x

(
1

2

)
= col

(
x1

(
1

2

)
, x2

(
1

2

))
= col (η1, η2) .

Нехай опуклi пiдмножини Da i Db, де шукаємо значення розв’язку x(a)
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та x(b), мають вигляд:

Da = Db = {(x1, x2) : −10.3 ≤ x1 ≤ 0.6, −0.01 ≤ x2 ≤ 0.2} .

У цьому випадку
Da,b = Da = Db.

У нерiвностi (3.4) виберемо

ρ = col (0.2; 0.2) .

Отже, векторний ρ – окiл множини Da,b дається наступним чином

D = B(Da,b, ρ) = {(x1, x2) : −10.5 ≤ x1 ≤ 0.8, −0.21 ≤ x2 ≤ 0.4}

Прямi обчислення показують, що умова Лiпшиця (3.3) для правої частини
(4.64) в областi D виконується з матрицею

K =

[
1/10 9/10

1/16 1/40

]

i маємо

Q =
3

20

[
1/10 9/10

1/16 1/40

]
, r(Q) = 0.045 < 1,

δ[a,b],D(f) :=
1

2

[
max

(t,x)∈[0, 12 ]×D
f(t, x)− min

(t,x)∈[0, 12 ]×D
f(t, x)

]
=

[
0.645

0.36075

]
,

ρ =

[
0.2

0.2

]
≥ b− a

2
δ[a,b],D(f) =

[
0.16125

0.0901875

]
.

Таким чином, ми перевiрили, що всi умови Теореми 4.1 виконуються, i тому
послiдовнiсть функцiй (4.3) для цього прикладу є збiжною.

На першому кроцi (m = 1) на основi послiдовних наближень (4.3), викорис-
товуючи пакет символьної математики Maple, отримаємо для першої i другої
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m=0 m=1 m=2 m=3
z1 -0.5000428728 -0.499994975 -0.5000000116 -0.5000000016
z2 -0.001576661 -0.60016337·10−5 3.0283887 · 10−8 2.9748396 · 10−10

η1 -0.4876685954 -0.4874955843 -0.4875000081 -0.4875000014
η2 0.09844741696 0.09999409626 0.1000000296 0.1000000003

Табл. 4.1: Наближенi значення параметрiв для першого розв’язку (4.66)

компонент наступнi результати:

x11(t, z, η) : = z1 +
1

400
t4 +

1

3

(
(−2z2 + 2η2)

2 +
2

5
z1 −

2

5
η1 −

1

25

)
t3+

+
1

2

(
2z2(−2z2 + 2η2)− 1

5
z1

)
t2 + z2

2t−

− 2t

(
− 29

19200
+

1

24
(−2z2 + 2η2)

2 − 1

120
z1 −

1

60
η1+

+
1

4
z2(−2z2 + 2η2) +

1

2
z2

2

)
+ 2t(η1 − z1),

x12(t, z, η) : = z2 +
1

5
t+

1

4

(
−1

5
z2 +

1

5
η2 −

21

800

)
t4+

+
1

3

(
−1

4
z1 +

1

4
η1 +

1

10
z2

)
t3 +

1

2

(
1

8
z1 +

1

16

)
t2−

− 2t

(
5499

51200
+

1

960
z2 +

1

320
η2 +

1

192
z1 +

1

96
η1

)
+ 2t(η2 − z2).

(4.67)
Чисельнi розрахунки показують, що розв’язком наближеної системи ви-

значальних рiвнянь вигляду (4.23), (4.24) при m = 0, 1, 2, 3 є числовi значен-
ня, що представленi в Табл. 4.1.

Пiдставивши значення другого стовпчику Табл. 4.1. в (4.67), отримаємо
перше наближення, вiдповiдно першої та другої компонент, до розв’язку iн-
тегральної крайової задачi (4.64), (4.65):

x11(t) = −0.4999949750 + (1/400)t4 − 0.00166655933t3 + 0.04999829717t2+

+ 0.00010377264t,

x12(t) = −1.633747 · 10−6 + 0.1999349966t− 0.001562495105t4+

+ 0.001041415846t3 + 3.140600000 · 10−7t2.

На Рис. 4.1 зображено графiки компонент першого (4.66) та наближеного
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m=0 m=1 m=2 m=3
z̃1 -10.21806895 -10.21326364 -10.20404878 -10.20427860
z̃2 0.2096714432 0.1516110403 0.1514587161 0.1514591964
η̃1 -9.951596136 -9.951162260 -9.942186105 -9.942410605
η̃2 0.1110109368 0.1020979352 0.1020892875 0.1020862671

Табл. 4.2: Наближенi значення параметрiв для другого розв’язку IКЗ

розв’язкiв на нульовiй i третiй iтерацiї.

а) перша компонента б) друга компонента

Рис. 4.1: Перший розв’язок (4.66) (лiнiя) та його нульове (�) i третє набли-
ження (×).

Похибка третьої апроксимацiї (m = 3):

max
t∈[0, 12 ]

|x∗1(t)− x31(t)| ≤ 2.3 · 10−9, max
t∈[0, 12 ]

|x∗2(t)− x32(t)| ≤ 6 · 10−10.

Згiдно Теорем 4.3 i 4.4 число розв’язкiв алгебраїчної визначальної системи
(4.18), (4.19) спiвпадає з числом розв’язкiв даної iнтегральної крайової задачi.

Розрахунки показують, що система наближених визначальних алгебраї-
чних рiвнянь (4.23), (4.24) при m = 0, 1, 2, 3, окрiм розв’язкiв представлених
в Табл. 4.1., має ще iншi розв’язки, якi наведено в Табл. 4.2.

Таким чином, приm = 1 отримаємо перше наближення до другого розв’яз-
ку даної крайової задачi:
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x̃11(t) = −10.21326364 +
1

400
t4 − 0.04501145400t3 + 1.006312897t2+

+ 0.0319866749t,

x̃12(t) = 0.1516110403 + 0.1989191771t− 0.009038155255t4+

+ 0.02689548301t3 − 0.6070789775t2.

За аналогiєю отримуємо третє наближення (m = 3) до другого розв’язку:

x̃31(t) = −10.20427860 + 1.109681721 · 10−9t15 − 9.214218520 · 10−9t14+

+ 2.823261003 · 10−7t13 − 1.74592236 · 10−6t12 + 1.837022747 · 10−5t11−

− 6.158409930 · 10−5t10 − 0.00003009699552t9 + 0.002230452505t8−

− 0.0080985116t7 + 0.00356533801t6 + 0.0784309005t5−

− 0.110197656t4 − 0.06277119690t3 + 1.05072029t2 + 0.022939337t,

x̃32(t) = 0.1514591964 + 0.2000001111t+ 1.029818264 · 10−7t11−

− 2.048525315 · 10−6t10 + 0.00002872374699t9 − 0.0002612343205t8+

+ 0.001800515656t7 − 0.002103346123t6 − 0.01371819803t5+

+ 0.03126749550t4 + 0.006004863667t3 − 0.6065174125t2.

Пiдставивши третє наближення x̃3(t) = col(x̃31(t), x̃32(t)) до другого розв’яз-
ку в систему диференцiальних рiвнянь (4.64) отримаємо наступну нев’язку:

max
t∈[0, 12 ]

∣∣∣x̃′31 (t)− x̃2
32(t) + t

5x̃31(t)− t3

100 + t2

25

∣∣∣≈ 5.7·10−7,

max
t∈[0, 12 ]

∣∣∣x̃′32 (t)− t2

10x̃32(t)− t
8x̃31(t) + 21

800t
3 − 1

16t−
1
5

∣∣∣≈1.4·10−7.

На Рис. 4.2 показано графiки нульового, першого та третього наближення
до другого розв’язку iнтегральної КЗ.
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а) перша компонента б) друга компонента

Рис. 4.2: Нульове (�) , перше (×) та третє (лiнiя) наближення другого розв’яз-
ку.

Висновки до четвертого роздiлу

Дослiджено нелiнiйну крайову задачу, пiдпорядковану нелiнiйним iнте-
гральним умовам, якi залежать як вiд невiдомої функцiї так i її похiдної. По-
казано доцiльнiсть зведення заданої IКЗ до параметризованого модельного
типу. Цiкаво вiдзначити, що модельна параметризована задача має один i той
же вигляд при будь-яких заданих крайових умовах. Для вивчення параме-
тризованої модельної задачi застосувується одна i та же чисельно–аналiтична
схема, яка орiєнтована спецiально на модельну задачу.

Встановлено зв’язок мiж розв’язками модельної та вихiдної задачi. Отри-
манi, з використанням топологiчної степенi Брауера, конструктивнi достатнi
умови розв’язностi iнтегральної крайової задачi на базi вивчення властиво-
стей так званих наближених визначальних рiвнянь, якi є алгебраїчними.

Проведена конструктивна перевiрка достатнiх умов iснування на прикладi
iнтегральної крайової задачi. Встановлено також, необхiднi умови розв’язно-
стi в сенсi, що отриманi нерiвностi, якi необхiднi для того, щоб якась пiдмно-
жина могла мiстити точку, яка визначає початкове значення розв’язку.

Одержанi теоретичнi результати апробовано на прикладi КЗ з нелiнiйни-
ми iнтегральними крайовими умовами. Показано iснування двох розв’язкiв.
Основнi результати опублiковано в роботах [4, 110, 111].
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Роздiл 5

ДОСЛIДЖЕННЯ IНТЕГРАЛЬНИХ КРАЙОВИХ
ЗАДАЧ ДIЛЕННЯМ НА ПIДIНТЕРВАЛИ

Дослiдження розв’язкiв крайових задач (3.1), (3.2) та (3.1), (4.1) про-
ведених у попереднiх двох роздiлах дисертацiї пов’язане з властивостями
спецiальних послiдовностей функцiй (3.11), (4.3). Головне обмеження пов’я-
зане з збiжнiстю цих послiдовностей полягає в тому, що найбiльше власне
значення матрицi Q припускається меншим за одиницю:

Q =
3 (b− a)

10
K (5.1)

r(Q) < 1 (5.2)

У цьому роздiлi покажемо, що використовуючи вiдповiдну технiку дiлення
заданого iнтервалу на пiдiнтервали достатню умову (5.2) вдається послабити
в два чи бiльше разiв.

5.1 Постановка задачi та зведення до двох модельних задач

Розглянемо нелiнiйну iнтегральну крайову задачу

du(t)

dt
= f (t, u(t)) , t ∈ [a, b] , (5.3)

b∫
a

g (s, u(s)) ds = d, (5.4)

де f : [a, b] × D → Rn, g : [a, b] × D → Rn є неперервнi функцiї в певнiй
обмеженiй областi D i d ∈ Rn заданий постiйний вектор.

Зафiксуємо деякi вiдкритi обмеженi областi Da, Da+b
2
, Db ⊂ Rn i цiкави-

мося неперервно диференцiйовними розв’язками u крайової задачi (5.3), (5.4)
такими, що

u(a) ∈ Da, u

(
a+ b

2

)
∈ Da+b

2
i u(b) ∈ Db. (5.5)
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В загальному можемо вибрати Da, Da+b
2
, Db опуклими множинами.

На основi множин Da i Da+b
2

введемо в розгляд множину

Da,a+b
2

= (1− θ)z + θλ, z ∈ Da, λ ∈ Da+b
2
, θ ∈ [0, 1] , (5.6)

згiдно (2.1) i її покомпонентний векторний ρx – окiл

Dx = B(Da,a+b
2
, ρx) (5.7)

так як в (2.2). Аналогiчно, на основi множин Da+b
2

i Db визначимо множину

Da+b
2 ,b = (1− θ)λ+ θη, λ ∈ Da+b

2
, η ∈ Db, θ ∈ [0, 1] , (5.8)

згiдно (2.1) i її покомпонентним векторний ρy – окiл

Dy = B(Da+b
2 ,b, ρ

y), (5.9)

так як в (2.2).
Важливо пiдкреслити, що Dx, Dy є обмеженi множини i надалi припуска-

ється, що умови Лiпшиця

f ∈ Lip(Kx, D
x), f ∈ Lip(Ky, D

y), (5.10)

|f(t, u)− f(t, v)| ≤ Kx |u− v| , t ∈
[
a, a+b

2

]
, {u, v} ∈ Dx,

|f(t, u)− f(t, v)| ≤ Ky |u− v| , t ∈
[
a+b

2 , b
]
, {u, v} ∈ Dy

(5.11)

в цих областях виконується локально.
Ставимо задачу знаходження неперервно диференцiйовного розв’язку u

задачi (5.3), (5.4) для яких має мiсце включення (5.5).

Насамперед спростимо iнтегральнi крайовi умови (5.4) i зведемо їх до
пiдходящих умов модельного типу, аналогiчно як в попереднiх роздiлах. Для
цього введемо в розгляд векторнi параметри

z = col(z1, z2, ..., zn), λ = col(λ1, λ2, ..., λn), η = col(η1, η2, ..., ηn) (5.12)
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формально поклавши

z := u(a), λ := u

(
a+ b

2

)
, η := u(b). (5.13)

Пiсля цього, замiсть крайової задачi (5.3), (5.4) використовуючи технiку дiле-
ння вiдрiзку навпiл, будемо розглядати вiдповiдно на iнтервалах t ∈

[
a, a+b

2

]
i t ∈

[
a+b

2 , b
]
, наступнi двi

”
модельного типу“ параметризованi задачi (5.14)–

(5.15) та (5.16)–(5.17):

dx

dt
= f (t, x) , t ∈

[
a,
a+ b

2

]
, x(a) = z, (5.14)

dx

dt
= f (t, x) , t ∈

[
a,
a+ b

2

]
, x

(
a+ b

2

)
= λ (5.15)

та
dy

dt
= f (t, y) , t ∈

[
a+ b

2
, b

]
, y

(
a+ b

2

)
= λ, (5.16)

dy

dt
= f (t, y) , t ∈

[
a+ b

2
, b

]
, y(b) = η, (5.17)

де z, λ, η ∈ Rn вважаються параметрами. Зауважимо, що довжина iнтервалу
в задачах (5.14)–(5.15) та (5.16)–(5.17) є b−a

2 в протилежнiсть b− a у випадку
вихiдної задачi (5.3), (5.4).

Технiка параметризацiї, яку будемо використовувати полягає в тому, що
замiсть вихiдної задачi (5.3), (5.4) ми вивчаємо сiм’ю параметризованих мо-
дельних задач (5.14)–(5.15) та (5.16)–(5.17). Пiсля цього, розв’язки вихiдної
КЗ отримуються вiдповiдним вибором чисельних значень введених параме-
трiв.

Зауваження 5.1. Множина розв’язкiв крайової задачi (5.3), (5.4) спiвпадає
з тiєю множиною розв’язкiв параметризованих задач (5.14)–(5.15) та (5.16)–
(5.17), якi задовiльняють додатковим умовам (5.13).
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5.2 Дiлення вiдрiзку iнтегрування навпiл та послiдовнi набли-
ження

Отже, ми пропонуємо замiсть IКЗ (5.3), (5.4) дослiджувати спочатку окре-
мо двi допомiжнi модельнi задачi (5.14)–(5.15) та (5.16)–(5.17). Для цього по-
будуємо пiдходящi iтерацiйнi процеси i вивчимо їх властивостi.

Покладемо, що областю визначення по фазовiй змiннiй функцiї f в правiй
частинi системи (5.3) є множина Dx вигляду (5.7), тобто f :

[
a, a+b

2

]
×Dx →

Rn.
Припустимо, що f ∈ Lip(Kx, D

x) з вектором ρx, який задовiльняє нерiв-
нiсть

ρx ≥ b− a
4

δ[a,a+b
2 ],Dx(f), (5.18)

крiм того

r (Qx) < 1, Qx =
3(b− a)

20
Kx. (5.19)

Для параметризованої задачi (5.14)–(5.15) введемо в розгляд наступну ре-
курентну параметризовану послiдовнiсть функцiй xm :

[
a, a+b

2

]
×Da×Da+b

2
→

Rn, m = 0, 1, 2, ..., поклавши

x0 (t, z, λ) = z+
2(t− a)

b− a
[λ− z] =

[
1− 2(t− a)

b− a

]
z+

2(t− a)

b− a
λ, t ∈

[
a,
a+ b

2

]
,

xm (t, z, λ) = z +

t∫
a

f (s, xm−1 (s, z, λ)) ds− 2(t− a)

b− a

a+b
2∫

a

f (s, xm−1 (s, z, λ)) ds+

+
2(t− a)

b− a
[λ− z] , t ∈

[
a,
a+ b

2

]
, (5.20)

для всiх m = 1, 2, ..., z ∈ Rn i λ ∈ Rn.

Подiбно, для параметризованої задачi (5.16)–(5.17) на пiдiнтервалi
[
a+b

2 , b
]

покладемо, що областю визначення по фазовiй змiннiй функцiї f є множина
Dy вигляду (5.9), крiм того припустимо, що f ∈ Lip(Ky, D

y) з вектором ρy,
який задовiльняє нерiвнiсть

ρy ≥ b− a
4

δ[a+b
2 ,b],Dy(f) (5.21)
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i
r(Qy) < 1, Qy =

3(b− a)

20
Ky. (5.22)

Для вивчення другої модельної задачi (5.16)–(5.17) введемо в розгляд па-
раметризовану послiдовнiсть функцiй ym :

[
a+b

2 , b
]
× Da+b

2
× Db → Rn ,m =

0, 1, 2, ..., поклавши

y0 (t, λ, η) = λ+
2t− a− b
b− a

[η − λ] =

[
1− 2t− a− b

b− a

]
λ+

2t− a− b
b− a

η,

ym (t, λ, η) = λ+

t∫
a+b
2

f (s, ym−1 (s, λ, η)) ds− 2t− a− b
b− a

b∫
a+b
2

f (s, ym−1 (s, λ, η)) ds+

+
2t− a− b
b− a

[η − λ] , t ∈
[
a+ b

2
, b

]
, (5.23)

для всiх m = 1, 2, ..., λ ∈ Rn i η ∈ Rn.

Зауважимо, що всi члени послiдовностi функцiй (5.20), (5.23) задовольня-
ють двоточковi модельнi крайовi умови (5.13) для всiх z, λ i η з Rn.

5.3 Збiжнiсть послiдовних наближень

Будемо використовувати послiдовностi xm :
[
a, a+b

2

]
×Da×Da+b

2
→ Rn, m =

0, 1, 2, ..., i ym :
[
a+b

2 , b
]
× Da+b

2
× Db → Rn ,m = 0, 1, 2, ...з формул (5.20) та

(5.23) для дослiдженння розв’язкiв вихiдної IКЗ (5.3), (5.4).
Наступне твердження показує, що послiдовнiсть функцiй (5.20) рiвномiр-

но збiгається для всiх (z, λ) ∈ Da ×Da+b
2

i ї ї гранична функцiя є розв’язком
певної адитивно збуреної задачi.

Теорема 5.1. Нехай iснує невiд’ємний вектор ρx такий, що f ∈ Lip(Kx, D
x)

на iнтервалi t ∈
[
a, a+b

2

]
i який задовiльняє нерiвнiсть (5.18) та виконує-

ться
r(Qx) < 1,

де матриця Qx задана (5.19).
Тодi, для довiльної пари векторiв (z, λ) ∈ Da ×Da+b

2
:
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1. Всi члени послiдовностi (5.20) є неперервно диференцiйовними фун-
кцiями на iнтервалi t ∈

[
a, a+b

2

]
i задовольняють модельнi умови

xm (t = a, z, λ) = z, xm

(
t =

a+ b

2
, z, λ

)
= λ.

2. Послiдовностi функцiй (5.20) на iнтервалi t ∈
[
a, a+b

2

]
рiвномiрно збi-

гається при m→∞ до граничної функцiї

x∞ (t, z, λ) = lim
m→∞

xm(t, z, λ).

3. Гранична функцiя задовольняє умови

x∞ (a, z, λ) = z, x∞

(
a+ b

2
, z, λ

)
= λ.

4. Функцiя x∞ (t, z, λ) в областi Dx є єдиним неперервно диференцiйов-
ним розв’язком iнтегрального рiвняння

x(t) = z +

t∫
a

f(s, x(s))ds−

−2(t− a)

b− a

a+b
2∫

a

f(s, x(s))ds+
2(t− a)

b− a
[λ− z] , t ∈

[
a,
a+ b

2

]
.

Iншими словами, x∞ (t, z, λ) є розв’язком наступної задачi Кошi для аде-
тивно збуреної системи:

dx

dt
= f(t, x) +

2

b− a
∆(z, λ), t ∈

[
a,
a+ b

2

]
,

x (a) = z,

(5.24)

де збурення ∆(z, λ) : Da × Da+b
2
→ Rn є вiдображенням, яке задається

формулою

∆(z, λ) = λ− z −

a+b
2∫

a

f(s, x∞ (s, z, λ))ds. (5.25)
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5. Має мiсце наступна оцiнка:

|x∞ (t, z, λ)− xm (t, z, λ)| 6

6
10

9
α1

(
t, a,

a+ b

2

)
Qm
x (In −Qx)

−1 δ[a, b−a2 ]×Dx(f), t ∈
[
a,
a+ b

2

]
,m ≥ 0,

де

δ[a,a+b
2 ],D[x](f) =

1

2

[
max

(t,x)∈[a,a+b
2 ]×Dx

f(t, x)− min
(t,x)∈[a,a+b

2 ]×Dx

f(t, x)

]
,

α1(t, a,
b−a

2 ) задано згiдно (2.4).

Доведення. Доведення Теореми 5.1 може бути виконано аналогiчно доведен-
ню Теореми 3.1.

По аналогiї з Теоремою 5.1 може бути встановлена рiвномiрна збiжнiсть
послiдовностi функцiй (5.23).

Теорема 5.2. Нехай iснує невiд’ємний вектор ρy такий, що f ∈ Lip(Ky, D
y)

на iнтервалi t ∈
[
a+b

2 , b
]
, який також задовольняє нерiвнiсть (5.21) i

r(Qy) < 1

де матриця Qy задана в (5.22).
Тодi для довiльної фiксованої пари векторiв (λ, η) ∈ Da+b

2
×Db:

1. Всi члени послiдовностi функцiї (5.23) є неперервно диференцiйовними
на iнтервалi t ∈

[
a+b

2 , b
]
i задовольняють модельнi умови

ym

(
t =

a+ b

2
, λ, η

)
= λ, ym (t = b, λ, η) = η.

2. Послiдовнiстi функцiй (5.23) на iнтервалi t ∈
[
a+b

2 , b
]
рiвномiрно збi-

гається при m→∞ до граничної функцiї

y∞ (t, λ, η) = lim
m→∞

ym(t, λ, η)
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3. Гранична функцiя задовольняє умови

y∞

(
a+ b

2
, λ, η

)
= λ, y∞ (b, λ, η) = η.

4. Функцiя y∞ (t, λ, η) в областi Dy є єдиним неперервно диференцiйов-
ним розв’язком iнтегрального рiвняння

y(t) = λ+

t∫
a+b
2

f(s, y(s))ds− 2t− a− b
b− a

b∫
a+b
2

f(s, y(s))ds+

+
2t− a− b
b− a

[η − λ] , t ∈
[
a+ b

2
, b

]
.

Iншими словами, y∞ (t, λ, η) є розв’язком наступної задачi Кошi для збу-
реної системи диференцiальних рiвнянь:

dy

dt
= f(t, y) +

2

b− a
H(λ, η), t ∈

[
a+ b

2
, b

]
(5.26)

y

(
a+ b

2

)
= λ,

де збурення H(λ, η) : Da+b
2
× Db → Rn є вiдображенням, яке задається

формулою

H(λ, η) = η − λ−
b∫

a+b
2

f(s, y∞ (s, λ, η))ds. (5.27)

5. Має мiсце наступна оцiнка:

|y∞ (t, λ, η)− ym (t, λ, η)| 6

6
10

9
α1

(
t,
a+ b

2
,
b− a

2

)
Qm
y (In −Qy)

−1 δ[a+b
2 ,b]×Dy(f), t ∈

[
a+ b

2
, b

]
,m ≥ 0,

де

δ[a+b
2 ,b],Dy(f) =

1

2

[
max

(t,x)∈[a+b
2 ,b]×Dy

f(t, x)− min
(t,x)∈[a+b

2 ,b]×Dy

f(t, x)

]
,

α1(t,
a+b

2 , b−a2 ) задано згiдно (2.4).
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Доведення. Доведення Теореми 5.2 може бути виконано аналогiчно доведен-
ню Теореми 3.4.

5.4 Граничнi функцiї i визначальнi рiвняння

Природно сподiватися, що граничнi функцiї x∞ (t, z, λ) i y∞ (t, λ, η) послi-
довностей (5.20) i (5.23) на пiдiнтервалах [a, a+b

2 ], [a+b
2 , b] можуть бути корис-

ними для отримання критерiя розв’язностi IКЗ (5.3), (5.4). Виявляється, що
функцiї

∆(z, λ) : Da ×Da+b
2
→ Rn i H(λ, η) : Da+b

2
×Db → R,n

якi заданi рiвняннями (5.25) i (5.27) дають можливiсть зробити такий висно-
вок.

Насправдi, Теореми 5.1 i 5.2 гарантують, що при зроблених допущеннях
функцiї

x∞ (t, z, λ) :

[
a,
a+ b

2

]
→ Rn i y∞ (t, λ, η) :

[
a+ b

2
, b

]
→ Rn

є коректно визначеними для всiх (z, λ) ∈ Da×Da+b
2

i (λ, η) ∈ Da+b
2
×Db. Тому,

якщо покласти

u∞(t, z, λ, η) :=

{
x∞ (t, z, λ) , якщо t ∈

[
a, a+b

2

]
y∞ (t, λ, η) , якщо t ∈

[
a+b

2 , b
] (5.28)

ми одержимо функцiю u∞(t, z, λ, η) : [a, b]×Da×Da+b
2
×Db → Rn, яка також

коректно визначена для тих же значень параметрiв (z, λ) ∈Da×Da+b
2

i (λ, η) ∈
Da+b

2
×Db. Очевидно, що ця функцiя є неперервною, тому що в точцi t = a+b

2

маємо
x∞

(
a+ b

2
, z, λ

)
= y∞

(
a+ b

2
, λ, η

)
= λ. (5.29)

Поряд з рiвняннями (5.14) i (5.16) визначених вiдповiдно на iнтервалах[
a, a+b

2

]
i
[
a+b

2 , b
]
, введемо в розгляд наступнi рiвняння з адитивним збуренням
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у правiй частинi

dx

dt
= f(t, x) +

2

b− a
µx, t ∈

[
a,
a+ b

2

]
(5.30)

з початковою умовою
x(a) = z, (5.31)

та
dy

dt
= f(t, y) +

2

b− a
µy, t ∈

[
a+ b

2
, b

]
(5.32)

з початковою умовою

y

(
a+ b

2

)
= λ, (5.33)

де
µx = col (µx1 , ..., µ

x
n) , µ

y = col (µy1, ..., µ
y
n) ∈ Rn

вважаємо керуючими параметрами.

Теорема 5.3. Нехай z ∈ Da i λ ∈ Da+b
2

є фiксованi. Припустимо, що всi
умови Теорем 5.1, 5.2 мають мiсце.

Тодi, для того, щоб розв’язки x (·, a, z) i y(·, a+b
2 , λ) задач Кошi (5.30),

(5.31) i (5.32), (5.33), вiдповiдно мали властивостi модельних умов

x(a) = z, x

(
a+ b

2
, a, z

)
= λ,

y

(
a+ b

2

)
= λ, y

(
b,
a+ b

2
, λ

)
= η,

необхiдно i достатньо, щоб керуючi параметри µx i µy були заданi форму-
лами:

µx = λ− z −

a+b
2∫

a

f(s, x∞ (s, z, λ))ds

та

µy = η − λ−
b∫

a+b
2

f(s, y∞ (s, λ, η))ds,

де x∞ (·, z, λ) i y∞ (·, λ, η) є вiдповiдно граничними функцiями послiдовностей
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(5.20) та (5.23). Бiльш того, в цьому випадку

x (·, a, z) = x∞ (·, z, λ) , y

(
·, a+ b

2
, λ

)
= y∞ (·, λ, η) .

Доведення. Доведення цїєї теореми може бути проводено аналогiчно доведен-
ню Теореми 3.2.

Наступна теорема встановлює зв’язок функцiї (5.28) з розв’язком IКЗ
(5.3), (5.4) в термiнах нулiв функцiй ∆(z, λ) : Da × Da+b

2
→ Rn та H(λ, η) :

Da+b
2
×Db → Rn, якi визначенi в (5.25), (5.27).

Теорема 5.4. Нехай виконуються умови Теорем 5.1, 5.2.
Тодi:
1. Функцiя u∞ (t, z, λ, η) : [a, b]×Da×Da+b

2
×Db → Rn задана згiдно (5.28) є

неперервно диференцiйовним розв’язком IКЗ (5.3), (5.4) тодi i тiльки тодi,
коли трiйка векторiв (z, λ, η) задовольняє систему 3n алгебраїчних рiвнянь

∆(z, λ) = λ− z −

a+b
2∫

a

f(s, x∞ (s, z, λ))ds = 0,

H(λ, η) = η − λ−
b∫

a+b
2

f(s, y∞ (s, λ, η))ds = 0,

P (z, λ, η) =

a+b
2∫

a

g (s, x∞ (s, z, λ)) ds+

b∫
a+b
2

g (s, y∞ (s, λ, η)) ds− d = 0.

(5.34)

2. Для будь-якого розв’язку U(·) задачi (5.3), (5.4) з властивiстю(
U (a) , U

(
a+ b

2

)
, U(b)

)
∈ Da ×Da+b

2
×Db,

iснує така трiйка векторiв (z0, λ0, η0) , що

U(·) = u∞(t, z0, λ0, η0),

де функцiя u∞(t, z0, λ0, η0) задана згiдно (5.28).
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Доведення. Аналогiчно доведенню Теореми 3.4. Неперервна диференцiйов-
нiсть розв’язку

u∞ (t, z, λ, η) : [a, b]×Da ×Da+b
2
×Db → Rn

в точцi t = a+b
2 випливає з рiвнянь (5.29), (5.24), (5.26), та з перших двох

формул системи (5.34), неперервна диференцiйовнiсть цiєї функцiї в iнших
точках вiдрiзку очевидна з їх означення.

Систему рiвнянь (5.34) називають системою визначальних рiвнянь тому,
що її коренi визначають розв’язки заданої крайової задачi.

Хоча Теорема 5.5 теоретично дає вiдповiдь як побудувати розв’язок КЗ
(5.3), (5.4), одначе її застосування пов’язане з труднощями, тому що явний
вигляд x∞ (t, z, λ), y∞ (t, λ, η) i функцiй

∆(z, λ) : Da ×Da+b
2
→ Rn, H(λ, η) : Da+b

2
×Db → Rn,

P (z, λ, η) : Da ×Da+b
2
×Db → Rn,

якi заданi в (5.34) зазвичай є невiдомими. Цi труднощi можуть бутi подоланi,
якщо застосувати функцiї xm (s, z, λ) , ym (s, λ, η) для якогось фiксованого
m. На їх основi замiсть точної визначальної системи можна розглядати так
звану m-ту наближену систему визначальних рiвнянь:

∆m(z, λ) = λ− z −

a+b
2∫

a

f(s, xm (s, z, λ))ds = 0,

Hm(λ, η) = η − λ−
b∫

a+b
2

f(s, ym (s, λ, η))ds = 0,

Pm(z, λ, η) =

a+b
2∫

a

g (s, xm (s, z, λ)) ds+

b∫
a+b
2

g (s, ym (s, λ, η)) ds− d = 0.

(5.35)

Зауважимо, що в противагу (5.34)m-та наближена визначальна система (5.35)
мiстить в собi члени, якi залежать вiд функцiй xm (·, z, λ) , ym (·, λ, η) i тому
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вона явно може бути побудована.
Природно очiкувати, що наближення до невiдомого розв’язку задачi (5.3),

(5.4) може бути отримано на основi функцiї

um(t, z, λ, η) =

{
xm (t, z, λ) , якщо t ∈

[
a, a+b

2

]
ym (t, λ, η) , якщо t ∈

[
a+b

2 , b
] (5.36)

яка є
”
наближеним“ варiантом до (5.28) i яка коректно визначена для всiх

t ∈ [a, b] та (z, λ) ∈ Da ×Da+b
2
, (λ, η) ∈ Da+b

2
×Db.

Лема 5.1. Якщо вектори z, λ i η задовольняють наближену систему ви-
значальних рiвнянь (5.35), для деякого фiксованого m, тодi функцiя
um(t, z, λ, η), яка задана рiвнянням (5.36) є неперервно диференцiйовною на
вiдрiзку [a, b] .

Доведення. Нагадаємо, що функцiї (5.20) та (5.23) мають властивiсть

xm

(
a+ b

2
, z, λ

)
= ym

(
a+ b

2
, λ, η

)
= λ. (5.37)

Безпосередньо (5.20), (5.23) випливає, що

dxm+1

(
a+b

2 , z, λ
)

dt
= f

(
a+ b

2
, xm

(
a+ b

2
, z, λ

))
−

− 2

b− a

a+b
2∫

a

f (s, xm (s, z, λ)) ds+
2

b− a
[λ− z] (5.38)

та
dym+1

(
a+b

2 , λ, η
)

dt
= f

(
a+ b

2
, ym

(
a+ b

2
, λ, η

))
−

− 2

b− a

b∫
a+b
2

f (s, ym (s, λ, η)) ds+
2

b− a
[η − λ] . (5.39)

Враховуючи першi два рiвняння з системи (5.35) з формул (5.38) i (5.39)
слiдує, що

dxm+1

(
a+b

2 , z, λ
)

dt
= f

(
a+ b

2
, xm

(
a+ b

2
, z, λ

))
(5.40)
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та
dym+1

(
a+b

2 , λ, η
)

dt
= f

(
a+ b

2
, ym

(
a+ b

2
, λ, η

))
. (5.41)

Якщо врахувати (5.37) з (5.40), (5.41) маємо, що

dxm+1

(
a+b

2 , z, λ
)

dt
=
dym+1

(
a+b

2 , λ, η
)

dt

i тому згiдно (5.36) dum(t,z,λ,η)
dt є неперервною в a+b

2 . Неперервна диференцi-
йовнiсть функцiї um(t, z, λ, η) в iнших точках вiдрiзку очевидним образом
випливає з побудови.

Теорема 5.4 може бути доповнена наступним зауваженням. Нехай вектори
(z̃, λ̃, η̃)∈ Da×Da+b

2
×Db є коренями наближеної визначальної системи (5.35)

для деякого фiксованого m. Тодi функцiя

Um(t) = um(t, z̃, λ̃, η̃) =

 xm

(
t, z̃, λ̃

)
, якщо t ∈

[
a, a+b

2

]
ym

(
t, λ̃, η̃

)
, якщо t ∈

[
a+b

2 , b
] ,

яка задається згiдно (5.36) може розглядатися як m−те наближення до непе-
рервно диференцiйовного розв’язку IКЗ (5.3), (5.4). Наступна оцiнка випли-
ває безпосередньо з Теорем 5.1, 5.2

|x̃∞(t, z̃, λ̃)− xm
(
t, z̃, λ̃

)
| ≤

≤ 10

9
α1

(
t, a,

b− a
2

)
Qm
x (In −Qx)

−1 δ[a,a+b
2 ]×Dx(f), t ∈

[
a,
a+ b

2

]
,

|ỹ∞(t, λ̃, η̃)− ym
(
t, λ̃, η̃

)
| ≤

≤ 10

9
α1

(
t,
a+ b

2
,
b− a

2

)
Qm
y (In −Qy)

−1 δ[a+b
2 ,b]×Dy(f), t ∈

[
a+ b

2
, b

]
.
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5.5 Приклад з двома розв’язками та дiлення вiдрiзку iнтегру-
вання навпiл

Розглянемо систему диференцiальних рiвнянь{
x′1 (t) = t

4x
2
2(t)− 7t

2 x1(t) + 27
64t

3 + 3
5t,

x′2 (t) = t2x1(t)− t
4x2(t)− 1

8t
4 − 3

80t
2 + 1

4 , t ∈ [0, 1] ,
(5.42)

пiдпорядковану iнтегральним крайовим умовам{ ∫ 1

0 sx1(s)x2(s)ds = 7
480∫ 1

0 s
2x2

2(s)ds = 1
80

. (5.43)

Очевидно, що (5.42), (5.43) є окремим випадком (5.3), (5.4) при a := 0,
b := 1,

f(t, x1, x2) :=


t

4
x2

2 −
7t

2
x1 +

27

64
t3 +

3

5
t,

t2x1 −
t

4
x2 −

(
1

8
t2 +

3

80

)
t2 +

1

4

 ,

g(t, x1, x2) :=
(
tx1x2
t2x22

)
, i d :=

(
7/480
1/80

)
.

Можна перевiрити, що один з розв’язкiв IКЗ (5.42), (5.43) має вигляд:

x∗1(t) =
t2

8
+

1

10
, x∗2(t) =

t

4
. (5.44)

Введемо наступнi параметри, згiдно (5.12), (5.13):

z : = x(0) = col(x1(0), x2(0)) = col(z1, z2),

λ : = x

(
1

2

)
= col

(
x1

(
1

2

)
, x2

(
1

2

))
= col (λ1, λ2) ,

η : = x(1) = col (x1 (1) , x2 (1)) = col (η1, η2) .

Нехай опуклi пiдмножини Da i Da+b
2
, де шукаємо значення розв’язку x(a)

та x(a+b
2 ), мають вигляд:

Da = Da+b
2

= {(x1, x2) : 0.001 ≤ x1 ≤ 0.14, −0.1 ≤ x2 ≤ 0.14} .
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А опуклi пiдмножини Da+b
2

i Db, де шукаємо значення розв’язку x(a+b
2 ) та

x(b) виглядають наступним чином:

Da+b
2

= Db = {(y1, y2) : 0.12 ≤ y1 ≤ 0.23, 0.1 ≤ y2 ≤ 0.26} .

В цьому випадку опукла лiнiйна комбiнацiя Da,a+b
2

вигляду (5.6) для векторiв
z ∈ Da i λ ∈ Da+b

2
є наступною: Da,a+b

2
= Da = Da+b

2
.

А опукла лiнiйна комбiнацiя Da+b
2 ,b вигляду (5.8) для векторiв λ ∈ Da+b

2
i

η ∈ Db є наступною: Da+b
2 ,b = Da+b

2
= Db.

Вектор ρx та ρy вибираємо наступним чином

ρx = ρy = col (0.7; 0.7) .

Отже ρx – окiл Dx для Da,a+b
2

задається наступним чином

Dx = {(x1, x2) : −0.701 ≤ x1 ≤ 0.84, −0.8 ≤ x2 ≤ 0.84}

Векторний ρy – окiл Dy для Da+b
2 ,b задається наступним чином

Dy = {(y1, y2) : −0.58 ≤ y1 ≤ 0.93, −0.6 ≤ y2 ≤ 0.96} .

Прямi обчислення показують, що умова Лiпшиця (5.10) для правої частини
системи диференцiальних рiвнянь (5.42) в областi D = Dx ∪Dy виконується
з матрицею

K =

[
7/2 1/8

1 1/4

]
,

але в цьому випадку не виконується умова (4.2), бо

Q =
3

10

[
7/2 1/8

1 1/4

]
, r(Q) = 1.061405 > 1.

Пiсля дiлення вiдрiзку iнтегрування навпiл в областях Dx та Dy умова Лi-
пшиця (5.11) виконується, вiдповiдно з матрицями Kx, Ky, на основi яких
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m=0 m=1 m=3 m=7
z1 0.09511531356 0.1000871447 0.09999272334 0.099999981
z2 4.0158455×10−6 0.000035396 0.000002826281 3.4218408× 10−9

λ1 0.1262556725 0.1312562435 0.1312423042 0.13124998
λ2 0.1249924882 0.1250395576 0.1250027922 0.1250000027
η1 0.2198432299 0.2248977438 0.2249981283 0.2249999863
η2 0 .2500045171 0.2500433008 0.2500023885 0.2500000033

Табл. 5.1: Наближенi значення параметрiв для першого розв’язку (5.44)

Qx :=
3

20
Kx =

3

20

[
7/4 1/32

1/4 1/8

]
, r(Qx) = 0.2632 < 1,

Qy :=
3

20
Ky =

3

20

[
7/2 1/8

1 1/4

]
, r(Qy) = 0.5307 < 1.

Якщо вектори ρx, ρy вибрати як нище вказано i обчислити δ[a,a+b
2 ],Dx(f),

δ[a+b
2 ,b],Dy(f), то отримаємо:

δ[a,a+b
2 ],Dx(f) :=

1

2

[
max

(t,x)∈[0, 12 ]×Dx

f(t, x)− min
(t,x)∈[0, 12 ]×Dx

f(t, x)

]
=

[
1.392475,

0.295125

]
,

ρx =

[
0.7

0.7

]
≥ b− a

4
δ[a,a+b

2 ],Dx(f) =

[
0.34811875,

0.07378125

]
.

δ[a+b
2 ,b],Dy(f) :=

1

2

[
max

(t,x)∈[ 12 ,1]×Dy

f(t, x)− min
(t,x)∈[ 12 ,1]×Dy

f(t, x)

]
=

[
2.7577,

0.95

]
,

ρy =

[
0.7

0.7

]
≥ b− a

4
δ[a+b

2 ,b],Dy(f) =

[
0.689425,

0.2375

]
.

Таким чином, ми перевiрили, що всi умови Теорем 5.1, 5.2 для крайової
задачi (5.42), (5.43) мають мiсце.

Використовуючи пакет символьної математики Maple розв’язуємо набли-
жену систему визначальних рiвнянь (5.25), (5.27) при m = 0, 1, 3, 7 i отриму-
ємо чисельнi результати, якi представленi в Таблицi 5.1.

На Рис. 5.1 зображено графiки компонент першого (5.44) та наближеного
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розв’язкiв на нульовiй i сьомiй iтерацiї.

а) перша компонента б) друга компонента

Рис. 5.1: Перший розв’язок (5.44) (лiнiя) та його нульове (�) i сьоме набли-
ження (×).

На основi Теореми 5.4 число розв’язкiв наближеної визначальної алгебраї-
чної системи (5.35) спiвпадає з числом розв’язкiв даної iнтегральної крайової
задачi (5.42), (5.43). Крiм розв’язку представленого в Таблицi 5.1 маємо ще
один розв’язок, який показано в Таблицi 5.2.

Для отримання другого розв’язку вiдповiднi множини вибираємо насту-
пним чином:

Da = Da+b
2

= {(x1, x2) : −0.47 ≤ x1 ≤ −0.2, −0.36 ≤ x2 ≤ −0.23} .

А опуклi пiдмножини Da+b
2

i Db, де шукаємо значення розв’язку x(a+b
2 ) та

x(b) мають вигляд:

Da+b
2

= Db = {(y1, y2) : −0.23 ≤ y1 ≤ 0.13, −0.25 ≤ y2 ≤ −0.12} .

Da,a+b
2

= Da = Da+b
2
, Da+b

2 ,b = Da+b
2

= Db.

Отже, векторний ρx – окiл Dx для Da,a+b
2

задається наступним чином

Dx = {(x1, x2) : −1.17 ≤ x1 ≤ 0.5, −1.06 ≤ x2 ≤ 0.47} .
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m=0 m=1 m=3 m=7
ẑ1 -0.4606311523 -0.4600459223 -0.4605775388 -0.4605699988
ẑ2 -0.3592791480 -0.3588100487 -0.3586360553 -0.3586373911
λ̂1 -0.2395290393 -0.2288301475 -0.2289726229 -0.2289732239
λ̂2 -0.240160585 -0.2405391230 -0.2403938592 -0.2403944639
η̂1 0.1314467787 0.1278495443 0.1273373239 0.1273450421
η̂2 -0.1373267131 -0.1346356173 -0.1344486528 -0.1344493662

Табл. 5.2: Наближенi значення параметрiв для другого розв’язку

Векторний ρy – окiл Dy для Da+b
2 ,b:

Dy = {(y1, y2) : −0.93 ≤ y1 ≤ 0.83, −0.95 ≤ y2 ≤ 0.58} .

При дослiдженнi другого розв’язку умови Теорем 5.1, 5.2 теж виконую-
ться, бо:

δ[a,a+b
2 ],Dx(f) :=

1

2

[
max

(t,x)∈[0, 12 ]×Dx

f(t, x)− min
(t,x)∈[0, 12 ]×Dx

f(t, x)

]
=

[
1.531475,

0.30437

]
,

ρx =

[
0.7

0.7

]
≥ b− a

4
δ[a,a+b

2 ],Dx(f) =

[
0.3828687,

0.07609375

]
,

δ[a+b
2 ,b],Dy(f) :=

1

2

[
max

(t,x)∈[ 12 ,1]×Dy

f(t, x)− min
(t,x)∈[ 12 ,1]×Dy

f(t, x)

]
=

[
2.6678125

0.92125

]
,

ρy =

[
0.7

0.7

]
≥ b− a

4
δ[a+b

2 ,b],Dy(f) =

[
0.6669531250,

0.2303125

]
.

На Рис. 5.2 показано графiки нульового, першого та сьомого наближення
до другого розв’язку даної iнтегральної КЗ.

Пiдставивши сьоме наближення x̃7(t) = col(x̃71(t), x̃72(t)) в систему дифе-
ренцiальних рiвнянь (5.42) отримаємо наступну нев’язку:

max
t∈[0,1]

∣∣∣x̃′71(t)−
t

4
x̃2

72(t) +
7t

2
x̃71(t)−

27

64
t3 − 3

5
t
∣∣∣ ≈ 2 · 10−6,

max
t∈[0,1]

∣∣∣x̃′72(t)− t2x̃71(t) +
t

4
x̃72(t) +

1

8
t4 +

3

80
t2 − 1

4

∣∣∣ ≈ 6 · 10−7.
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а) перша компонента б) друга компонента

Рис. 5.2: Нульове (�), перше (×) та сьоме (лiнiя) наближення до другого
розв’язку.

5.6 Дiлення вiдрiзку iнтегрування на пiдiнтервали та зведення
до модельних задач

В пiдроздiлi 5.3 у випадку нелiнiйної iнтегральної крайової задачi (5.3),
(5.4) було обґрунтовано дiлення вiдрiзку iнтегрування навпiл. Достатнi умови
збiжностi вiдповiдних iтерацiйних процесiв iстотно можна послабити, якщо
замiсть дiлення вiдрiзку навпiл застосувати технiку дiлення на скiнченну
кiлькiсть пiдiнтервалiв.

Дослiдимо розв’язки системи нелiнiйних диференцiальних рiвнянь (5.3)
пiдпорядкованим нелiнiйним iнтегральним крайовим умовам, якi залежать
як вiд невiдомої функцiї так i її похiдної:

b∫
a

[
g(s, u(s)) + h

(
s,
du(s)

ds

)]
ds = d, (5.45)

де f : [a, b]× Rn → Rn, g : [a, b]× Rn → Rn i h : [a, b]× Rn → Rn є неперерв-
ними i локально лiпшицевими функцiями в деякiй обмеженiй областi, яка є
коректно визначеною нижче, d ∈ Rn – заданий вектор.

Наслiдуючи iдею, яка застосовується при чисельному розв’язку задачi Ко-
шi для звичайних диференцiальних рiвнянь, подiлемо iнтервал [a, b] iз змiн-
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ним кроком
tk = tk−1 + hk, k = 1, ..., N, t0 = a, tN = b (5.46)

на N пiдiнтервалiв

[t0, t1] , [t1, t2] , [t2, t3] , ..., [tN−1, tN ] . (5.47)

Зауважимо, що в (5.47) може бути також i постiйна величина кроку

h = hk =
b− a
N

=
tN − t0
N

, k = 1, ..., N.

Огляд лiтератури показує, що у випадку нелiнiйних крайових задач при
застосуваннi чисельно–аналiтичних методiв дiлення вiдрiзку iнтегрування на
пiдiнтервали застосовується вперше.

Зафiксуємо деякi вiдкритi обмеженi множини

Dk ⊂ Rn, k = 0, 1, 2, ..., N (5.48)

i будемо дослiджувати неперервно диференцiйовнi розв’язки u задачi (5.3),
(5.45) значення яких в точках (5.46) належать областi Dk:

u(tk) ∈ Dk, k = 0, 1, 2, ..., N. (5.49)

Без втрати загальностi можемо вибрати Dk, k = 0, 1, 2, ..., N опуклими.
На основi (5.48), (2.1) введемо в розгляд множини:

Dk−1,k := (1− θ)z(k−1) + θz(k), z(k−1) ∈ Dk−1, z(k) ∈ Dk, θ ∈ [0, 1] , (5.50)

k = 1, 2, ..., N i вiдповiдно їх покомпонентнi ρ(k)− векторнi околи :

D[k] := B(Dk−1,k, ρ
(k)), k = 1, 2, ..., N (5.51)

згiдно (2.2).

Аналогiчно, як в попереднiх роздiлах, насамперед спростимо iнтегральнi
крайовi умови (5.45). Для того, щоб їх замiнити модельними умовами, введе-
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мо в розгляд векторнi параметри

z(k) = col(z
(k)
1 , z

(k)
2 , ..., z(k)

n ), k = 0, 1, 2, ..., N (5.52)

i формально покладемо

z(k) := u(tk), k = 0, 1, 2, ..., N. (5.53)

Пiсля цього замiсть IКЗ (5.3), (5.45) використовуючи технiку дiлення на пi-
дiнтервали (5.46), (5.47) будемо вивчати на iнтервалах t ∈ [tk−1, tk] , k =

1, 2, ..., N вiдповiдно N
”
модельного типу“ задач :

dx(k)(t)

dt
= f

(
t, x(k)(t)

)
, t ∈ [tk−1, tk] , k = 1, 2, ..., N, (5.54)

x(tk−1) = z(k−1), k = 1, 2, ..., N.

dx(k)(t)

dt
= f

(
t, x(k)(t)

)
, t ∈ [tk−1, tk] , k = 1, 2, ..., N, (5.55)

x (tk) = z(k), k = 1, 2, ..., N.

де z(0), z(1), ..., z(N) ∈ Rn вважаються векторними параметрами. Зауважи-
мо, що довжина iнтервалiв, де розглядаються модельнi задачi (5.54)–(5.55),
дорiвнює кроку hk в протилежнiсть b− a у випадку вихiдної КЗ (5.3), (5.45).

Знайшовши розв’язки допомiжних модельних задач (5.54)–(5.55) при k =

1, 2, ..., N повертаємось до вихiдної IКЗ (5.3), (5.45). Розв’язки вихiдної IКЗ
отримуються вiдповiдним вибором чисельних значень введених параметрiв.

Покладемо, що область визначення по фазовiй змiннiй для модельних
задач (5.54)–(5.55) є вiдповiдно множини D[k], якi заданi формулою (5.51).

Припустимо, що

f ∈ Lip(Kk, D
[k]), t ∈ [tk−1, tk] , k = 1, 2, ..., N (5.56)

де ρ(k) в формулi (5.51) задовольняють нерiвностi

ρ(k) ≥ hk
2
δ[tk−1,tk],D[k](f), (5.57)
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δ[tk−1,tk],D[k](f) =
1

2

[
max

(t,x)∈[tk−1,tk]×D[k]
f(t, x)− min

(t,x)∈[tk−1,tk]×D[k]
f(t, x)

]
, (5.58)

крiм того вважаємо, що матрицi Kk в умовi Лiпшиця (5.56) такi, що для
найбiльших власних значення матриць

Qk := 3
hk
10
Kk, k = 1, 2, ..., N, (5.59)

має мiсце
r(Qk) < 1. (5.60)

Для модельного типу задач (5.54)–(5.55) введемо в розгляд рекурентну
параметризовану послiдовнiсть функцiй

x(k)
m : [tk−1, tk]× Rn × Rn → Rn , k = 1, 2, ..., N, m = 0, 1, 2, ...,

поклавши

x
(k)
0

(
t, z(k−1), z(k)

)
= z(k−1) +

(t− tk−1)

hk

[
z(k) − z(k−1)

]
= (5.61)

=

[
1− t− tk−1

hk

]
z(k−1) +

t− tk−1

hk
z(k), t ∈ [tk−1, tk] , k = 1, 2, ..., N,

x(k)
m

(
t, z(k−1), z(k)

)
= z(k−1) +

t∫
tk−1

f
(
s, x

(k)
m−1

(
s, z(k−1), z(k)

))
ds− (5.62)

−t− tk−1

hk

tk∫
tk−1

f
(
s, x

(k)
m−1

(
s, z(k−1), z(k)

))
ds+

t− tk−1

hk

[
z(k) − z(k−1)

]
,

для всiх m = 1, 2, ..., z(k−1) ∈ Rn , z(k) ∈ Rn i t ∈ [tk−1, tk] , k = 1, 2, ..., N.

Зауважимо, що всi члени послiдовностей функцiй (5.61), (5.62) задоволь-
няють модельнi умови x(tk−1) = z(k−1), x (tk) = z(k), k = 1, 2, ..., N, для будь-
яких z(k−1) ∈ Rn i z(k) ∈ Rn.
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5.7 Дослiдження збiжностi послiдовнних наближень та визна-
чальнi рiвняння

Будемо використовувати послiдовностi
{
x

(k)
m

(
t, z(k−1), z(k)

)}∞
m=0

, k = 1, N

з (5.61) та (5.62) для дослiдження розв’язкiв заданої КЗ (5.3), (5.45).
Наступне твердження показує, що послiдовнiсть (5.62) є рiвномiрно збi-

жною i її гранична функцiя є розв’язком певної адитивно збуреної задачi для
всiх

(
z(k−1), z(k)

)
∈ Dk−1 ×Dk.

Теорема 5.5. Нехай f ∈ Lip(Kk, D
[k]), для всiх t ∈ [tk−1, tk] , k = 1, 2, ..., N

i iснують невiд’ємнi вектори ρ(k), для яких виконується нерiвнiсть (5.57)
i крiм того, власнi значення матриць Qk вигляду (5.59) задовiльняють не-
рiвнiсть (5.60) для k = 1, 2, ..., N.

Тодi, для довiльної фiксованої пари векторiв
(
z(k−1), z(k)

)
∈ Dk−1 × Dk,

k = 1, 2, ..., N.:
1. Всi члени послiдовностi (5.62) є неперервно диференцiйовними функ-

цiями на iнтервалi t ∈ [tk−1, tk] i задовольняють параметризованi модельнi
умови

x(k)
m (tk−1, z

(k−1), z(k)) = z(k−1), k = 1, 2, ..., N,

x(k)
m

(
tk, z

(k−1), z(k)
)

= z(k), k = 1, 2, ..., N.

2. Послiдовнiсть функцiй (5.62) при t ∈ [tk−1, tk] рiвномiрно збiгається
при m→∞ до граничної функцiї

x(k)
∞ (t, z(k−1), z(k)) = lim

m→∞
x(k)
m (t, z(k−1), z(k)), k = 1, 2, ..., N

3. Граничнi функцiї задовольняють модельнi умови

x(k)
∞ (tk−1, z

(k−1), z(k)) = z(k−1), x(k)
∞ (tk, z

(k−1), z(k)) = z(k), k = 1, 2, ..., N .

4. Функцiї x(k)
∞ (t, z(k−1), z(k)) є єдиним неперервно диференцiйовним розв’яз-

ком iнтегральних рiвнянь
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x(k)(t) = z(k−1) +

t∫
tk−1

f(s, x(k)(s))ds− t− tk−1

hk

tk∫
tk−1

f(s, x(k)(s))ds+

+
t− tk−1

hk

[
z(k) − z(k−1)

]
, t ∈ [tk−1, tk] , k = 1, 2, ..., N,

вiдповiдно в областях D[k].
Iншими словами функцiї x(k)

∞ (t, z(k−1), z(k)) є розв’язками наступних за-
дач Кошi для збурених систем диференцiальних рiвнянь:

dx(k)

dt
= f(t, x(k)) +

1

hk
∆(k)(z(k−1), z(k)), t ∈ [tk−1, tk] , k = 1, 2, ..., N,

x (tk−1) = z(k−1),

де ∆(k)(z(k−1), z(k)) : Dk−1 ×Dk → Rn вiдображення, якi заданi формулою

∆(k)(z(k−1), z(k)) = z(k) − z(k−1) −
tk∫

tk−1

f(s, x(k)
∞ (s, z(k−1), z(k)))ds, k = 1, 2, ..., N.

(5.63)
5. Має мiсце наступна оцiнка для всiх m ≥ 0, k = 1, 2, ..., N :∣∣∣x(k)

∞ (t, z(k−1), z(k))− x(k)
m (t, z(k−1), z(k))

∣∣∣ 6
6

10

9
α1(t, tk−1, hk)Q

m
k (In −Qk)

−1 δ[tk−1,tk],D[k](f), t ∈ [tk−1, tk] , (5.64)

де δ[tk−1,tk],D[k](f)) заданi в (5.58) i α1(t, tk−1, hk) ≤ hk
2 визначено згiдно (2.4).

Доведення. Для доведення теореми потрiбно N разiв повторити мiркуван-
ня проведенi в Теоремi 3.1. Оскiльки, модельнi крайовi задачi (5.54)–(5.55)
вивчаються незалежно один вiд одного.

Отже, Теорема 5.5 гарантує, що при зроблених припущеннях функцiї

x(k)
∞ (t, z(k−1), z(k)) : [tk−1, tk]×Dk−1 ×Dk → Rn
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коректно визначенi для всiх
(
z(k−1), z(k)

)
∈ Dk−1 ×Dk.

Тому, якщо покласти

u∞(t, z(0), z(1), ..., z(N)) =


x

(1)
∞ (t, z(0), z(1)), якщо t ∈ [t0, t1] ,

x
(2)
∞ (t, z(1), z(2)), якщо t ∈ [t1, t2] ,

....

x
(N)
∞ (t, z(N−1), z(N)), якщо t ∈ [tN−1, tN ]

(5.65)

отримаємо функцiю u∞(t, z(0), z(1), ..., z(N)) : [a, b]×D0×D1× ...×DN → Rn,

яка коректно поставлена для всiх значень z(k) ∈ Dk, k = 0, 1, 2, ..., N. Ця
функцiя очевидно неперервна тому, що в точцi t = tk маємо

x(k)
∞ (tk, z

(k−1), z(k)) = x(k)
∞ (tk, z

(k), z(k+1)), k = 0, 1, 2, ..., N .

Наступна теорема встановлює зв’язок функцiї (5.65) з розв’язком IКЗ
(5.3), (5.45) за допомогою нулiв функцiй ∆(k)(z(k−1), z(k)) : Dk−1 ×Dk → Rn,
заданих згiдно (5.63).

Теорема 5.6. Нехай виконуються всi умови Теореми 5.5.
Тодi:
1. Функцiя u∞(t, z(k−1), z(k)) : [a, b]×Dk−1 ×Dk → Rn, яка задана форму-

лою (5.65) є неперервно диференцiйовним розв’язком КЗ (5.3), (5.45) тодi i
тiльки тодi коли вектори

z(k), k = 0, 1, 2, ..., N (5.66)

задовольняють систему n(N + 1) алгебраїчних рiвнянь

∆(k)(z(k−1), z(k)) = z(k)−z(k−1)−
tk∫

tk−1

f(s, x(k)
∞ (s, z(k−1), z(k)))ds = 0, k = 1, 2, ..., N,

∆(N+1)(z(0), z(1), ..., z(N)) = (5.67)

=
N∑
j=1

tj+1∫
tj

[
g(s, x(j)

∞ (s, z(j−1), z(j))) + h
(
s, f

(
s, x(j)

∞ (s, z(j−1), z(j))
))]

ds− d = 0.
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2. Для кожного розв’язку U(·) крайової задачi (5.3), (5.45) з властивi-
стю U(tk) ∈ Dk, k = 0, 1, 2, ..., N , iснують вектори (5.66) такi, що

U(·) = u∞(t, z(0), z(1), ..., z(N)),

де функцiя u∞(t, z(0), z(1), ..., z(N)) задана формулою (5.65).

Доведення. Для доведення треба повторити мiркування Теореми 3.4 з тре-
тього роздiлi.

Рiвняння (5.67) називаємо системою визначальних рiвнянь тому, що її
коренi визначають всi розв’язки вихiдної IКЗ (5.3), (5.45).

Застосовуння на практицi Теореми 5.6 зв’язано з певними труднощями
тому, що функцiї x(j)

∞ (s, z(j−1), z(j)) та

∆(k)(z(k−1), z(k)) : Dk−1 ×Dk → Rn, k = 1, 2, ..., N

∆(N+1)(z(0), z(1), ..., z(N)) : D0 ×D1 × ...×DN → Rn,

якi фiгурують в системi (5.67) зазвичай в явному виглядi не можна побуду-
вати.

Для подолання цих труднощiв замiсть (5.67) вводимо в розгляд так звану
наближену систему визначальних рiвнянь

∆(k)(z(k−1), z(k)) = z(k)−z(k−1)−
tk∫

tk−1

f(s, x(k)
m (s, z(k−1), z(k)))ds = 0, k = 1, 2, ..., N,

∆(N+1)(z(0), z(1), ..., z(N)) = (5.68)

=
N∑
j=1

tj+1∫
tj

[
g(s, x(j)

m (s, z(j−1), z(j))) + h
(
s, f

(
s, x(j)

m (s, z(j−1), z(j))
))]

ds− d = 0.

Систему (5.68) легко одержати з (5.67) якщо в нiй x
(k)
∞ (·, z(k−1), z(k)) за-

мiнити функцiєю x
(k)
m (·, z(k−1), z(k)) вигляду (5.62) для якогось фiксованого

номера m.
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Таким чином в протилежнiсть системи (5.67) m-та наближена визначаль-
на система (5.68) вже мiстить тiльки функцiї x(j)

m (·, z(j−1), z(j)), якi можуть
бути виписанi явно.

Природно очiкувати, що наближення до невiдомого розв’язку IКЗ (5.3),
(5.45) можуть бути отриманi з використанням функцiї

um(t, z(0), z(1), ..., z(N)) =


x

(1)
m (t, z(0), z(1)), якщо t ∈ [t0, t1] ,

x
(2)
m (t, z(1), z(2)), якщо t ∈ [t1, t2] ,

....

x
(N)
m (t, z(N−1), z(N)), якщо t ∈ [tN−1, tN ]

. (5.69)

Очевидно, що (5.69) є
”
наближеною“ версiєю функцiї (5.65) i вона коректно

визначена для всiх t ∈ [a, b] та z(k) ∈ Dk, k = 0, 1, 2, ..., N.

Нехай z̃(k), k = 0, 1, 2, ..., N є коренями наближеної визначальної системи
(5.68) для певного фiксованого m. Тодi функцiя

um(t, z̃(0), z̃(1), ..., z̃(N)) =


x

(1)
m (t, z̃(0), z̃(1)), якщо t ∈ [t0, t1] ,

x
(2)
m (t, z̃(1), z̃(2)), якщо t ∈ [t1, t2] ,

....

x
(N)
m (t, z̃(N−1), z̃(N)), якщо t ∈ [tN−1, tN ] ,

яка отримана згiдно (5.69) може розглядатися якm−те наближення до розв’яз-
ку IКЗ (5.3), (5.45).

З Теореми 5.5 безпосередньо випливає оцiнка:∣∣∣x∞(t, z̃(k−1), z̃(k))− xm
(
t, z̃(k−1), z̃(k)

)∣∣∣ ≤
≤ 10

9
α1(t, tk−1, hk)Q

m
k (In −Qk)

−1 δ[tk−1,tk],D[k](f), t ∈ [tk−1, tk] ,m ≥ 0, (5.70)

k = 1, 2, ..., N, де Qk, δ[tk−1,tk],D[k](f) та α1(t, tk−1, hk) заданi в (5.59), (5.58) та
(2.4).
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5.8 Приклад iнтегральної крайової задачi з двома розв’язками
та дiлення вiдрiзку iнтегрування на три пiдiнтервали

Розглянемо систему диференцiальних рiвнянь{
x′1 (t) = 1

2x
2
2(t)− t

4x1(t) + 1
32t

3 − 1
32t

2 + 9
40t := f1(t, x1, x2),

x′2 (t) = t
8x1(t)− t2x2(t) + 15

64t
3 + 1

80t+ 1
4 := f2(t, x1, x2), t ∈ [0, 1.9] ,

(5.71)
пiдпорядковану iнтегральним крайовим умовам

1.9∫
0

[
sx1(s)x2(s) + 1

4x
′
1 (s)

]
ds = 10099697

48000000 ,

1.9∫
0

[
s2x2

2(s) + 1
4x
′
2 (s)

]
ds = 3426099

8000000 ,

. (5.72)

Очевидно, (5.71), (5.72) є окремим випадком (5.3), (5.45) при a := 0, b := 1.9,

g(t, x1, x2) :=
(
tx1x2
t2x22

)
, h(t, x1, x2) :=

(
1
4x
′
1(t)

1
4x
′
2(t)

)
i d =

[
d1

d2

]
=

[
10099697
48000000
3426099
8000000

]
.

Якщо в (5.47) покласти N = 1, N = 2 чисельнi розрахунки показують,
що достатнi умови збiжностi не виконуються, бо спектральний радiус вiдпо-
вiдних матриць бiльше за одиницю.

Тому в (5.47) вибираємо N = 3 i тодi

t0 = 0 = a,

t1 = t0 + h1 = 0 + 1 = 1,

t2 = t1 + h2 = 1 + 0.5 = 1.5,

t3 = t2 + h3 = 1.5 + 0.4 = 1.9 = b.

(5.73)

Легко перевiрити, що

x∗1(t) =
t2

8
− 1

10
, x∗2(t) =

t

4
(5.74)

є неперервно диференцiйовним розв’язком КЗ (5.71), (5.72).
Згiдно (5.52), (5.53) введемо параметри

z(0) := x(0) = col(x1(0), x2(0)) = col(z
(0)
1 , z

(0)
2 ),
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z(1) := x (1) = col (x1 (1) , x2 (1)) = col
(
z

(1)
1 , z

(1)
2

)
,

z(2) := x (1.5) = col (x1 (1.5) , x2 (1.5)) = col
(
z

(2)
1 , z

(2)
2

)
,

z(3) := x(1.9) = col (x1 (1.9) , x2 (1.9)) = col
(
z

(3)
1 , z

(3)
2

)
.

Виберемо областi D0, D1, D2, D3 наступним чином:

D0 = {(x1, x2) : −0.15 ≤ x1 ≤ 0.182, −0.01 ≤ x2 ≤ 0.38},

D1 = {(x1, x2) : 0.024 ≤ x1 ≤ 0.182, 0.24 ≤ x2 ≤ 0.38},

D2 = D1,

D3 = {(x1, x2) : 0.024 ≤ x1 ≤ 0.352, 0.24 ≤ x2 ≤ 0.48}.

Тодi
D0,1 = {(x1, x2) : −0.15 ≤ x1 ≤ 0.182, −0.01 ≤ x2 ≤ 0.38} ,

D1,2 = {(x1, x2) : 0.024 ≤ x1 ≤ 0.182, 0.24 ≤ x2 ≤ 0.38}

D2,3 = {(x1, x2) : 0.024 ≤ x1 ≤ 0.352, 0.24 ≤ x2 ≤ 0.48} .

Використовуємо вектори

ρ(1) = col(0.2, 0.3), ρ(2) = col(0.1, 0.2), ρ(3) = col(0.1, 0.4)

на основi (2.2) визначимо областi

D[1] = {(x1, x2) : −0.35 ≤ x1 ≤ 0.382, −0.31 ≤ x2 ≤ 0.68} ,

D[2] = {(x1, x2) : 0.124 ≤ x1 ≤ 0.282, 0.44 ≤ x2 ≤ 0.58} ,

D[3] = {(x1, x2) : 0.124 ≤ x1 ≤ 0.452, 0.64 ≤ x2 ≤ 0.88} .

Прямi обчислення показують, що умова Лiпшиця (5.10) для правої частини
системи диференцiальних рiвнянь (5.71), вiдповiдно в областях D[1], D[2], D[3]

виконується з матрицями:

K1 =

[
0.25 0.68

0.125 1

]
, K2 =

[
0.375 0.58

0.1875 2.25

]
, K3 =

[
0.475 0.88

0.2375 3.61

]
.
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Також маємо, що
Q1 = 3

10K1, r(Q1) = 0.33 < 1,

Q2 = 3
20K2, r(Q2) = 0.3459 < 1,

Q3 = 6
50K3, r(Q3) = 0.441 < 1,

δ[0,1],D[1](f) =
1

2

[
max

(t,x)∈[0,1]×D[1]
f(t, x)− min

(t,x)∈[0,1]×D[1]
f(t, x)

]
=

[
0.27185

0.54075

]
,

ρ(1) =

[
0.2

0.3

]
≥ 1

2
δ[0,1],D[1](f) =

[
0.135925

0.270375

]
,

δ[1,1.5],D[2](f) =
1

2

[
max

(t,x)∈[1,1.5]×D[2]
f(t, x)− min

(t,x)∈[1,1.5]×D[2]
f(t, x)

]
=

=

[
0.207028125

0.6410625

]
,

ρ(2) =

[
0.1

0.2

]
≥ 1

4
δ[1,1.5],D[2](f) =

[
0.05175703125

0.160265625

]
,

δ[1.5,1.9],D[3](f) =
1

2

[
max

(t,x)∈[1.5,1.9]×D[3]
f(t, x)− min

(t,x)∈[1.5,1.9]×D[3]
f(t, x)

]
=

=

[
0.3769625

1.9410875

]
,

ρ(3) =

[
0.1

0.4

]
≥ 1

5
δ[1.5,1.9],D[3](f) =

[
0.0753925

0.3882175

]
.

Таким чином, ми перевiрили, що всi умови Теореми 5.5 виконуються i послi-
довностi функцiй (5.62) є збiжними.

Використовуючи Maple розв’язуємо наближену систему визначальних рiв-
нянь (5.68) i отримуємо чисельнi результати, якi показано в Таблицi 5.3.

На Рис. 5.3 зображено графiки компонент першого (5.74) та наближеного
розв’язкiв на нульовiй i дев’ятiй iтерацiї.

Число розв’язкiв наближеної визначальної алгебраїчної системи (5.68)
спiвпадає з числом розв’язкiв даної iнтегральної крайової задачi (5.71), (5.72).
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m=0 m=1 m=7 m=9
z

(0)
1 -0.1035005019 -0.0999680955 -0.1000000006 -0.0999999998
z

(0)
2 -0.0015183571 -0.00004968118 9.775597× 10−10 −1.454615× 10−10

z
(1)
1 0.01941727634 0.02499498212 0.02499999952 0.02500000014
z

(1)
2 0.2496837722 0.2499853487 0.2500000008 0.2499999999
z

(2)
1 0.1756874698 0.1812420318 0.1812499997 0.1812500002
z

(2)
2 0.3748370539 0.3749949742 0.3750000003 0.3749999999
z

(3)
1 0.3460109281 0.3512418286 0.3512499999 0.3512500002
z

(3)
2 0.474845688 0.4749989732 0.4750000003 0.4749999999

Табл. 5.3: Наближенi значення параметрiв для першого (5.74) розв’язку

а) перша компонента б) друга компонента

Рис. 5.3: Перший розв’язок (5.74) (лiнiя) та його нульове (�) i дев’яте набли-
ження (×).

Обчислення показують, що крiм розв’язку представленого в Таблицi 5.3 по-
ставлена задача має ще один розв’язок, числовi значення параметрiв якого
показано в Таблицi 5.4.

У випадку другого розв’язку нехай опуклi пiдмножини D0, D1, D2 та D3

мають наступний вигляд:
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D0 := {(x1, x2) : −0.3 ≤ x1 ≤ 0.11, −0.65 ≤ x2 ≤ 0.16},

D1 := {(x1, x2) : −0.05 ≤ x1 ≤ 0.11, −0.22 ≤ x2 ≤ 0.16},

D2 := D1,

D3 := {(x1, x2) : −0.05 ≤ x1 ≤ 0.27, −0.22 ≤ x2 ≤ 0.404}.

Тодi

D0,1 = {(x1, x2) : −0.3 ≤ x1 ≤ 0.11, −0.65 ≤ x2 ≤ 0.16} ,

D1,2 = {(x1, x2) : −0.05 ≤ x1 ≤ 0.11, −0.22 ≤ x2 ≤ 0.16} ,

D2,3 = {(x1, x2) : −0.05 ≤ x1 ≤ 0.27, −0.22 ≤ x2 ≤ 0.404} .

Використовуючи вектори

ρ(1) = col(0.3, 06), ρ(2) = col(0.1, 0.3), ρ(3) = col(0.15, 0.9)

на основi (2.2) отримаємо областi

D[1] = {(x1, x2) : −0.6 ≤ x1 ≤ 0.41, −1.25 ≤ x2 ≤ 0.76} ,

D[2] = {(x1, x2) : −0.15 ≤ x1 ≤ 0.21, −0.52 ≤ x2 ≤ 0.46} ,

D[3] = {(x1, x2) : −0.2 ≤ x1 ≤ 0.42, −1.12 ≤ x2 ≤ 1.304}

i прямi обчислення дають

K1 =

(
1/4 19/25

1/8 1

)
, K2 =

(
3/8 19/25

3/16 9/4

)
, K3 =

(
19/40 163/125

19/80 361/100

)
,

Q1 = 3
10K1, r(Q1) = 0.3331236588 < 1,

Q2 = 3
20K2, r(Q2) = 0.348471967730229 < 1,

Q3 = 6
50K3, r(Q3) = 0.4447028306 < 1,
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m=0 m=1 m=7 m=9
ẑ

(0)
1 -0.3130351578 -0.2915938662 -0.2913487961 -0.2913488027
ẑ

(0)
2 -0.6853367388 -0.6463772306 -0.6452155574 -0.6452156067
ẑ

(1)
1 -0.06574963827 -0.04629270564 -0.04566996761 -0.04566995487
ẑ

(1)
2 -0.2581141824 -0.2183359461 -0.2170072781 -0.2170073131
ẑ

(2)
1 0.0838541806 0.1001891237 0.1006981868 0.1006981982
ẑ

(2)
2 0.1398968489 0.1589542884 0.1594479818 0.1594479639
ẑ

(3)
1 0.2497893002 0.2659558438 0.2664281996 0.2664282031
ẑ

(3)
2 0.4027863216 0.4033132063 0.4033665823 0.4033666205

Табл. 5.4: Наближенi значення параметрiв для другого розв’язку КЗ

δ[0,1],D[1](f) :=
1

2

[
max

(t,x)∈[0,1]×D[1]
f(t, x)− min

(t,x)∈[0,1]×D[1]
f(t, x)

]
=

[
0.578125,

1.068125

]
,

ρ(1) =

[
0.3

0.6

]
≥ 1

2
δ[0,1],D[1](f) =

[
0.2890625

0.5340625

]
,

δ[1,1.5],D[2](f) :=
1

2

[
max

(t,x)∈[1,1.5]×D[2]
f(t, x)− min

(t,x)∈[1,1.5]×D[2]
f(t, x)

]
=

=

[
0.195803125

1.144925172

]
,

ρ(2) =

[
0.1

0.3

]
≥ 1

4
δ[1,1.5],D[2](f) =

[
0.04895078125

0.286231293

]
,

δ[1.5,1.9],D[3](f) :=
1

2

[
max

(t,x)∈[1.5,1.9]×D[3]
f(t, x)− min

(t,x)∈[1.5,1.9]×D[3]
f(t, x)

]
=

=

[
0.6295415

4.448945

]
,

ρ(3) =

[
0.15

0.9

]
≥ 1

5
δ[1.5,1.9],D[3](f) =

[
0.1259083

0.889789

]
.
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На Рис. 5.4 показано графiки нульового, першого та дев’ятого наближення
до другого розв’язку.

а) перша компонента б) друга компонента

Рис. 5.4: Нульове (�), перше (×) та дев’яте (лiнiя) наближення другого
розв’язку.

Пiдставивши дев’яте наближення x̃9(t) = col(x̃91(t), x̃92(t)) в систему ди-
ференцiальних рiвнянь (5.71) отримаємо наступну нев’язку:

max
t∈[0,1.9]

∣∣∣x̃′91(t)−
1

2
x̃2

92(t) +
t

4
x̃91(t)−

1

32
t3 +

1

32
t2 − 9

40
t
∣∣∣ ≈ 3 · 10−9,

max
t∈[0,1.9]

∣∣∣x̃′92(t)−
t

8
x̃91(t) + t2x̃92(t)−

15

64
t3 − 1

80
t− 1

4

∣∣∣ ≈ 3 · 10−8.
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Висновки до п’ятого роздiлу

У цьому роздiлi продемонстровано технiку дiлення вiдрiзку iнтегрування
на скiнченну кiлькiсть пiдiнтервалiв.

Так, у випадку дiлення вiдрiзку iнтегрування [a, b] навпiл, вихiдна нелi-
нiйна iнтегральна крайова задача зводиться до двох модельних параметри-
зованих задач, якi визначенi i вивчаються вiдповiдно на вiдрiзках

[
a, a+b

2

]
та[

a+b
2 , b

]
.

Побудовано двi модельнi параметризованi послiдовностi. Доводиться їх
рiвномiрна збiжнiсть. Встановлюється зв’язок розв’язкiв модельних задач з
розв’язком вихiдної iнтегральної крайової задачi.

Доведено, що у випадку дiлення вiдрiзку навпiл в два раза вдається по-
кращити достатнi умови збiжностi побудованих послiдовностей.

Показано, якщо вiдрiзок iнтегрування [a, b] подiлити, наприклад, з рiвно-
мiрним кроком h наN пiдiнтервалiв [a, a+ h] , [a+ h, a+ 2h] , ..., [a+ (N − 1)h,

a+Nh] , легко побудувати N простих модельних параметризованих задач на
цих пiдiнтервалах. Їх дослiдження показує, що умови збiжностi модельних
послiдовностей можна покращити в N разiв.

Цю технiку i її переваги продемонстровано на прикладах iнтегральних
крайових задач, в яких для виконання достатнiх умов збiжностi потрiбно
подiлити вiдрiзок iнтегрування, вiдповiдно на два i три пiдiнтервала.

Основнi результати даного роздiлу опублiковано у роботах [109, 123].
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ВИСНОВКИ

У данiй дисертацiйнiй роботi на основi параметризацiї розроблений i об-
ґрунтований новий чисельно–аналiтичний метод, який з успiхом може зас-
тосовуватися для дослiдження iснування i наближеної побудови розв’язкiв
загального вигляду нелiнiйних функцiональних та iнтегральних крайових за-
дач.

Основна увага придiляється мало вивченим до цих пiр задачам, дослiджен-
ня розв’язкiв яких вiдомими методами взагалi неможливе або пов’язане з
iстотними труднощами.

В основi метода лежить перехiд вiд заданих крайових умов до так званих
параметризованих умов

”
модельного типу“, якi мають простий вигляд поча-

ткових умов, i якi заданi параметрично на лiвому i правому кiнцях вiдрiзку
iнтегрування.

Метод може бути застосований як до нелiнiйних систем диференцiальних
рiвнянь з неперервною локально лiпшицевою правою частиною, так i у ви-
падку умов Каратеодорi. У випадку неперервної правої частини мова йде про
неперервно диференцiйовнi розв’язки, а у випадку умов Каратеодорi дослiд-
жуються абсолютно неперервнi розв’язки.

Для модельної параметризованої задачi побудована конструктивна чисе-
льно–аналiтична схема, яка основана на послiдовних наближеннях з покра-
щеними характеристиками рiвномiрної збiжностi. Встановлено зв’язок мiж
розв’язками модельної та вихiдної крайової задачi.

Отриманi конструктивнi достатнi та необхiднi умови розв’язностi цих кла-
сiв нелiнiйних крайових задач. В основi дослiдження iснування розв’язкiв
розглядуваних крайових задач лежить вивчення розв’язкiв скiнченно вимiр-
ної системи наближених визначальних алгебраїчних рiвняннь. Ця система
може бути записана в явному виглядi на основi побудованої параметризова-
ної послiдовностi.

Таким чином вiд нескiнченно вимiрної задачi здiйснено перехiд до вста-
новлення розв’язностi скiнченно вимiрної системи алгебраїчних рiвнянь. У
свою чергу для цього з успiхом застосовується топологiчна теорiя степеня
Брауера.
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Доведено, якщо система визначальних рiвннянь має декiлька розв’язкiв,
то стiльки ж розв’язкiв буде i у заданої крайової задачi.

Вперше в теорiї чисельно–аналiтичних методiв для покращення достатнiх
умов збiжностi пропонується дiлення вiдрiзку iнтегрування на пiдiнтервали.
В зв’язку з тим, що достатня умова збiжностi з певним коефiцiєнтом прямо-
пропорцiйна довжинi вiдрiзку iнтегрування, то дiленням вiдрiзку iнтегрува-
ння на пiдiнтервали завжди можна досягти виконання цих умов.

Показано, що дiленням вiдрiзку навпiл в два рази можна покращити
достатнi умови рiвномiрної збiжностi послiдовних параметризованих набли-
жень.

Встановлено, якщо вiдрiзок iнтегрування подiлити на N пiдiнтервалiв,
тодi достатнi умови збiжностi модельних послiдовностей можна покращити
в N разiв.

Констуктивнiсть розробленого методу та його переваги продемонстровано
на прикладах нелiнiйних iнтегральних крайових задач з не єдиними розв’яз-
ками.
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102. Rontó A. On finding solutions of two-point boundary value problems for
a class of non-linear functional differential systems/ A. Rontó, M. Rontó,
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