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ДОСЛIДЖЕННЯ РОЗВ’ЯЗКIВ IНТЕГРАЛЬНИХ КРАЙОВИХ
ЗАДАЧ

У данiй статтi обгрунтований оригiнальний метод побудови чисельно-аналiтичної
схеми дослiдження розв’язкiв нелiнiйних систем звичайних диференцiальних рiвнянь,
пiдпорядкованих нелiнiйним iнтегральним крайовим умовам. В основi методу лежить
перехiд вiд заданих iнтегральних крайових умов до параметризованих умов модель-
ного типу, якi мають простий вигляд початкових умов. Для модельної параметризо-
ваної задачi побудована конструктивна чисельно–аналiтична схема, яка базується на
параметризованих послiдовних наближеннях iз покращеними характеристиками збi-
жностi. Встановлено зв’язок мiж розв’язками модельної та вихiдної крайових задач.
Доведено, що дiленням вiдрiзка iнтегрування навпiл у два рази можна покращити
достатнi умови рiвномiрної збiжностi параметризованих послiдовних наближень. Цю
технiку та її переваги продемонстровано на прикладi iнтегральної крайової задачi, в
якiй для виконання достатнiх умов збiжностi потрiбно подiлити вiдрiзок iнтегрування
навпiл.

Ключовi слова: звичайнi диференцiальнi рiвняння, нелiнiйна iнтегральна крайова
задача, неперервно диференцiйовний розв’язок, параметризацiя, умова Лiпшиця, дi-
лення вiдрiзку iнтегрування, збiжнiсть послiдовних наближень.

1. Вступ. Дослiдження розв’язкiв крайових задач пов’язане з властивостями
спецiальних послiдовностей функцiй. Головне обмеження, пов’язане iз збiжнi-
стю цих послiдовностей, полягає в тому, що найбiльше власне значення матрицi

𝑄 =
3(𝑏− 𝑎)

10
𝐾

припускається меншим за одиницю:

𝑟(𝑄) < 1. (1)

У данiй роботi показано, що використовуючи вiдповiдну технiку дiлення
заданого iнтервалу на пiдiнтервали, достатню умову (1) вдається послабити в
два рази.
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2. Постановка та зведення до двох модельних задач. Розглянемо
систему нелiнiйних диференцiальних рiвнянь (2), пiдпорядковану iнтегральним
крайовим умовам вигляду (3)

𝑑𝑢(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑓

(︂
𝑡, 𝑢(𝑡),

𝑑𝑢(𝑡)

𝑑𝑡

)︂
, 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] , (2)

𝑏∫︁
𝑎

𝑔 (𝑠, 𝑢(𝑠)) 𝑑𝑠 = 𝑑, (3)

де 𝑓 : [𝑎, 𝑏]×𝐷×𝐷1 → R𝑛 i 𝑔 : [𝑎, 𝑏]×𝐷 → R𝑛 є неперервними в певнiй обмеженiй
областi, яка є коректно визначеною нижче, 𝑑 ∈ R𝑛 – заданий вектор.

Зафiксуємо деякi вiдкритi обмеженi областi 𝐷𝑎, 𝐷𝑎+𝑏
2
, 𝐷𝑏 ⊂ R𝑛 i цiкавимося

неперервно диференцiйовними розв’язками 𝑥 крайової задачi (2), (3) такими,
що

𝑢(𝑎) ∈ 𝐷𝑎, 𝑢

(︂
𝑎+ 𝑏

2

)︂
∈ 𝐷𝑎+𝑏

2
, 𝑢(𝑏) ∈ 𝐷𝑏. (4)

Загалом можемо вибрати 𝐷𝑎, 𝐷𝑎+𝑏
2
, 𝐷𝑏 опуклими множинами.

На основi множин 𝐷𝑎 i 𝐷𝑎+𝑏
2
введемо у розгляд множину

𝐷𝑎,𝑎+𝑏
2

= (1 − 𝜃)𝑧 + 𝜃𝜂, 𝑧 ∈ 𝐷𝑎, 𝜂 ∈ 𝐷𝑎+𝑏
2
, 𝜃 ∈ [0, 1] (5)

i її покомпонентний векторний 𝜌𝑥-окiл

𝐷𝑥 = 𝐵
(︁
𝐷𝑎,𝑎+𝑏

2
, 𝜌𝑥
)︁
. (6)

Аналогiчно, на основi множин 𝐷𝑎+𝑏
2
i 𝐷𝑏 визначимо множину

𝐷𝑎+𝑏
2

,𝑏 = (1 − 𝜃)𝜂 + 𝜃𝜆, 𝜂 ∈ 𝐷𝑎+𝑏
2
, 𝜆 ∈ 𝐷𝑏, 𝜃 ∈ [0, 1] (7)

i її покомпонентний векторний 𝜌𝑦-окiл.

𝐷𝑦 = 𝐵
(︁
𝐷𝑎+𝑏

2
,𝑏, 𝜌

𝑦
)︁
. (8)

Важливо пiдкреслити, що 𝐷𝑥, 𝐷𝑦 є обмеженими множинами, i надалi при-
пускається, що умови Лiпшиця

𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝 (𝐾𝑥, 𝐷
𝑥) , 𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝 (𝐾𝑦, 𝐷

𝑦) , (9)

|𝑓 (𝑡, 𝑢, 𝑣) − 𝑓 (𝑡, �̃�, 𝑣)| ≤ 𝐾𝑥
1 |𝑢− �̃�| +𝐾𝑥

2 |𝑣 − 𝑣| , 𝑡 ∈
[︀
𝑎, 𝑎+𝑏

2

]︀
, {𝑢, 𝑣} ∈ 𝐷𝑥,

|𝑓 (𝑡, 𝑢, 𝑣) − 𝑓 (𝑡, �̃�, 𝑣)| ≤ 𝐾𝑦
1 |𝑢− �̃�| +𝐾𝑦

2 |𝑣 − 𝑣| , 𝑡 ∈
[︀
𝑎+𝑏
2
, 𝑏
]︀
, {𝑢, 𝑣} ∈ 𝐷𝑦

в цих областях виконуються локально.
Ставимо задачу знаходження неперервно диференцiйовного розв’язку 𝑢(𝑡)

задачi (2), (3), для якого має мiсце включення (4).

Роздiл 1: Математика i статистика
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Насамперед, спростимо iнтегральнi крайовi умови (3) i зведемо їх до прида-
тних умов модельного типу. Для цього введемо в розгляд векторнi параметри

𝑧 =

⎛⎜⎝𝑧1...
𝑧𝑛

⎞⎟⎠ , 𝜂 =

⎛⎜⎝𝜂1...
𝜂𝑛

⎞⎟⎠ , 𝜆 =

⎛⎜⎝𝜆1...
𝜆𝑛

⎞⎟⎠ , (10)

формально поклавши

𝑧 = 𝑢(𝑎), 𝜂 = 𝑢

(︂
𝑎+ 𝑏

2

)︂
, 𝜆 = 𝑢(𝑏). (11)

Пiсля цього, замiсть крайової задачi (2), (3), використовуючи технiку дiле-
ння вiдрiзку навпiл, будемо розглядати вiдповiдно на iнтервалах 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑎+𝑏

2
] та

𝑡 ∈
[︀
𝑎+𝑏
2
, 𝑏
]︀
наступнi двi параметризованi задачi модельного типу (12)-(13) та

(14)-(15):
𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑓

(︂
𝑡, 𝑥(𝑡),

𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡

)︂
, 𝑡 ∈

[︂
𝑎,
𝑎+ 𝑏

2

]︂
, 𝑥 (𝑎) = 𝑧, (12)

𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑓

(︂
𝑡, 𝑥(𝑡),

𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡

)︂
, 𝑡 ∈

[︂
𝑎,
𝑎+ 𝑏

2

]︂
, 𝑥

(︂
𝑎+ 𝑏

2

)︂
= 𝜂 (13)

та
𝑑𝑦(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑓

(︂
𝑡, 𝑦(𝑡),

𝑑𝑦(𝑡)

𝑑𝑡

)︂
, 𝑡 ∈

[︂
𝑎+ 𝑏

2
, 𝑏

]︂
, 𝑦

(︂
𝑎+ 𝑏

2

)︂
= 𝜂, (14)

𝑑𝑦(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑓

(︂
𝑡, 𝑦(𝑡),

𝑑𝑦(𝑡)

𝑑𝑡

)︂
, 𝑡 ∈

[︂
𝑎+ 𝑏

2
, 𝑏

]︂
, 𝑦(𝑏) = 𝜆, (15)

кожна з яких складається з двох задач Кошi, де 𝑧, 𝜂, 𝜆 ∈ R𝑛 вважаються пара-
метрами. Зауважимо, що довжина iнтервалу в задачах (12)-(13) та (14)-(15) є
𝑏−𝑎
2

на противагу 𝑏− 𝑎 у випадку вихiдної задачi (2), (3).
Технiка параметризацiї, яку будемо використовувати, полягає у тому, що за-

мiсть вихiдної задачi (2),(3) вивчаємо сiм’ю параметризованих модельних задач
(12)-(13) та (14)-(15). Пiсля цього, розв’язки вихiдної крайової задачi отримую-
ться вiдповiдним вибором чисельних значень введених параметрiв.

Зауваження 1. [9, Зауваження 4] Множина розв’язкiв крайової задачi
(2), (3) спiвпадає з тiєю множиною розв’язкiв параметризованих задач (12)–
(13) та (14)–(15), якi задовольняють додатковi умови (11).

Наведемо допомiжнi означення та твердження, якi потрiбнi для обгрунту-
вання результатiв.

Означення 1. [5, Означення 1] Для будь-якого невiд’ємного вектора
𝜌 ∈ R𝑛 i точки 𝑧 ∈ R𝑛 пiд компонентним векторним околом точки розумiємо
множину

𝐵 (𝑧, 𝜌) = {𝜓 ∈ R𝑛 : |𝜓 − 𝑧| ≤ 𝜌} .

Аналогiчно, для будь-якої обмеженої областi Ω ∈ R𝑛 i будь-якого невiд’ємного
вектора 𝜌 ∈ R𝑛 пiд векторним 𝜌-околом областi Ω розумiємо множину

𝐵 (Ω, 𝜌) = 𝐵 (𝑧, 𝜌) .
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Означення 2. [5, Означення 2] На основi двох обмежених множин
𝐷𝑎 ∈ R𝑛, 𝐷𝑏 ∈ R𝑛 визначимо множину

𝐷𝑎,𝑏 = (1 − 𝜃) 𝑧 + 𝜃𝜂, 𝑧 ∈ 𝐷𝑎, 𝜂 ∈ 𝐷𝑏, 𝜃 ∈ [0, 1]

i її векторний 𝜌-окiл
𝐷 = 𝐵 (𝐷𝑎,𝑏, 𝜌) .

Таким чином, множину𝐷𝑎,𝑏 формують всi можливi «вiдрiзки», що з’єднують
точки множин 𝐷𝑎 та 𝐷𝑏.

Лема 1. [1, Лема 2] Для будь-якої неперервної функцiї 𝑓 : [𝜏, 𝜏 + 𝐼] → R𝑛,
має мiсце оцiнка⃒⃒⃒⃒

⃒⃒
𝑡∫︁

𝜏

⎡⎣𝑓 (𝜏) − 1

𝐼

𝜏+𝐼∫︁
𝜏

𝑓(𝑠)𝑑𝑠

⎤⎦ 𝑑𝜏
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤ 𝛼1 (𝑡, 𝜏, 𝐼)

max
𝑠∈[𝜏,𝜏+𝐼]

𝑓(𝑠) − min
𝑠∈[𝜏,𝜏+𝐼]

𝑓(𝑠)

2
(16)

для всiх 𝑡 ∈ [𝜏, 𝜏 + 𝐼], де

𝛼1 (𝑡, 𝜏, 𝐼) = 2 (𝑡− 𝜏)

(︂
𝑎− 𝑡− 𝜏

𝐼

)︂
, |𝛼1 (𝑡, 𝜏, 𝐼)| ≤ 𝐼

2
, 𝑡 ∈ [𝜏, 𝜏 + 𝐼] . (17)

Лема 2. [3, Лема 3] Нехай послiдовнiсть неперервних функцiй [𝛼𝑚 (𝑡, 𝜏, 𝐼)]∞𝑚
для 𝑡 ∈ [𝜏, 𝜏 + 𝐼] визначається рекурентним спiввiдношенням

𝛼𝑚+1 (𝑡, 𝜏, 𝐼) =

(︂
1 − 𝑡− 𝜏

𝐼

)︂ 𝑡∫︁
𝜏

𝛼𝑚 (𝑠, 𝜏, 𝐼) 𝑑𝑠+

+
𝑡− 𝜏

𝐼

𝜏+𝐼∫︁
𝑡

𝛼𝑚 (𝑠, 𝜏, 𝐼) 𝑑𝑠,𝑚 = 0, 1, 2, . . . , (18)

де 𝛼0 (𝑡, 𝜏, 𝐼) = 1. Тодi мають мiсце наступнi оцiнки для всiх 𝑡 ∈ [𝜏, 𝜏 + 𝐼]:

𝛼𝑚+1 (𝑡, 𝜏, 𝐼) ≤ 10

9

(︂
3𝐼

10

)︂𝑚

𝛼1 (𝑡, 𝜏, 𝐼) , 𝑚 ≥ 0, (19)

𝛼𝑚+1 (𝑡, 𝜏, 𝐼) ≤ 3𝐼

10
𝛼𝑚 (𝑡, 𝜏, 𝐼) , 𝑚 ≥ 2,

де 𝛼1 (𝑡, 𝜏, 𝐼) наводиться в (17).

3. Дiлення вiдрiзку iнтегрування навпiл та послiдовнi наближення.
Отже, ми пропонуємо замiсть iнтегральної крайової задачi (2), (3) дослiджувати
спочатку окремо двi допомiжнi модельнi задачi (12)–(13) та (14)–(15). Для цього
побудуємо придатнi iтерацiйнi процеси i вивчимо їх властивостi.

Покладемо, що областю визначення за фазовою змiнною функцiї 𝑓 у правiй
частинi системи (2) є множина 𝐷𝑥 вигляду (6), тобто 𝑓 :

[︀
𝑎, 𝑎+𝑏

2

]︀
×𝐷𝑥×𝐷1 → R𝑛.

Припустимо, що 𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝 (𝐾𝑥, 𝐷
𝑥) з вектором 𝜌𝑥, який задовольняє нерiвнiсть

𝜌𝑥 ≥ 𝑏− 𝑎

4
𝛿[𝑎,𝑎+𝑏

2 ],𝐷𝑥(𝑓), (20)

Роздiл 1: Математика i статистика
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крiм того,

𝑟(𝑄𝑥) < 1, 𝑄𝑥 =
3(𝑏− 𝑎)

20
𝐾𝑥. (21)

Для параметризованої задачi (12)—(13) введемо в розгляд наступну реку-
рентну параметризовану послiдовнiсть функцiй 𝑥𝑚 :

[︀
𝑎, 𝑎+𝑏

2

]︀
×𝐷𝑎×𝐷𝑎+𝑏

2
→ R𝑛,

𝑚 = 0, 1, 2, . . ., поклавши

𝑥0 (𝑡, 𝑧, 𝜂) = 𝑧 +
2(𝑡− 𝑎)

𝑏− 𝑎
[𝜂 − 𝑧] =

[︂
1 − 2(𝑡− 𝑎)

𝑏− 𝑎

]︂
𝑧 +

2(𝑡− 𝑎)

𝑏− 𝑎
𝜂,

𝑥𝑚+1 (𝑡, 𝑧, 𝜂) = 𝑧 +

𝑡∫︁
𝑎

𝑓

(︂
𝑠, 𝑥𝑚 (𝑠, 𝑧, 𝜂) ,

𝑑𝑥𝑚 (𝑠, 𝑧, 𝜂)

𝑑𝑠

)︂
𝑑𝑠−

−2(𝑡− 𝑎)

𝑏− 𝑎

𝑎+𝑏
2∫︁

𝑎

𝑓

(︂
𝑠, 𝑥𝑚 (𝑠, 𝑧, 𝜂) ,

𝑑𝑥𝑚 (𝑠, 𝑧, 𝜂)

𝑑𝑠

)︂
𝑑𝑠− 2(𝑡− 𝑎)

𝑏− 𝑎
[𝜂 − 𝑧] , (22)

при 𝑡 ∈
[︀
𝑎, 𝑎+𝑏

2

]︀
для всiх 𝑚 = 0, 1, 2, . . . , яка задовольняє початковi умови

𝑥(𝑎) = 𝑧, 𝑥(𝑎+𝑏
2

) = 𝜂 для всiх 𝑧, 𝜂 ∈ R𝑛, де 𝑧 ∈ 𝐷𝑎, 𝜂 ∈ 𝐷𝑎+𝑏
2

вважаються
параметрами.

Подiбно, для параметризованої задачi (14)–(15) на пiдiнтервалi
[︀
𝑎+𝑏
2
, 𝑏
]︀
по-

кладемо, що областю визначення за фазовою змiнною функцiї 𝑓 є множина 𝐷𝑦

вигляду (8), крiм того, припустимо, що 𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝 (𝐾𝑦, 𝐷
𝑦) з вектором 𝜌𝑦, який

задовольняє нерiвнiсть

𝜌𝑦 ≥ 𝑏− 𝑎

4
𝛿[𝑎+𝑏

2
,𝑏],𝐷𝑦(𝑓) (23)

i

𝑟(𝑄𝑦) < 1, 𝑄𝑦 =
3(𝑏− 𝑎)

20
𝐾𝑦. (24)

Для вивчення другої модельної задачi (14)—(15) введемо у розгляд параме-
тризовану послiдовнiсть функцiй 𝑦𝑚 :

[︀
𝑎+𝑏
2
, 𝑏
]︀
×𝐷𝑎+𝑏

2
×𝐷𝑏 → R𝑛, 𝑚 = 0, 1, 2, . . .,

поклавши

𝑦0 (𝑡, 𝜂, 𝜆) = 𝜂 +
2𝑡− 𝑎− 𝑏

𝑏− 𝑎
[𝜆− 𝜂] =

[︂
1 − 2𝑡− 𝑎− 𝑏

𝑏− 𝑎

]︂
𝜂 +

2𝑡− 𝑎− 𝑏

𝑏− 𝑎
𝜆,

𝑦𝑚+1 (𝑡, 𝜂, 𝜆) = 𝜂 +

𝑡∫︁
𝑎+𝑏
2

𝑓

(︂
𝑠, 𝑦𝑚 (𝑠, 𝜂, 𝜆) ,

𝑑𝑦𝑚 (𝑠, 𝜂, 𝜆)

𝑑𝑠

)︂
𝑑𝑠−

−2𝑡− 𝑎− 𝑏

𝑏− 𝑎

𝑏∫︁
𝑎+𝑏
2

𝑓

(︂
𝑠, 𝑦𝑚 (𝑠, 𝜂, 𝜆) ,

𝑑𝑦𝑚 (𝑠, 𝜂, 𝜆)

𝑑𝑠

)︂
𝑑𝑠+

2𝑡− 𝑎− 𝑏

𝑏− 𝑎
[𝜆− 𝜂] , (25)

при 𝑡 ∈
[︀
𝑎+𝑏
2
, 𝑏
]︀
для всiх 𝑚 = 0, 1, 2, . . . , 𝜆 ∈ R𝑛 i 𝜂 ∈ R𝑛.

Зауважимо, що всi члени послiдовностi функцiй (22), (25) задовольняють
двоточковi модельнi крайовi умови (11) для всiх 𝑧, 𝜂, 𝜆 ∈ R𝑛.
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4. Дослiдження збiжностi послiдовних наближень та визначальнi
рiвняння. Наступне твердження показує, що послiдовнiсть функцiй (22) рiв-
номiрно збiгається для всiх (𝑧, 𝜂) ∈ 𝐷𝑎×𝐷𝑎+𝑏

2
i ї ї гранична функцiя є розв’язком

певної адитивно збуреної задачi.

Теорема 1. Припустимо, що iснує невiд’ємний вектор 𝜌𝑥 такий, що
𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝 (𝐾𝑥, 𝐷

𝑥) на iнтервалi 𝑡 ∈
[︀
𝑎, 𝑎+𝑏

2

]︀
, i який задовольняє нерiвнiсть (20)

та виконується
𝑟(𝑄𝑥) < 1

з матрицею 𝐾, для якої виконуються умови (21).
Тодi, для довiльної пари векторiв (𝑧, 𝜂) ∈ 𝐷𝑎 ×𝐷𝑎+𝑏

2
:

1. Всi члени послiдовностi (22) є неперервно диференцiйовними функцiями
на вiдрiзку 𝑡 ∈

[︀
𝑎, 𝑎+𝑏

2

]︀
i задовольняють модельнi умови

𝑥𝑚 (𝑡 = 𝑎, 𝑧, 𝜂) = 𝑧, 𝑥𝑚

(︂
𝑡 =

𝑎+ 𝑏

2
, 𝑧, 𝜂

)︂
= 𝜂.

2. Послiдовнiсть функцiй (22) рiвномiрно збiгається вiдносно 𝑡 ∈
[︀
𝑎, 𝑎+𝑏

2

]︀
при 𝑚→ ∞ до граничної функцiї

𝑥∞ (𝑡, 𝑧, 𝜂) = lim
𝑚→∞

𝑥𝑚 (𝑡, 𝑧, 𝜂) .

3. Гранична функцiя задовольняє умови:

𝑥∞ (𝑎, 𝑧, 𝜂) = 𝑧, 𝑥∞

(︂
𝑎+ 𝑏

2
, 𝑧, 𝜂

)︂
= 𝜂.

4. Функцiя 𝑥∞ (𝑡, 𝑧, 𝜂) в областi 𝐷𝑥 є єдиним абсолютно неперервним розв’язком
iнтегрального рiвняння

𝑥 (𝑡) = 𝑧 +

𝑡∫︁
𝑎

𝑓

(︂
𝑠, 𝑥(𝑠),

𝑑𝑥(𝑠)

𝑑𝑠

)︂
𝑑𝑠−

−2(𝑡− 𝑎)

𝑏− 𝑎

𝑎+𝑏
2∫︁

𝑎

𝑓

(︂
𝑠, 𝑥(𝑠),

𝑑𝑥(𝑠)

𝑑𝑠

)︂
𝑑𝑠+

2(𝑡− 𝑎)

𝑏− 𝑎
[𝜂 − 𝑧] , 𝑡 ∈

[︂
𝑎,
𝑎+ 𝑏

2

]︂
. (26)

Iнакше кажучи, 𝑥∞ (𝑡, 𝑧, 𝜂) є розв’язком наступної задачi Кошi для адитив-
но збуреної системи диференцiальних рiвнянь:

𝑑𝑥
𝑑𝑡

= 𝑓
(︁
𝑡, 𝑥, 𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡

)︁
+ 2

𝑏−𝑎
∆ (𝑧, 𝜆) , 𝑡 ∈

[︀
𝑎, 𝑎+𝑏

2

]︀
,

𝑥 (𝑎) = 𝑧,

(27)

де збурення ∆ (𝑧, 𝜂) : 𝐷𝑎×𝐷𝑎+𝑏
2

→ R𝑛 – вiдображення, яке визначене формулою:

∆ (𝑧, 𝜂) := [𝜂 − 𝑧] −

𝑎+𝑏
2∫︁

𝑎

𝑓

(︂
𝑠, 𝑥∞ (𝑠, 𝑧, 𝜂) ,

𝑑𝑥∞ (𝑠, 𝑧, 𝜂)

𝑑𝑠

)︂
𝑑𝑠. (28)

Роздiл 1: Математика i статистика
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5. Справедлива оцiнка

|𝑥∞ (𝑡, 𝑧, 𝜂) − 𝑥𝑚 (𝑡, 𝑧, 𝜂)| ≤

≤ 10

9
𝛼1

(︂
𝑡, 𝑎,

𝑏− 𝑎

2

)︂
𝑄𝑚

𝑥 (𝐼𝑛 −𝑄𝑥)−1 𝛿[𝑎,𝑎+𝑏
2 ],𝐷𝑥(𝑓), 𝑡 ∈

[︂
𝑎,
𝑎+ 𝑏

2

]︂
, 𝑚 ≥ 0, (29)

де

𝛿[𝑎,𝑎+𝑏
2 ],𝐷𝑥(𝑓) =

1

2

[︃
max

(𝑡,𝑥,𝑥′ )∈[𝑎,𝑎+𝑏
2 ]×𝐷𝑥×𝐷1

𝑓
(︁
𝑡, 𝑥, 𝑥

′
)︁
−

− min
(𝑡,𝑥,𝑥′ )∈[𝑎,𝑎+𝑏

2 ]×𝐷𝑥×𝐷1

𝑓
(︁
𝑡, 𝑥, 𝑥

′
)︁]︃

. (30)

Доведення. Справедливiсть твердження 1 перевiряється прямим обчисле-
нням. Доведемо, що за умов теореми для фiксованих 𝑧 ∈ 𝐷𝑎, 𝜂 ∈ 𝐷𝑎+𝑏

2
i

𝑡 ∈
[︀
𝑎, 𝑎+𝑏

2

]︀
послiдовнiсть функцiй (22) належить областi 𝐷 i є послiдовнiстю

Кошi у банаховому просторi 𝐶
(︀[︀
𝑎, 𝑎+𝑏

2

]︀
,R𝑛

)︀
зi стандартною рiвномiрною нор-

мою.
Дiйсно, з використанням оцiнки (16) iз леми 1 для 𝜏 = 𝑎, 𝐼 = 𝑏−𝑎

2
i спiввiд-

ношення (22) при 𝑚 = 0, 𝑡 ∈
[︀
𝑎, 𝑎+𝑏

2

]︀
випливає, що

|𝑥1 (𝑡, 𝑧, 𝜂) − 𝑥0 (𝑡, 𝑧, 𝜂)| ≤

≤ 1

2
𝛼1

(︂
𝑡, 𝑎,

𝑏− 𝑎

2

)︂[︃
max

𝑡∈[𝑎,𝑎+𝑏
2 ]
𝑓
(︁
𝑡, 𝑥0 (𝑡, 𝑧, 𝜂) , 𝑥

′

0 (𝑡, 𝑧, 𝜂)
)︁
−

− min
𝑡∈[𝑎,𝑎+𝑏

2 ]
𝑓
(︁
𝑡, 𝑥0 (𝑡, 𝑧, 𝜂) , 𝑥

′

0 (𝑡, 𝑧, 𝜂)
)︁]︃

≤

≤ 𝛼1

(︂
𝑡, 𝑎,

𝑏− 𝑎

2

)︂
𝛿[𝑎,𝑎+𝑏

2 ],𝐷𝑥(𝑓) ≤ 𝑏− 𝑎

4
𝛿[𝑎,𝑎+𝑏

2 ],𝐷𝑥(𝑓). (31)

Отже, приходимо до висновку, що 𝑥1 (𝑡, 𝑧, 𝜂) ∈ 𝐷𝑥 при (𝑡, 𝑧, 𝜂) ∈ [𝑎, 𝑏] ×𝐷𝑎 ×
×𝐷𝑎+𝑏

2
.

Використовуючи це, i мiркуючи за iндукцiєю згiдно з лемою 2, легко пере-
конатися в тому, що

|𝑥𝑚 (𝑡, 𝑧, 𝜂) − 𝑥0 (𝑡, 𝑧, 𝜂)| ≤ 𝛼1

(︀
𝑡, 𝑎, 𝑏−𝑎

2

)︀
𝛿[𝑎,𝑎+𝑏

2 ],𝐷𝑥(𝑓) ≤ 𝑏−𝑎
4
𝛿[𝑎,𝑎+𝑏

2 ],𝐷𝑥(𝑓),

𝑚 = 2, 3, . . . ,

а це означає, що всi функцiї послiдовностi (22) мiстяться в областi 𝐷𝑥 для всiх
𝑚 = 1, 2, 3, . . . та (𝑡, 𝑧, 𝜂) ∈ [𝑎, 𝑏] ×𝐷𝑎 ×𝐷𝑎+𝑏

2
.

Розглянемо рiзницю функцiй

𝑥𝑚+1 (𝑡, 𝑧, 𝜂) − 𝑥𝑚 (𝑡, 𝑧, 𝜂) =

=

𝑡∫︁
𝑎

[︂
𝑓

(︂
𝑠, 𝑥𝑚 (𝑠, 𝑧, 𝜂) ,

𝑑𝑥𝑚 (𝑠, 𝑧, 𝜂)

𝑑𝑠

)︂
− 𝑓

(︂
𝑠, 𝑥𝑚−1 (𝑠, 𝑧, 𝜂) ,

𝑑𝑥𝑚−1 (𝑠, 𝑧, 𝜂)

𝑑𝑠

)︂]︂
𝑑𝑠−
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−2(𝑡− 𝑎)

𝑏− 𝑎

𝑎+𝑏
2∫︁

𝑎

[︂
𝑓

(︂
𝑠, 𝑥𝑚 (𝑠, 𝑧, 𝜂) ,

𝑑𝑥𝑚 (𝑠, 𝑧, 𝜂)

𝑑𝑠

)︂
− ,

−𝑓
(︂
𝑠, 𝑥𝑚−1 (𝑠, 𝑧, 𝜂) ,

𝑑𝑥𝑚−1 (𝑠, 𝑧, 𝜂)

𝑑𝑠

)︂]︂
𝑑𝑠, 𝑚 = 0, 1, 2, . . . , (32)

i введемо позначення

𝑟𝑚 (𝑡, 𝑧, 𝜂) = |𝑥𝑚 (𝑡, 𝑧, 𝜂) − 𝑥𝑚−1 (𝑡, 𝑧, 𝜂)| , 𝑚 = 1, 2, . . .

Вiдповiдно до рекурентного спiввiдношення (18) леми 1, використовуючи
умову Лiпшиця (9) i умову (19) для 𝑚 = 1, з (31) i (32) випливає, що

𝑟2(𝑡, 𝑧, 𝜆) ≤

≤ 𝐾𝑥

⎡⎣(︁1 − 2(𝑡−𝑎)
𝑏−𝑎

)︁ 𝑎∫︁
𝑡

𝛼1

(︀
𝑠, 𝑎, 𝑏−𝑎

2

)︀
𝑑𝑠+ 2(𝑡−𝑎)

𝑏−𝑎

𝑡∫︁
𝑏

𝛼1

(︀
𝑠, 𝑎, 𝑏−𝑎

2

)︀
𝑑𝑠

⎤⎦ 𝛿[𝑎,𝑎+𝑏
2

],𝐷𝑥(𝑓) ≤

≤ 𝐾𝑥𝛼2

(︀
𝑡, 𝑎, 𝑏−𝑎

2

)︀
𝛿[𝑎,𝑎+𝑏

2
],𝐷𝑥(𝑓) ≤ 10

9
𝑄𝑥𝛼1

(︂
𝑠, 𝑎,

𝑏− 𝑎

2

)︂
𝛿[𝑎,𝑎+𝑏

2
],𝐷𝑥(𝑓),

де матриця 𝑄𝑥 має вигляд (21). Методом iндукцiї легко переконатися, що

𝑟𝑚+1 (𝑡, 𝑧, 𝜂) ≤ 𝐾𝑚
𝑥 𝛼𝑚+1

(︂
𝑡, 𝑎,

𝑏− 𝑎

2

)︂
𝛿[𝑎,𝑎+𝑏

2 ],𝐷,𝐷1
𝑥
(𝑓) ≤

≤ 10

9
𝑄𝑚

𝑥 𝛼1

(︂
𝑡, 𝑎,

𝑏− 𝑎

2

)︂
𝛿[𝑎,𝑏],𝐷,𝐷1

𝑥
(𝑓).

Таким чином, з урахуванням останньої нерiвностi

|𝑥𝑚+𝑗(𝑡, 𝑧, 𝜂) − 𝑥𝑚(𝑡, 𝑧, 𝜂)| ≤

≤ |𝑥𝑚+𝑗(𝑡, 𝑧, 𝜂) − 𝑥𝑚+𝑗−1(𝑡, 𝑧, 𝜂)| + |𝑥𝑚+𝑗−1(𝑡, 𝑧, 𝜂) − 𝑥𝑚+𝑗−2(𝑡, 𝑧, 𝜂)| + . . .+

+ |𝑥𝑚+1(𝑡, 𝑧, 𝜂) − 𝑥𝑚(𝑡, 𝑧, 𝜂)| =

𝑗∑︁
𝑖=1

𝑟𝑚+𝑖(𝑡, 𝑧, 𝜂) ≤

≤ 10

9
𝛼1

(︂
𝑡, 𝑎,

𝑏− 𝑎

2

)︂ 𝑗∑︁
𝑖=1

𝑄𝑚+𝑖−1
𝑥 𝛿[𝑎,𝑎+𝑏

2
],𝐷𝑥(𝑓) =

=
10

9
𝛼1

(︂
𝑡, 𝑎,

𝑏− 𝑎

2

)︂
𝑄𝑚

𝑥

𝑗−1∑︁
𝑖=0

𝑄𝑖
𝑥𝛿[𝑎,𝑎+𝑏

2
],𝐷𝑥(𝑓),

(33)
де 𝛿[𝑎,𝑎+𝑏

2 ],𝐷𝑥(𝑓) має вигляд (30). Оскiльки максимальне власне значення матрицi

𝑄𝑥 вигляду (21) не перевищує одиницю, то

𝑗−1∑︁
𝑖=0

𝑄𝑖
𝑥 ≤ (𝐼𝑛 −𝑄𝑥)−1 , lim

𝑚→∞
𝑄𝑚

𝑥 = 0𝑛.
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Таким чином, згiдно з критерiєм Кошi, з нерiвностi (33) випливає, що послi-
довнiсть функцiй [𝑥𝑚 (𝑡, 𝑧, 𝜂)]∞𝑚=0 вигляду (22) рiвномiрно збiгається в областi
(𝑡, 𝑧, 𝜂) ∈ [𝑎, 𝑏] ×𝐷𝑎 ×𝐷𝑎+𝑏

2
до граничної функцiї 𝑥∞ (𝑡, 𝑧, 𝜂).

Оскiльки всi функцiї послiдовностi (22) задовольняють умови 𝑥𝑚 (𝑎, 𝑧, 𝜂) =
= 𝑧, 𝑥𝑚 (𝑏, 𝑧, 𝜂) = 𝜂 для всiх значень введених параметрiв 𝑧 ∈ 𝐷𝑎, 𝜂 ∈ 𝐷𝑎+𝑏

2
, мо-

жна зробити висновок, що гранична функцiя 𝑥∞ (𝑡, 𝑧, 𝜂) також їх задовольняє.
Перейшовши у рiвностi (22) до границi при 𝑚 → ∞ отримаємо, що гранична
функцiя задовольняє iнтегральне рiвняння (26) або, що те ж саме, є розв’язком
задачi Кошi (27), де ∆ (𝑧, 𝜂) задається формулою (28). За переходу до границi
при 𝑗 → ∞ у (22) отримаємо оцiнку (29), що й завершує доведення.

Теорема 2. Припустимо, що iснує невiд’ємний вектор 𝜌𝑦 такий, що
𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝 (𝐾𝑦, 𝐷

𝑦) на iнтервалi 𝑡 ∈
[︀
𝑎+𝑏
2
, 𝑏
]︀
i який задовольняє нерiвнiсть (20)

та виконується умова
𝑟(𝑄𝑦) < 1,

де матриця 𝑄𝑦 задана (24).
Тодi, для довiльної пари векторiв (𝜂, 𝜆) ∈ 𝐷𝑎+𝑏

2
×𝐷𝑏:

1. Усi члени послiдовностi (25) є неперервно диференцiйовними функцiями
на вiдрiзку 𝑡 ∈

[︀
𝑎+𝑏
2
, 𝑏
]︀
i задовольняють модельнi умови

𝑦𝑚

(︂
𝑡 =

𝑎+ 𝑏

2
, 𝜂, 𝜆

)︂
= 𝜂, 𝑦𝑚 (𝑡 = 𝑏, 𝜂, 𝜆) = 𝜆.

2. Послiдовнiсть функцiй (25) рiвномiрно збiгається вiдносно 𝑡 ∈
[︀
𝑎+𝑏
2
, 𝑏
]︀

при 𝑚→ ∞ до граничної функцiї

𝑦∞ (𝑡, 𝜂, 𝜆) = lim
𝑚→∞

𝑦𝑚 (𝑡, 𝜂, 𝜆) .

3. Гранична функцiя задовольняє умови:

𝑦∞

(︂
𝑎+ 𝑏

2
, 𝜂, 𝜆

)︂
= 𝜂, 𝑦∞ (𝑎, 𝜂, 𝜆) = 𝜆.

4. Функцiя 𝑦∞ (𝑡, 𝜂, 𝜆) в областi 𝐷𝑦 є єдиним абсолютно неперервним розв’язком
iнтегрального рiвняння

𝑦 (𝑡) = 𝜂 +

𝑡∫︁
𝑎+𝑏
2

𝑓

(︂
𝑠, 𝑦(𝑠),

𝑑𝑦(𝑠)

𝑑𝑠

)︂
𝑑𝑠−

−2(𝑡− 𝑎)

𝑏− 𝑎

𝑏∫︁
𝑎+𝑏
2

𝑓

(︂
𝑠, 𝑦(𝑠),

𝑑𝑦(𝑠)

𝑑𝑠

)︂
𝑑𝑠+

2(𝑡− 𝑎)

𝑏− 𝑎
[𝜆− 𝜂] , 𝑡 ∈

(︂
𝑎+ 𝑏

2
, 𝑏

)︂
. (34)

Iнакше кажучи, 𝑦∞ (𝑡, 𝜂, 𝜆) є розв’язком наступної задачi Кошi для адитив-
но збуреної системи диференцiальних рiвнянь:

𝑑𝑦
𝑑𝑡

= 𝑓
(︁
𝑡, 𝑦, 𝑑𝑦(𝑡)

𝑑𝑡

)︁
+ 2

𝑏−𝑎
𝐻 (𝜂, 𝜆) , 𝑡 ∈

(︀
𝑎+𝑏
2
, 𝑏
)︀
,

𝑦
(︀
𝑎+𝑏
2

)︀
= 𝜂,

(35)
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де збурення 𝐻 (𝜂, 𝜆) : ×𝐷𝑎+𝑏
2

×𝐷𝑏 → R𝑛 – вiдображення, яке визначене форму-
лою:

𝐻 (𝜂, 𝜆) := [𝜆− 𝜂] −
𝑏∫︁

𝑎+𝑏
2

𝑓

(︂
𝑠, 𝑦∞ (𝑠, 𝜂, 𝜆) ,

𝑑𝑦∞ (𝑠, 𝜂, 𝜆)

𝑑𝑠

)︂
𝑑𝑠. (36)

5. Справедлива оцiнка

|𝑦∞ (𝑡, 𝜂, 𝜆) − 𝑦𝑚 (𝑡, 𝜂, 𝜆)| ≤

≤ 10

9
𝛼1

(︂
𝑡,
𝑎+ 𝑏

2
,
𝑏− 𝑎

2

)︂
𝑄𝑚

𝑦 (𝐼𝑛 −𝑄𝑦)
−1 𝛿[𝑎+𝑏

2
,𝑏],𝐷𝑦(𝑓), 𝑡 ∈

[︂
𝑎+ 𝑏

2
, 𝑏

]︂
, 𝑚 ≥ 0,

де

𝛿[𝑎+𝑏
2

,𝑏],𝐷𝑦(𝑓) =
1

2

[︃
max

(𝑡,𝑦,𝑦′ )∈[𝑎+𝑏
2

,𝑏]×𝐷𝑦×𝐷1

𝑓
(︁
𝑡, 𝑦, 𝑦

′
)︁
−

− min
(𝑡,𝑦,𝑦′ )∈[𝑎+𝑏

2
,𝑏]×𝐷𝑦×𝐷1

𝑓
(︁
𝑡, 𝑦, 𝑦

′
)︁]︃

. (37)

Доведення. За анологiєю з теоремою 1 може бути встановлена рiвномiрна
збiжнiсть послiдовностi функцiй (25).

Граничнi функцiї 𝑥∞(𝑡, 𝑧, 𝜂) i 𝑦∞(𝑡, 𝜂, 𝜆) послiдовностей (22) i (25) на пi-
дiнтервалах

[︀
𝑎, 𝑎+𝑏

2

]︀
,
[︀
𝑎+𝑏
2
, 𝑏
]︀
можуть бути корисними для отримання критерiю

розв’язностi iнтегральної крайової задачi (2),(3). Виявляється, що функцiї

∆(𝑧, 𝜂) : 𝐷𝑎 ×𝐷𝑎+𝑏
2

→ R𝑛 i 𝐻(𝜂, 𝜆) : 𝐷𝑎+𝑏
2

×𝐷𝑏 → R𝑛

якi заданi рiвняннями (28) i (36), дають можливiсть зробити такий висновок.
Насправдi, теореми 1 i 2 гарантують, що за наведених припущень функцiї

𝑥∞(𝑡, 𝑧, 𝜂) :

[︂
𝑎,
𝑎+ 𝑏

2

]︂
→ R𝑛, 𝑦∞(𝑡, 𝜂, 𝜆) :

[︂
𝑎+ 𝑏

2
, 𝑏

]︂
→ R𝑛

є коректно визначеними для всiх (𝑧, 𝜂) ∈ 𝐷𝑎 × 𝐷𝑎+𝑏
2
, (𝜂, 𝜆) ∈ 𝐷𝑎+𝑏

2
× 𝐷𝑏. Тому,

якщо покласти

𝑢∞ (𝑡, 𝑧, 𝜂, 𝜆) :=

{︃
𝑥∞ (𝑡, 𝑧, 𝜂) , 𝑡 ∈

[︀
𝑎, 𝑎+𝑏

2

]︀
,

𝑦∞ (𝑡, 𝜂, 𝜆) , 𝑡 ∈
[︀
𝑎+𝑏
2
, 𝑏
]︀ (38)

ми одержимо функцiю 𝑢∞(𝑡, 𝑧, 𝜂, 𝜆) : [𝑎, 𝑏] × 𝐷𝑎 × 𝐷𝑎+𝑏
2

× 𝐷𝑏 → R𝑛, яка та-
кож коректно визначена для тих же значень параметрiв (𝑧, 𝜂) ∈ 𝐷𝑎 × 𝐷𝑎+𝑏

2
i

(𝜂, 𝜆) ∈ 𝐷𝑎+𝑏
2

× 𝐷𝑏. Очевидно, що ця функцiя є неперервною, тому що в точцi

𝑡 = 𝑎+𝑏
2

маємо

𝑥∞

(︂
𝑎+ 𝑏

2
, 𝑧, 𝜂

)︂
= 𝑦∞

(︂
𝑎+ 𝑏

2
, 𝜂, 𝜆

)︂
= 𝜂. (39)

Поряд iз рiвняннями (12) i (13), визначених вiдповiдно на iнтервалах
[︀
𝑎, 𝑎+𝑏

2

]︀
i
[︀
𝑎+𝑏
2
, 𝑏
]︀
, введемо в розгляд наступнi рiвняння з адитивним збуренням у правiй

частинi:
𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑓

(︂
𝑡, 𝑥,

𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡

)︂
+

2

𝑏− 𝑎
𝜇𝑥, 𝑡 ∈

[︂
𝑎,
𝑎+ 𝑏

2

]︂
(40)
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з початковою умовою
𝑥(𝑎) = 𝑧 (41)

та
𝑑𝑦(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑓

(︂
𝑡, 𝑦,

𝑑𝑦(𝑡)

𝑑𝑡

)︂
+

2

𝑏− 𝑎
𝜇𝑦, 𝑡 ∈

[︂
𝑎+ 𝑏

2
, 𝑏

]︂
(42)

з початковою умовою

𝑦

(︂
𝑎+ 𝑏

2

)︂
= 𝜂, (43)

де

𝜇𝑥 =

⎛⎜⎝𝜇
𝑥
1
...
𝜇𝑥
𝑛

⎞⎟⎠ , 𝜇𝑦 =

⎛⎜⎝𝜇
𝑦
1
...
𝜇𝑦
𝑛

⎞⎟⎠ ∈ R𝑛

вважаємо керуючими параметрами.

Теорема 3. Нехай 𝑧 ∈ 𝐷𝑎 i 𝜂 ∈ 𝐷𝑎+𝑏
2

є фiксованi. Припустимо, що всi
умови теорем 1, 2 мають мiсце.

Тодi для того, щоб розв’язки 𝑥(·, 𝑎, 𝑧) i 𝑦(·, 𝑎+𝑏
2
, 𝜂) задач Кошi (40), (41) i

(42), (43) вiдповiдно мали властивостi модельних умов

𝑥(𝑎) = 𝑧, 𝑥

(︂
𝑎+ 𝑏

2
, 𝑎, 𝑧

)︂
= 𝜂,

𝑦

(︂
𝑎+ 𝑏

2

)︂
= 𝜂, 𝑦

(︂
𝑏,
𝑎+ 𝑏

2
, 𝜂

)︂
= 𝜆,

необхiдно i достатньо, щоб керуючi параметри 𝜇𝑥 i 𝜇𝑦 були заданi формулами:

𝜇𝑥 = 𝜂 − 𝑧 −

𝑎+𝑏
2∫︁

𝑎

𝑓

(︂
𝑠, 𝑥∞ (𝑠, 𝑧, 𝜂) ,

𝑑𝑥∞ (𝑠, 𝑧, 𝜂)

𝑑𝑠

)︂
𝑑𝑠 (44)

та

𝜇𝑦 = 𝜆− 𝜂 −
𝑏∫︁

𝑎+𝑏
2

𝑓

(︂
𝑠, 𝑦∞ (𝑠, 𝜂, 𝜆) ,

𝑑𝑦∞ (𝑠, 𝜂, 𝜆)

𝑑𝑠

)︂
𝑑𝑠 (45)

де 𝑥∞ (·, 𝑧, 𝜂) i 𝑦∞ (·, 𝜂, 𝜆) є вiдповiдно граничними функцiями послiдовностей
(22) та (25). Бiльш того, в цьому випадку

𝑥 (·, 𝑎, 𝑧) = 𝑥∞ (·, 𝑧, 𝜂) , 𝑦

(︂
·, 𝑎+ 𝑏

2
, 𝜂

)︂
= 𝑦∞ (·, 𝜂, 𝜆) . (46)

Доведення. Доведення проводиться аналогiчно доведенню теореми 2 [2].
Наступна теорема встановлює зв’язок функцiї (38) з розв’язком iнтегральної

крайової задачi (2), (3) в термiнах нулiв функцiй ∆(𝑧, 𝜂) : 𝐷𝑎 × 𝐷𝑎+𝑏
2

→ R𝑛 та
𝐻(𝜂, 𝜆) : 𝐷𝑎+𝑏

2
×𝐷𝑏 → R𝑛, якi визначенi в (28), (36).
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Теорема 4. Нехай виконуються умови теорем 1, 2. Тодi:
1. Функцiя

𝑢∞(𝑡, 𝑧*, 𝜂*, 𝜆*) = lim
𝑚→∞

𝑢𝑚 (𝑡, 𝑧*, 𝜂*, 𝜆*)

є неперервно диференцiйовним розв’язком iнтегральної крайової задачi (2), (3)
тодi й тiльки тодi, коли трiйка векторiв (𝑧*, 𝜂*, 𝜆*) задовольняє систему 3𝑛
алгебраїчних рiвнянь

∆(𝑧, 𝜂) = 𝜂 − 𝑧 −
𝑎+𝑏
2∫︀
𝑎

𝑓
(︁
𝑠, 𝑥∞(𝑠, 𝑧, 𝜂), 𝑑𝑥∞(𝑠,𝑧,𝜂)

𝑑𝑠

)︁
𝑑𝑠 = 0,

𝐻(𝜂, 𝜆) = 𝜆− 𝜂 −
𝑏∫︀

𝑎+𝑏
2

𝑓
(︁
𝑠, 𝑦∞(𝑠, 𝜂, 𝜆), 𝑑𝑦∞(𝑠,𝜂,𝜆)

𝑑𝑠

)︁
𝑑𝑠 = 0,

Λ (𝑧, 𝜂, 𝜆) =

𝑎+𝑏
2∫︀
𝑎

𝑔 (𝑠, 𝑥∞ (𝑠, 𝑧, 𝜂)) 𝑑𝑠+
𝑏∫︀

𝑎+𝑏
2

𝑔 (𝑠, 𝑦∞ (𝑠, 𝜂, 𝜆)) 𝑑𝑠− 𝑑 = 0.

(47)

2. Для будь-якого розв’язку 𝑈(·) задачi (2), (3) з властивiстю(︂
𝑈 (𝑎) , 𝑈

(︂
𝑎+ 𝑏

2

)︂
, 𝑈(𝑏)

)︂
∈ 𝐷𝑎 ×𝐷𝑎+𝑏

2
×𝐷𝑏,

iснує така трiйка векторiв (𝑧0, 𝜂0, 𝜆0) , що

𝑈(·) = 𝑢∞(𝑡, 𝑧0, 𝜂0, 𝜆0),

де функцiя 𝑢∞(𝑡, 𝑧0, 𝜂0, 𝜆0) задана згiдно з (38).

Доведення. Доведення проводиться аналогiчно доведенню теореми 3 [6].
Систему рiвнянь (47) називають системою визначальних рiвнянь тому, що

її коренi визначають розв’язки заданої крайової задачi.
Хоча теорема 4 теоретично дає вiдповiдь, як побудувати розв’язок крайової

задачi (2), (3), однак її застосування пов’язане з труднощами, тому що явний
вигляд 𝑥∞(𝑡, 𝑧, 𝜂), 𝑦∞(𝑡, 𝜂, 𝜆) i функцiй

∆(𝑧, 𝜂) : 𝐷𝑎 ×𝐷𝑎+ 𝑏

2

→ R𝑛, 𝐻(𝜂, 𝜆) : 𝐷𝑎+𝑏
2

×𝐷𝑏 → R𝑛,

Λ(𝑧, 𝜂, 𝜆) : 𝐷𝑎 ×𝐷𝑎+𝑏
2

×𝐷𝑏 → R𝑛,

якi заданi в (47), зазвичай є невiдомими. Цi труднощi можуть бути подоланi,
якщо застосувати функцiї 𝑥𝑚(𝑠, 𝑧, 𝜂), 𝑦𝑚(𝑠, 𝜂, 𝜆) для якогось фiксованого 𝑚. На
їх основi замiсть точної визначальної системи можна розглядати так звану𝑚-ту
наближену систему визначальних рiвнянь:
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∆𝑚(𝑧, 𝜂) = 𝜂 − 𝑧 −
𝑎+𝑏
2∫︀
𝑎

𝑓
(︁
𝑠, 𝑥𝑚(𝑠, 𝑧, 𝜂), 𝑑𝑥𝑚(𝑠,𝑧,𝜂)

𝑑𝑠

)︁
𝑑𝑠 = 0,

𝐻𝑚(𝜂, 𝜆) = 𝜆− 𝜂 −
𝑏∫︀

𝑎+𝑏
2

𝑓
(︁
𝑠, 𝑦𝑚(𝑠, 𝜂, 𝜆), 𝑑𝑦𝑚(𝑠,𝜂,𝜆)

𝑑𝑠

)︁
𝑑𝑠 = 0,

Λ𝑚 (𝑧, 𝜂, 𝜆) =

𝑎+𝑏
2∫︀
𝑎

𝑔 (𝑠, 𝑥∞ (𝑠, 𝑧, 𝜂)) 𝑑𝑠+
𝑏∫︀

𝑎+𝑏
2

𝑔 (𝑠, 𝑦∞ (𝑠, 𝜂, 𝜆)) 𝑑𝑠− 𝑑 = 0.

(48)

Зауважимо, що на противагу (47) 𝑚-та наближена визначальна система (48)
мiстить у собi члени, якi залежать вiд функцiй 𝑥𝑚(·, 𝑧, 𝜂), 𝑦𝑚(·, 𝜂, 𝜆) i тому вона
явно може бути побудована.

Природно очiкувати, що наближення до невiдомого розв’язку задачi (2), (3)
може бути отримане на основi функцiї

𝑢𝑚 (𝑡, 𝑧, 𝜂, 𝜆) :=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑥𝑚 (𝑡, 𝑧, 𝜂) , 𝑡 ∈

[︂
𝑎,
𝑎+ 𝑏

2

]︂
,

𝑦𝑚 (𝑡, 𝜂, 𝜆) , 𝑡 ∈
[︂
𝑎+ 𝑏

2
, 𝑏

]︂
,

(49)

яка є «наближеним» варiантом до (38) i яка коректно визначена для всiх
𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] та (𝑧, 𝜂) : 𝐷𝑎 ×𝐷𝑎+𝑏

2
→ R𝑛, (𝜂, 𝜆) : 𝐷𝑎+𝑏

2
×𝐷𝑏 → R𝑛.

5. Модельний приклад. Розглянемо нелiнiйну систему диференцiальних
рiвнянь⎧⎪⎨⎪⎩

𝑥
′
1(𝑡) = 1

2
𝑥1(𝑡)𝑥2(𝑡) − 𝑥1(𝑡)

𝑑𝑥2

𝑑𝑡
+ 𝑡2

4
𝑥22(𝑡) − 1

9
𝑡3 + 1

18
𝑡2 + 23

72
𝑡+ 1

36
,

𝑥
′
2(𝑡) = 1

2
𝑥22(𝑡)

𝑑𝑥1

𝑑𝑡
+ 𝑡𝑥1(𝑡) − 5

27
𝑡3 − 1

12
𝑡+ 1

3
, 𝑡 ∈ [0, 2] ,

(50)

з iнтегральними крайовими умовами⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2∫︁
0

𝑠𝑥1(𝑠)𝑥2(𝑠)𝑑𝑠 =
58

135
,

2∫︁
0

𝑠2𝑥22(𝑠)𝑑𝑠 =
32

45
.

(51)

Очевидно, що (50), (51) є окремим випадком (2), (3) при 𝑎 := 0, 𝑏 := 2,

𝑓
(︁
𝑡, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥

′

1, 𝑥
′

2

)︁
:=

⎛⎝1
2
𝑥1(𝑡)𝑥2(𝑡) − 𝑥1(𝑡)

𝑑𝑥2

𝑑𝑡
+ 𝑡2

4
𝑥22(𝑡) − 1

9
𝑡3 + 1

18
𝑡2 + 23

72
𝑡+ 1

36

1
2
𝑥22(𝑡)

𝑑𝑥1

𝑑𝑡
+ 𝑡𝑥1(𝑡) − 5

27
𝑡3 − 1

12
𝑡+ 1

3

⎞⎠ ,
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𝑔 (𝑡, 𝑥1, 𝑥2) :=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2∫︁
0

𝑡𝑥1𝑥2𝑑𝑡

2∫︁
0

𝑡2𝑥22𝑑𝑡

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑑 :=

(︂
𝑑1
𝑑2

)︂
=

⎛⎝ 58
135

32
45

⎞⎠ .

Точний розв’язок iнтегральної крайової задачi (50), (51) має вигляд:

𝑥*1(𝑡) =
𝑡2

6
+

1

12
, 𝑥*2(𝑡) =

𝑡

3
. (52)

Прямi обчислення показують, що для крайової задачi (50), (51) не виконує-
ться достатня умова (1):

𝐾 =

⎛⎝325
202

295
202

254
101

438
505

⎞⎠ , 𝑄 =

⎛⎝195
202

177
202

762
505

1314
2525

⎞⎠ , 𝑟(𝑄) = 1.914050065 > 1.

Тому застосуємо технiку дiлення вiдрiзку iнтегрування, що описана вище на
вiдрiзку [0, 2] . Введемо наступнi параметри, згiдно з (10):

𝑧 := 𝑥(0) =

(︂
𝑥1(0)
𝑥2(0)

)︂
=

(︂
𝑧1
𝑧2

)︂
,

𝜂 := 𝑥(1) =

(︂
𝑥1(1)
𝑥2(1)

)︂
=

(︂
𝜂1
𝜂2

)︂
,

𝜆 := 𝑥(2) =

(︂
𝑥1(2)
𝑥2(2)

)︂
=

(︂
𝜆1
𝜆2

)︂
.

Нехай опуклi пiдмножини 𝐷𝑎 i 𝐷𝑎+𝑏
2
, де шукаємо значення розв’язку 𝑥(𝑎) та

𝑥
(︀
𝑎+𝑏
2

)︀
, мають вигляд:

𝐷𝑎 = 𝐷𝑎+𝑏
2

= {(𝑥1, 𝑥2) : −0.1 ≤ 𝑥1 ≤ 0.8,−0.1 ≤ 𝑥2 ≤ 0.7} ,

𝐷1
𝑥 =

{︂(︂
𝑑𝑥1
𝑑𝑡
,
𝑑𝑥2
𝑑𝑡

)︂
: −0.1 ≤ 𝑑𝑥1

𝑑𝑡
≤ 0.4,−0.1 ≤ 𝑑𝑥2

𝑑𝑡
≤ 0.4

}︂
.

А опуклi пiдмножини 𝐷𝑎+𝑏
2
i 𝐷𝑏 , де шукаємо значення розв’язку 𝑥

(︀
𝑎+𝑏
2

)︀
та

𝑥(𝑏), виглядають наступним чином:

𝐷𝑎+𝑏
2

= 𝐷𝑏 = {(𝑦1, 𝑦2) : −0.1 ≤ 𝑦1 ≤ 0.6,−0.1 ≤ 𝑦2 ≤ 0.7} ,

𝐷1
𝑦 =

{︂(︂
𝑑𝑦1
𝑑𝑡
,
𝑑𝑦2
𝑑𝑡

)︂
: −0.1 ≤ 𝑑𝑦1

𝑑𝑡
≤ 0.4,−0.1 ≤ 𝑑𝑦2

𝑑𝑡
≤ 0.4

}︂
.

У цьому випадку опукла лiнiйна комбiнацiя 𝐷𝑎,𝑎+𝑏
2
вигляду (5) для векторiв

𝑧 ∈ 𝐷𝑎, 𝜂 ∈ 𝐷𝑎+𝑏
2
є наступною: 𝐷𝑎,𝑎+𝑏

2
= 𝐷𝑎 = 𝐷𝑎+𝑏

2
.

А опукла лiнiйна комбiнацiя 𝐷𝑎+𝑏
2
, 𝑏 вигляду (7) для векторiв 𝜂 ∈ 𝐷𝑎+𝑏

2
,

𝜆 ∈ 𝐷𝑏 є наступною: 𝐷𝑎+𝑏
2

,𝑏 = 𝐷𝑎+𝑏
2

= 𝐷𝑏.
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Вектори 𝜌𝑥 та 𝜌𝑦 вибираємо наступним чином:

𝜌𝑥 = 𝜌𝑦 =

(︂
0.6
0.6

)︂
.

Отже, 𝜌𝑥-окiл 𝐷𝑎,𝑎+𝑏
2
дається наступним чином

𝐷𝑥 = {(𝑥1, 𝑥2) : −0.7 ≤ 𝑥1 ≤ 1.4,−0.7 ≤ 𝑥2 ≤ 1.3} . (53)

Векторний 𝜌𝑦-окiл 𝐷𝑎,𝑎+𝑏
2
задається наступним чином

𝐷𝑦 = {(𝑦1, 𝑦2) : −0.7 ≤ 𝑥1 ≤ 1.2,−0.7 ≤ 𝑥2 ≤ 1.3} . (54)

Пiсля дiлення вiдрiзку iнтегрування навпiл в областях 𝐷𝑥 та 𝐷𝑦 умова Лi-
пшиця виконується, вiдповiдно з матрицями 𝐾𝑥, 𝐾𝑦, на пiдставi яких

𝑄𝑥 :=
3

20
𝐾𝑥 =

3

20

⎛⎝ 75
101

225
202

154
101

438
505

⎞⎠ , 𝑟(𝑄𝑥) = 0.63289 < 1,

𝑄𝑦 :=
3

20
𝐾𝑦 =

3

20

⎛⎝195
404

177
404

381
505

657
2525

⎞⎠ , 𝑟(𝑄𝑦) = 0.95702 < 1.

Крiм того, з (30), (37) отримаємо

𝛿[𝑎,𝑎+𝑏
2

],𝐷𝑥,(𝑓) =
1

2

[︃
max

(𝑡,𝑥,𝑥′)∈[𝑎,𝑎+𝑏
2

]×𝐷𝑥×𝐷1

𝑓
(︁
𝑡, 𝑥, 𝑥

′
)︁
−

− min
(𝑡,𝑥,𝑥′)∈[𝑎,𝑎+𝑏

2
]×𝐷𝑥×𝐷1

𝑓
(︁
𝑡, 𝑥, 𝑥

′
)︁]︃

=

[︂
0.579
0.511

]︂
,

𝜌𝑥 =

[︂
0.6
0.6

]︂
≥ 𝑏− 𝑎

4
𝛿[𝑎,𝑎+𝑏

2
],𝐷𝑥(𝑓) =

[︂
0.289
0.2556

]︂
.

𝛿[𝑎+𝑏
2

,𝑏],𝐷𝑦(𝑓) =
1

2

[︃
max

(𝑡,𝑦,𝑦′)∈[𝑎+𝑏
2

,𝑏]×𝐷𝑦×𝐷1

𝑓
(︁
𝑡, 𝑦, 𝑦

′
)︁
−

− min
(𝑡,𝑦,𝑦′)∈[𝑎+𝑏

2
,𝑏]×𝐷𝑦×𝐷1

𝑓
(︁
𝑡, 𝑦, 𝑦

′
)︁]︃

=

[︂
0.6724
1.151

]︂
,

𝜌𝑦 =

[︂
0.6
0.6

]︂
≥ 𝑏− 𝑎

4
𝛿[𝑎+𝑏

2
,𝑏],𝐷𝑦(𝑓) =

[︂
0.336
0.575

]︂
.

Таким чином, ми перевiрили, що всi умови теорем 1, 2 виконуються для
крайової задачi (50), (51).

Використовуючи пакет символьної математики Maple, розв’язуємо наближе-
ну систему визначальних рiвнянь (48) при 𝑚 = 0, 1, 2, 3, 4 i отримуємо чисельнi
результати, якi поданi у Tабл. 1.
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Таблиця 1.
Наближенi значення параметрiв для точного розв’язку (52)

𝑚 𝑧1 𝑧2 𝜂1 𝜂2 𝜆1 𝜆2
0 0.0544236 0.00383804 0.7235553 0.6653011 0.221925 0.3354314
1 0.0838575 -0.0036436 0.7507277 0.6633951 0.2499014 0.32943908
2 0.0872916 -0.0014107 0.7524909 0.6670138 0.25282909 0.333472055
3 0.08318309 0.00018941 0.74997514 0.66677822 0.2498736 0.333419237
4 0.0829641 0.01294231 0.7497939 0.66660603 0.24973132 0.3333301

𝑥1𝑛𝑎𝑏𝑙1 := 0.08385759124 − 0.006960104218𝑡4 + 0.02743264167𝑡3 + 0.1389005564𝑡2+

+0.00667146813𝑡,

𝑥2𝑛𝑎𝑏𝑙1 := −0.003643689810 − 5

108
𝑡4 + 0.05841846573𝑡3 + 0.0001613689350𝑡2+

+0.3207992385𝑡,

𝑦1𝑛𝑎𝑏𝑙1 := 0.0376664262 − 0.006905526170𝑡4 + 0.04601773050𝑡3 + 0.05458044925𝑡2+

+0.1185430734𝑡,

𝑦2𝑛𝑎𝑏1 := 0.0698292949− 5

108
𝑡4 + 0.1762511131𝑡3− 0.1675061485𝑡2 + 0.2971611239𝑡.

Графiки точного розв’язку (лiнiя) та його першого наближення (×) вигля-
дають наступним чином:

а) перша компонента б) друга компонента

Рис. 1. Точний розв’язок (52) (лiнiя) та його перше наближення (×).

Похибка першої апроксимацiї (𝑚 = 1):

max
𝑡∈[0,2]

|𝑥*1(𝑡) − 𝑥11(𝑡)| ≈ 0.008, max
𝑡∈[0,2]

|𝑥*2(𝑡) − 𝑥21(𝑡)| ≈ 0.006.
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Похибка четвертої апроксимацiї (𝑚 = 4):

max
𝑡∈[0,2]

|𝑥*1(𝑡) − 𝑥14(𝑡)| ≈ 0.0005, max
𝑡∈[0,2]

|𝑥*2(𝑡) − 𝑥24(𝑡)| ≈ 0.00012.

6. Висновки. У данiй статтi показано, що у тих випадках, коли не ви-
конуються достатнi умови збiжностi для нелiнiйної системи диференцiальних
рiвнянь, а саме коли найбiльше власне значення певної матрицi бiльше за оди-
ницю, тодi доцiльно застосовувати технiку дiлення вiдрiзку iнтегрування на
пiдiнтервали.

Будуються двi модельнi параметризованi послiдовностi функцiй. Доведена
їх рiвномiрна збiжнiсть. Встановлено зв’язок мiж розв’язками модельної та ви-
хiдної iнтегральної крайової задачi.

Теоретичнi результати перевiрили на прикладi крайової задачi з нелiнiйними
iнтегральними крайовими умовами.

Унiверсальнiсть даного методу пiдтверджується тим, що вiн може легко за-
стосовуватися у випадку крайових умов бiльш складного вигляду, включаючи
нелiнiйнi функцiональнi та iнтегральнi обмеження. Цiкаво вiдзначити, що для
вивчення параметризованої модельної задачi застосувується одна i та же чи-
сельно–аналiтична схема, яка орiєнтована спецiально на модельну задачу.

Список використаної лiтератури
1. Rontо M., Ronto A., Varha Y. A new approach to non-local boundary value problems for

ordinary differential systems. Applied Mathematics and Computation. 2015. Vol. 250. P. 689–
700.
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Varga I. V., Reho V. L., Semchyshyn H. Y. Investigation of solutions of
integral boundary value problems .

In this article the original method of constructing a numerical-analytical scheme for
investigation the solutions of nonlinear systems of ordinary differential equations under
nonlinear integral boundary conditions is substantiated. At the heart of the method lies
transition from given integral boundary conditions to parameterized conditions of model
type, which have a simple appearance of the initial conditions. For a model parameterized
problem, a constructive numerically-analytical scheme is constructed, which is built on
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parameterized approximations with improved convergence characteristics. The connection
between the solutions of the model and transitional boundary value problems is established.
It is proved that by dividing the segment of integration in half, twice can be improved the
sufficient conditions of uniform convergence for parameterized sequential approximations.
This technique and its advantages are illustrated by example of one integral boundary
value problem, in which to perform sufficient convergence conditions you need to split the
integration segment in half.

Keywords: ordinary differential equations, nonlinear integral boundary value problems,
continuously differentiated solution, parameterization, Lipshitz conditions, division of in-
tegration segment, convergence of successive approximations.
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