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ПРО КОМБIНАТОРНI ВЛАСТИВОСТI ЧАСТКОВО
ВПОРЯДКОВАНИХ МНОЖИН НАДСУПЕРКРИТИЧНОГО

𝑀𝑀-ТИПУ НАЙМЕНШОГО ПОРЯДКУ

М. М. Клейнер довiв, що частково впорядкована (скорочено ч. в.) множина 𝑆 має
скiнченний зображувальний тип тодi i лише тодi, коли вона не мiстить ч. в. пiдмножин
вигляду (1, 1, 1, 1), (2, 2, 2), (1, 3, 3), (1, 2, 5), (N, 4), а Л. А. Назарова довела, що
ч. в. множина 𝑆 є ручною тодi i лише тодi, коли вона не мiстить ч. в. пiдмножин
вигляду (1, 1, 1, 1, 1), (1, 1, 1, 2), (2, 2, 3), (1, 3, 4), (1, 2, 6), (N, 5). Цi ч. в. множини
називаються вiдповiдно критичними i суперкритичними.

Ч. в. множини, якi вiдрiзняються вiд суперкритичних в тiй самiй мiрi, що суперкри-
тичнi вiдрiзняються вiд критичних, називаються надсуперкритичними. У цiй статтi
ми вивчаємо деякi комбiнаторнi властивостi ч. в. множин, якi мiнiмаксно iзоморфнi
надсуперкритичним ч. в. множинам найменшого порядку.

Ключовi слова: критичнi, суперкритичнi та надсуперкритичнi ч. в. множини, мiнi-
максний iзоморфiзм, граф Хассе, 0-довжина ланцюга.

1. Вступ. М. М. Клейнер [7] довiв, що частково впорядкована (скорочено
ч. в.) множина 𝑆 має скiнченний зображувальний тип тодi i лише тодi, коли
вона не мiстить пiдмножин вигляду (1, 1, 1, 1), (2, 2, 2), (1, 3, 3), (1, 2, 5) i (И, 4),
якi називаються критичними множинами; (𝑃,𝑄) позначає ч. в. множину, яка є
прямою сумою ч. в. множин 𝑃 i 𝑄, а (𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑝) — ч. в. множину, яка є прямою
сумою ланцюжкiв довжини 𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑝. У [2] доведено, що ч. в. множина є
критичною вiдносно доданностi квадратичної форми Тiтса тодi i лише тодi,
коли вона мiнiмаксно еквiвалентна (чи, формально, бiльш точно — мiнiмаксно
iзоморфна) критичнiй множинi (поняття мiнiмаксної еквiвалентностi введено
в [1]); в [2] всi такi ч. в. множини повнiстю описано.

Подiбну ситуацiю маємо i з ручними ч. в. множинами. Л. А. Назарова [8] до-
вела, що ч. в. множина 𝑆 ручна тодi i лише тодi, коли вона не мiстить пiдмножин
вигляду (1, 1, 1, 1, 1), (1, 1, 1, 2), (2, 2, 3), (1, 3, 4), (1, 2, 6) i (И, 5); цi ч. в. множи-
ни називають надкритичними. У [3] доведено, що ч. в. множина є критичною
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вiдносно невiд’ємностi форми Тiтса тодi i лише тодi, коли вона мiнiмаксно еквi-
валентна суперкритичнiй ч. в. множинi; всi такi критичнi ч. в. множини описанi
в [4].

Ч. в. множини, якi вiдрiзняються вiд суперкритичних ч. в. множин у спосiб,
яким суперкритичнi ч. в. множини вiдрiзняються вiд критичних, називаються
надсуперкритичними. Точнiше (див. [5]), це такi ч. в. множини: 1) (1, 1, 1, 1, 1, 1),
2) (1, 1, 1, 1, 2), 3) (1, 1, 2, 2), 4) (1, 1, 1, 3), 5) (2, 3, 3), 6) (2, 2, 4), 7) (1, 4, 4),

8) (1, 3, 5), 9) (1, 2, 7), 10) (6,И).
У цiй статтi вивчаються комбiнаторнi властивостi ч. в. множин 𝑆, якi мiнiма-

ксно еквiвалентнi надсуперкритичним ч. в. множинам шостого порядку, тобто
множинам 𝐴0 = (1, 1, 2, 2), 𝐵0 = (1, 1, 1, 3), 𝐶0 = (1, 1, 1, 1, 2), 𝐷0 = (1, 1, 1, 1, 1, 1).
В цьому випадку кажуть, що 𝑆 має вiдповiдно 𝑀𝑀 -тип 𝐴0, 𝐵0, 𝐶0, 𝐷0. Iншими
(бiльш загальними словами), в цiй статтi ми вивчаємо властивостi ч. в. множин
надсуперкритичного 𝑀𝑀 -типу найменшого порядку.

2. Формулювання основних результатiв. Нехай 𝑆 скiнченна ч. в. мно-
жина. Її дiаграмою Хассе називається орiєнтований граф 𝐻(𝑆) з вершинами
𝑥 ∈ 𝑆 i стрiлками (𝑥, 𝑦), 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆, де 𝑦 накриває 𝑥 (тобто, 𝑥 < 𝑦 i не iснує 𝑧
такого, що 𝑥 < 𝑧 < 𝑦). Ми називаємо 0-довжиною орiєнтованого шляху графа
Хассе𝐻(𝑆) число його вершин i позначаємо через 𝑙𝑚𝑖𝑛(𝑆) (вiдповiдно 𝑙𝑚𝑎𝑥(𝑆)) 0-
довжину найбiльш короткого (вiдповiдно довгого) орiєнтованого шляху графа
𝐻(𝑆). Зауважимо, що шляхи довжини 1 також роглядаються. Ми позначаємо
через [𝑆]∼ множину всiх ч. в. множин мiнiмаксно еквiвалентних ч. в. множинi
𝑆 (див. [1]) i покладаємо

𝐿𝑚𝑖𝑛(𝑆) = 𝑚𝑖𝑛𝑋∈[𝑆]∼𝑙𝑚𝑖𝑛(𝑋), 𝐿𝑚𝑎𝑥(𝑆) = 𝑚𝑎𝑥𝑋∈[𝑆]∼𝑙𝑚𝑎𝑥(𝑋).

Число максимальних орiєнтованих шляхiв ч. в. множини 𝑋 (тобто таких,
що не належать орiєнтованим шляхам бiльшої 0-довжини) позначається через
𝑛(𝑋).

Теорема 1. Нехай 𝑆 ∈ {𝐴0, 𝐵0, 𝐶0, 𝐷0}. Тодi 𝐿𝑚𝑖𝑛(𝑆) = 1, 𝐿𝑚𝑎𝑥(𝑆) = 4 i для
довiльного 𝑋 ∈ [𝑆]∼, 1 ≤ 𝑙𝑚𝑖𝑛(𝑋) ≤ 4, 1 ≤ 𝑙𝑚𝑎𝑥(𝑋) ≤ 4, 1 ≤ 𝑛(𝑋) ≤ 9.

3. Доведення теореми 1. З формальних мiркувань (пов’язаних з нуме-
рацiєю малюнкiв в таблицях) ми пишемо 𝐴0, 𝐵0, 𝐶0, 𝐷0 замiсть 𝐴0, 𝐵0, 𝐶0, 𝐷0.

Ч. в. множини, мiнiмаксно еквiвалентнi надсуперкритичним ч. в. множинам
шостого порядку (або, iншими словами, ч. в. множинам шостого порядку, що
мають надсуперкритичний 𝑀𝑀 -тип), описанi в [6]. Вони задаються з точнiстю
до iзоморфiзму та антиiзоморфiзму) наступною таблицею.

r r rr rr𝐴0

r r rr rr𝐵0

r r rr rr
𝐶0

r rr r r r
𝐷0

Роздiл 1: Математика i статистика
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Ми маємо таку теорему.

Теорема 2. Для ч. в. множин 𝐴𝑖,𝐵𝑗, 𝐶𝑘,𝐷𝑠 виконується наступне:

𝑁 𝑙𝑚𝑖𝑛 𝑙𝑚𝑎𝑥 𝑛
𝐴0 1 2 4
𝐵0 1 3 4
𝐶0 1 2 5
𝐷0 1 1 6
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𝑁 𝑙𝑚𝑖𝑛 𝑙𝑚𝑎𝑥 𝑛 𝑁 𝑙𝑚𝑖𝑛 𝑙𝑚𝑎𝑥 𝑛 𝑁 𝑙𝑚𝑖𝑛 𝑙𝑚𝑎𝑥 𝑛
𝐴1 2 4 4 𝐵1 2 4 4 𝐶2 2 3 6
𝐴2 3 3 4 𝐵2 4 4 3 𝐶3 2 2 8
𝐴3 3 4 3 𝐵3 4 4 1 𝐶4 3 3 4
𝐴4 3 4 1 𝐵4 2 4 3 𝐶5 3 3 1
𝐴5 2 3 3 𝐵5 2 3 5 𝐶6 1 3 4
𝐴6 2 3 5 𝐵6 2 3 5 𝐶7 2 2 7
𝐴7 2 3 5 𝐵7 1 3 4 𝐶8 1 2 5
𝐴8 2 2 7 𝐵8 1 3 2 𝐷1 2 2 9
𝐴9 1 3 4 𝐵9 2 2 4 𝐷2 2 2 8
𝐴10 2 2 6 𝐶1 2 3 6 𝐷3 2 2 5

Теорема 2 доводиться за допомогою безпосереднiх обчислень
Теорема 1 випливає iз теореми 2.
4. Висновки. У статтi описуються комбiнаторнi властивостi. ч. в. множин,

якi мiнiмаксно iзоморфнi надсуперкритичним ч. в. множинам найменшого по-
рядку. Результати та методи їх доведення можуть бути застосованi для iнших
класiв ч. в. множин.
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Bondarenko V. M., Stoika M. V., Styopochkina M. V. On combinatorial
properties of the posets of oversupercritical 𝑀𝑀 -type of smallest order.

M. M. Kleiner proved that a poset 𝑆 has finite representation type if and only if it does
not contain subposets of the form (1, 1, 1, 1), (2, 2, 2), (1, 3, 3), (1, 2, 5), (N, 4), and
L. A. Nazarova proved that a poset 𝑆 is tame if and only if it does not contain subsets of
the form (1, 1, 1, 1, 1), (1, 1, 1, 2), (2, 2, 3), (1, 3, 4), (1, 2, 6), (N, 5). These posets are
called, respectively, critical and supercritical.
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The posets which differ from the supercritical posets in the same degree as the super-
critical posets differ from the critical ones, are caleed oversupercritical. In this paper, we
study some combinatorial properties of the posets that are minimax isomorphic to the
oversupercritical posets of the smallest order.

Keywords: critical, supercritical and oversupercritical posets, minimax isomorphism,
Hasse graph, 0-length of a chain.
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ON THE AUSLANDER ALGEBRA OVER A FIELD OF
CHARACTERISTIC TWO OF THE COMMUTATIVE
NONCYCLIC SEMIGROUP OF THIRD ORDER

WITHOUT UNIC AND ZERO ELEMENTS

The classification of the semigroups of third order (in terms of Cayley tables, up to
isomorphism and antiisomorphism) was first received by T. Tamura in 1953, and later,
but with the help of a computer program, by G. E. Forsyth (in 1955). The minimal
systems of generators and the corresponding defining relations for all such semigroups were
constructed in the papers of V. M. Bondarenko and Y. V. Zatsikha. They also described
representation type of third-order semigroups over an arbitrary field and in the case of
semigroups of finite representation type, the canonical forms of matrix representations
were indicated.

In a number of previous papers, the authors studied matrix Auslander algebras for
third-order semigroups. This paper continues such research.

Keywords: semigroup, antiisomorphism, minimal system of generators, defining relations,
matrix representation, representation type, canonical form, Auslander algebra.

1. Introduction. Minimal systems of generators and corresponding de�ning
relations for all third-order semigroups are described in [1]. If we consider only
commutative semigroups, and also those that are not neither cyclic nor cyclic with
an attached unit or zero element, then there exist, up to isomorphism, only four
semigroups (in square brackets are indicated all elements, in angular a minimal
system of generators, and then the de�ning relations):

(𝑎) (0, 𝑏, 𝑐) = ⟨𝑏, 𝑐⟩: 𝑏2 = 0, 𝑐2 = 0, 𝑏𝑐 = 𝑐𝑏 = 0;

(𝑏) (0, 𝑏, 𝑐) = ⟨𝑏, 𝑐⟩: 𝑏2 = 𝑏, 𝑐2 = 𝑐, 𝑏𝑐 = 𝑐𝑏 = 0;

(𝑐) (0, 𝑏, 𝑐) = ⟨𝑏, 𝑐⟩: 𝑏2 = 0, 𝑐2 = 𝑐, 𝑏𝑐 = 𝑐𝑏 = 0;

(𝑑) (𝑐2, 𝑏, 𝑐) = ⟨𝑏, 𝑐⟩: 𝑏3 = 𝑏2, 𝑐3 = 𝑐
(is a consequence of the remaining relations),
𝑏2 = 𝑐2, 𝑏𝑐 = 𝑐𝑏 = 𝑐.

Note that trivial relations for unic and zero generating 0 and 𝑒 (if any) are not
written out.

All these semigroups are tame; moreover, except for the semigroup (𝑎), are of
�nite representation type [1], that is, have a �nite number of equivalence classes of
indecomposable representations.

Роздiл 1: Математика i статистика
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In the case of �nite representation types, one of the forms of studying the cat-
egory of representations is the description of the Auslander algebra as the algebra
of endomorphisms of the direct sum of representatives of all equivalence classes of
indecomposable representations. In the simple case of (𝑏), the Auslander algebra
was considered as an example in the paper [2], and in the case of (𝑐) it was studied
in [3]. In [4], we study the Auslander algebra of the semigroup (𝑑) over a �eld of
characteristic not equal to 2. The remaining case (when the characteristic is equal
to 2) is considered in this paper.

2. Formulation of the main result. Let 𝑆 be a semigroup and 𝑇 =
= {𝑇 (𝑥) |𝑥 ∈ 𝑆} be its matrix representation over a �eld 𝐾. An endomrphism of
the representation 𝑇 is a matrix 𝑋 such that 𝑇 (𝑥)𝑋 = 𝑋𝑇 (𝑥) for any 𝑥 ∈ 𝑆. It is
clear that when a system of generating elements of 𝑆 is �xed, then it is su�cient
to consider the indicated equality only for such elements. All matrices with this
property form an algebra called the algebra of endomorphisms of 𝑇 . In the case
when the semigroup 𝑆 has a �nite representation type, the algebra of endomor-
phisms of the direct sum of all, with accuracy up to equivalence, indecomposable
representations (i.e., one representative from each equivalence class) is called the
Auslander algebra of the semigroup 𝑆 over the field 𝐾 and is denoted by 𝐴𝑢𝑠𝐾(𝑆).
Since we are considering matrix representations, it is natural to call the Auslander
matrix algebra. Note that it does not depend on the choice of representatives in the
equivalence classes in the sense that all algebras obtained in this way are isomorphic;
moreover, they are conjugated as subalgebras of the complete matrix algebra of the
corresponding size.

We now formulate the main result. The semigroup of the form (𝑑) is denoted by
𝑆𝑑.

Theorem 1. The Auslander matrix algebra 𝐴𝑢𝑠𝐾(𝑆𝑑) of the semigroup 𝑆𝑑 over
a field 𝐾 of characteristic 2 consists of all matrices of the form

𝑋 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑥11 𝑥12 𝑥13 0 0 0
0 𝑥11 0 0 0 0
0 𝑥32 𝑥33 0 0 0
0 0 0 𝑥44 𝑥45 𝑥46
0 0 0 0 𝑥44 0
0 0 0 0 𝑥65 𝑥66

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

where 𝑥𝑖𝑗 are elements of 𝐾.

3. Proof of Theorem 1. Canonical forms of the matrix representations of
the semigroups of third order over a �eld 𝐾 were obtained in [1], using methods of
the Kyiv school on the theory of matrix problems and representations (see, e.g., [5]�
[16]). In particular, for the semigroup 𝑆𝑑 in the case of char𝐾 = 2, the canonical
form looks like this:

𝑏→ 𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝐸 0 0 0 0 0
0 𝐸 0 0 0 0
0 0 𝐸 0 0 0
0 0 0 0 𝐸 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑐→ 𝐶 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝐸 𝐸 0 0 0 0
0 𝐸 0 0 0 0
0 0 𝐸 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , (*)
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where 𝐸 are some unit cells (the size of which we do not �x). Since any rep-
resentation is equivalent to an representation of the form (*) (at the same time,
some unit cells may be empty), then this property holds for the direct sum Σ of
all representatives of equivalence classes of indecomposable representations. So it is
possible to calculate the Auslander algebra assuming that the representation Σ has
the form (*). And It is clear that at the same time (if we reason purely formally)
all unit cells have dimension 1 or 0 (otherwise some representation is included in
Σ two or more times). The e�ectiveness of the method used to obtain a canonical
form, also consists in the fact that if all unit cells in the matrix Σ are considered
to be one-dimensional, then permutations indecomposable direct terms will be in-
decomposable and pairwise non-equivalent. It is easy to check also directly. Indeed,
the representation Σ is permutatively equivalent to the direct sum of the following
representations:

1) 𝐵1 = (1), 𝐶1 = (1);

2) 𝐵2 = (0), 𝐶2 = (0);

3) 𝐵3 =

(︂
1 0
0 1

)︂
, 𝐶3 =

(︂
1 1
0 1

)︂
;

4) 𝐵4 =

(︂
0 1
0 0

)︂
, 𝐶4 =

(︂
0 0
0 0

)︂
,

each of which is obviously indecomposable and all of them are pairwise non-equivalent.
Hence we have that the representations 1)�4) exhaust all (up to equivalence)

indecomposable representations of the semigroup 𝑆𝑑 and, therefore, the Auslander
algebra can be calculated starting from the representations Σ0 of the form (*) with
one-dimensional unit cells. Therefore, Σ0 is given by the matrices

𝑏→ 𝐵0 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑐→ 𝐶0 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

which means that the Auslander matrix algebra is given by equalities 𝐵0𝑋 = 𝑋𝐵0,
𝐶0𝑋 = 𝑋𝐶0 as equations relative to the matrix 𝑋 = (𝑥𝑖𝑗), 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 5.

It is easy to calculate that the equality 𝐵0𝑋 = 𝑋𝐵0 is equivalent to the equalities
𝑥𝑖𝑗 = 0 for 𝑖 = 1, 2, 3, 𝑗 = 4, 5, 6; 𝑖 = 4, 5, 6, 𝑗 = 1, 2, 3; 𝑖 = 1, 2, 3, 𝑗 = 4, 5, 6;
𝑖 = 5, 6, 𝑗 = 4; 𝑖 = 5, 𝑗 = 6 and 𝑥44 = 𝑥55 (see, e.g., [17, VIII, �2]).

Now consider the equality 𝐶0𝑋 = 𝑋𝐶0. We have:⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑥11 𝑥12 𝑥13 0 0 0
𝑥21 𝑥22 𝑥23 0 0 0
𝑥31 𝑥32 𝑥33 0 0 0
0 0 0 𝑥44 𝑥45 𝑥46
0 0 0 0 𝑥44 0
0 0 0 0 𝑥65 𝑥66

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

Роздiл 1: Математика i статистика
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=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑥11 𝑥12 𝑥13 0 0 0
𝑥21 𝑥22 𝑥23 0 0 0
𝑥31 𝑥32 𝑥33 0 0 0
0 0 0 𝑥44 𝑥45 𝑥46
0 0 0 0 𝑥44 0
0 0 0 0 𝑥65 𝑥66

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

i.e.⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑥11 + 𝑥21 𝑥12 + 𝑥22 𝑥13 + 𝑥23 0 0 0
𝑥21 𝑥22 𝑥23 0 0 0
𝑥31 𝑥32 𝑥33 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑥11 𝑥11 + 𝑥12 𝑥13 0 0 0
𝑥21 𝑥21 + 𝑥22 𝑥23 0 0 0
𝑥31 𝑥31 + 𝑥32 𝑥33 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

From here we have that

𝑋 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑥11 𝑥12 𝑥13 0 0 0
0 𝑥11 0 0 0 0
0 𝑥32 𝑥33 0 0 0
0 0 0 𝑥44 𝑥45 𝑥46
0 0 0 0 𝑥44 0
0 0 0 0 𝑥65 𝑥66

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Theorem 5 is proved.

4. Conclusions. The paper describes the Auslander matrix algebra over
an arbitrary �eld of characteristic 2 of a unique (up to isomorphism) commutative
noncyclic semigroup of the third order without unit and zero elements. Since the
Auslander matrix algebra unambiguously de�nes the category of matrix representa-
tions, the obtained result (together with the corresponding research methods) will
�nd application in the study of categories of representations of other semigroups.
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Бондаренко В. М., Зубарук О. В. Про алгебру Ауслендера над полем ха-
рактеристики два комутативної нециклiчної напiвгрупи третього порядку без
одиничного i нульового елементiв.

Класифiкацiя напiвгруп третього порядку (в термiнах таблиць Келi, з точнiстю до
iзоморфiзму та антиiзоморфiзму) була вперше отримана Т. Тамурою в 1953 роцi, а
пiзнiше, але вже за допомогою комп’ютерної програми, Г. Е. Форсайтом (в 1955 роцi).
Мiнiмальнi системи твiрних i вiдповiднi визначальнi спiввiдношення для всiх таких
напiвгруп побудованi в працях В. М. Бондаренка та Я. В. Зацiхи. Вони також описали
зображувальний тип напiвгруп третього порядку над довiльним полем, а у випадку
напiвгруп скiнченного зображувального типу вказпли канонiчнi форми матричних
зображень.

У низцi попереднiх праць автори дослiджували матричнi алгебри Ауслендера для
напiвгруп третього порядку. Ця стаття продовжує такi дослiдження.

Ключовi слова: напiвгрупа, антиiзоморфiзм, мiнiмальнi системи твiрних, визначаль-
нi спiввiдношення, матричне зображення, зображувальний тип, канонiчна форма, ал-
гебра Ауслендера.
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РОЗШИРЕНI БIНАРНI КОДИ ГОЛЕЯ ЗА ГРУПОВОЮ
АЛГЕБРОЮ ГРУПИ 𝐶3 ×𝐷8

Бiнарнi коди Голея вивчалися довгий перiод i було встановлено багато рiзних кон-
струкцiй для їх побудови, а також з’ясовано багато властивостей цих кодiв. У статтi
розглянуто побудову розширених бiнарних кодiв Голея за головними iдеалами (лiви-
ми) груповою алгеброю F2(𝐶3×𝐷8) групи 𝐶3×𝐷8 порядку 24 над полем з двох елемен-
тiв F2. Розглядається дiя регулярного зображення 𝑣 → 𝜎(𝑣) на елементах 𝑣 групової
алгебри. Рядки матрицi 𝜎(𝑣) породжують лiнiйний бiнарний код 𝐶(𝑣). У попереднiх
дослiдженнях з’ясовано кiлькiсть всiх елементiв 𝑣 групової алгебри F2𝐺 скiнченних
груп (𝐶6×𝐶2)⋊𝐶2 та 𝐷24 таких, що бiнарний код 𝐶(𝑣) є розширеним бiнарним кодом
Голея. Ранiше таким способом розширений бiнарний код Голея будувався за одним
елементом 𝑣 ∈ F2𝐺, що 𝑣 = 𝑣*. В результатi числових обчислень знайдено всi 12 288
елементiв 𝑣 ∈ F2(𝐶3 × 𝐷8), за якими можна побудувати розширений бiнарний код
Голея, серед яких 128 задовольняє умову 𝑣 = 𝑣*.

Ключовi слова: групова алгебра, коди Голея, розширенi бiнарнi коди, самодуальнi
коди, коди над полями.

1. Вступ. У багатьох роботах [1, 3–10] дослiджувалися рiзнi пiдходи побудо-
ви i властивостi бiнарних [23, 12, 7]-кодiв та розширених [24, 12, 8]-кодiв Голея.
[23, 12, 7]-код є добре вiдомим кодом, має низку властивостей i широке засто-
совання як у загальнiй математицi, так i в теорiї кодування. Хоча розширенi
бiнарнi коди Голея не володiють усiма властивостями таких кодiв, вони демон-
струють iншi важливi риси. Вперше цi коди були розглянутi Марселем Дж. E.
Голеєм у роботi [1] у 1949 роцi. Математична значимiсть коду Голея далеко ви-
ходить за рамки його властивостi виправлення помилок. Розширений бiнарний
код Голея пов’язаний з групою Матьє 𝑀24. Крiм того, даний код є головним
елементом у побудовi 24-вимiрної решiтки Лiча. Поняття решiтки Лiча було
вiдкрито у зв’язку з упакуванням сфер в 𝑛-вимiрний простiр. Вiн забезпечує
найкраще ґратчасте пакування в R24, розташування одиничних сфер в R24 так,
що їхнi центри утворюють решiтку.

У статтi ми розглядатимемо тiльки розширенi бiнарнi коди Голея. Для групи
(𝐶6 × 𝐶2) ⋊ 𝐶2 (𝐶𝑛 — циклiчна група порядку 𝑛) та групи Дiедра 𝐷24 ранiше
була з’ясована точна кiлькiсть всiх елементiв, за якими будуються розширенi
бiнарнi коди Голея за головним iдеалом групових алгебр даних скiнченних груп.
У данiй роботi розглядаємо таку ж задачу для групи 𝐺 = 𝐶3 ×𝐷8.

Роздiл 1: Математика i статистика
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Розглянемо побудову розширених бiнарних кодiв Голея використовуючи кон-
струкцiю запропоновану Т. Харлi у роботi [2]. Нехай 𝐺 = {𝑔1, 𝑔2, ..., 𝑔𝑛} — скiн-

ченна група порядку 𝑛 i нехай 𝑣 =
𝑛∑︀

𝑖=1

𝛼𝑔𝑖𝑔𝑖 ∈ F2𝐺 (𝛼𝑔𝑖 ∈ F2). Для елемента

𝑣 = 𝛼𝑔1𝑔1+𝛼𝑔2𝑔2+...+𝛼𝑔𝑛𝑔𝑛 ∈ F2𝐺 позначимо 𝑣* = 𝛼𝑔1𝑔
−1
1 +𝛼𝑔2𝑔

−1
2 +...+𝛼𝑔𝑛𝑔

−1
𝑛 ∈

F2𝐺. Розглянемо матрицю 𝜎(𝑣) ∈𝑀(𝑛,F2) вигляду

𝜎(𝑣) =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝛼𝑔−1

1 𝑔1
𝛼𝑔−1

1 𝑔2
. . . 𝛼𝑔−1

1 𝑔𝑛

𝛼𝑔−1
2 𝑔1

𝛼𝑔−1
2 𝑔2

. . . 𝛼𝑔−1
2 𝑔𝑛

...
...

. . .
...

𝛼𝑔−1
𝑛 𝑔1

𝛼𝑔−1
𝑛 𝑔2

. . . 𝛼𝑔−1
𝑛 𝑔𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Легко бачити, що 𝜎(𝑣)𝑇 = 𝜎(𝑣*). Для заданого елемента 𝑣 ∈ F2𝐺 визначимо
𝐶(𝑣), як бiнарний код породжений рядками матрицi 𝜎(𝑣). Розглянемо простiр
F𝑛
2 , в якому вводиться скалярний добуток [𝑣, 𝑤] =

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑣𝑖𝑤𝑖. 𝐶(𝑣) є пiдпро-

стором простору F𝑛
2 . Бiнарний код 𝐶 називається самоортогональним, якщо

𝐶 ⊂ 𝐶⊥ i самодуальним — якщо 𝐶 = 𝐶⊥, де 𝐶⊥ = {𝑣 ∈ F𝑛
2 |[𝑣, 𝑤] = 0, 𝑤 ∈ 𝐶}.

Зрозумiло, що код 𝐶(𝑣) самоортогональний, якщо 𝜎(𝑣)𝜎(𝑣)𝑇 = 0. Вiдомо [12],
що розширений бiнарний код Голея самодуальний.

Теорема 1 ( [11]). Нехай 𝐺 скiнченна група порядку 24 з елементом 𝑣 гру-
пової алгебри F2𝐺. Якщо
1) 𝑣 = 𝑣*,
2) 𝑣2 = 0,
3) rank(𝜎(𝑣)) = 12,
тодi код 𝐶(𝑣) самодуальний.

У [2–4,11] встановлено, що з 15 неiзоморфних груп 24-го порядку, для груп
𝐷24, 𝑆4, (𝐶6 × 𝐶2) ⋊ 𝐶2, 𝐶3 × 𝐷8, 𝐶2 × 𝐴4 розширений бiнарний код Голея бу-
дується за достатнiми умовами самодуальностi коду наведенi в теоремi 1. Далi
скористаємося таким очевидним критерiєм.

Теорема 2 ([5]). Нехай 𝐺 скiнченна група порядку 24 з елементом 𝑣 гру-
пової алгебри F2𝐺. Код 𝐶(𝑣) самодуальний тодi i тiльки тодi, коли
1) 𝑣𝑣* = 0,
2) rank(𝜎(𝑣)) = 12.

2. Побудова кодiв за групою 𝐺 = 𝐶3 ×𝐷8.

Лема 1. Нехай 𝐺=⟨𝑥, 𝑦, 𝑧|𝑥3 = 1, 𝑦4 = 1, 𝑧2 = 1, 𝑥𝑦 = 𝑦𝑥, 𝑥𝑧 = 𝑧𝑥, 𝑦𝑧𝑦𝑧 = 1⟩,

𝑣 =
3∑︀

𝑖=0

((𝛼𝑖+1 + 𝛼𝑖+13𝑧)𝑦
𝑖 + (𝛼𝑖+5 + 𝛼𝑖+17𝑧)𝑦

𝑖𝑥+ (𝛼𝑖+9 + 𝛼𝑖+21𝑧)𝑦
𝑖𝑥2) . Якщо код

𝐶(𝑣) самодуальний, тодi

1)
24∑︀
𝑖=1

𝛼𝑖 = 0,

2) (𝛼1 + 𝛼3 + 𝛼5 + 𝛼7 + 𝛼9 + 𝛼11)(𝛼2 + 𝛼4 + 𝛼6 + 𝛼8 + 𝛼10 + 𝛼12) + (𝛼13 + 𝛼15 +
+ 𝛼17 + 𝛼19 + 𝛼21 + 𝛼23)(𝛼14 + 𝛼16 + 𝛼18 + 𝛼20 + 𝛼22 + 𝛼24) = 0,

3) (𝛼1 + 𝛼3 + 𝛼2 + 𝛼4)(𝛼17 + 𝛼18 + 𝛼19 + 𝛼20 + 𝛼21 + 𝛼22 + 𝛼23 + 𝛼24) + (𝛼5 + 𝛼6 +
+ 𝛼7 + 𝛼8)(𝛼13 + 𝛼14 + 𝛼15 + 𝛼16 + 𝛼21 + 𝛼22 + 𝛼23 + 𝛼24) + (𝛼9 + 𝛼10 + 𝛼11 +
+ 𝛼12)(𝛼13 + 𝛼14 + 𝛼15 + 𝛼16 + 𝛼17 + 𝛼18 + 𝛼19 + 𝛼20) = 0,
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4) 𝛼1 + (𝛼1 +𝛼5)(𝛼1 +𝛼9) +𝛼2 + (𝛼2 +𝛼6)(𝛼2 +𝛼10) +𝛼3 + (𝛼3 +𝛼7)(𝛼3 +𝛼11) +
+𝛼4+(𝛼4+𝛼8)(𝛼4+𝛼12)+𝛼13+(𝛼13+𝛼17)(𝛼13+𝛼21)+𝛼14+(𝛼14+𝛼18)(𝛼14+
+ 𝛼22) + 𝛼15 + (𝛼15 + 𝛼19)(𝛼15 + 𝛼23) + 𝛼16 + (𝛼16 + 𝛼20)(𝛼16 + 𝛼24) = 0,

5) (𝛼1+𝛼5)(𝛼11+𝛼3)+ (𝛼1+𝛼9)(𝛼3+𝛼7)+ (𝛼2+𝛼6)(𝛼12+𝛼4)+ (𝛼2+𝛼10)(𝛼4+
+𝛼8)+ (𝛼13+𝛼17)(𝛼23+𝛼15)+ (𝛼13+𝛼21)(𝛼15+𝛼19)+ (𝛼14+𝛼18)(𝛼24+𝛼16)+
+ (𝛼14 + 𝛼22)(𝛼16 + 𝛼20) = 0.

Доведення. Обчислення у групi 𝐶3 ×𝐷8 показують, що 𝜎(𝑣) має вигляд:⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝛼1 𝛼2 𝛼3 𝛼4 𝛼5 𝛼6 𝛼7 𝛼8 𝛼9 𝛼10 𝛼11 𝛼12 𝛼13 𝛼14 𝛼15 𝛼16 𝛼17 𝛼18 𝛼19 𝛼20 𝛼21 𝛼22 𝛼23 𝛼24
𝛼4 𝛼1 𝛼2 𝛼3 𝛼8 𝛼5 𝛼6 𝛼7 𝛼12 𝛼9 𝛼10 𝛼11 𝛼14 𝛼15 𝛼16 𝛼13 𝛼18 𝛼19 𝛼20 𝛼17 𝛼22 𝛼23 𝛼24 𝛼21
𝛼3 𝛼4 𝛼1 𝛼2 𝛼7 𝛼8 𝛼5 𝛼6 𝛼11 𝛼12 𝛼9 𝛼10 𝛼15 𝛼16 𝛼13 𝛼14 𝛼19 𝛼20 𝛼17 𝛼18 𝛼23 𝛼24 𝛼21 𝛼22
𝛼2 𝛼3 𝛼4 𝛼1 𝛼6 𝛼7 𝛼8 𝛼5 𝛼10 𝛼11 𝛼12 𝛼9 𝛼16 𝛼13 𝛼14 𝛼15 𝛼20 𝛼17 𝛼18 𝛼19 𝛼24 𝛼21 𝛼22 𝛼23
𝛼9 𝛼10 𝛼11 𝛼12 𝛼1 𝛼2 𝛼3 𝛼4 𝛼5 𝛼6 𝛼7 𝛼8 𝛼21 𝛼22 𝛼23 𝛼24 𝛼13 𝛼14 𝛼15 𝛼16 𝛼17 𝛼18 𝛼19 𝛼20
𝛼12 𝛼9 𝛼10 𝛼11 𝛼4 𝛼1 𝛼2 𝛼3 𝛼8 𝛼5 𝛼6 𝛼7 𝛼22 𝛼23 𝛼24 𝛼21 𝛼14 𝛼15 𝛼16 𝛼13 𝛼18 𝛼19 𝛼20 𝛼17
𝛼11 𝛼12 𝛼9 𝛼10 𝛼3 𝛼4 𝛼1 𝛼2 𝛼7 𝛼8 𝛼5 𝛼6 𝛼23 𝛼24 𝛼21 𝛼22 𝛼15 𝛼16 𝛼13 𝛼14 𝛼19 𝛼20 𝛼17 𝛼18
𝛼10 𝛼11 𝛼12 𝛼9 𝛼2 𝛼3 𝛼4 𝛼1 𝛼6 𝛼7 𝛼8 𝛼5 𝛼24 𝛼21 𝛼22 𝛼23 𝛼16 𝛼13 𝛼14 𝛼15 𝛼20 𝛼17 𝛼18 𝛼19
𝛼5 𝛼6 𝛼7 𝛼8 𝛼9 𝛼10 𝛼11 𝛼12 𝛼1 𝛼2 𝛼3 𝛼4 𝛼17 𝛼18 𝛼19 𝛼20 𝛼21 𝛼22 𝛼23 𝛼24 𝛼13 𝛼14 𝛼15 𝛼16
𝛼8 𝛼5 𝛼6 𝛼7 𝛼12 𝛼9 𝛼10 𝛼11 𝛼4 𝛼1 𝛼2 𝛼3 𝛼18 𝛼19 𝛼20 𝛼17 𝛼22 𝛼23 𝛼24 𝛼21 𝛼14 𝛼15 𝛼16 𝛼13
𝛼7 𝛼8 𝛼5 𝛼6 𝛼11 𝛼12 𝛼9 𝛼10 𝛼3 𝛼4 𝛼1 𝛼2 𝛼19 𝛼20 𝛼17 𝛼18 𝛼23 𝛼24 𝛼21 𝛼22 𝛼15 𝛼16 𝛼13 𝛼14
𝛼6 𝛼7 𝛼8 𝛼5 𝛼10 𝛼11 𝛼12 𝛼9 𝛼2 𝛼3 𝛼4 𝛼1 𝛼20 𝛼17 𝛼18 𝛼19 𝛼24 𝛼21 𝛼22 𝛼23 𝛼16 𝛼13 𝛼14 𝛼15
𝛼13 𝛼14 𝛼15 𝛼16 𝛼17 𝛼18 𝛼19 𝛼20 𝛼21 𝛼22 𝛼23 𝛼24 𝛼1 𝛼2 𝛼3 𝛼4 𝛼5 𝛼6 𝛼7 𝛼8 𝛼9 𝛼10 𝛼11 𝛼12
𝛼14 𝛼15 𝛼16 𝛼13 𝛼18 𝛼19 𝛼20 𝛼17 𝛼22 𝛼23 𝛼24 𝛼21 𝛼4 𝛼1 𝛼2 𝛼3 𝛼8 𝛼5 𝛼6 𝛼7 𝛼12 𝛼9 𝛼10 𝛼11
𝛼15 𝛼16 𝛼13 𝛼14 𝛼19 𝛼20 𝛼17 𝛼18 𝛼23 𝛼24 𝛼21 𝛼22 𝛼3 𝛼4 𝛼1 𝛼2 𝛼7 𝛼8 𝛼5 𝛼6 𝛼11 𝛼12 𝛼9 𝛼10
𝛼16 𝛼13 𝛼14 𝛼15 𝛼20 𝛼17 𝛼18 𝛼19 𝛼24 𝛼21 𝛼22 𝛼23 𝛼2 𝛼3 𝛼4 𝛼1 𝛼6 𝛼7 𝛼8 𝛼5 𝛼10 𝛼11 𝛼12 𝛼9
𝛼21 𝛼22 𝛼23 𝛼24 𝛼13 𝛼14 𝛼15 𝛼16 𝛼17 𝛼18 𝛼19 𝛼20 𝛼9 𝛼10 𝛼11 𝛼12 𝛼1 𝛼2 𝛼3 𝛼4 𝛼5 𝛼6 𝛼7 𝛼8
𝛼22 𝛼23 𝛼24 𝛼21 𝛼14 𝛼15 𝛼16 𝛼13 𝛼18 𝛼19 𝛼20 𝛼17 𝛼12 𝛼9 𝛼10 𝛼11 𝛼4 𝛼1 𝛼2 𝛼3 𝛼8 𝛼5 𝛼6 𝛼7
𝛼23 𝛼24 𝛼21 𝛼22 𝛼15 𝛼16 𝛼13 𝛼14 𝛼19 𝛼20 𝛼17 𝛼18 𝛼11 𝛼12 𝛼9 𝛼10 𝛼3 𝛼4 𝛼1 𝛼2 𝛼7 𝛼8 𝛼5 𝛼6
𝛼24 𝛼21 𝛼22 𝛼23 𝛼16 𝛼13 𝛼14 𝛼15 𝛼20 𝛼17 𝛼18 𝛼19 𝛼10 𝛼11 𝛼12 𝛼9 𝛼2 𝛼3 𝛼4 𝛼1 𝛼6 𝛼7 𝛼8 𝛼5
𝛼17 𝛼18 𝛼19 𝛼20 𝛼21 𝛼22 𝛼23 𝛼24 𝛼13 𝛼14 𝛼15 𝛼16 𝛼5 𝛼6 𝛼7 𝛼8 𝛼9 𝛼10 𝛼11 𝛼12 𝛼1 𝛼2 𝛼3 𝛼4
𝛼18 𝛼19 𝛼20 𝛼17 𝛼22 𝛼23 𝛼24 𝛼21 𝛼14 𝛼15 𝛼16 𝛼13 𝛼8 𝛼5 𝛼6 𝛼7 𝛼12 𝛼9 𝛼10 𝛼11 𝛼4 𝛼1 𝛼2 𝛼3
𝛼19 𝛼20 𝛼17 𝛼18 𝛼23 𝛼24 𝛼21 𝛼22 𝛼15 𝛼16 𝛼13 𝛼14 𝛼7 𝛼8 𝛼5 𝛼6 𝛼11 𝛼12 𝛼9 𝛼10 𝛼3 𝛼4 𝛼1 𝛼2
𝛼20 𝛼17 𝛼18 𝛼19 𝛼24 𝛼21 𝛼22 𝛼23 𝛼16 𝛼13 𝛼14 𝛼15 𝛼6 𝛼7 𝛼8 𝛼5 𝛼10 𝛼11 𝛼12 𝛼9 𝛼2 𝛼3 𝛼4 𝛼1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Тодi матриця 𝜎(𝑣)𝜎(𝑣)𝑇 = 𝜎(𝑣𝑣*) набуває вигляду:⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝛾1 𝛾2 0 𝛾2 𝛾5 𝛾6 𝛾7 𝛾8 𝛾5 𝛾8 𝛾7 𝛾6 0 0 0 0 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10
𝛾2 𝛾1 𝛾2 0 𝛾8 𝛾5 𝛾6 𝛾7 𝛾6 𝛾5 𝛾8 𝛾7 0 0 0 0 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3
0 𝛾2 𝛾1 𝛾2 𝛾7 𝛾8 𝛾5 𝛾6 𝛾7 𝛾6 𝛾5 𝛾8 0 0 0 0 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4
𝛾2 0 𝛾2 𝛾1 𝛾6 𝛾7 𝛾8 𝛾5 𝛾8 𝛾7 𝛾6 𝛾5 0 0 0 0 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9
𝛾5 𝛾8 𝛾7 𝛾6 𝛾1 𝛾2 0 𝛾2 𝛾5 𝛾6 𝛾7 𝛾8 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 0 0 0 0 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10
𝛾6 𝛾5 𝛾8 𝛾7 𝛾2 𝛾1 𝛾2 0 𝛾8 𝛾5 𝛾6 𝛾7 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 0 0 0 0 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3
𝛾7 𝛾6 𝛾5 𝛾8 0 𝛾2 𝛾1 𝛾2 𝛾7 𝛾8 𝛾5 𝛾6 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 0 0 0 0 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4
𝛾8 𝛾7 𝛾6 𝛾5 𝛾2 0 𝛾2 𝛾1 𝛾6 𝛾7 𝛾8 𝛾5 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 0 0 0 0 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9
𝛾5 𝛾6 𝛾7 𝛾8 𝛾5 𝛾8 𝛾7 𝛾6 𝛾1 𝛾2 0 𝛾2 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 0 0 0 0
𝛾8 𝛾5 𝛾6 𝛾7 𝛾6 𝛾5 𝛾8 𝛾7 𝛾2 𝛾1 𝛾2 0 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 0 0 0 0
𝛾7 𝛾8 𝛾5 𝛾6 𝛾7 𝛾6 𝛾5 𝛾8 0 𝛾2 𝛾1 𝛾2 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 0 0 0 0
𝛾6 𝛾7 𝛾8 𝛾5 𝛾8 𝛾7 𝛾6 𝛾5 𝛾2 0 𝛾2 𝛾1 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 0 0 0 0
0 0 0 0 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾1 𝛾2 0 𝛾2 𝛾5 𝛾6 𝛾7 𝛾8 𝛾5 𝛾8 𝛾7 𝛾6
0 0 0 0 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾2 𝛾1 𝛾2 0 𝛾8 𝛾5 𝛾6 𝛾7 𝛾6 𝛾5 𝛾8 𝛾7
0 0 0 0 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 0 𝛾2 𝛾1 𝛾2 𝛾7 𝛾8 𝛾5 𝛾6 𝛾7 𝛾6 𝛾5 𝛾8
0 0 0 0 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾2 0 𝛾2 𝛾1 𝛾6 𝛾7 𝛾8 𝛾5 𝛾8 𝛾7 𝛾6 𝛾5
𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 0 0 0 0 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾5 𝛾8 𝛾7 𝛾6 𝛾1 𝛾2 0 𝛾2 𝛾5 𝛾6 𝛾7 𝛾8
𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 0 0 0 0 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾6 𝛾5 𝛾8 𝛾7 𝛾2 𝛾1 𝛾2 0 𝛾8 𝛾5 𝛾6 𝛾7
𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 0 0 0 0 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾7 𝛾6 𝛾5 𝛾8 0 𝛾2 𝛾1 𝛾2 𝛾7 𝛾8 𝛾5 𝛾6
𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 0 0 0 0 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾8 𝛾7 𝛾6 𝛾5 𝛾2 0 𝛾2 𝛾1 𝛾6 𝛾7 𝛾8 𝛾5
𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 0 0 0 0 𝛾5 𝛾6 𝛾7 𝛾8 𝛾5 𝛾8 𝛾7 𝛾6 𝛾1 𝛾2 0 𝛾2
𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 0 0 0 0 𝛾8 𝛾5 𝛾6 𝛾7 𝛾6 𝛾5 𝛾8 𝛾7 𝛾2 𝛾1 𝛾2 0
𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 0 0 0 0 𝛾7 𝛾8 𝛾5 𝛾6 𝛾7 𝛾6 𝛾5 𝛾8 0 𝛾2 𝛾1 𝛾2
𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 0 0 0 0 𝛾6 𝛾7 𝛾8 𝛾5 𝛾8 𝛾7 𝛾6 𝛾5 𝛾2 0 𝛾2 𝛾1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

де 𝛾1 = 𝛼1 + 𝛼2 + 𝛼3 + 𝛼4 + 𝛼5 + 𝛼6 + 𝛼7 + 𝛼8 + 𝛼9 + 𝛼10 + 𝛼11 + 𝛼12 + 𝛼13 + 𝛼14 +
+ 𝛼15 + 𝛼16 + 𝛼17 + 𝛼18 + 𝛼19 + 𝛼20 + 𝛼21 + 𝛼22 + 𝛼23 + 𝛼24,

𝛾2 = (𝛼4+𝛼2)(𝛼1+𝛼3)+(𝛼8+𝛼6)(𝛼5+𝛼7)+(𝛼9+𝛼11)(𝛼12+𝛼10)+(𝛼14+𝛼16)(𝛼13+
+ 𝛼15) + (𝛼18 + 𝛼20)(𝛼19 + 𝛼17) + (𝛼21 + 𝛼23)(𝛼22 + 𝛼24),

𝛾3 = 𝛼1(𝛼21+𝛼17)+𝛼2(𝛼22+𝛼18)+𝛼3(𝛼23+𝛼19)+𝛼4(𝛼24+𝛼20)+𝛼5(𝛼13+𝛼21)+
+ 𝛼6(𝛼14 + 𝛼22) + 𝛼7(𝛼15 + 𝛼23) + 𝛼8(𝛼16 + 𝛼24) + 𝛼9(𝛼17 + 𝛼13) + 𝛼10(𝛼14 + 𝛼18) +
+ 𝛼11(𝛼15 + 𝛼19) + 𝛼12(𝛼16 + 𝛼20),

𝛾4 = 𝛼1(𝛼22+𝛼18)+𝛼2(𝛼23+𝛼19)+𝛼3(𝛼24+𝛼20)+𝛼4(𝛼21+𝛼17)+𝛼5(𝛼14+𝛼22)+
+ 𝛼6(𝛼15 + 𝛼23) + 𝛼7(𝛼16 + 𝛼24) + 𝛼8(𝛼13 + 𝛼21) + 𝛼9(𝛼18 + 𝛼14) + 𝛼10(𝛼19 + 𝛼15) +
+ 𝛼11(𝛼20 + 𝛼16) + 𝛼12(𝛼17 + 𝛼13),

Роздiл 1: Математика i статистика



РОЗШИРЕНI БIНАРНI КОДИ ГОЛЕЯ ЗА ГРУПОВОЮ. . . 23

𝛾5 = 𝛼1+(𝛼1+𝛼5)(𝛼1+𝛼9)+𝛼2+(𝛼2+𝛼6)(𝛼2+𝛼10)+𝛼3+(𝛼3+𝛼7)(𝛼3+𝛼11)+
+𝛼4+(𝛼4+𝛼8)(𝛼4+𝛼12)+𝛼13+(𝛼13+𝛼17)(𝛼13+𝛼21)+𝛼14+(𝛼14+𝛼18)(𝛼14+𝛼22)+
+ 𝛼15 + (𝛼15 + 𝛼19)(𝛼15 + 𝛼23) + 𝛼16 + (𝛼16 + 𝛼20)(𝛼16 + 𝛼24),

𝛾6 = 𝛼1(𝛼6 + 𝛼12) + 𝛼2(𝛼9 + 𝛼7) + 𝛼3(𝛼10 + 𝛼8) + 𝛼4(𝛼11 + 𝛼5) + 𝛼22(𝛼13 + 𝛼19) +
+𝛼23(𝛼14 +𝛼20)+𝛼24(𝛼15 +𝛼17)+𝛼21(𝛼16 +𝛼18)+𝛼9𝛼8 +𝛼10𝛼5 +𝛼11𝛼6 +𝛼12𝛼7 +
+ 𝛼17𝛼14 + 𝛼18𝛼15 + 𝛼19𝛼16 + 𝛼20𝛼13,

𝛾7 = (𝛼1+𝛼5)(𝛼11+𝛼3)+(𝛼1+𝛼9)(𝛼3+𝛼7)+(𝛼2+𝛼6)(𝛼12+𝛼4)+(𝛼2+𝛼10)(𝛼4+
+𝛼8)+(𝛼13+𝛼17)(𝛼23+𝛼15)+(𝛼13+𝛼21)(𝛼15+𝛼19)+(𝛼14+𝛼18)(𝛼24+𝛼16)+(𝛼14+
+ 𝛼22)(𝛼16 + 𝛼20),

𝛾8 = 𝛼1(𝛼10 + 𝛼8) + 𝛼2(𝛼11 + 𝛼5) + 𝛼3(𝛼12 + 𝛼6) + 𝛼4(𝛼9 + 𝛼7) + 𝛼13(𝛼24 + 𝛼18) +
+𝛼14(𝛼21 +𝛼19)+𝛼15(𝛼22 +𝛼20)+𝛼16(𝛼23 +𝛼17)+𝛼9𝛼6 +𝛼10𝛼7 +𝛼11𝛼8 +𝛼12𝛼5 +
+ 𝛼17𝛼22 + 𝛼18𝛼23 + 𝛼19𝛼24 + 𝛼20𝛼21,

𝛾9 = 𝛼1(𝛼23+𝛼19)+𝛼2(𝛼24+𝛼20)+𝛼3(𝛼21+𝛼17)+𝛼4(𝛼22+𝛼18)+𝛼5(𝛼15+𝛼23)+
+ 𝛼6(𝛼16 + 𝛼24) + 𝛼7(𝛼13 + 𝛼21) + 𝛼8(𝛼14 + 𝛼22) + 𝛼9(𝛼19 + 𝛼15) + 𝛼10(𝛼20 + 𝛼16) +
+ 𝛼11(𝛼17 + 𝛼13) + 𝛼12(𝛼18 + 𝛼14),

𝛾10 = 𝛼1(𝛼20+𝛼24)+𝛼2(𝛼21+𝛼17)+𝛼3(𝛼22+𝛼18)+𝛼4(𝛼23+𝛼19)+𝛼5(𝛼16+𝛼24)+
+ 𝛼6(𝛼13 + 𝛼21) + 𝛼7(𝛼14 + 𝛼22) + 𝛼8(𝛼15 + 𝛼23) + 𝛼9(𝛼20 + 𝛼16) + 𝛼10(𝛼17 + 𝛼13) +
+ 𝛼11(𝛼18 + 𝛼14) + 𝛼12(𝛼19 + 𝛼15).

Звiдси отримаємо,

𝛾2+ 𝛾6+ 𝛾8 = (𝛼1+𝛼3+𝛼5+𝛼7+𝛼9+𝛼11)(𝛼2+𝛼4+𝛼6+𝛼8+𝛼10+𝛼12)+ (𝛼13+
+ 𝛼15 + 𝛼17 + 𝛼19 + 𝛼21 + 𝛼23)(𝛼14 + 𝛼16 + 𝛼18 + 𝛼20 + 𝛼22 + 𝛼24).

𝛾3 + 𝛾4 + 𝛾9 + 𝛾10 = (𝛼1 + 𝛼3 + 𝛼2 + 𝛼4)(𝛼22 + 𝛼18 + 𝛼20 + 𝛼24 + 𝛼23 + 𝛼19 + 𝛼21 +
+𝛼17)+(𝛼5+𝛼6+𝛼7+𝛼8)(𝛼14+𝛼22+𝛼16+𝛼24+𝛼15+𝛼23+𝛼13+𝛼21)+(𝛼9+𝛼10+
+ 𝛼11 + 𝛼12)(𝛼18 + 𝛼14 + 𝛼20 + 𝛼16 + 𝛼19 + 𝛼15 + 𝛼17 + 𝛼13).

Якщо код 𝐶(𝑣) самодуальний, то за умовою 1 теореми 2 виконуються умови:
𝑣𝑣* = 0 i 𝜎(𝑣)𝜎(𝑣)𝑇 = 𝜎(𝑣𝑣*) = 0. Таким чином, 𝛾𝑖 = 0 (𝑖 = 1, . . . , 10). Тодi 𝛾1 = 0,
𝛾2+𝛾6+𝛾8 = 0, 𝛾3+𝛾4+𝛾9+𝛾10 = 0, 𝛾5 = 0, 𝛾7 = 0. Звiдси отримуємо вiдповiдно
рiвняння наведенi у висновку леми.

Одним зi знайдених елементiв є, наприклад, 𝑣 = 𝑦3𝑥2 + 𝑧 + 𝑧𝑦 + 𝑧𝑥+ 𝑧𝑦𝑥+
+𝑧𝑥2+𝑧𝑦2𝑥2+𝑧𝑦3𝑥2. Для нього 𝑣* = 𝑦𝑥+𝑧+𝑧𝑦+𝑧𝑥2+𝑧𝑦𝑥2+𝑧𝑥+𝑧𝑦2𝑥+𝑧𝑦3𝑥 ̸= 𝑣.
В таблицi подано добутки всiх доданкiв з 𝑣 на доданки з 𝑣*.

Таблиця 1.
Таблиця добуткiв доданкiв з 𝑣 на доданки з 𝑣*

𝑦𝑥 𝑧 𝑧𝑦 𝑧𝑥2 𝑧𝑦𝑥2 𝑧𝑥 𝑧𝑦2𝑥 𝑧𝑦3𝑥
𝑦3𝑥2 1 𝑧𝑦𝑥2 𝑧𝑦2𝑥2 𝑧𝑦𝑥 𝑧𝑦2𝑥 𝑧𝑦 𝑧𝑦3 𝑧
𝑧 𝑧𝑦𝑥 1 𝑦 𝑥2 𝑦𝑥2 𝑥 𝑦2𝑥 𝑦3𝑥
𝑧𝑦 𝑧𝑦2𝑥 𝑦3 1 𝑦3𝑥2 𝑥2 𝑦3𝑥 𝑦𝑥 𝑦2𝑥
𝑧𝑥 𝑧𝑦𝑥2 𝑥 𝑦𝑥 1 𝑦 𝑥2 𝑦2𝑥2 𝑦3𝑥2

𝑧𝑦𝑥 𝑧𝑦2𝑥2 𝑦3𝑥 𝑥 𝑦3 1 𝑦3𝑥2 𝑦𝑥2 𝑦2𝑥2

𝑧𝑥2 𝑧𝑦 𝑥2 𝑦𝑥2 𝑥 𝑦𝑥 1 𝑦2 𝑦3

𝑧𝑦2𝑥2 𝑧𝑦3 𝑦2𝑥2 𝑦3𝑥2 𝑦2𝑥 𝑦3𝑥 𝑦2 1 𝑦
𝑧𝑦3𝑥2 𝑧 𝑦𝑥2 𝑦2𝑥2 𝑦𝑥 𝑦2𝑥 𝑦 𝑦3 1

Таким чином, 𝑣𝑣* = 0. З вигляду 𝑣 одержимо, що
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𝜎(𝑣) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 1 1 0 0 1 0 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 1 0 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 1 1 1 1 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 1 1 0 1
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 1 1 1 0 0 1 1 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 1 1 0 0 1
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 1 1 0 0 1 1
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 1 0 1 1 0 0 1 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 1 0 1 1 1 1 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 1 1 1 1 0 0 1
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 1 0 1 1 0 1 0 1 1 0
1 1 0 0 1 1 0 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
1 0 0 1 1 0 0 1 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 1 1 0 0 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 1 1 0 0 1 1 0 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
1 0 1 1 1 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 1 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 1 1 0 0 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 1 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
1 0 0 1 0 1 1 1 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 1 1 1 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 1 1 0 1 1 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Обчислення в системi комп’ютерної алгебри GAP показують, що rank(𝜎(𝑣)) =
= 12, а мiнiмальна вiдстань Хемiнга коду 𝐶(𝑣) рiвна 8. Таким чином, 𝐶(𝑣) є
розширеним бiнарним кодом Голея.

3. Числовi результати. Групова алгебра F2(𝐶3×𝐷8) складається, очеви-
дно, з 224 = 16 777 216 елементiв 𝑣. В результатi обчислень отримаємо кiлькiсть
елементiв 𝑣 ∈ F2(𝐶3×𝐷8), що 𝐶(𝑣) — розширений бiнарний код Голея. Подаємо
цi результати разом з кiлькiстю тих же елементiв при умовi 𝑣 = 𝑣*.

Таблиця 2.
Кiлькiсть елементiв з групової алгебри F2(𝐶3 ×𝐷8)

Мiнiмальна вiдстань Хемiнга 𝐶(𝑣) 2 4 6 8
Кiлькiсть елементiв 𝑣, що 𝑣 = 𝑣* 128 1 216 128 128

Кiлькiсть елементiв 𝑣 7 680 92 160 12 288 12 288

Таким чином, iснує рiвно 12 288 елементiв 𝑣 ∈ F2(𝐶3 ×𝐷8), що 𝐶(𝑣) є розшире-
ним бiнарним кодом Голея.

4. Висновки та перспективи подальших дослiджень. У статтi до-
слiджено конструкцiї розширених бiнарних кодiв Голея за груповою алгеброю
F2𝐺 групи 𝐺 = 𝐶3 × 𝐷8. Знайдено 12 288 елементiв 𝑣 ∈ F2(𝐶3 × 𝐷8), що 𝐶(𝑣)
є розширеним бiнарним кодом Голея. В подальших дослiдженнях, крiм вже
розглянутих (𝐶6 × 𝐶2) ⋊ 𝐶2, 𝐷24, 𝐶3 × 𝐷8, можна буде розглянути iншi групи
порядку 24, наприклад групи 𝐶2 × 𝐴4 та 𝑆4.

Автори щиро вдячнi професору Тилищаку О. А. за цiннi поради при обго-
вореннi результатiв.
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Bortos M. Yu., Khymynets M. V. Extended binary Golay codes by a group
algebra of the group 𝐶3 ×𝐷8.

Binary Golay codes have been studied for a prolonged period of time and many different
structures of their construction have been established as well as a certain amount of their
properties has been revealed. In the article the construction of extended binary Golay has
been considered according to the principle ideals (left) of the group algebra F2(𝐶3 ×𝐷8)
of the group 𝐶3 ×𝐷8 of order 24 over a field of two elements F2. The action of the regular
representation 𝑣 → 𝜎(𝑣) on the elements 𝑣 of the group algebra is considered. The rows of
the matrix 𝜎(𝑣) generate a linear binary code 𝐶(𝑣). In preceding studies, the number of
all elements 𝑣 of the group algebra F2𝐺 of finite groups (𝐶6 ×𝐶2)⋊𝐶2 and 𝐷24 such that
the binary code 𝐶(𝑣) is an extended binary Golay code was established. Previously, in this
way the extended binary Golay code was built on one element 𝑣 ∈ F2𝐺, which 𝑣 = 𝑣*. As
a result of numerical calculations, all the 12 288 elements of 𝑣 ∈ F2(𝐶3 ×𝐷8) were found,
on which the extended binary Golay codes can be constructed. Among them 128 satisfy
the condition 𝑣 = 𝑣*.

Keywords: group algebra, Golay codes, extended binary codes, self-dual codes, codes
over fields.
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АЛГОРИТМ ПОЛIНОМIАЛЬНОЇ АПРОКСИМАЦIЇ РОЗВ’ЯЗКIВ
НЕЛIНIЙНОГО ДИФЕРЕНЦIАЛЬНОГО РIВНЯННЯ АБЕЛЯ

Розглядаються питання конструювання та теоретичного обґрунтування чисельно-
аналiтичного алгоритму полiномiальної апроксимацiї розв’язкiв задачi Кошi для ди-
ференцiального рiвняння Абеля. Алгоритм ґрунтується на апроксимацiйному мето-
дi В. К. Дзядика розв’язування лiнiйних диференцiальних та iнтегральних рiвнянь,
головною iдеєю якого є побудова такого наближеного розв’язку, який би як можна
точнiше задовольняв апроксимацiйну теорему П. Л. Чебишева про характеризацiю
многочлена найкращого наближення. В роботi 𝑎-метод узагальнюється на рiвняння з
нелiнiйностями у виглядi полiномiв. Доведена теорема про вiдхилення наближеного
розв’язку вiд точного розв’язку поставленої задачi Кошi у рiвномiрнiй та квадрати-
чнiй метриках, отриманi оцiнки похибок. Алгоритм апробований на тестовiй задачi.
Обчислювальний експеримент iлюструє високу ефективнiсть запропонованого алго-
ритму та теоретичних результатiв.

Ключовi слова: полiномiальна апроксимацiя, найкраще наближення, алгебраїчно–
нелiнiйнi рiвняння, диференцiальне рiвняння Абеля, оптимальнi алгоритми.

1. Вступ. Апроксимацiйний метод (а-метод) був запропонований В. К. Дзяди-
ком в [1] при розв’язуваннi задачi Кошi для лiнiйних диференцiальних рiвнянь
з многочленними коефiцiєнтами.

Основними перевагами а-методу є висока точнiсть — порядку найкращо-
го наближення шуканої функцiї алгебраїчними многочленами i, як наслiдок,
ненасичуваностi за точнiстю [2]. Ця особливiсть важлива при необхiдностi уни-
кнення явища «вибуху похибок», яке може бути наслiдком явища насичення [3]
(вiдома проблема Фавара-Колмогорова у теорiї наближення функцiй та явище
насичення у чисельному аналiзi).

Актуальнiсть таких питань зумовлена посиленням вимог до точностi та на-
дiйностi при розв’язуваннi сучасних задач математичного та комп’ютерного мо-
делювання [4], [5].

Можливо це i послужило однiєю з причин для подальшого розвитку
а-методу до розв’язування алгераїчно-нелiнiйних диференцiальних рiвнянь та
систем [6], [7].

Метою роботи є конструювання та теоретичне обґрунтування алгоритму на
основi вiдомого а-методу В. К. Дзядика для розв’язання задачi Кошi для дифе-
ренцiального рiвняння Абеля iз врахуванням нелiнiйностi розглянутого рiвня-
ння. Зазначимо також, що даний алгоритм є зручним для реалiзацiї в системах
комп’ютерної алгебри [8].

2. Основний результат.
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Розглянемо задачу Кошi для нелiнiйного диференцiального рiвняння Абеля
1-го роду виду

𝑎(𝑥)𝑦′(𝑥) = 𝑏(𝑥)𝑦(𝑥) + 𝑐(𝑥)𝑦2(𝑥) + 𝑑(𝑥)𝑦3(𝑥) + 𝑓(𝑥), 𝑦 (𝑥0) = 𝑦0, (1)

де 𝑥 ∈ [−ℎ;ℎ], 𝑎(𝑥), 𝑏(𝑥), 𝑐(𝑥), 𝑓(𝑥) — алгебраїчнi многочлени степенiв 𝑛𝑎, 𝑛𝑏,
𝑛𝑐, 𝑛𝑑, 𝑛𝑓 вiдповiдно.

Алгоритм побудови апроксимацiйних многочленiв. Запишемо загальну схе-
му побудови многочленiв:

1. Вiдповiдно до схеми а-методу (див. [1], [6]– [7]), перейдемо вiд задачi (1)
до еквiвалентного рiвняння типу Вольтери:

𝑥∫︁
0

𝑎(𝑡)𝑦′(𝑡)𝑑𝑡 =

𝑥∫︁
0

(︀
𝑏(𝑡)𝑦(𝑡) + 𝑐(𝑡)𝑦2(𝑡) + 𝑑(𝑡)𝑦3(𝑡) + 𝑓(𝑡)

)︀
𝑑𝑡,

𝑎(𝑥)𝑦(𝑥)− 𝑎(0)𝑦(0)−
𝑥∫︁

0

𝑎′(𝑡)𝑦(𝑡)𝑑𝑡 =

𝑥∫︁
0

(︀
𝑏(𝑡)𝑦(𝑡) + 𝑐(𝑡)𝑦2(𝑡) + 𝑑(𝑡)𝑦3(𝑡) + 𝑓(𝑡)

)︀
𝑑𝑡,

𝑎(𝑥)𝑦(𝑥) = 𝑎(0)𝑦0 +

𝑥∫︁
0

[︀(︀
𝑎′(𝑡) + 𝑏(𝑡) + 𝑐(𝑡)𝑦(𝑡) + 𝑑(𝑡)𝑦2(𝑡)

)︀
· 𝑦(𝑡) + 𝑓(𝑡)

]︀
𝑑𝑡. (2)

2. Тепер поставимо у вiдповiднiсть рiвнянню (2) наступне наближене рiвня-
ння:

𝑎(𝑥)𝑦𝑛(𝑥) = 𝑎(0)𝑦0 +

𝑥∫︁
0

[︀(︀
𝑎′(𝑡) + 𝑏(𝑡) + 𝑐(𝑡)𝑦𝑛(𝑡) + 𝑑(𝑡)𝑦2𝑛(𝑡)

)︀
· 𝑦𝑛(𝑡) + 𝑓(𝑡)

]︀
𝑑𝑡−

− 𝜀𝑁(𝑥). (3)

У (3) 𝑦𝑛(𝑥) є наближений розв’язок, що шукається у виглядi алгебраїчного
многочлена степеня 𝑛:

𝑦𝑛(𝑥) =
𝑛∑︁

𝑘=0

𝑐𝑘 · 𝑥𝑘, (4)

з невiдомими коефiцiєнтами 𝑐𝑘.
За нев’язку 𝜀𝑁(𝑥) беремо многочлен степеня 𝑛+𝑁 виду:

𝜀𝑁(𝑥) =
𝑁∑︁
𝑖=1

𝜏𝑛+𝑖𝑇𝑛+𝑖

(︁𝑥
ℎ

)︁
, (5)

де 𝑁𝑖=1 вибираємо, як max (𝑛𝑎, 𝑛𝑏 + 1, 𝑛𝑐 + 𝑛+ 1, 𝑛𝑑 + 2𝑛+ 1, 𝑛𝑓 + 1− 𝑛).
Тут 𝑇𝑘(𝑡) = cos(𝑘 · arccos 𝑡) — многочлени Чебишова першого роду, 𝜏𝑛+𝑖 —

невiдомi додатковi параметри.
3. Далi, пiдставляючи (4), (5) в (3) i прирiвнюючи коефiцiєнти при степенях

𝑥, отримуємо систему нелiнiйних рiвнянь з якої знаходимо невiдомi 𝑐𝑘
(︀
𝑘 = 0, 𝑛

)︀
та допомiжнi параметри 𝜏𝑛+𝑖

(︀
𝑖 = 1, 𝑁

)︀
.
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4. Для випадку, коли в (1) 𝑥 належить довiльному промiжку [𝑥0;𝑥1] i по-
чаткова умова переписується 𝑦(𝑥0) = 𝑦0, то будемо мати наступне наближене
рiвняння:

𝑎(𝑥)𝑦𝑛(𝑥) = 𝑎(𝑥0)𝑦0 +

𝑥∫︁
𝑥0

[︀(︀
𝑎′(𝑡) + 𝑏(𝑡) + 𝑐(𝑡)𝑦𝑛(𝑡) + 𝑑(𝑡)𝑦2𝑛(𝑡)

)︀
· 𝑦𝑛(𝑡) + 𝑓(𝑡)

]︀
𝑑𝑡−

− 𝜀𝑁(𝑥),

де 𝑦𝑛(𝑥) визначається (4), а нев’язка–многочлен 𝜀𝑁(𝑥) записується через мно-
гочлени Чебишова першого роду, що змiщенi на [𝑥0;𝑥1]

𝑇𝑛+𝑖

(︂
2𝑥− (𝑥0 + 𝑥1)

𝑥1 − 𝑥0

)︂
= cos

(︂
(𝑛+ 𝑖) · arccos

(︂
2𝑥− (𝑥0 + 𝑥1)

𝑥1 − 𝑥0

)︂)︂
.

Теоретичне обґрунтування. Оцiнки похибки запропонованого алгоритму
розв’язування задачi (1) дослiдимо в припущеннi, що

min
𝑥∈[−ℎ;ℎ]

𝑎(𝑥) ≥ 𝑐 > 0. (6)

Роздiлимо праву i лiву частини (2) на 𝑎(𝑥), позначимо:

𝐴(𝑥, 𝑡) :=
𝑎′(𝑡) + 𝑏(𝑡)

𝑎(𝑥)
, 𝐵(𝑥, 𝑡) :=

𝑐(𝑡)

𝑎(𝑥)
, 𝐷(𝑥, 𝑡) :=

𝑑(𝑡)

𝑎(𝑥)
. (7)

Вiдхилення наближеного розв’язку 𝑦𝑛(𝑥) вiд точного розв’язку задачi (1)
𝑦(𝑥) будемо вивчати в 𝐶[−ℎ;ℎ] i 𝐿2

𝑝[−ℎ;ℎ] просторах неперервних i сумовних

з квадратом при чебишовськiй вазi
√︀
1− (𝑥/ℎ)2 на [−ℎ, ℎ] функцiй якi мають

норми:

‖𝜙‖𝐶 := max
|𝑥|≤ℎ

|𝜙(𝑥)| , ‖𝜙‖𝐿2
𝑝
:=

2

𝜋ℎ

ℎ∫︁
−ℎ

𝜙2𝑑𝑥√︁
1−

(︀
𝑥
ℎ

)︀2 . (8)

𝐶(2) i 𝐿2
𝑝(2) — аналогiчнi простори функцiй 𝐹 (𝑥, 𝑡), де (𝑥, 𝑡) ∈ [−ℎ, ℎ].

Має мiсце наступне твердження:

Теорема 1. Нехай число ℎ > 0 i для рiвняння (3) число 𝑛 (𝑛 = 1, 2, . . .)
такi, що у кулi 𝑆(𝜌) := {𝜓 : 𝜓 ∈ 𝐶[−ℎ, ℎ], ‖𝜓‖𝐶 ≤ 𝜌} iснує єдиний розв’язок
задачi (1) 𝑦(𝑥) i єдиний розв’язок наближеного iнтегрального рiвняння (2)
𝑦𝑛(𝑥).

Тодi на [−ℎ, ℎ] справедливi наступнi нерiвностi:

‖𝑦(𝑥)− 𝑦𝑛(𝑥)‖𝐶 ≤
⃦⃦⃦⃦
𝜀𝑁(𝑥)

𝑎(𝑥)

⃦⃦⃦⃦
𝐶

exp(ℎ𝑀), (9)

‖𝑦(𝑥)− 𝑦𝑛(𝑥)‖𝐿2
𝑝
≤
(︁
1 +

𝜋

2
ℎ𝑀 exp(ℎ𝑀)

)︁ ⃦⃦⃦⃦𝜀𝑁(𝑥)
𝑎(𝑥)

⃦⃦⃦⃦
𝐿2
𝑝

, (10)

‖𝑦(𝑥)− 𝑦𝑛(𝑥)‖𝐶 ≤

(︃
1 +

√
𝑁

𝑛+ 1
𝐴1(ℎ, 𝜌)

)︃ ⃦⃦⃦⃦
𝜀𝑁(𝑥)

𝑎(𝑥)

⃦⃦⃦⃦
𝐶

, (11)
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‖𝑦(𝑥)− 𝑦𝑛(𝑥)‖𝐿2
𝑝
≤

(︃
1 +

√
𝑁

𝑛+ 1
𝐴2(ℎ, 𝜌)

)︃ ⃦⃦⃦⃦
𝜀𝑁(𝑥)

𝑎(𝑥)

⃦⃦⃦⃦
𝐿2
𝑝

, (12)

де
𝑀 := ‖𝐴(𝑥, 𝑡)‖𝐶(2) + 2‖𝐵(𝑥, 𝑡)‖𝐶(2)𝜌+ 3‖𝐷(𝑥, 𝑡)‖𝐶(2)𝜌

2 (13)

𝐴1(ℎ, 𝜌), 𝐴2(ℎ, 𝜌) — деякi сталi , що не залежать вiд 𝑛.

Доведення. Роздiлимо обидвi частини рiвнянь (2) i (3) на 𝑎(𝑥). З урахува-
нням припущення (6) i позначень (7), отримаємо:

𝑦(𝑥) =
𝑎(0)𝑦0
𝑎(𝑥)

+

𝑥∫︁
0

[︂(︀
𝐴(𝑥, 𝑡) +𝐵(𝑥, 𝑡)𝑦(𝑡) +𝐷(𝑥, 𝑡)𝑦2(𝑡)

)︀
· 𝑦(𝑡) + 𝑓(𝑡)

𝑎(𝑥)

]︂
𝑑𝑡,

𝑦𝑛(𝑥) =
𝑎(0)𝑦0
𝑎(𝑥)

+

𝑥∫︁
0

[︂(︀
𝐴(𝑥, 𝑡) +𝐵(𝑥, 𝑡)𝑦𝑛(𝑡) +𝐷(𝑥, 𝑡)𝑦2𝑛(𝑡)

)︀
· 𝑦𝑛(𝑡) +

𝑓(𝑡)

𝑎(𝑥)

]︂
𝑑𝑡−

− 𝜀𝑁(𝑥)

𝑎(𝑥)
.

Знайдемо рiзницю лiвих i правих частин отриманих рiвнянь:

𝑦(𝑥)− 𝑦𝑛(𝑥) =

=

𝑥∫︁
0

[︀
𝐴(𝑥, 𝑡) +𝐵(𝑥, 𝑡)(𝑦(𝑡) + 𝑦𝑛(𝑡)) +𝐷(𝑥, 𝑡)(𝑦2(𝑡) + 𝑦𝑛(𝑡)𝑦𝑛(𝑡) + 𝑦2𝑛(𝑡)

]︀
·

· [𝑦(𝑡)− 𝑦𝑛(𝑡)]𝑑𝑡+
𝜀𝑁(𝑥)

𝑎(𝑥)
. (14)

Застосуємо тепер нерiвнiсть Гронуола (див. [1]) з урахуванням того, що
𝑦, 𝑦𝑛 ∈ 𝑆(𝜌), отримаємо:

‖𝑦(𝑥)− 𝑦𝑛(𝑥)‖𝐶 ≤
⃦⃦⃦⃦
𝜀𝑁(𝑥)

𝑎(𝑥)

⃦⃦⃦⃦
𝐶

exp(ℎ𝑀),

де 𝑀 := ‖𝐴(𝑥, 𝑡)‖𝐶(2) + 2‖𝐵(𝑥, 𝑡)‖𝐶(2)𝜌+ 3‖𝐷(𝑥, 𝑡)‖𝐶(2)𝜌
2, тобто нерiвнiсть (9).

Тепер зауважимо, що рiвнiсть (14) лiнiйна вiдносно до функцiї 𝜙(𝑥) = 𝑦(𝑥)−
− 𝑦𝑛(𝑥). Тож має мiсце наступна рiвнiсть (див. [1]):

𝑦(𝑥)− 𝑦𝑛(𝑥) =
𝜀𝑁(𝑥)

𝑎(𝑥)
+

𝑥∫︁
0

𝑅 (𝑥, 𝑡)
𝜀𝑁(𝑡)

𝑎(𝑡)
𝑑𝑡, (15)

де 𝑅(𝑥, 𝑡) — резольвента ядра

𝐾(𝑥, 𝑡) := 𝐴(𝑥, 𝑡) +𝐵(𝑥, 𝑡)(𝑦(𝑡) + 𝑦𝑛(𝑡)) +𝐷(𝑥, 𝑡) · (𝑦2(𝑡) + 𝑦(𝑡)𝑦𝑛(𝑡) + 𝑦2𝑛(𝑡)),

рiвняння (14).
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З означення резольвенти i за умовою теореми 𝑦, 𝑦𝑛 ∈ 𝑆(𝜌), маємо наступну
оцiнку для 𝑅(𝑥, 𝑡):

max
𝑥,𝑡∈[−ℎ,ℎ]

|𝑅(𝑥, 𝑡, 𝑦, 𝑦𝑛| ≤𝑀 exp(ℎ𝑀), (16)

де величина 𝑀 визначена у формулi (13).
За нерiвнiстю Буняковського, використовуючи рiвнiсть (15) i оцiнку (16)

перевiряємо нерiвнiсть (10):

‖𝑦(𝑥)− 𝑦𝑛(𝑥)‖𝐿2
𝑝
≤
⃦⃦⃦⃦
𝜀𝑁(𝑥)

𝑎(𝑥)

⃦⃦⃦⃦
𝐿2
𝑝

+

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦

𝑥∫︁
0

𝑅(𝑥, 𝑡)
𝜀𝑁(𝑥)

𝑎(𝑥)
𝑑𝑡

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
𝐿2
𝑝

≤

≤
⃦⃦⃦⃦
𝜀𝑁(𝑥)

𝑎(𝑥)

⃦⃦⃦⃦
𝐿2
𝑝

+

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
2

𝜋ℎ

ℎ∫︁
−ℎ

[︂
𝑥∫︀
0

𝑅(𝑥, 𝑡) 𝜀𝑁 (𝑡)
𝑎(𝑡)

𝑑𝑡

]︂2
√︀

1− (𝑥/ℎ)2
𝑑𝑥

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
1
2

≤

≤
⃦⃦⃦⃦
𝜀𝑁(𝑥)

𝑎(𝑥)

⃦⃦⃦⃦
𝐿2
𝑝

⎡⎢⎣1 +
⎛⎝ ℎ∫︁

−ℎ

𝑥∫︁
0

𝑅2(𝑥, 𝑡)

√︀
1− (𝑡/ℎ)2√︀
1− (𝑥/ℎ)2

𝑑𝑥𝑑𝑡

⎞⎠
1
2

⎤⎥⎦ ≤

≤
⃦⃦⃦⃦
𝜀𝑁(𝑥)

𝑎(𝑥)

⃦⃦⃦⃦
𝐿2
𝑝

⎡⎢⎣1 +𝑀𝑒ℎ𝑀

⎛⎝ ℎ∫︁
0

𝑥∫︁
0

√︀
1− (𝑡/ℎ)2√︀
1− (𝑥/ℎ)2

𝑑𝑥𝑑𝑡

⎞⎠
1
2

⎤⎥⎦ ≤

≤
⃦⃦⃦⃦
𝜀𝑁(𝑥)

𝑎(𝑥)

⃦⃦⃦⃦
𝐿2
𝑝

(︁
1 +

𝜋

2
ℎ𝑀𝑒ℎ𝑀

)︁
.

Нерiвнiсть (10) виконана.
Тепер виконаємо замiну у виразi многочлена Чебишова:

𝑧 = arccos(𝑡/ℎ).

В силу теореми про диференцiйовнiсть за параметром та формули iнтегрува-
ння частинами отримаємо оцiнку для iнтеграла, що стоїть у правiй частинi (15):⃒⃒⃒⃒

⃒⃒
𝑥∫︁

0

𝑅(𝑥, 𝑡)
𝜀𝑁(𝑡)

𝑎(𝑡)
𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝑁∑︁
𝑖=1

𝜏𝑛+𝑖

𝑥∫︁
0

𝑅(𝑥, 𝑡)

𝑎(𝑡)
𝑇𝑛+𝑖

(︂
𝑡

𝑛

)︂
𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ =

=
⃒⃒⃒ 𝑁∑︁
𝑖=1

𝜏𝑛+𝑖

𝑛+ 𝑖

[︁𝑅(𝑥, ℎ, cos 𝑧) sin 𝑧 sin(𝑛+ 𝑖)𝑧

𝑎(ℎ cos 𝑧)

⃒⃒⃒⃒arccos( 𝑥
ℎ)

𝜋
2

−

−

arccos( 𝑥
ℎ)∫︁

𝜋
2

sin(𝑛+ 𝑖)𝑧
𝜕

𝜕𝑧

(︂
𝑅(𝑥, ℎ, cos 𝑧)

𝑎(ℎ cos 𝑧)

)︂
𝑑𝑧
]︁⃒⃒⃒

≤
𝑁∑︁
𝑖=1

𝜏𝑛+𝑖

𝑛+ 𝑖
𝐶1(ℎ, 𝜌) ≤
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≤
√
𝑁

𝑛+ 1
𝐶1(ℎ, 𝜌)‖𝜏‖, (17)

де 𝐶1(ℎ, 𝜌) — деяка стала, яка не залежать вiд 𝑛 i норми:

‖𝜏‖ :=

(︃
𝑁∑︁
𝑖=1

𝜏 2𝑛+1

)︃ 1
2

.

Скористаймось тим, що через ортогональнiсть многочленiв Чебишова 𝑇𝑛+𝑖

(︀
𝑥
ℎ

)︀
на промiжку [−ℎ, ℎ] з вагою

√︁
1− (𝑥/ℎ)2 :

‖𝜏‖ ≤

⎡⎣ 2

𝜋ℎ

ℎ∫︁
−ℎ

𝜀𝑁(𝑥)𝑑𝑥√︀
1− (𝑥/ℎ)2

⎤⎦ ≤ ‖𝑎(𝑥)‖𝐶

⃦⃦⃦⃦
𝜀𝑁(𝑥)

𝑎(𝑥)

⃦⃦⃦⃦
𝐿2
𝑝

≤

≤
√
2 ‖𝑎(𝑥)‖𝐶

⃦⃦⃦⃦
𝜀𝑁(𝑥)

𝑎(𝑥)

⃦⃦⃦⃦
𝐶

. (18)

Отже, iз (15) i (17)–(18) отримаємо нерiвностi (11) i (12).
Теорема 1 доведена.

Зауваження 1. Слiд зазначити, що з нерiвностей (11) i (12) випливає
той факт, що наближення 𝑦𝑛(𝑥) розв’язку 𝑦(𝑥) близьке до найкращого 𝐸𝑛(𝑦)
в 𝐶[−ℎ;ℎ] i 𝐿2

𝑝[−ℎ;ℎ].
Результати обчислювального експерименту. Для реалiзацiї запропонова-

ного алгоритму була обрана наступна задача Кошi для рiвняння Абеля.
Для рiвняння

𝑥𝑦′ (𝑥) = 𝑥3𝑦3 + (𝑥− 1)𝑦, 𝑥 ∈ [1; 6/5], (19)

задана початкова умова
𝑦 (1) = 1. (20)

Точним розв’язком задачi (19)–(20) буде

𝑦𝑥√︀
𝑦2𝑥2 + 1

=
1√
2 exp

· exp(𝑥).

Наближений розв’язок на [1; 6/5] будемо шукати у виглядi полiнома

𝑦1(𝑥) = 𝑐0 + 𝑐1 · 𝑥.

Вiдповiдно до загальної схеми алгоритму маємо:
Наближене iнтегро-функцiональне рiвняння (3)

𝑥𝑦1(𝑥) = 1 +

𝑥∫︁
1

[︀(︀
1 + (𝑡− 1) + 𝑡3𝑦1

2(𝑡)
)︀
𝑦1(𝑡)

]︀
𝑑𝑡− 𝜀𝑁(𝑥), (21)

𝑁 = 6, 𝑛+𝑁 = 7.
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Многочлен-нев’язка 𝜀𝑁(𝑥) має вид:

𝜀𝑁(𝑥) = 𝜏2𝑇2(10𝑥− 11) + 𝜏3𝑇3(10𝑥− 11) + 𝜏4𝑇4(10𝑥− 11)+

+𝜏5𝑇5(10𝑥− 11) + 𝜏6𝑇6(10𝑥− 11) + 𝜏7𝑇7(10𝑥− 11),

де многочлени Чебишова змiстили на вiдрiзок [1; 6/5].
Прирiвнюючи коефiцiєнти при однакових степенях 𝑥, отримаємо систему

нелiнiйних рiвнянь вiдносно невiдомих 𝑐0, 𝑐1, 𝜏2, 𝜏3, 𝜏4, 𝜏5, 𝜏6, 𝜏7.
Для знаходження вiдповiдних параметрiв можна запропонувати iтерацiйнi

схеми розв’язання рiвняння (21), в основу яких покладено метод простої iте-
рацiї та схеми iз роботи Орлiца [9] для 𝜏 -методу розв’язування на нелiнiйних
диференцiальних рiвняннях типу Рiккатi.

В результатi маємо (див. [10]):

𝑐0 ≈ −1.332, 𝑐1 ≈ 2.291, 𝜏2 ≈ 0.0467, 𝜏3 ≈ 0.0057,

𝜏4 ≈ 0.00036, 𝜏5 ≈ 0.000014, 𝜏6 ≈ 3.0405 · 10−7, 𝜏7 ≈ 2.6838 · 10−9.

Звiдси
𝑦1(𝑥) = −1.332297291 + 2.290918678𝑥,

— наближений розв’язок задачi (19)–(20), а параметри 𝜏𝑖 (𝑖 = 2, 7) визначають
нев’язку 𝜀𝑁(𝑥).

На рисунку (1) суцiльною лiнiєю позначено точний розв’язок задачi, пун-
ктирною лiнiєю позначено наближений розв’язок.

Рис. 1. Точний та наближений розв’язки задачi.
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3. Висновки. У роботi сконструйовано та теоретично обґрунтовано алго-
ритм для побудови полiномiального наближення розв’язку задачi Кошi для ди-
ференцiального рiвняння Абеля на основi апроксимацiйного метода В. К. Дзя-
дика.

Сформульовано i доведено теорему про оцiнки похибок вiдповiдної задачi на
основi запропонованого алгоритму, яка показує оптимальнiстi в сенсi найкра-
щого полiномiального наближення в рiвномiрнiй та квадратичнiй метриках.

Проведено обчислювальний експеримент на тестовiй задачi, результати яко-
го добре iлюструють ефективнiсть та доцiльнiсть розв’язування задачi Кошi
для рiвняння Абеля наведеним алгоритмом. Зазначимо також, що вже при ма-
лих степенях многочлена алгоритм дає достатньо високу точнiсть для набли-
ження розв’язку задачi.
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Bozhonok K. V. Algorithm for the Polynomial Approximation of the Abel's Dif-
ferential Equation Solutions.

The problems of construction and theoretical substantiation of numerical-analytical
algorithms for polynomial approximation of the Cauchy problem solutions for Abel’s dif-
ferential equation are considered. The algorithm is based on the Dzyadyk’s approximation
method for the solution of differential and integral equations, the main idea of which is to
construct such an approximate solution that would satisfy the Chebyshov’s approximation
theorem on the characterization of the best approximation polynomial as accurately as
possible. In the paper the 𝑎-method is generalized to equations with nonlinearities in the
form of polynomials. The theorem on the deviation of the approximate solution from the
exact solution of the given Cauchy problem for uniform and quadratic metrics is proved,
the estimations of errors are obtained. The algorithm was tested on a test task. The
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computational experiment illustrates the high efficiency of the proposed algorithm and
theoretical results.

Keywords: Polynomial approximation, the best approximation, algebraic-nonlinear equa-
tions, Abel’s differential equation, optimal algorithms.
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СТОЯЧI ХВИЛI В ДВОШАРОВIЙ ОБМЕЖЕНIЙ РIДИНI

В статтi розглядається дослiдження стоячих внутрiшнiх хвиль у двошаровiй гi-
дродинамiчнiй рiдиннiй системi з обмеженими товщинами шарiв. Проблема поста-
новки задачi сформульована у безрозмiрному виглядi. Для лiнiйної задачi отримано
розв’язки для вiдхилення поверхнi контакту двох шарiв як для двовимiрної, так i для
тривимiрної моделi задачi. Показано, що граничнi умови на бокових стiнках рiдини
обмежують значення хвильових чисел до певного дискретного набору. Для опису ча-
стоти стоячої внутрiшньої хвилi була розроблена формула, яка залежить вiд фiзичних
параметрiв системи та кiлькостi вузлiв. Ця формула дозволяє визначити частоту хвилi
для заданої конфiгурацiї системи. Графiчно були зображенi можливi форми стоячих
хвиль, якi мiстять декiлька нерухомих точок на поверхнi контакту шарiв. Цi форми
вiдображають стоячi хвилi з рiзною кiлькiстю вузлiв та вузлових лiнiй, що демонстру-
ють рiзноманiтнi коливальнi структури, якi можуть виникати у системi. Дослiдження
надає розширене розумiння поведiнки стоячих внутрiшнiх хвиль у двошаровiй гiдро-
динамiчнiй системi з кiнцевими товщинами шарiв, що може мати важливi застосуван-
ня у вивченнi гiдродинамiки морських систем та iнших стратифiкованих середовищах.

Ключовi слова: двошарова рiдина, стоячi внутрiшнi хвилi, вузли i пучностi, вузловi
лiнiї.

1. Вступ. Системи з шаруватою структурою займають особливий клас об’єктiв
та процесiв. Дослiдження внутрiшнiх хвиль у таких системах займає великий
теоретичний та прикладний iнтерес i слугує областю дослiджень багатьох вче-
них. Тому потрiбен точний аналiтичний метод для опису руху поверхнi роздiлу
двох рiдин з рiзною густиною для розрахунку параметрiв стоячих хвиль. Дослi-
дження та аналiз фiзичних характеристик внутрiшнiх хвиль також є актуаль-
ними пiд час розробки вiдповiдних технологiй та пристроїв, що застосовують
енергiю внутрiшнiх хвиль для генерацiї електричного струму. В статтi будемо
розглядати двовимiрну та тривимiрну модель задачi про поширення хвильових
пакетiв уздовж поверхнi контакту двох обмежених рiдких шарiв.

2. Аналiз лiтературних даних та постановка проблеми. З початку
XIX столiття були встановленi основнi принципи теорiї хвиль, включаючи те-
орiю нелiнiйних хвиль, якi в основному застосовуються для розв’язання задач
газо та гiдродинамiки. Спостереження та експерименти пiдтверджують основнi
результати дослiджень поширення хвиль у двошарових гiдродинамiчних систе-
мах в багатьох дослiдженнях.

В роботах, якi були опублiкованi в останнiй час та пов’язанi з дослiдженням
стоячих хвиль в рiдких систем, можна видiлити наступнi.

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2023, том 42, № 1 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)



36 Ю. В. ГУРТОВИЙ, В. I. ЄЛЬКIН

У роботi [1] було описано експерименти та розробленi для експериментальнi
висновки про стоячi хвилi. Близьке наближення до вiльних коливань створю-
валося в резервуарi генераторами хвиль. Вони працювали з малою амплiтудою
та на частотах, для яких за рахунок резонансу вiдбувалося велике посилення.
Амплiтудно-частотна крива при цьому складається з двох гiлок, якi не пере-
тинаються, що може бути пояснено теоретично. Передбачення, зроблене Пеннi
та Прайсом, полягало в тому, що хвилi будуть нестiйкими, коли висота гребе-
нiв стоячих хвиль досягає приблизно 0.15 довжини хвилi. Було знайденi умови
експерименту, необхiднi для отримання похилого гребеня. Був виявлений збiг
з розрахунковою формою профiлю найвищої хвилi, що мала кут дуже близь-
кий до 90∘. Було виявлено, що передбачена нестiйкiсть для двовимiрних хвиль
починається у той момент, коли гребiнь стає гострим.

У роботi [2] стабiльний i точний чисельний метод для розрахунку руху iн-
терфейсiв мiж двома рiдинами використовується для розрахунку двовимiрних
стоячих хвиль на водi. Загальний метод, який обчислює довiльне вiдхилення
залежить вiд руху iнтерфейсу. Визначено дуже крутi стоячi хвилi. Як визна-
чальний параметр використовується пiкове прискорення гребеня, а не крутiсть
хвилi. Виявлено, що крутiсть хвилi має максимальне значення, менше нiж екс-
тремальна хвиля. Дослiджено стiйкiсть стоячих хвиль та розраховано iнкремен-
ти нестiйких мод. Встановлено, що всi стоячi хвилi, крiм дуже крутих, загалом
стiйкi до гармонiйних збурень. Однак стоячi хвилi, як правило, нестiйкi до су-
бгармонiйних збурень через нестiйкiсть бокового типу.

У дослiдженнi [3] розраховано просторово та тимчасово перiодичнi стоячi
хвилi. Використовуючи метод спектрального граничного iнтегралу у поєднаннi
з iтерацiями Ньютона. Новi точнi результати поблизу граничної форми гра-
вiтацiйних хвиль отриманi з використанням нерiвномiрного розподiлу вузлiв.
Показано, що при найбiльшiй розрахунковiй кривизнi кут гребеня менший за
90∘. Коли враховується невеликий поверхневий натяг, форма гребеня значно
змiнюється. Експерименти з хвилями Фарадея у прямокутному контейнерi з
великим подовженням узгоджуються з розрахунками. Це вперше, коли такi ви-
соко амплiтуднi перiодичнi хвилi спостерiгалися у лабораторних умовах.

У роботi [4] дослiджено граничну поведiнку стоячих хвиль великої амплi-
туди на глибокiй водi. Було використане чисельне моделювання високої роз-
дiльної здатностi з подвiйною точнiстю. У той час як бiжучi перiодичнi хвилi,
наближаються до екстремальної хвилi Стокса з гострим гребенем, виявилось,
що стоячi хвилi змiнюють свою поведiнку. Замiсть того, щоб загострюватися до
кута або виступу, як передбачалося ранiше, на вершинi гребеня розвиваються
рiзнi коливальнi структури. Це призводить до того, що бiфуркацiйна крива, яка
параметризує цi хвилi, розпадається на гiлки, що не перетинаються. У багатьох
випадках вертикальний струмiнь рiдини штовхає цi структури вгору, що при-
зводить до хвильових профiлiв, якi зазвичай спостерiгаються в експериментах
з хвильовим резервуаром.

У роботi [5] наведенi явища вiдбивання та передачi водних хвиль через хви-
леподiбне проникне дно в двошаровiй рiдиннiй системi з використанням двови-
мiрної лiнеаризованої теорiї. Дослiджено вплив поверхневого натягу на вiльну
поверхню включено в цю роботу. Показано залежнiсть коефiцiєнтiв вiдбиття i
пропускання, отриманих в термiнах iнтегралiв, вiд функцiї форми хвилеподi-
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бного дна.
У дослiдженнi [6] розглядалась двошарова система покрита кригою. Проана-

лiзоване явище вiдбиття i передачi водяних хвиль у нiй. Дно нижнього шару є
хвилеподiбним i проникним, а верхнiй шар покритий крижаним листом. Коефi-
цiєнти вiдображення i передачi першого порядку визначаються за допомогою
регулярного аналiзу збурень та методу перетворень.

У роботi [7] дослiджується новий адаптивний пристрiй генерацiї енергiї водя-
ної хвилi. Цей пристрiй належить мiкро-генератору енергiї. Низько швидкiсна
енергiя та енергiя моменту обертання можна перетворити в електричну енергiю,
що може бути використана для зарядки лiтiєвого акумулятора, за допомогою
верхнiх та нижнiх груп лопатей поглинача.

У статтi [8] продемонстровано дiелектричний еластомiрний генератор, який
може трансформувати енергiю коливань, перенесену водними хвилями в еле-
ктрику. Для побудови прототипу генератора використано полiакрилату плiвку,
а експерименти проводились у штучному басейнi. За допомогою цього можна
генерувати запрограмованi дрiбно масштабнi хвилi на рiзних частотах i амплi-
тудах. Результати вихiдної потужностi продемонстрували велику ефективнiсть
хвильових перетворювачiв енергiї на основi пружних ємнiсних генераторiв.

Таким чином, дослiдженню стоячих хвиль у рiзноманiтних гiдродинамiчних
системах присвяченi численнi науковi працi сучасних вчених, якi мають як те-
оретичний так i експериментальний характер.

3. Мета та завдання. Метою даного дослiдження є поширення внутрiшнiх
стоячих хвиль у двошаровiй рiдинi що має скiнченну товщину.

Для досягнення мети поставленi наступнi завдання:
– виконати математичну постановку задачi у двовимiрному виглядi;
– виконати математичну постановку задачi у тривимiрному виглядi;
– лiнеаризувати початкову задачу та знайти розв’язки лiнiйної задачi;
– зробити аналiз отриманих розв’язкiв.
4. Постановка задачi для двовимiрного випадку. Дослiджується за-

дача поширення хвильових пакетiв кiнцевої амплiтуди на поверхнi контакту
рiдких шарiв.

Ω1 = {(𝑥, 𝑧) , 0 < 𝑥 < 𝑙, −ℎ1 < 𝑧 < 0} з густиною 𝜌1 верхнього рiдкого шару
та

Ω2 = {(𝑥, 𝑧) , 0 < 𝑥 < 𝑙, 0 < 𝑧 < ℎ2} з густиною 𝜌2 нижнього рiдкого шару
(рис. 1).

У безрозмiрному виглядi постановка задачi визначається системою дифе-
ренцiальних рiвнянь в частинних похiдних, яка мiстить рiвняння Лапласа для
потенцiалiв швидкостей в шарах Ω1 i Ω2.

𝜕2𝜙𝑗

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝜙𝑗

𝜕𝑧2
= 0; 𝑗 = 1, 2, (1)

кiнематичнi умови на поверхнi

𝜕𝜂

𝜕𝑡
− 𝜕𝜙𝑗

𝜕𝑧
= −𝛼𝜕𝜂

𝜕𝑥

𝜕𝜙𝑗

𝜕𝑥
, при 𝑧 = 𝜂(𝑥, 𝑡), (2)

динамiчну умову на поверхнi контакту
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Рис. 1. Двошарова обмежена рiдина.
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при 𝑧 = 𝜂(𝑥, 𝑡), граничнi умови на бокових стiнках{︃
𝜙1

𝜕𝑥
= 0,

𝜙2

𝜕𝑥
= 0,

при 𝑥 = 0,

{︃
𝜙1

𝜕𝑥
= 0,

𝜙2

𝜕𝑥
= 0,

при 𝑥 = 𝑙, (4)

граничнi умови на днi та кришцi

𝜕𝜙1

𝜕𝑧
= 0, при 𝑧 = −ℎ1

𝜕𝜙2

𝜕𝑧
= 0, при 𝑧 = −ℎ2. (5)

Швидкостi у Ω𝑗 вираженi через градiєнт потенцiалу 𝜙𝑗, 𝑗 = 1, 2. Шари роз-
дiленi поверхнею контакту 𝑧 = 𝜂 (𝑥, 𝑡). Враховується сила поверхневого натягу,
де 𝑇 — коефiцiєнт поверхневого натягу. Сила тяжiння напрямлена перпенди-
кулярно до поверхнi розподiлу у вiд’ємному 𝑧-напрямку. Рiдини вважаються
нестисливими, тобто 𝜌 = 𝜌1

𝜌2
— вiдношення густин верхнього та нижнього рiд-

ких шарiв залишається сталою.
5. Тривимiрна модель задачi. Стоячi хвилi розглядаємо у басейнi у

виглядi прямокутного паралелепiпеда що мiстить два рiдких шари:
Ω1 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧), 0 < 𝑥 < 𝐿1, 0 < 𝑦 < 𝐿2−ℎ1 < 𝑧 < 0} з густиною 𝜌1 верхнього

рiдкого шару;
Ω2 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧), 0 < 𝑥 < 𝐿1, 0 < 𝑦 < 𝐿2, 0 < 𝑧 < ℎ2} з густиною 𝜌2 нижнього

рiдкого шару.
Швидкостi у Ω𝑗 вираженi через градiєнт потенцiалу 𝜙𝑗, 𝑗 = 1, 2. Шари

роздiленi поверхнею контакту 𝑧 = 𝜂(𝑥, 𝑦, 𝑡) (рис. 2).
Математична постановка задачi про коливання внутрiшнiх стоячих хвиль з

товщинами ℎ1 та ℎ2 має вигляд:

∇2𝜙1 ≡
𝜕2𝜙1

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝜙1

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝜙1

𝜕𝑧2
= 0, (6)
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Рис. 2. Тривимiрна модель обмеженої двошарової рiдини.

∇2𝜙2 ≡
𝜕2𝜙2

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝜙2

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝜙2

𝜕𝑧2
= 0, (7)

кiнематичнi умови

𝜕𝜙1

𝜕𝑥

𝜕𝜂

𝜕𝑥
+
𝜕𝜙1

𝜕𝑦

𝜕𝜂

𝜕𝑦
+
𝜕𝜙1

𝜕𝑧
+
𝜕𝜂

𝜕𝑡
= 0, при 𝑧 = 𝜂(𝑥, 𝑦, 𝑡), (8)

𝜕𝜙2

𝜕𝑥

𝜕𝜂

𝜕𝑥
+
𝜕𝜙2

𝜕𝑦

𝜕𝜂

𝜕𝑦
+
𝜕𝜙2

𝜕𝑧
+
𝜕𝜂

𝜕𝑡
= 0, при 𝑧 = 𝜂(𝑥, 𝑦, 𝑡), (9)

динамiчна умова

𝑔(1− 𝜌1
𝜌2

)𝜂 +
𝜕𝜙1

𝜕𝑡
− 𝜌2
𝜌1

𝜕𝜙2

𝜕𝑡
+ 0,5(

→
∇𝜙1)

2 − 0,5(
→
∇𝜙2)

2−

− 𝑇

𝜌1

[︃
1 +

(︂
𝜕𝜂

𝜕𝑥

)︂2

+

(︂
𝜕𝜂

𝜕𝑦

)︂2
]︃−3

2 (︂
𝜕2𝜂

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝜂

𝜕𝑦2

)︂
= 0, при 𝑧 = 𝜂(𝑥, 𝑦, 𝑡), (10)

граничнi умови на бокових стiнках{︃
𝜕𝜙1

𝑥
= 0,

𝜕𝜙2

𝜕𝑥
= 0,

𝑥 = 0,

{︃
𝜕𝜙1

𝑥
= 0,

𝜕𝜙2

𝜕𝑥
= 0,

при 𝑥 = 𝐿1,{︃
𝜕𝜙1

𝑦
= 0,

𝜕𝜙2

𝜕𝑦
= 0,

𝑦 = 0,

{︃
𝜕𝜙1

𝑦
= 0,

𝜕𝜙2

𝜕𝑦
= 0,

при 𝑦 = 𝐿2.

(11)

граничнi умови на днi та кришцi

𝜕𝜙1

𝜕𝑧
= 0, при 𝑧 = −ℎ1,

𝜕𝜙2

𝜕𝑧
= 0, при 𝑧 = ℎ2. (12)

6. Розв’язки для двовимiрної моделi. Якщо амплiтуда хвиль буде наба-
гато меншою за характерну довжину хвилi, то коефiцiєнт нелiнiйностi 𝛼 можна
вважати рiвним нулю, причому система (1–5) стає лiнiйною.
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Розв’язок такої задачi будемо шукати у виглядi стоячих хвиль:

𝜂 = 𝐴 cos(𝑘𝑥) sin(𝜔𝑡). (13)

Пiдстановка (13) в рiвняння (1–2, 5) дає значення потенцiалiв швидкостей
нижнього i верхнього шарiв у виглядi:

𝜙1 = 𝜔𝑘−1𝐴 cos(𝑘𝑥) sin(𝜔𝑡)
ch(𝑘(ℎ1 + 𝑧))

sh(𝑘ℎ1)
, (14)

𝜙2 = 𝜔𝑘−1𝐴 cos(𝑘𝑥) sin(𝜔𝑡)
ch(𝑘(ℎ2 − 𝑧))

sh(𝑘ℎ2)
. (15)

Пiдставляючи розв’язки (13–15) в рiвняння (3), отримуємо дисперсiйне рiв-
няння

𝜔2 =
(1− 𝜌+ 𝑇𝑘2)𝑘

cth(𝑘ℎ1) + 𝜌 cth(𝑘ℎ2)
. (16)

Можна зазначити, що дисперсiйне спiввiдношення має такий самий вигляд
як у випадку прогресивних хвиль.

Перевiрка граничних умов на бокових стiнках басейну (5) накладає обмеже-
ння на хвильове число стоячих хвиль:

𝑘 =
𝜋𝑛

𝐿
, 𝑛 = {1, 2, 3, . . .} , (17)

Тут натуральне число 𝑛 показує кiлькiсть вузлiв для кожної стоячої хвилi.
Пiдстановка (17) в (16) дає дискретний ряд частот, з якими коливається хвиля,
що має 𝑛 вузлiв:

𝜔𝑛 =

√︃ (︀
1− 𝜌+ 𝜋2𝑛2𝑇

𝐿2

)︀
𝐿

coth 𝜋𝑛ℎ1

𝐿
+ 𝜌 coth 𝜋𝑛ℎ2

𝐿

. (18)

Враховуючи дисперсiйне спiввiдношення (18) можна зробити висновок, що
частоти коливання стоячих хвиль належать до-дискретного спектру i можуть
набувати лише певних значень. Дисперсiйна дiаграма являє собою не неперерв-
ну криву, а набiр точок вздовж деякої кривої (рис. 3).

На рис. 4 зображено стоячi хвилi для таких параметрiв двошарової системи
ℎ1 = ℎ2 = 1, 𝐿 = 2, 𝐴 = 0.3, 𝜌 = 0.9, 𝑛 ∈ {1, 2, 3}.

Кожна стояча хвиля має вузли — точки поверхнi контакту, якi залишаю-
ться нерухомими пiд час коливання стоячої хвилi. На рисунку 4 на них вказує
штрихова лiнiя. Також є так званi пучностi — точки контакту двох шарiв, якi
коливаються з максимальною амплiтудою. Всi точки межi роздiлу двох шарiв
коливаються з однаковою частотою, але з рiзними амплiтудами. Якщо реалiзо-
вана стояча хвиля з одним вузлом, то це буде середня точка поверхнi контакту,
а максимальна амплiтуда коливань буде бiля бокових стiнок басейну. Частота
коливань такої хвилi 𝜔 = 0.41 визначається фiзичними параметрами двошаро-
вої рiдини i є найменшою серед усiх можливих значень. Стояча хвиля з двома
вузлами коливається з частотою 𝜔 = 0.99, яка бiльша нiж вдвiчi за частоту
хвилi з одним вузлом. Внутрiшня стояча хвиля з трьома вузлами має часто-
ту 𝜔 = 1.73. На практицi може реалiзовуватись накладання стоячих хвиль з
рiзною кiлькiстю вузлiв.
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Рис. 3. Дискретна дисперсiйна крива для стоячих хвиль.

Рис. 4. Стоячi хвилi з рiзною кiлькiстю вузлiв.

7. Лiнiйна тривимiрна задача. Розв’язок для тривимiрної задачi одер-
жуємо у виглядi стоячих хвиль:

𝜂 = 𝐴 cos(𝑘1𝑥) cos(𝑘2𝑦) sin(𝜔𝑡). (19)

Пiдстановка (19) в рiвняння (1–2, 5) дає значення потенцiалiв швидкостей
нижнього i верхнього шарiв у виглядi:

𝜙1 = 𝜔𝑘−1𝐴 cos(𝑘1𝑥) cos(𝑘2𝑦) cos(𝜔𝑡)

(︂
ch(𝑘(ℎ1 + 𝑧))

sh(𝑘ℎ1)

)︂
, (20)

𝜙2 = 𝜔𝑘−1𝐴 cos(𝑘1𝑥) cos(𝑘2𝑦) cos(𝜔𝑡)

(︂
ch(𝑘(ℎ2 − 𝑧))

sh(𝑘ℎ2)

)︂
. (21)
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де 𝑘2 = 𝑘21+𝑘
2
1. Перевiрка граничних умов на бокових стiнках басейну накладає

обмеження на числа 𝑘1, 𝑘2:

𝑘1 =
𝜋𝑛1

𝐿1

, 𝑘2 =
𝜋𝑛2

𝐿2

, 𝑛1, 𝑛2, ∈ {1, 2, 3, . . .}. (22)

Отже, хвильове число має вигляд 𝑘 = 𝜋
√︁

𝑛2
1

𝐿2
1
+

𝑛2
2

𝐿2
2
. Пiдставляючи розв’язки

(19–21) в останнє з рiвнянь отримуємо те саме дисперсiйне рiвняння, що i в
двовимiрному випадку

𝜔2 =
(1− 𝜌+ 𝑇𝑘2)𝑘

cth(𝑘ℎ1) + 𝜌 cth(𝑘ℎ2)
. (23)

Покажемо, якi розв’язки вiдповiдають рiзним значенням чисел 𝑛1 i 𝑛2. У
випадку тривимiрної задачi ми отримуємо вже вузловi лiнiї, якi визначаються
спiввiдношенням 𝜂(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 0. Тобто, це тi точки межi роздiлу двох рiдких
шарiв, що залишаються нерухомими. На поданих нижче рисунках зображено
вузловi лiнiї (лiвий рисунок) та вiдхилення iнтерфейсу двох рiдких шарiв (пра-
вий рисунок) для басейну у виглядi куба зi стороною рiвною 2 (рис. 5–8).

Рис. 5. Вузловi лiнiї 𝑥 = 1, 𝑦 = 1, та вiдхилення iнтерфейсу для параметрiв
𝑛1 = 1, 𝑛2 = 1.

Рис. 6. Вузловi лiнiї 𝑥 = 2
3
, 𝑥 = 4

3
, та вiдхилення iнтерфейсу для параметрiв

𝑦 = 1, 𝑛1 = 2, 𝑛2 = 1.
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Рис. 7. Вузловi лiнiї 𝑥 = 1, 𝑦 = 2
3
, 𝑦 = 4

3
, та вiдхилення iнтерфейсу для

параметрiв 𝑛1 = 1, 𝑛2 = 2.

Рис. 8. Вузловi лiнiї 𝑥 = 2
3
, 𝑥 = 4

3
, 𝑦 = 2

3
, 𝑦 = 4

3
, та вiдхилення iнтерфейсу для

параметрiв 𝑛1 = 2, 𝑛2 = 2.

Реальна стояча хвиля буде суперпозицiєю хвиль, якi вiдповiдають рiзним
значенням параметрiв 𝑛1 i 𝑛2. Причому вузловi лiнiї можуть мати форму рiзно-
манiтних плоских кривих. Форма кривої буде визначатися амплiтудами стоячих
хвиль, що входять в суперпозицiю.

8. Результати дослiдження двовимiрної та тривимiрної моделi зада-
чi. При дослiдженi двовимiрної моделi всi точки крiм вузлiв межi роздiлу двох
шарiв коливаються з однаковою частотою, але з рiзними амплiтудами. Якщо
реалiзована стояча хвиля з одним вузлом, то це буде середня точка поверх-
нi контакту, а максимальна амплiтуда коливань буде вiдбуватись бiля бокових
стiнок басейну. Частота коливань такої хвилi 𝜔 = 0.41 визначається фiзичними
параметрами двошарової рiдини i є найменшою серед усiх можливих стоячих
хвиль. У випадку двох трьох i бiльше вузлiв частота коливань стоячої хвилi
збiльшується за дискретним законом згiдно дисперсiйного спiввiдношення.

Тривимiрна задача для двошарового басейну i виглядi прямокутного пара-
лелепiпеда дає елементарнi розв’язки, якi являють собою стоячi хвилi у виглядi
поверхнi, точки якої коливаються вертикально вздовж вiсi 𝑧. Вузловi лiнiї для
цього випадку є вертикальними i горизонтальними лiнiями, якi залишаються
нерухомими.

9. Висновки. Отже, у данiй статтi було дослiджено проблему знаходжен-
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ня параметрiв внутрiшнiх стоячих хвиль у обмеженiй гiдродинамiчнiй системi
«шар – шар». Постановка задача була здiйснена для iдеальних рiдин та мiстить
рiвняння Лапласа, кiнематичнi то динамiчнi умови рiвноваги, а також грани-
чнi умови на днi i кришцi та бокових стiнках. Розв’язки задачi були отриманi
для довгих хвиль, тобто коли амплiтуда значно менша за довжину хвилi. Це
припущення дозволило лiнеаризувати побудовану математичну модель та отри-
мати розв’язки, якi повнiстю описують можливi стоячi хвилi у таких системах.
Показано, що дисперсiйне спiввiдношення для внутрiшнiх стоячих хвиль має
характер дискретної кривої, яка складається з окремих точок. Побудовано вiд-
хилення поверхнi контакту у випадку двовимiрної моделi для рiзної кiлькостi
вузлiв та у випадку тривимiрної моделi для рiзної кiлькостi вузлових лiнiй .
Дана задача може бути корисна для моделювання стоячих хвиль в обмежених
рiдких середовищах, а також може використовуватись для постановки експе-
риментiв для довгих хвиль у двошаровому басейнi.
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Hurtovyi Yu. V., Yelkin V. I. Standing waves in a two-layer limided liquid.

The article discusses the study of standing internal waves in a two-layer hydrodynamic
fluid system with limited layer thicknesses. The problem formulation is presented in a di-
mensionless form. For the linear problem, solutions for the interface displacement between
the two layers are obtained for both two-dimensional and three-dimensional models. It is
shown that the boundary conditions on the lateral walls of the fluid restrict the values of
wave numbers to a discrete set. A formula was developed to describe the frequency of the
standing internal wave, which depends on the physical parameters of the system and the
number of nodes. This formula allows for determining the wave frequency for a given sys-
tem configuration. Possible forms of standing waves containing multiple stationary points
on the interface surface were depicted graphically. These forms represent standing waves
with different numbers of nodes and demonstrate various oscillatory structures that can
occur in the system. The research provides an enhanced understanding of the behavior of
standing internal waves in a two-layer hydrodynamic system with finite layer thicknesses,
which may have important applications in studying the hydrodynamics of marine systems
and other density-stratified environments.

Keywords: two-layer liquid, standing internal waves, nodes and antinodes, nodal lines.
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ТОЧНIСТЬ НАБЛИЖЕННЯ В ЦЕНТРАЛЬНIЙ ГРАНИЧНIЙ
ТЕОРЕМI В ТЕРМIНАХ ЗРIЗАНИХ ПСЕВДОМОМЕНТIВ

Оцiнки Золотарьова в центральнiй граничнiй теоремi узагальнюються для послi-
довностi серiй випадкових величин в термiнах усереднених псевдомоментiв. У роботi
[1] одержано узагальнення нерiвностi Беррi-Ессеена iз використанням рiзного вогляду
псевдомоментiв. Завдяки роботi [1] псевдомоменти набули широкого застосування у
граничних теорремах. У роботi [2] розглядаються умови, при виконаннi яких швид-
кiсть збiжностi буде вищою, нiж у нерiвностi Беррi-Ессеена. Псевдомоменти знайшли
застосування до оцiнки швидкостi збiжностi цiн опцiонiв [3]. У роботах [4] i [5] роз-
глядаються рiзнi пiдходи до узагальнення результатiв iз [1] для рiзнорозподiлених
випадкових величин. У данiй роботi ми узагальнюємо результати [1] на послiдовнiсть
серiй незалежних в кожнiй серiї рiзнорозподiлених випадкових величин, при цьому
узагальнюються результати робiт [4] i [5].

Ключовi слова: центральна гранична теорема, швидкiсть збiжностi, псевдомомент.

1. Вступ. Застосування псевдомоментiв до дослiдження швидкостi збiжностi у
граничних теоремах дозволяє вивчати поведiнку законiв розподiлу випадкових
величин рiзної природи: як однаково, так i рiзно розподiлених. У данiй роботi
розглядається послiдовнiсть серiй випадкових величин, що є рiзно розподiле-
ними i в кожнiй серiї незалежними. Для оцiнки швидкостi збiжностi розподiлу
їх сум до нормального використано псевдомоменти так званого урiзаного ви-
ду, перевага яких у тому, що вони краще враховують близькiсть розподiлiв до
граничного в околi нуля.

2. Основний результат. Розглянемо послiдовнiсть серiй 𝜉𝑛1 , . . . 𝜉𝑛𝑛 не-
залежних в кожнiй серiї випадкових величин з математичними сподiваннями
𝑀𝜉𝑛𝑖

= 0, дисперсiями 𝐷𝜉𝑛1 = 𝜎2
𝑛1
, 𝜎𝑛𝑖

> 0,
∑︀𝑛

𝑖=1 𝜎
2
𝑛𝑖

= 1, 𝜎̄𝑛 = max𝜎𝑛1 , . . . , 𝜎𝑛𝑛 .
Розглянемо послiдовнiсть серiй 𝜉𝑛1, . . . , 𝜉𝑛𝑛 незалежних в кожнiй серiї випадко-
вих величин з математичними сподiваннями 𝑀𝜉𝑛𝑖 = 0, дисперсiями 𝐷𝜉𝑛𝑖 = 𝜎2

𝑛𝑖,
𝜎𝑛𝑖 > 0,

∑︀𝑛
𝑖=1 𝜎

2
𝑛𝑖 = 1, 𝜎̄𝑛 = max{𝜎𝑛1, . . . , 𝜎𝑛𝑛}. Позначимо: 𝐹𝑛𝑖(𝑥) — функцiя

розподiлу 𝜉𝑛𝑖, 𝑓𝑛𝑖(𝑡) — характеристична функцiя 𝜉𝑛𝑖, 𝑆𝑛 = 𝜉𝑛1 + . . .+ 𝜉𝑛𝑛, Φ𝑛(𝑥)
— функцiя розподiлу 𝑆𝑛; Φ(𝑥) — функцiя розподiлу стандартного нормального

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2023, том 42, № 1 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)



48 М. М. КАПУСТЕЙ, П. В. СЛЮСАРЧУК, Т. В. БОЯРИЩЕВА

закону, 𝜌𝑛 = sup𝑥 |Φ𝑛(𝑥)−Φ(𝑥)|. Для довiльного 𝑦 > 0 визначимо псевдомоменти
вигляду

𝜈
(1)
𝑛𝑘 (𝑦) =

∫︁
|𝑥|≤𝑦

max(1, |𝑥|3)|𝑑(𝐹𝑛𝑘(𝑥𝜎𝑛𝑘 − Φ(𝑥))|,

𝜈
(2)
𝑛𝑘 (𝑦) =

∫︁
|𝑥|>𝑦

max(1, 𝑥2)|𝑑(𝐹𝑛𝑘(𝑥𝜎𝑛𝑘)− Φ(𝑥))|,

𝜈(1)𝑛 (𝑦) = 𝜎̄2
𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜈
(1)
𝑛𝑘 (𝑦), 𝜈

(2)
𝑛 (𝑦) = 𝜎̄2

𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜈
(2)
𝑛𝑘 (𝑦).

Теорема 1. Нехай 𝜎̄2
𝑛 ≤ 3

4
при 𝑛 ≥ 2. Тодi iснує стала 𝐶, що для всiх 𝑛 ≥ 1

𝜌𝑛 ≤ 𝐶 inf
𝑦>0

(𝜎̄𝑛𝜈
(1)
𝑛 (𝑦) + 𝜈(2)𝑛 (𝑦)).

Доведення. При доведеннi будемо використовувати наступнi нерiвностi, що
справедливi для всiх 𝑡 ∈ 𝑅. Враховуючи, що 𝑀𝜉𝑛𝑘 = 0, 𝐷𝜉𝑛𝑘 = 𝜎2

𝑛𝑘,

𝜔𝑛𝑘(𝑡) =

⃒⃒⃒⃒
𝑓𝑛𝑘(𝑡)− 𝑒−

𝑡2𝜎2
𝑛𝑘
2

⃒⃒⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
+∞∫︁

−∞

𝑒𝑖𝑡𝑥𝑑

(︂
𝐹𝑛𝑘(𝑥)− Φ

(︂
𝑥

𝜎𝑛𝑘

)︂)︂⃒⃒⃒⃒⃒⃒ =
=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
+∞∫︁

−∞

𝑒𝑖𝑡𝑥𝜎𝑛𝑘𝑑(𝐹𝑛𝑘(𝑥𝜎𝑛𝑘)− Φ(𝑥))

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ =

=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
+∞∫︁

−∞

(︂
𝑒𝑖𝑡𝑥𝜎𝑛𝑘 − 1− 𝑖𝑡𝑥𝜎𝑛𝑘 −

(𝑖𝑡𝑥𝜎𝑛𝑘)
2

2

)︂
𝑑(𝐹𝑛𝑘(𝑥𝜎𝑛𝑘)− Φ(𝑥))

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤

≤
∫︁

|𝑥|≤𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑒𝑖𝑡𝑥𝜎𝑛𝑘 − 1− 𝑖𝑡𝑥𝜎𝑛𝑘 −

(𝑖𝑡𝑥𝜎𝑛𝑘)
2

2

⃒⃒⃒⃒
|𝑑(𝐹𝑛𝑘(𝑥𝜎𝑛𝑘)− Φ(𝑥))|+

+

∫︁
|𝑥|>𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑒𝑖𝑡𝑥𝜎𝑛𝑘 − 1− 𝑖𝑡𝑥𝜎𝑛𝑘 −

(𝑖𝑡𝑥𝜎𝑛𝑘)
2

2

⃒⃒⃒⃒
|𝑑(𝐹𝑛𝑘(𝑥𝜎𝑛𝑘)− Φ(𝑥))| ≤

≤
∫︁

|𝑥|≤𝑦

|𝑡𝑥𝜎𝑛𝑘|3

6
|𝑑(𝐹𝑛𝑘(𝑥𝜎𝑛𝑘)− Φ(𝑥))|+

∫︁
|𝑥|>𝑦

(𝑡𝑥𝜎𝑛𝑘)
2|𝑑(𝐹𝑛𝑘(𝑥𝜎𝑛𝑘)− Φ(𝑥))| =

=
1

6
|𝑡|3𝜎3

𝑛𝑘

∫︁
|𝑥|≤𝑦

|𝑥|3|𝑑(𝐹𝑛𝑘(𝑥𝜎𝑛𝑘)− Φ(𝑥))|+ 𝑡2𝜎2
𝑛𝑘

∫︁
|𝑥|>𝑦

|𝑥|2|𝑑(𝐹𝑛𝑘(𝑥𝜎𝑛𝑘)− Φ(𝑥))| ≤

≤ 𝜈
(1)
𝑛𝑘 (𝑦)

1

6
|𝑡|3𝜎3

𝑛𝑘 + 𝜈
(2)
𝑛𝑘 (𝑦)𝑡

2𝜎2
𝑛𝑘. (1)

Аналогiчно,

𝜔𝑛𝑘(𝑡) =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
+∞∫︁

−∞

(︀
𝑒𝑖𝑡𝑥𝜎𝑛𝑘 − 1− 𝑖𝑡𝑥𝜎𝑛𝑘

)︀
𝑑(𝐹𝑛𝑘(𝑥𝜎𝑛𝑘)− Φ(𝑥))

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤
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≤ 𝑡2𝜎2
𝑛𝑘

2

+∞∫︁
−∞

𝑥2 |𝑑(𝐹𝑛𝑘(𝑥𝜎𝑛𝑘)− Φ(𝑥))| ≤ 𝑡2𝜎2
𝑛𝑘

2

(︁
𝜈
(1)
𝑛𝑘 (𝑦) + 𝜈

(2)
𝑛𝑘 (𝑦)

)︁
. (2)

𝜔𝑛𝑘(𝑡) =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
+∞∫︁

−∞

𝑒𝑖𝑡𝑥𝜎𝑛𝑘𝑑(𝐹𝑛𝑘(𝑥𝜎𝑛𝑘)− Φ(𝑥))

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤

+∞∫︁
−∞

|𝑑(𝐹𝑛𝑘(𝑥𝜎𝑛𝑘)− Φ(𝑥))| ≤

≤ 𝜈
(1)
𝑛𝑘 (𝑦) + 𝜈

(2)
𝑛𝑘 (𝑦). (3)

У нерiвностi ([6], ст. 299)

|𝐹 (𝑥)−𝐺(𝑥)| ≤ 2

𝜋

𝑇∫︁
0

|𝑓(𝑡) = 𝑔(𝑡)| 𝑑𝑡
𝑡
+

24 sup
𝑥

|𝐺′(𝑥)|

𝜋𝑇
,

покладемо 𝐹 (𝑥) = Φ𝑛(𝑥), 𝐺(𝑥) = Φ(𝑥), 𝑓(𝑡) =
𝑛∏︀

𝑘=1

𝑓𝑛𝑘(𝑡), 𝑔(𝑡) = 𝑒−
1
2
𝑡2 . Тодi

𝜌𝑛 ≤ 2

𝜋

𝑇∫︁
0

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑛∏︁
𝑘=1

𝑓𝑛𝑘(𝑡)− 𝑒−
1
2
𝑡2

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑑𝑡𝑡 +

24

𝜋
√
2𝜋𝑇

. (4)

Iз нерiвностi⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑛∏︁
𝑖=1

𝑎𝑖 −
𝑛∏︁

𝑖=1

𝑏𝑖

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

𝑛∑︁
𝑖=1

|𝑎𝑖 − 𝑏𝑖|

(︃
𝑖−1∏︁
𝑘=1

|𝑏𝑘|

)︃(︃
𝑛∏︁

𝑘=𝑖+1

|𝑎𝑘|

)︃
,

i iз умови (1) теореми⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑛∏︁
𝑘=1

𝑓𝑛𝑘(𝑡)− 𝑒−
1
2
𝑡2

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑛∏︁
𝑖=1

𝑓𝑛𝑖(𝑡)−
𝑛∏︁

𝑖=1

𝑒−
𝑡2𝜎2

𝑛𝑖
2

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

≤
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜔𝑛𝑖(𝑡)
𝑖−1∏︁
𝑘=1

𝑒−
𝑡2𝜎2

𝑛𝑘
2

𝑛∏︁
𝑘=𝑖+1

|𝑓𝑛𝑘(𝑡)| ≤
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜔𝑛𝑖(𝑡)𝜓𝑛𝑖(𝑡), (5)

де

𝜓𝑛𝑖(𝑡) =
𝑖−1∏︁
𝑘=1

𝑒−
𝑡2𝜎2

𝑛𝑘
2

𝑛∏︁
𝑘=𝑖+1

|𝑓𝑛𝑘(𝑡)|.

Позначимо 𝜈𝑛(𝑦) = max
{︁
𝜈
(1)
𝑛 (𝑦), 𝜈

(2)
𝑛 (𝑦)

}︁
. Нехай 𝑛 ≥ 2, 𝑐 ∈

(︁
0; 𝑒−9𝑛𝜎̄2

𝑛

]︁
—

довiльна стала. Будемо припускати, що 𝜈(2)𝑛 (𝑦) ≤ 𝑐, бо у протилежному випадку
теорема є справедливою.

Покладемо 𝑇 (1)
𝑛 = 1

𝜎𝑛

√︀
−2 ln 𝜈𝑛(𝑦), якщо 𝜈

(1)
𝑛 (𝑦) ≤ 𝑐, i 𝑇 (2)

𝑛 = 1
𝜎̄𝑛

𝑐

𝜈
(1)
𝑛 (𝑦)

, якщо

𝜈
(1)
𝑛 (𝑦) > 𝑐.
Нехай 𝑛 ≥ 2, 𝜈(1)𝑛 (𝑦) > 𝑐. Iз нерiвностi

|𝑓𝑛𝑘(𝑡)| =
⃒⃒⃒⃒
𝑓𝑛𝑘(𝑡)− 𝑒−

𝑡2𝜎2
𝑛𝑘
2 + 𝑒−

𝑡2𝜎2
𝑛𝑘
2

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝑒−

𝑡2𝜎2
𝑛𝑘
2 + 𝜔𝑛𝑘(𝑡), (6)
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i (1) при |𝑡| ≤ 𝑇
(2)
𝑛

|𝑓𝑛𝑘(𝑡)| ≤ 𝑒−
𝑡2𝜎2

𝑛𝑘
2

(︂
1 + 𝑒−

𝑡2𝜎2
𝑛𝑘
2

(︂
|𝑡|3𝜎3

𝑛𝑘

6
𝜈
(1)
𝑛𝑘 (𝑦) + 𝑡2𝜎2

𝑛𝑘𝜈
(2)
𝑛𝑘 (𝑦)

)︂)︂
≤

≤ 𝑒−
𝑡2𝜎2

𝑛𝑘
2

(︃
1 + 𝑒

(𝑇 (2)
𝑛 )

2
𝜎2
𝑛𝑘

2

(︂
𝑇 (2)
𝑛

𝑡2𝜎3
𝑛𝑘

6
𝜈
(1)
𝑛𝑘 (𝑦) + 𝑡2𝜎2

𝑛𝑘𝑐

)︂)︃
≤

≤ 𝑒−
𝑡2𝜎2

𝑛𝑘
2

(︃
1 + 𝑡2𝜎2

𝑛𝑘

√
𝑒

(︃
𝑐

𝜈
(1)
𝑛 (𝑦)

1

6
𝜈
(1)
𝑛𝑘 (𝑦) + 𝑐

)︃)︃
.

Тодi

𝜓𝑛𝑖(𝑡) =
𝑖−1∏︁
𝑘=1

𝑒−
𝑡2𝜎2

𝑛𝑘
2

𝑛∏︁
𝑘=𝑖+1

|𝑓𝑛𝑘(𝑡)| ≤

≤
𝑖−1∏︁
𝑘=1

𝑒−
𝑡2𝜎2

𝑛𝑘
2

𝑛∏︁
𝑘=𝑖+1

𝑒−
𝑡2𝜎2

𝑛𝑘
2

(︃
1 + 𝑡2𝜎2

𝑛𝑘

√
𝑒

(︃
𝑐

𝜈
(1)
𝑛 (𝑦)

1

6
𝜈
(1)
𝑛𝑘 (𝑦) + 𝑐

)︃)︃
≤

≤ exp

{︂
−𝑡

2

2
(1− 𝜎2

𝑛𝑖) + 𝑡2
√
𝑒
7𝑐

6

}︂
≤ 𝑒−𝑐2𝑡2 , (7)

де 𝑐2 = 1
8
− 7

6

√
𝑒𝑐 > 0.

Iз (5) i (7) при 𝜈(1)𝑛 > 𝑐, |𝑡| ≤ 𝑇
(2)
𝑛 i 𝑛 ≥ 2⃒⃒⃒⃒

⃒
𝑛∏︁

𝑘=1

𝑓𝑛𝑘(𝑡)− 𝑒−
1
2
𝑡2

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

𝑛∑︁
𝑖=1

(︂
|𝑡|3𝜎3

𝑛𝑘

6
𝜈
(1)
𝑛𝑘 (𝑦) + 𝑡2𝜎2

𝑛𝑘𝜈
(2)
𝑛𝑘 (𝑦)

)︂
𝑒−𝑐2𝑡2 ≤

≤
(︂
|𝑡|3

6
𝜎̄𝑛𝜈

(1)
𝑛 (𝑦) + 𝑡2𝜈(2)𝑛 (𝑦)

)︂
𝑒−𝑐2𝑡2 . (8)

Нехай 𝜈(1)𝑛 (𝑦) > 𝑐 i 𝑛 ≥ 2. Покладемо у (4) 𝑇 = 𝑇
(2)
𝑛 . Iз (4) i (8)

𝜌𝑛 ≤ 2

𝜋

𝑇
(2)
𝑛∫︁

0

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑛∏︁
𝑘=1

𝑓𝑛𝑘(𝑡)− 𝑒−
1
2
𝑡2

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑑𝑡𝑡 +

24

𝜋
√
2𝜋𝑇

(2)
𝑛

≤

≤ 2

𝜋

𝑇
(2)
𝑛∫︁

0

(︂
𝑡2

6
𝜎̄𝑛𝜈

(1)
𝑛 (𝑦) + 𝑡𝜈(2)𝑛 (𝑦)

)︂
𝑒−𝑐2𝑡2𝑑𝑡+

+
24

𝜋
√
2𝜋

𝜎̄𝑛𝜈
(1)
𝑛 (𝑦)

𝑐
≤ 𝐶3

(︀
𝜎̄𝑛𝜈

(1)
𝑛 (𝑦) + 𝜈(2)𝑛 (𝑦)

)︀
,

де надалi 𝐶𝑘 — сталi, що залежать тiльки вiд 𝑐.
У випадку 𝜈(1)𝑛 (𝑦) > 𝑐 i 𝑛 ≥ 2 теорема доведена.
Нехай 𝜈(1)𝑛 (𝑦) ≤ 𝑐, 𝑛 ≥ 2. Iз (2) i (6) при |𝑡| ≤ 𝑇

(1)
𝑛

|𝑓𝑛𝑘(𝑡)| ≤ 𝑒−
𝑡2𝜎2

𝑛𝑘
4

(︂
1 + 𝑒

𝑡2𝜎2
𝑛𝑘
4

1

2
𝑡2𝜎2

𝑛𝑘

(︁
𝜈
(1)
𝑛𝑘 (𝑦) + 𝜈

(2)
𝑛𝑘 (𝑦)

)︁)︂
≤

Роздiл 1: Математика i статистика
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≤ 𝑒−
𝑡2𝜎2

𝑛𝑘
4

(︃
1 + 𝑒

(𝑇 (1)
𝑛 )

2
𝜎2
𝑛𝑘

4
1

2
𝑡2𝜎2

𝑛𝑘

(︁
𝜈
(1)
𝑛𝑘 (𝑦) + 𝜈

(2)
𝑛𝑘 (𝑦)

)︁)︃
≤

≤ 𝑒−
𝑡2𝜎2

𝑛𝑘
4

(︂
1 + (𝜈𝑛(𝑦))

− 1
2
1

2
𝑡2𝜎2

𝑛𝑘

(︁
𝜈
(1)
𝑛𝑘 (𝑦) + 𝜈

(2)
𝑛𝑘 (𝑦)

)︁)︂
.

Тодi, iз умови 𝜎̄2
𝑛 ≤ 3

4
, при 𝑛 ≥ 2, дiстанемо

𝜓𝑛𝑖(𝑡) ≤
𝑖−1∏︁
𝑘=1

𝑒−
𝑡2𝜎2

𝑛𝑘
2

𝑛∏︁
𝑘=𝑖+1

𝑒−
𝑡2𝜎2

𝑛𝑘
4

(︂
1 + (𝜈𝑛(𝑦))

− 1
2
1

2
𝑡2𝜎2

𝑛𝑘

(︁
𝜈
(1)
𝑛𝑘 (𝑦) + 𝜈

(2)
𝑛𝑘 (𝑦)

)︁)︂
≤

≤ exp

{︂
−𝑡

2

4
(1− 𝜎2

𝑛𝑖) + (𝜈𝑛(𝑦))
− 1

2
1

2
𝑡2
(︀
𝜈(1)𝑛 (𝑦) + 𝜈(2)𝑛 (𝑦)

)︀}︂
≤

≤ exp

{︂
−𝑡

2

4

(︀
1− 𝜎2

𝑛𝑖

)︀
+ 𝑡2

√︀
𝜈𝑛(𝑦)

}︂
≤ exp

{︂
−𝑡2

(︂
1

16
−
√
𝑐

)︂}︂
= 𝑒−𝑐1𝑡2 , (9)

де 𝑐1 = 1
16

−
√
𝑐 > 0.

Iз (5) i (9) при 𝜈(1)𝑛 (𝑦) ≤ 𝑐, |𝑡| ≤ 𝑇
(1)
𝑛 i 𝑛 ≥ 2 маємо⃒⃒⃒⃒

⃒
𝑛∏︁

𝑘=1

𝑓𝑛𝑘(𝑡)− 𝑒−
1
2
𝑡2

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

𝑛∑︁
𝑖=1

(︂
|𝑡|3𝜎3

𝑛𝑘

6
𝜈
(1)
𝑛𝑘 (𝑦) + 𝑡2𝜎2

𝑛𝑘𝜈
(2)
𝑛𝑘 (𝑦)

)︂
𝑒−𝑐1𝑡2 ≤

≤
(︂
|𝑡|3

6
𝜎̄𝑛𝜈

(1)
𝑛 (𝑦) + 𝑡2𝜈(2)𝑛 (𝑦)

)︂
𝑒−𝑐1𝑡2 . (10)

Покладемо у (4) 𝑇 = 𝑐
𝜎̄𝑛

(𝜈𝑛(𝑦))
−1, 𝑇 ′ = min

{︁
𝑇 ;𝑇

(1)
𝑛

}︁
. Тодi iз (4)

𝜌𝑛 ≤ 2

𝜋

𝑇∫︁
0

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑛∏︁
𝑘=1

𝑓𝑛𝑘(𝑡)− 𝑒−
1
2
𝑡2

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑑𝑡𝑡 +

24

𝜋
√
2𝜋𝑇

≤

≤ 2

𝜋

𝑇 ′∫︁
0

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑛∏︁
𝑘=1

𝑓𝑛𝑘(𝑡)− 𝑒−
1
2
𝑡2

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑑𝑡𝑡 +

2

𝜋

𝑇∫︁
𝑇 ′

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑛∏︁
𝑘=1

𝑓𝑛𝑘(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑑𝑡𝑡 +

2

𝜋

𝑇∫︁
𝑇 ′

𝑒−
1
2
𝑡2 𝑑𝑡

𝑡
+

+
24

𝜋
√
2𝜋𝑐

𝜎̄𝑛𝜈𝑛(𝑦) = 𝐼1 + 𝐼2 + 𝐼3 +
24

𝜋
√
2𝜋𝑐

𝜎̄𝑛𝜈𝑛(𝑦). (11)

Оскiльки 𝑇 ′ ≤ 𝑇
(1)
𝑛 , то iз (10)

𝐼1 =
2

𝜋

𝑇 ′∫︁
0

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑛∏︁
𝑘=1

𝑓𝑛𝑘(𝑡)− 𝑒−
1
2
𝑡2

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑑𝑡𝑡 ≤

≤ 2

𝜋

𝑇 ′∫︁
0

(︂
𝑡2

6
𝜎̄𝑛𝜈

(1)
𝑛 (𝑦) + 𝑡𝜈(2)𝑛 (𝑦)

)︂
𝑒−𝑐1𝑡2𝑑𝑡 ≤ 𝐶4

(︀
𝜎̄𝑛𝜈

(1)
𝑛 (𝑦) + 𝜈(2)𝑛 (𝑦)

)︀
. (12)
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Iз (1) i (6) при 𝜈𝑛(𝑦) ≤ 𝑐 i |𝑡| > 𝑇
(1)
𝑛 = 1

𝜎̄𝑛

√︀
−2 ln 𝜈𝑛(𝑦)⃒⃒⃒⃒

⃒
𝑛∏︁

𝑘=1

𝑓𝑛𝑘(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

𝑛∏︁
𝑘=1

(︂
𝑒−

𝑡2𝜎2
𝑛𝑘
2 + 𝜔𝑛𝑘(𝑡)

)︂
≤

≤
𝑛∏︁

𝑘=1

(︃
𝑒−

(𝑇 (1)
𝑛 )

2
𝜎2
𝑛𝑘

2 + 𝜈
(1)
𝑛𝑘 (𝑦) + 𝜈

(2)
𝑛𝑘 (𝑦)

)︃
=

𝑛∏︁
𝑘=1

(︃
(𝜈𝑛(𝑦))

𝜎2
𝑛𝑘
𝜎2
𝑛 + 𝜈

(1)
𝑛𝑘 (𝑦) + 𝜈

(2)
𝑛𝑘 (𝑦)

)︃
=

= (𝜈𝑛(𝑦))
1

𝜎̄2
𝑛

𝑛∏︁
𝑘=1

(︃
1 + (𝜈𝑛(𝑦))

−𝜎2
𝑛𝑘
¯
𝜎2
𝑛 (𝜈

(1)
𝑛𝑘 (𝑦) + 𝜈

(2)
𝑛𝑘 (𝑦))

)︃
,

i, використавши нерiвнiсть 𝑥𝑖 ≥ 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛,
𝑛∏︀

𝑖=1

𝑥𝑖 ≤
(︂

1
𝑛

𝑛∑︀
𝑖=1

𝑥𝑖

)︂𝑛

, одержимо

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑛∏︁
𝑘=1

𝑓𝑛𝑘(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤ (𝜈𝑛(𝑦))

1

𝜎̄2
𝑛

(︃
1 +

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

(𝜈𝑛(𝑦))
−𝜎2

𝑛𝑘
𝜎̄2
𝑛 (𝜈

(1)
𝑛𝑘 (𝑦) + 𝜈

(2)
𝑛𝑘 (𝑦))

)︃𝑛

≤

≤ (𝜈𝑛(𝑦))
1

𝜎̄2
𝑛

(︃
1 + (𝜈𝑛(𝑦))

−1𝜎̄2
𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

(𝜈
(1)
𝑛𝑘 (𝑦) + 𝜈

(2)
𝑛𝑘 (𝑦))

)︃𝑛

≤ (𝜈𝑛(𝑦))
1

𝜎̄2
𝑛 3𝑛. (13)

Оскльки 𝜈𝑛(𝑦) ≤ 𝑐 ≤ 𝑒−9𝑛𝜎̄2
𝑛 ≤ 𝑒−9 i |𝑡| > 𝑇

(1)
𝑛 , то

|𝑡|𝜎̄𝑛 > 𝜎̄𝑛𝑇
(1)
𝑛 =

√︀
−2 ln 𝜈𝑛(𝑦) ≤

√
−2 ln 𝑐 ≥

√
18.

Будемо вважати, що 𝑇 ′ = 𝑇
(1)
𝑛 , бо iнакше 𝐼2 = 0, 𝐼3 = 0, i справедливiсть

теореми випливає iз (11), (12). Iз (13) (враховуємо, що 𝜎̄𝑛𝑇
(1)
𝑛 >

√
18)

𝐼2 =
2

𝜋

𝑇∫︁
𝑇 ′

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑛∏︁
𝑘=1

𝑓𝑛𝑘(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑑𝑡𝑡 ≤ 3𝑛2

𝜋
(𝜈𝑛(𝑦))

1

𝜎̄2
𝑛

𝑇∫︁
𝑇

(1)
𝑛

𝑡−1𝑑𝑡 =

=
3𝑛2

𝜋
(𝜈𝑛(𝑦))

1

𝜎̄2
𝑛

𝑇∫︁
𝑇

(1)
𝑛

𝑡−
8
9
− 1

9𝑑𝑡 ≤ 3𝑛18

𝜋
(𝜈𝑛(𝑦))

1

𝜎̄2
𝑛

(︀
𝑇 (1)
𝑛

)︀− 1
9 𝑇

1
9 ≤

≤ 3𝑛18

𝜋
18−

1
18 (𝜈𝑛(𝑦))

1

𝜎̄2
𝑛
− 1

9 𝑐
1
9 ≤ 𝜎̄𝑛𝜈𝑛(𝑦)

18

𝜋
18−

1
18 𝑐−1 1

𝜎̄𝑛
3𝑛𝑐

1

𝜎̄2
𝑛 ≤

≤ 𝜎̄𝑛𝜈𝑛(𝑦)
18

𝜋
18−

1
18 𝑐−1

√
𝑛(3𝑒−9)𝑛 ≤ 𝜎̄𝑛𝜈𝑛(𝑦)

1

𝜋
181−

1
18 𝑐−1

√
2(3𝑒−9)2. (14)

Враховуючи, що 𝜈(1)𝑛 (𝑦) ≤ 𝑐, 𝜎̄𝑛𝑇
(1)
𝑛 >

√
18 i 𝜎̄2

𝑛 ≤ 3
4
при 𝑛 ≤ 2, одержимо

𝐼3 =
2

𝜋

𝑇∫︁
𝑇

(1)
𝑛

𝑒−
1
2
𝑡2 𝑑𝑡

𝑡
≤ 2

𝜋

(︀
𝑇 (1)
𝑛

)︀−2
𝑒
− 1

2

(︁
𝑇

(1)
𝑛

)︁2

=
2

𝜋

(︀
𝑇 (1)
𝑛

)︀−2
(𝜈𝑛(𝑦))

1

𝜎̄2
𝑛 ≤

≤ 1

9𝜋
𝜎̄2
𝑛 (𝜈𝑛(𝑦))

1

𝜎̄2
𝑛 ≤ 1

9𝜋
𝜎̄2
𝑛 (𝜈𝑛(𝑦))

4
3 ≤ 𝜎̄𝑛𝜈𝑛(𝑦)

1

9𝜋
𝑐

1
3 . (15)

Роздiл 1: Математика i статистика



ТОЧНIСТЬ НАБЛИЖЕННЯ В ЦЕНТРАЛЬНIЙ ГРАНИЧНIЙ ТЕОРЕМI . . . 53

У випадку 𝑛 ≥ 2, 𝜈(1)𝑛 (𝑦) ≤ 𝑐 теорема випливає iз (11), (12), (14), (15).
Нехай 𝑛 = 1. Тодi 𝜎2

11 i

𝜌1 = sup
𝑥

|Φ1(𝑥)− Φ(𝑥)| = sup
𝑥

|𝐹11(𝑥)− Φ(𝑥)| = sup
𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝑥∫︁
−∞

𝑑 (𝐹11(𝑢)− Φ(𝑢))

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤

≤
+∞∫︁

−∞

|𝑑 (𝐹11(𝑥)− Φ(𝑥))| ≤ 𝜈
(1)
11 (𝑦) + 𝜈

(2)
11 (𝑦).

Теорема доведена.
Введемо позначення

𝜈(1)𝑛 (𝑦) =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝜎3
𝑛𝑘𝜈

(1)
𝑛𝑘 (𝑦), 𝜈(2)𝑛 (𝑦) =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜎2
𝑛𝑘𝜈

(2)
𝑛𝑘 (𝑦).

3. Деякi наслiдки. У теоремi покладемо 𝑦 = 𝜎̄−1
𝑛 .

Наслiдок 1. Нехай 𝜎̄2
𝑛 ≤ 3

4
, при 𝑛 ≥ 2. Тодi для всiх 𝑛 ≥ 1

𝜌𝑛 ≤ 𝐶
(︀
𝜎̄𝑛𝜈

(1)
𝑛 (𝜎̄−1

𝑛 ) + 𝜈(2)𝑛 (𝜎̄−1
𝑛 )
)︀
.

Введемо псевдомоменти вигляду

𝜈
(0)
𝑛𝑘 (𝑟) =

+∞∫︁
−∞

max(1, |𝑥|𝑟)|𝑑(𝐹𝑛𝑘(𝑥𝜎𝑛𝑘)− Φ(𝑥))|, 𝜈(0)𝑛 (𝑟) = 𝜎̄2
𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜈
(0)
𝑛𝑘 (𝑟).

Наслiдок 2. Нехай 𝜎̄2
𝑛 ≤ 3

4
для 𝑛 ≥ 2, 2 < 𝑟 ≤ 3. Тодi для всiх 𝑛 ≥ 1

𝜌𝑛 ≤ 𝐶𝜎̄𝑟−2
𝑛 𝜈(0)𝑛 (𝑟).

Наслiдок 3. Нехай 𝜉1, 𝜉2, . . . , 𝜉𝑛, . . . — послiдовнiсть незалежних випадко-
вих величин з математичним сподiванням 𝑀𝜉𝑖 = 0, дисперсiєю 𝐷𝜉𝑖 = 𝜎2

𝑖 ,
𝐵2

𝑛 = 𝜎2
1 + . . .+ 𝜎2

𝑛. Позначимо через 𝐹𝑘(𝑥) функцiю розподiлу випадкової вели-
чини 𝜉𝑘 i покладемо

𝜉𝑘
𝐵𝑛

= 𝜉𝑛𝑘. Тодi

𝑆𝑛 =
𝜉1 + 𝜉2 + · · ·+ 𝜉𝑛

𝐵𝑛

, 𝐹𝑛𝑘(𝑥) = 𝐹𝑘(𝑥𝐵𝑛),

𝜎2
𝑛𝑘 =

𝜎2
𝑘

𝐵2
𝑛

, 𝜎̄2
𝑛 =

𝜎2

𝐵2
𝑛

, 𝜎 = max
1≤𝑘≤𝑛

𝜎𝑘.

𝜈
(0)
𝑘 =

+∞∫︁
−∞

max(1, |𝑥|𝑟)|𝑑(𝐹𝑘(𝑥𝜎𝑘)− Φ(𝑥))|, 𝜈(0)𝑛 (𝑟) =
𝜎2

𝐵2
𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜈
(0)
𝑘 (𝑟).

Наслiдок 4. Нехай 𝜎2

𝐵2
𝑛
≤ 3

4
для 𝑛 ≥ 2. Тодi

𝜌𝑛 ≤ 𝐶

(︂
𝜎

𝐵𝑛

)︂𝑟−2

𝜈(0)𝑛 (𝑟).
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4. Висновки. У роботi отримано оцiнки швидкостi збiжностi розподiлiв
послiдовностей сум випадкових величин в схемi серiй. Результати сформульо-
вано в термiнах псевдомоментiв урiзаного типу. Одержанi оцiнки можуть бути
використанi при дослiдженнi збiжностi послiдовностей випадкових величин з
iншими властивостями.
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Estimates of Zolotarev in the central limit theorem generalized for sequences series
random variables in the term of middle pseudomoments. In the paper [1] a generalization
of the Barry-Esseen inequality was obtained using a different kind of pseudomonitors.
Due to the work [1], pseudomoments have become widely used in the limit theorems; a
detailed bibliography is contained in [1]. In [2] we consider the conditions in which the
convergence rate will be higher than in the Barry-Esseen inequality. Pseudomoments have
been used to estimate the convergence rate of options prices [3]. In papers [4] and [5]
different approaches to generalizing the results from [1] for variously distributed random
variables are considered. In this paper we summarize the results of work [1] on a sequence
of independent series in each series of randomly distributed random variables, while the
results of works [4] and [5] are substantially generalized.
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ЧОТИРИ ТЕОРЕМИ ДЛЯ ДИФЕРЕНЦIЙОВНИХ ФУНКЦIЙ
КIЛЬКОХ ЗМIННИХ

Ця стаття мiстить певнi узагальнення теорем Ролля, Лагранжа, Кошi диференцi-
ального числення функцiй однiєї змiнної на випадок диференцiйовних функцiй кiль-
кох змiнних. Наведенi приклади застосування отриманих результатiв для доведення
нерiвностей та обчислення кратних границь.

Ключовi слова: теорема Ролля, теорема Лагранжа, теорема Кошi для диференцi-
йовних функцiй, диференцiйовнi функцiї кiлькох змiнних, кратнi границi.

1. Вступ. Теореми Ролля, Лагранжа, теорема Кошi для диференцiйовних
функцiй, правила Лопiталя є класичними теоремами математичного аналiзу
функцiй однiєї змiнної. Разом з теоремою Ферма, формулою Тейлора вони є
перлинами диференцiального числення функцiй однiєї змiнної [1, гл. 4]. Два
узагальнення теореми Кошi для диференцiйовних функцiй були опублiкованi у
статтi [2]. Одне з цих узагальнень було використано для викладу теми «Формула
Тейлора» у пiдручнику [3].

Дослiдження, пов’язанi з теоремою Лагранжа, Кошi для диференцiйовних
функцiй, формулою Тейлора проводилися багатьма математиками. Так, у стат-
тi [4] отриманi узагальнення теореми про середнє для диференцiйовних функцiй
однiєї змiнної. У роботах [5, 6] дослiджуються промiжнi точки у теоремах Ла-
гранжа i Кошi. Стаття [7] мiстить теореми про середнє для випадку адаптова-
них похiдних (conformable derivative). У роботi [8] отриманi певнi узагальнення
теореми Кошi для диференцiйовних функцiй однiєї i кiлькох змiнних.

У цiй статтi для функцiй 𝑚 змiнних розглянуто прирости по 𝑚 вимiрному
паралелепiпеду Π, якi виражаються через 𝑚-кратний iнтеграл по паралелепi-
педу Π вiд мiшаної похiдної 𝑚-го порядку цiєї функцiї. За допомогою теореми
про середнє для кратних iнтегралiв отримано певнi узагальнення теорем Рол-
ля, Лагранжа, Кошi для диференцiйовних функцiй кiлькох змiнних. Наведенi
приклади застосування отриманих результатiв для доведення нерiвностей, об-
числення кратних границь.

2. Повнi прирости на паралелепiпедi функцiй кiлькох змiнних. Не-
хай 𝑡 = (𝑡1, 𝑡2, . . . , 𝑡𝑚) ∈ R𝑚, ℎ = (ℎ1, ℎ2, . . . , ℎ𝑚), ℎ𝑖 > 0, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚;

Π = [𝑡1, 𝑡1 + ℎ1]× [𝑡2, 𝑡2 + ℎ2]× . . .× [𝑡𝑚, 𝑡𝑚 + ℎ𝑚]
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— 𝑚-вимiрний паралелепiпед у 𝑚-вимiрному евклiдовому просторi R𝑚; 𝑓 : Π →
R — дiйсна функцiя 𝑚 дiйсних змiнних.

Нехай, далi, 𝑠 = (𝑠1, 𝑠2, . . . , 𝑠𝑚) ∈ Π, 𝑑𝑖 > 0, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚. Надамо змiннiй 𝑠𝑗
приросту 𝑑𝑗, так, що 𝑠𝑗 + 𝑑𝑗 ∈ [𝑡𝑗, 𝑡𝑗 + ℎ𝑗], 𝑗 ∈ {1, 2, . . . ,𝑚}.

Означення 1. Нехай 𝑗 ∈ {1, 2, . . . ,𝑚}. Приростом функцiї 𝑓 , що вiдповiдає
приросту 𝑑𝑗 змiнної 𝑠𝑗, у точцi 𝑠 називається величина

∆
(𝑗)
𝑑𝑗
𝑓(𝑠) = 𝑓(𝑠1, . . . , 𝑠𝑗−1, 𝑠𝑗 + 𝑑𝑗, 𝑠𝑗+1, . . . , 𝑠𝑚)− 𝑓(𝑠1, . . . , 𝑠𝑗−1, 𝑠𝑗, 𝑠𝑗+1, . . . , 𝑠𝑚).

Означення 2. Повним приростом (𝑚-приростом) функцiї 𝑓 на
𝑚-вимiрному паралелепiпедi Π = [𝑡1, 𝑡1 + ℎ1] × [𝑡2, 𝑡2 + ℎ2] × . . . × [𝑡𝑚, 𝑡𝑚 + ℎ𝑚]
називається величина

∆Π𝑓 = ∆
(𝑚)
ℎ𝑚

∆
(𝑚−1)
ℎ𝑚−1

. . .∆
(1)
ℎ1
𝑓(𝑡1, 𝑡2, . . . , 𝑡𝑚).

Приклад 1. Для прямокутника Π = [𝑡1, 𝑡1 + ℎ1] × [𝑡2, 𝑡2 + ℎ2] (𝑚 = 2),
𝑓 : Π → R повний прирiст функцiї двох змiнних на Π обчислюється за форму-
лою

∆Π𝑓 = ∆
(2)
ℎ2
∆

(1)
ℎ1
𝑓(𝑡1, 𝑡2) = ∆

(2)
ℎ2

(𝑓(𝑡1 + ℎ1, 𝑡2)− 𝑓(𝑡1, 𝑡2)) =

= 𝑓(𝑡1 + ℎ1, 𝑡2 + ℎ2)− 𝑓(𝑡1 + ℎ1, 𝑡2)− 𝑓(𝑡1, 𝑡2 + ℎ2) + 𝑓(𝑡1, 𝑡2).

Цей прирiст має таку геометричну iнтерпретацiю. У прямокутнiй си-
стемi координат 𝑥1𝑂𝑥2 розглянемо прямокутник Π = 𝐴𝐵𝐶𝐷 з вершинами

𝐴 = (𝑡1, 𝑡2), 𝐵 = (𝑡1 + ℎ1, 𝑡2), 𝐶 = (𝑡1 + ℎ1, 𝑡2 + ℎ2), 𝐷 = (𝑡1, 𝑡2 + ℎ2).

Тодi
∆Π𝑓 = 𝑓(𝐴)− 𝑓(𝐵) + 𝑓(𝐶)− 𝑓(𝐷).

Наприклад,

∆[0,𝑥]×[0,𝑦] sin = sin(𝑥+ 𝑦)− sin(𝑥)− sin(𝑦) + sin 0.

Лема 1. Нехай Π = [𝑡1, 𝑡1 + ℎ1]× [𝑡2, 𝑡2 + ℎ2]× . . .× [𝑡𝑚, 𝑡𝑚 + ℎ𝑚], 𝑓 : Π → R.
Тодi

∆Π𝑓 = (−1)𝑚
1∑︁

𝛼1=0

. . .

1∑︁
𝛼𝑚=0

(−1)𝛼1+...+𝛼𝑚𝑓(𝑡1 + 𝛼1ℎ1, . . . , 𝑡𝑚 + 𝛼𝑚ℎ𝑚).

Доведення. Застосуємо метод математичної iндукцiї. Покладемо

Π𝑘 = [𝑡1, 𝑡1 + ℎ1]× [𝑡2, 𝑡2 + ℎ2]× . . .× [𝑡𝑘, 𝑡𝑘 + ℎ𝑘], 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑚.

Для 𝑘 = 1:

∆Π1𝑓 = ∆
(1)
ℎ1
𝑓(𝑡1, 𝑡2, . . . , 𝑡𝑚) = 𝑓(𝑡1 + ℎ1, 𝑡2, . . . , 𝑡𝑚)− 𝑓(𝑡1, 𝑡2, . . . , 𝑡𝑚) =

= (−1)
1∑︁

𝛼1=0

(−1)𝛼1𝑓(𝑡1 + 𝛼1ℎ1, 𝑡2, . . . , 𝑡𝑚).
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Виконаємо iндукцiйний крок. Припустимо, що для фiксованого 𝑘, 1 ≤ 𝑘 ≤
≤ 𝑚− 1 виконується рiвнiсть

∆Π𝑘
𝑓 = (−1)𝑘

1∑︁
𝛼1=0

. . .
1∑︁

𝛼𝑘=0

(−1)𝛼1+...+𝛼𝑘𝑓(𝑡1 + 𝛼1ℎ1, . . . , 𝑡𝑘 + 𝛼𝑘ℎ𝑘, 𝑡𝑘+1, . . . , 𝑡𝑚).

Тодi
∆Π𝑘+1

𝑓 = ∆
(𝑘+1)
ℎ𝑘+1

∆Π𝑘
(𝑓) =

= (−1)𝑘
1∑︁

𝛼1=0

. . .

1∑︁
𝛼𝑘=0

(−1)𝛼1+...+𝛼𝑘∆
(𝑘+1)
ℎ𝑘+1

𝑓(𝑡1 + 𝛼1ℎ1, . . . , 𝑡𝑘 + 𝛼𝑘ℎ𝑘, 𝑡𝑘+1, . . . , 𝑡𝑚) =

= (−1)𝑘
1∑︁

𝛼1=0

. . .
1∑︁

𝛼𝑘=0

(−1)𝛼1+...+𝛼𝑘(−1)×

×
1∑︁

𝛼𝑘+1=0

(−1)𝛼𝑘+1𝑓(𝑡1 + 𝛼1ℎ1, . . . , 𝑡𝑘 + 𝛼𝑘ℎ𝑘, 𝑡𝑘+1 + 𝛼𝑘+1ℎ𝑘+1, 𝑡𝑘+2, . . . , 𝑡𝑚) =

= (−1)𝑘+1

1∑︁
𝛼1=0

. . .
1∑︁

𝛼𝑘+1=0

(−1)𝛼1+...+𝛼𝑘+1×

×𝑓(𝑡1 + 𝛼1ℎ1, . . . , 𝑡𝑘 + 𝛼𝑘ℎ𝑘, 𝑡𝑘+1 + 𝛼𝑘+1ℎ𝑘+1, 𝑡𝑘+2, . . . , 𝑡𝑚).

Лема доведена.

Лема 2. Нехай Π = [𝑡1, 𝑡1 + ℎ1] × [𝑡2, 𝑡2 + ℎ2] × . . . × [𝑡𝑚, 𝑡𝑚 + ℎ𝑚], функцiя
𝑓 : Π → R — 𝑚-разiв неперервно диференцiйовна на 𝑚-вимiрному паралелепi-
педi Π. Тодi

∆Π𝑓 =

∫︁
Π

𝜕𝑚𝑓(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚)

𝜕𝑥1𝜕𝑥2 . . . 𝜕𝑥𝑚
𝑑𝑥1𝑑𝑥2 . . . 𝑑𝑥𝑚. (1)

Доведення. Кратний iнтеграл у правiй частинi рiвностi (1) запишемо у
виглядi повторного: ∫︁

Π

𝜕𝑚𝑓(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚)

𝜕𝑥1𝜕𝑥2 . . . 𝜕𝑥𝑚
𝑑𝑥1𝑑𝑥2 . . . 𝑑𝑥𝑚 =

=

∫︁ 𝑡𝑚+ℎ𝑚

𝑡𝑚

𝑑𝑥𝑚

∫︁ 𝑡𝑚−1+ℎ𝑚−1

𝑡𝑚−1

𝑑𝑥𝑚−1 . . .

∫︁ 𝑡1+ℎ1

𝑡1

𝜕𝑚𝑓(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚)

𝜕𝑥1𝜕𝑥2 . . . 𝜕𝑥𝑚
𝑑𝑥1.

Для обчислення повторного iнтеграла послiдовно застосовуємо формулу
Ньютона–Лейбнiца:∫︁ 𝑡𝑚+ℎ𝑚

𝑡𝑚

𝑑𝑥𝑚

∫︁ 𝑡𝑚−1+ℎ𝑚−1

𝑡𝑚−1

𝑑𝑥𝑚−1 . . .

∫︁ 𝑡1+ℎ1

𝑡1

𝜕𝑚𝑓(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚)

𝜕𝑥1𝜕𝑥2 . . . 𝜕𝑥𝑚
𝑑𝑥1 =

=

∫︁ 𝑡𝑚+ℎ𝑚

𝑡𝑚

𝑑𝑥𝑚

∫︁ 𝑡𝑚−1+ℎ𝑚−1

𝑡𝑚−1

𝑑𝑥𝑚−1 . . .

∫︁ 𝑡2+ℎ2

𝑡2

𝜕𝑚−1∆
(1)
ℎ1
𝑓(𝑡1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚)

𝜕𝑥2 . . . 𝜕𝑥𝑚
𝑑𝑥2 = . . . =

= ∆
(𝑚)
ℎ𝑚

∆
(𝑚−1)
ℎ𝑚−1

. . .∆
(1)
ℎ1
𝑓(𝑡1, 𝑡2, . . . , 𝑡𝑚) = ∆Π𝑓.

Лема доведена.
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Бiльш загальнi прирости функцiї кiлькох змiнних розглянутi у монографiї
[9, пiдр. 1.1].

3. Узагальнення теорем Ролля, Лагранжа, Кошi на випадок фун-
кцiй кiлькох змiнних. Нехай Π = [𝑎1, 𝑏1] × [𝑎2, 𝑏2] × . . . × [𝑎𝑚, 𝑏𝑚] — парале-
лепiпед у 𝑚-вимiрному просторi R𝑚, функцiя 𝑓 : Π → R. Покладемо 𝑡𝑖 = 𝑎𝑖,
ℎ𝑖 = 𝑏𝑖 − 𝑎𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚. Тодi паралелепiпед Π = [𝑡1, 𝑡1 + ℎ1] × [𝑡2, 𝑡2 + ℎ2] ×
× . . .× [𝑡𝑚, 𝑡𝑚 + ℎ𝑚], а повний прирiст функцiї 𝑓 на Π має вигляд:

∆Π𝑓 = ∆
(𝑚)
ℎ𝑚

. . .∆
(1)
ℎ1
𝑓(𝑡1, 𝑡2, . . . , 𝑡𝑚).

Теорема 1. Нехай функцiя 𝑓 : Π → R задовольняє наступнi умови:
1) 𝑓 ∈ 𝐶(𝑚)(Π);
2) ∆Π𝑓 = 0.
Тодi iснує така точка 𝜉 = (𝜉1, . . . , 𝜉𝑚) ∈ Π, що

𝜕𝑚𝑓(𝜉1, . . . , 𝜉𝑚)

𝜕𝑥1 . . . 𝜕𝑥𝑚
= 0.

Доведення. Внаслiдок леми 2 та умови 2),

∆Π𝑓 =

∫︁
Π

𝜕𝑚𝑓(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚)

𝜕𝑥1𝜕𝑥2 . . . 𝜕𝑥𝑚
𝑑𝑥1𝑑𝑥2 . . . 𝑑𝑥𝑚 = 0.

За теоремою про середнє значення для кратного iнтеграла [10, c. 103], iснує
така точка 𝜉 = (𝜉1, . . . , 𝜉𝑚) ∈ Π, що

0 =

∫︁
Π

𝜕𝑚𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚)

𝜕𝑥1 . . . 𝜕𝑥𝑚
𝑑𝑥1 . . . 𝑑𝑥𝑚 =

𝜕𝑚𝑓(𝜉1, . . . , 𝜉𝑚)

𝜕𝑥1 . . . 𝜕𝑥𝑚
(𝑏1 − 𝑎1) . . . (𝑏𝑚 − 𝑎𝑚),

звiдки
𝜕𝑚𝑓(𝜉1, . . . , 𝜉𝑚)

𝜕𝑥1 . . . 𝜕𝑥𝑚
= 0.

Теорема доведена.

Зауваження 1. Точка 𝜉 = (𝜉1, . . . , 𝜉𝑚) ∈ Π, iснування якої стверджується
у теоремi 1, може бути не одна.

Приклад 2. Нехай

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑦(1− 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ Π = [0, 1]2.

У вершинах квадрата Π ця функцiя набуває значення нуль i тому ∆Π𝑓 = 0.
Теорема 1 стверджує iснування такої точки 𝜉 = (𝜉1, 𝜉2) ∈ Π, що

𝜕2𝑓(𝜉1, 𝜉2)

𝜕𝑥𝜕𝑦
= 0.

Всi такi точки — це вiдрiзок 𝑦 = 1
2
, 0 ≤ 𝑥 ≤ 1. Дiйсно,

𝜕𝑚𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥𝜕𝑦
= 1− 2𝑦 = 0 ⇔ 𝑦 =

1

2
.
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Теорема 2. Нехай Π = [𝑎1, 𝑏1] × [𝑎2, 𝑏2] × . . . × [𝑎𝑚, 𝑏𝑚] — паралелепiпед у
𝑚-вимiрному просторi R𝑚, функцiя 𝑓 : Π → R —𝑚-разiв неперервно диференцi-
йовна на 𝑚-вимiрному паралелепiпедi Π. Тодi iснує така точка
𝜉 = (𝜉1, . . . , 𝜉𝑚) ∈ Π, що:

∆Π𝑓 =
𝜕𝑚𝑓(𝜉1, . . . , 𝜉𝑚)

𝜕𝑥1 . . . 𝜕𝑥𝑚
(𝑏1 − 𝑎1) . . . (𝑏𝑚 − 𝑎𝑚). (2)

Доведення. Внаслiдок леми 2,

∆Π𝑓 =

∫︁
Π

𝜕𝑚𝑓(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚)

𝜕𝑥1, 𝑥2, . . . 𝜕𝑥𝑚
𝑑𝑥1𝑑𝑥2 . . . 𝑑𝑥𝑚. (3)

За теоремою про середнє значення для кратного iнтеграла [10, c. 103], iснує
така точка 𝜉 = (𝜉1, . . . , 𝜉𝑚) ∈ Π, що:∫︁

Π

𝜕𝑚𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚)

𝜕𝑥1, . . . 𝜕𝑥𝑚
𝑑𝑥1 . . . 𝑑𝑥𝑚 =

𝜕𝑚𝑓(𝜉1, . . . , 𝜉𝑚)

𝜕𝑥1 . . . 𝜕𝑥𝑚
(𝑏1 − 𝑎1) . . . (𝑏𝑚 − 𝑎𝑚). (4)

З рiвностей (3)–(4) випливає рiвнiсть (2).

Зауваження 2. Теорема 1 — частинний випадок теореми 2.

Приклад 3. Довести нерiвнiсть

0 ≤ sin𝑥+ sin 𝑦 − sin(𝑥+ 𝑦) ≤ 𝑥𝑦 sin(𝑥+ 𝑦), 𝑥, 𝑦 ∈
[︁
0,
𝜋

4

]︁
. (5)

Розв’язання. Безпосередньо перевiряємо, що при 𝑥 = 0 або 𝑦 = 0 нерiвнiсть
справджується. Нехай

𝑥, 𝑦 ∈
(︁
0,
𝜋

4

]︁
, Π𝑥,𝑦 = [0, 𝑥]× [0, 𝑦]; 𝑓(𝑥, 𝑦) = − sin(𝑥+ 𝑦), 𝑥, 𝑦 ∈

[︁
0,
𝜋

4

]︁
.

Тодi
∆Π𝑥,𝑦𝑓 = sin𝑥+ sin 𝑦 − sin(𝑥+ 𝑦), (6)

𝜕2𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥𝜕𝑦
= sin(𝑥+ 𝑦).

Внаслiдок теореми 2, iснує така точка (𝜉, 𝜂) ∈ Π𝑥,𝑦, що

∆Π𝑥,𝑦𝑓 =
𝜕2𝑓(𝜉, 𝜂)

𝜕𝑥𝜕𝑦
𝑥𝑦 = sin(𝜉 + 𝜂) · 𝑥 · 𝑦. (7)

Зауважимо, що для

(𝜉, 𝜂) ∈ Π𝑥,𝑦 ⊂
[︁
0,
𝜋

4

]︁2
: 0 ≤ sin(𝜉 + 𝜂) ≤ sin(𝑥+ 𝑦). (8)

Iз спiввiдношень (6)–(8) отримуємо нерiвнiсть (5).

Приклад 4. Довести нерiвнiсть

0 ≤ tan(𝑥+ 𝑦)− tan𝑥− tan 𝑦 ≤ 2𝑥𝑦 sin(𝑥+ 𝑦)

cos3(𝑥+ 𝑦)
, 𝑥, 𝑦 ∈

[︁
0,
𝜋

4

)︁
. (9)
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Розв’язання. Як i у попередньому прикладi, перевiряємо, що при 𝑥 = 0 або
𝑦 = 0 нерiвнiсть справджується. Нехай

𝑥, 𝑦 ∈
(︁
0,
𝜋

4

)︁
, Π𝑥,𝑦 = [0, 𝑥]× [0, 𝑦]; 𝑓(𝑥, 𝑦) = tan(𝑥+ 𝑦), 𝑥, 𝑦 ∈

[︁
0,
𝜋

4

)︁
.

Тодi
∆Π𝑥,𝑦𝑓 = tan(𝑥+ 𝑦)− tan𝑥− tan 𝑦, (10)

𝜕2𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥𝜕𝑦
=

2 sin(𝑥+ 𝑦)

cos3(𝑥+ 𝑦)
.

Внаслiдок теореми 2, iснує така точка (𝜉, 𝜂) ∈ Π𝑥,𝑦, що

∆Π𝑥,𝑦𝑓 =
𝜕2𝑓(𝜉, 𝜂)

𝜕𝑥𝜕𝑦
𝑥𝑦 =

2 sin(𝜉 + 𝜂)

cos3(𝜉 + 𝜂)
· 𝑥 · 𝑦. (11)

Зауважимо, що для

(𝜉, 𝜂) ∈ Π𝑥,𝑦 ⊂
[︁
0,
𝜋

4

]︁2
: 0 ≤ sin(𝜉 + 𝜂) ≤ sin(𝑥+ 𝑦),

0 < cos3(𝑥+ 𝑦) ≤ cos3(𝜉 + 𝜂).
(12)

Iз спiввiдношень (10)–(12) отримуємо нерiвнiсть (9).

Теорема 3. Нехай Π = [𝑎1, 𝑏1] × [𝑎2, 𝑏2] × . . . × [𝑎𝑚, 𝑏𝑚] — паралелепiпед у
𝑚-вимiрному просторi R𝑚, функцiї 𝑓, 𝑔 : Π → R задовольняють умови:
1) 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶(𝑚)(Π);
2) ∀𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚) ∈ Π :

𝜕𝑚𝑔(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚)

𝜕𝑥1𝜕𝑥2 . . . 𝜕𝑥𝑚
̸= 0.

Тодi iснує така точка 𝜉 = (𝜉1, . . . , 𝜉𝑚) ∈ Π, що

∆Π𝑓

∆Π𝑔
=

𝜕𝑚𝑓(𝜉1, 𝜉2, . . . , 𝜉𝑚)

𝜕𝑥1𝜕𝑥2 . . . 𝜕𝑥𝑚
𝜕𝑚𝑔(𝜉1, 𝜉2, . . . , 𝜉𝑚)

𝜕𝑥1𝜕𝑥2 . . . 𝜕𝑥𝑚

.

Доведення. Спочатку доведемо, що ∆Π𝑔 ̸= 0. Проведемо мiркування вiд
супротивного. Дiйсно, якщо ∆Π𝑔 = 0, то, внаслiдок теореми 1, iснує така точка
𝜉 = (𝜉1, . . . , 𝜉𝑚) ∈ Π, що

𝜕𝑚𝑔(𝜉1, 𝜉2, . . . , 𝜉𝑚)

𝜕𝑥1𝜕𝑥2 . . . 𝜕𝑥𝑚
= 0.

Це суперечить умовi 2).
Покладемо 𝜆 = ΔΠ𝑓

ΔΠ𝑔
i розглянемо допомiжну функцiю

𝜑(𝑥) = 𝑓(𝑥)− 𝜆𝑔(𝑥), 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚) ∈ Π.

Ця функцiя𝑚 разiв неперервно диференцiйовна на паралелепiпедiΠ i∆Π𝜑 =
= 0. Внаслiдок теореми 1, iснує така точка 𝜉 = (𝜉1, . . . , 𝜉𝑚) ∈ Π, що:

𝜕𝑚𝜑(𝜉1, 𝜉2, . . . , 𝜉𝑚)

𝜕𝑥1𝜕𝑥2 . . . 𝜕𝑥𝑚
=
𝜕𝑚𝑓(𝜉1, 𝜉2, . . . , 𝜉𝑚)

𝜕𝑥1𝜕𝑥2 . . . 𝜕𝑥𝑚
− 𝜆

𝜕𝑚𝑔(𝜉1, 𝜉2, . . . , 𝜉𝑚)

𝜕𝑥1𝜕𝑥2 . . . 𝜕𝑥𝑚
= 0,
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звiдки

𝜆 =

𝜕𝑚𝑓(𝜉1, 𝜉2, . . . , 𝜉𝑚)

𝜕𝑥1𝜕𝑥2 . . . 𝜕𝑥𝑚
𝜕𝑚𝑔(𝜉1, 𝜉2, . . . , 𝜉𝑚)

𝜕𝑥1𝜕𝑥2 . . . 𝜕𝑥𝑚

.

Теорема доведена.
Теореми 1–3 узагальнюють теореми Ролля, Лагранжа, Кошi для диферен-

цiйовних функцiй однiєї дiйсної змiнної на випадок 𝑚 раз неперервно диферен-
цiйовних функцiй 𝑚 дiйсних змiнних.

4. Застосування для обчислення кратних границь. Нехай 𝑎 > 0, 𝑚 —
вимiрний паралелепiпед Π = [0, 𝑎]𝑚, 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚) ∈ (0, 𝑎]𝑚, 𝑚 — вимiрний
паралелепiпед Π𝑥 = [0, 𝑥1]× . . .× [0, 𝑥𝑚]; функцiї 𝑓, 𝑔 : Π → R.

Теорема 4. Нехай функцiї 𝑓, 𝑔 : Π → R задовольняють умови:
1) 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶(𝑚)(Π);
2) ∀𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚) ∈ Π :

𝜕𝑚𝑔(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚)

𝜕𝑥1𝜕𝑥2 . . . 𝜕𝑥𝑚
̸= 0.

3) iснує 𝑚-кратна границя

lim
𝑥1→0+,...,𝑥𝑚→0+

𝜕𝑚𝑓(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚)

𝜕𝑥1𝜕𝑥2 . . . 𝜕𝑥𝑚
𝜕𝑚𝑔(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚)

𝜕𝑥1𝜕𝑥2 . . . 𝜕𝑥𝑚

= 𝑝 ∈ R ∪ {−∞,+∞}.

Тодi iснує 𝑚–кратна границя

lim
𝑥1→0+,...,𝑥𝑚→0+

∆Π𝑥𝑓

∆Π𝑥𝑔
= 𝑝. (13)

Доведення. Для довiльного 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚) ∈ (0, 𝑎)𝑚 функцiї 𝑓, 𝑔 за-
довольняють умови теореми 3 на 𝑚-вимiрному паралелепiпедi Π𝑥. Тому iснує
така точка 𝜉 = (𝜉1(𝑥), . . . , 𝜉𝑚(𝑥)) ∈ Π𝑥, що

∆Π𝑥𝑓

∆Π𝑥𝑔
=

𝜕𝑚𝑓(𝜉1, 𝜉2, . . . , 𝜉𝑚)

𝜕𝑥1𝜕𝑥2 . . . 𝜕𝑥𝑚
𝜕𝑚𝑔(𝜉1, 𝜉2, . . . , 𝜉𝑚)

𝜕𝑥1𝜕𝑥2 . . . 𝜕𝑥𝑚

. (14)

Оскiльки 𝜉𝑖 ∈ [0, 𝑥𝑖], то 𝜉𝑖 → 0+ при 𝑥𝑖 → 0+, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚. У рiвностi (14)
переходимо до границi при 𝑥𝑖 → 0+, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 i, внаслiдок умови 3), отримуємо
рiвнiсть (13). Теорема доведена.

Приклад 5. Знайти подвiйну границю

lim
𝑥→0+,𝑦→0+

cos(𝑥+ 𝑦)− cos𝑥− cos 𝑦 + 1

cosh𝑥+ cosh 𝑦 − cosh(𝑥+ 𝑦)− 1
, (15)

де cosh𝑥 = 𝑒𝑥+𝑒−𝑥

2
, 𝑥 ∈ R.
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Розв’язання. Розглянемо функцiї

𝑓(𝑠, 𝑡) = cos(𝑠+ 𝑡), 𝑔(𝑠, 𝑡) = − cosh(𝑠+ 𝑡), 𝑠, 𝑡 ∈ [0, 1]

i покладемо Π𝑥𝑦 = [0, 𝑥]× [0, 𝑦], 𝑥, 𝑦 ∈ (0, 1). Маємо:

∆Π𝑥𝑦𝑓 = cos(𝑥+ 𝑦)− cos𝑥− cos 𝑦 + 1;

∆Π𝑥𝑦𝑔 = − cosh(𝑥+ 𝑦) + cosh 𝑥+ cosh 𝑦 − 1;

∀𝑥, 𝑦 ∈ [0, 1] :
𝜕2𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥𝜕𝑦
= − cos(𝑥+ 𝑦);

𝜕2𝑔(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥𝜕𝑦
= − cosh(𝑥+ 𝑦) ̸= 0;

i

lim
𝑥→0+,𝑦→0+

𝜕2𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥𝜕𝑦

𝜕2𝑔(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥𝜕𝑦

= lim
𝑥→0+,𝑦→0+

− cos(𝑥+ 𝑦)

− cosh(𝑥+ 𝑦)
= 1.

Отже, внаслiдок теореми 4, подвiйна границя (15) дорiвнює 1.

Приклад 6. Знайти потрiйну границю

lim
𝑥→0+,𝑦→0+,𝑧→0+

ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑧), де (16)

ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑧) =

=
sin(𝑥+ 𝑦 + 𝑧)− sin(𝑥+ 𝑦)− sin(𝑥+ 𝑧)− sin(𝑦 + 𝑧) + sin 𝑥+ sin 𝑦 + sin 𝑧

𝑒𝑥+𝑦+𝑧 − 𝑒𝑥+𝑦 − 𝑒𝑥+𝑧 − 𝑒𝑦+𝑧 + 𝑒𝑥 + 𝑒𝑦 + 𝑒𝑧 − 1
.

Розв’язання. Розглянемо функцiї

𝑓(𝑠, 𝑡, 𝑢) = sin(𝑠+ 𝑡+ 𝑢), 𝑔(𝑠, 𝑡, 𝑢) = 𝑒𝑠+𝑡+𝑢, 𝑠, 𝑡, 𝑢 ∈ [0, 1]

i покладемо Π𝑥𝑦𝑧 = [0, 𝑥]× [0, 𝑦]× [0, 𝑧], 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ (0, 1). Маємо:

∆Π𝑥𝑦𝑧𝑓 = sin(𝑥+ 𝑦 + 𝑧)− sin(𝑥+ 𝑦)− sin(𝑥+ 𝑧)− sin(𝑦 + 𝑧)+

+ sin𝑥+ sin 𝑦 + sin 𝑧;

∆Π𝑥𝑦𝑧𝑔 = 𝑒𝑥+𝑦+𝑧 − 𝑒𝑥+𝑦 − 𝑒𝑥+𝑧 − 𝑒𝑦+𝑧 + 𝑒𝑥 + 𝑒𝑦 + 𝑒𝑧 − 1, 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ (0, 1);

∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ [0, 1] :
𝜕3𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑥𝜕𝑦𝜕𝑧
= 𝑒𝑥+𝑦+𝑧 ̸= 0;

i

lim
𝑥→0+,𝑦→0+,𝑧→0+

𝜕3𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑥𝜕𝑦𝜕𝑧

𝜕3𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑥𝜕𝑦𝜕𝑧

= lim
𝑥→0+,𝑦→0+,𝑧→0+

− cos(𝑥+ 𝑦 + 𝑧)

𝑒𝑥+𝑦+𝑧
= −1.

Внаслiдок теореми 4,
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lim
𝑥→0+,𝑦→0+,𝑧→0+

∆Π𝑥𝑦𝑧𝑓

∆Π𝑥𝑦𝑧𝑔
= −1.

Отже, границя (16) дорiвнює −1.
5. Висновки. У статтi отриманi певнi узагальнення теорем Ролля, Ла-

гранжа, Кошi для диференцiйовних функцiй однiєї змiнної на випадок 𝑚 раз
неперервно диференцiйовної на 𝑚–вимiрному паралелепiпедi функцiї 𝑚 змiн-
них. Отриманi результати можуть бути застосованi для проведення дослiджень
у галузi математичного аналiзу та його застосувань, зокрема, для доведення
нерiвностей з функцiями кiлькох змiнних та обчислення кратних границь. Ме-
тодика проведеного дослiдження може бути використана у навчальному процесi
для студентiв освiтнього рiвня бакалавр математичних спецiальностей вищих
навчальних закладiв, а саме, у вибiркових курсах, курсових та дипломних ро-
ботах.
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Kurchenko O. O., Syniavska O. O. Four theorems for di�erentiable functions
of several variables.

This article presents some generalizations of the Roll, Lagrange, and Cauchy theorems
of the differential calculus of functions of one variable to the case of differential functions
of several variables. Examples of using the obtained results for proving inequalities and
calculating multivariable limits are given.

Keywords: Rolle’s theorem, Lagrange’s theorem, Cauchy’s theorem for differentiable
functions, differentiable functions of several variables, multivariable limits.
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THE DIFFRACTION OF ELASTIC WAVES BY SPHERICAL
DEFECTS

Based on the method of discontinuous solutions [2–4] in the case of stationary elastic
waves, a method is proposed for reducing a number of diffraction problems to a system
of integro-differential equations. The defect can be either a spherical crack or a thin rigid
spherical inclusion. Detailing of the method is considered for the second case.

Work goals. Generalization of the method of discontinuous solutions [2–4] to the case
of spherical defects (cracks or thin rigid spherical inclusions). A method for constructing a
discontinuous solution of the wave equation for a spherical coordinate system is proposed.

Keywords: wave equation, elasticity theory, defect, inclusion, crack, discontinuous solu-
tion, jump, spherical coordinates, stress, displacement.

1. Introduction. The study of the interaction of undeformed shells with the
surrounding elastic medium is of practical importance, due to the need to increase
the strength of ships from underwater and air explosions, improve the methods of
underwater acoustics, and ensure the seismic resistance of hydraulic structures and
their elements. Thus, the development of mathematical methods for solving prob-
lems on the interaction of non-stationary (stationary) waves with various objects,
including shell type, is relevant.

Among the analytical methods, the following can be distinguished: the method
of integral equations (the potential method), the method of separation of variables
and its various modi�cations (the Fourier method and its generalizations in vector
and scalar forms, as well as reduction to in�nite systems of algebraic equations), the
method of the theory of functions of a complex variable. These methods have proven
themselves well in relation to canonical domains (the equations of their boundary
surfaces are reduced to standard canonical forms). The following authors were
closely involved in this topic: Guz' A. N., Nemish Yu. N., Kubenko Yu. N., Podstri-
gach Ya. S., Grilitsky D. V., Poddubnyak A. P. and etc.

At present, various numerical methods of �nite di�erences, �nite elements, etc.
are widely used to solve spatial problems. The proposed work is devoted to solving
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a spatial problem of elasticity theory for a spherical segment by the method of
discontinuous solutions [2�4].

2. Main results.

Part 1. Construction of a discontinuous solution of the wave equation for a
spherical defect

Under the defect (from the point of view of mechanics) we mean [4] a part of the
surface, at the intersection of which the stresses and displacements of the �rst kind
su�er discontinuities. As a classical defect, we can consider some mathematical cut
along the speci�ed part of the surface (crack). A certain rigid inclusion in the form
of a shell (cavity), the middle surface of which coincides with the same part of the
surface, can also be attributed to such defects. Consider, as one of the special cases,
when a part of a spherical surface serves as a defect.

Let's set its geometric parameters in the form: 𝑟 = 𝑅, 0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜔, −𝜋 ≤ 𝜙 ≤ 𝜋,
where 𝑟, 𝜃, 𝜙 are the parameters of the spherical coordinate system. It is widely
known that the solution of the equations of motion of an elastic isotropic medium
can be expressed in terms of wave functions [1]. Therefore, before proceeding with
the construction of a discontinuous solution for the equations of motion, one should
construct a solution for the wave equation

△ 𝜓 − 1

𝑐2
𝜕2

𝜕𝑡2
𝜓 = 0, 0 < 𝑟 <∞, 0 < 𝜃 < 𝜋, |𝜙| < 𝜋, 𝑡 ≥ 0, (1)

where △ is the Laplace operator expressed in spherical coordinates.
Under the discontinuous solution of equation (1), which is given in the entire

space for a spherical defect

𝑟 = 𝑅, 0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜔, −𝜋 ≤ 𝜙 ≤ 𝜋 (2)

one should understand such a solution to equation (1), which must satisfy it every-
where, excluding only the points of the defect itself (2) (𝑅 is the radius of a spherical
defect). At these points, the function and its normal (to the surface of the considered
defect) derivative su�er discontinuities of the �rst kind and their jumps are given,
for which we introduce special notation

𝜓(𝑅− 0, 𝜃, 𝜙, 𝑡)− 𝜓(𝑅 + 0, 𝜃, 𝜙, 𝑡) = ⟨𝜓⟩,

𝜓′(𝑅− 0, 𝜃, 𝜙, 𝑡)− 𝜓′(𝑅 + 0, 𝜃, 𝜙, 𝑡) = ⟨𝜓′⟩.

In addition, here and everywhere below in the text we will denote the derivative
with respect to the variable 𝑟 by a prime, with respect to 𝜃 by a dot, and with
respect to the variable 𝜙 by a comma. To construct such a solution, we use the
same scheme as in the materials [4].

By successively applying to equation (1) the integral transformations of Laplace
(with respect to the variable 𝑡), Fourier (with respect to the variable 𝜙)

𝜓𝑝 =

∞∫︁
0

𝜓(𝑟, 𝜃, 𝜙, 𝑡)

𝑒𝑝𝑡
𝑑𝑡, 𝜓𝑝𝑛 =

𝜋∫︁
−𝜋

𝜓𝑝(𝑟, 𝜃, 𝜙)

𝑒𝑖𝑛𝜙
𝑑𝜙, (3)
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and Legendre (with respect to the variable 𝜃),

𝜓𝑝𝑛𝑘(𝑟) =

𝜋∫︁
0

sin 𝜃𝑃
|𝑛|
𝑘 (cos 𝜃)𝑑𝜃, (4)

(𝑃 𝑛
𝑘 (cos 𝜃) is the adjointed Legendre polynomial), we reduce equation (1) to the

following one-dimensional form

1

𝑟2

[︁(︀
𝑟2𝜓′

𝑝𝑛𝑘(𝑟)
)︀′ − 𝑘(𝑘 + 1)𝜓𝑝𝑛𝑘(𝑟)

]︁
− 𝑝2

𝑐2
𝜓𝑝𝑛𝑘(𝑟) = 0, (5)

where 0 < 𝑟 <∞.
At this stage, it is necessary to construct a discontinuous solution of this equation

with predetermined jumps

⟨𝜓𝑝𝑛𝑘⟩ = 𝜓𝑝𝑛𝑘(𝑅− 0)− 𝜓𝑝𝑛𝑘(𝑅 + 0),

⟨𝜓′
𝑝𝑛𝑘⟩ = 𝜓′

𝑝𝑛𝑘(𝑅− 0)− 𝜓′
𝑝𝑛𝑘(𝑅 + 0).

(6)

The values of these jumps will be determined based on the boundary conditions
of the problem.

If in (5) we make a change of variables of the form 𝜒𝑝𝑛𝑘(𝑟) =
√
𝑟 𝜓𝑝𝑛𝑘(𝑟), then

this equation is transformed into the Bessel equation. Let us apply the Hankel
transformation to the resulting equation

𝜒𝑝𝑛𝑘(𝑟) =

∞∫︁
0

𝑟𝐽𝑘+ 1
2
(𝛼𝑟)𝜒𝑝𝑛𝑘(𝑟)𝑑𝑟,

to get rid of the variable 𝑟 according to the generalized scheme [2,3] (in this formula,
𝐽𝑘+ 1

2
(𝛼𝑟) is the cylindrical Bessel function).

Using the obtained results, we �nd the dimensionless Hankel transform from
the equation (5), expressing them in terms of jumps (6). Further, applying to this
expression the inversion formula for the Hankel transform, we �nd the necessary
discontinuous solution of equation (5) with jumps (6)

𝜓𝑝𝑛𝑘(𝑟) = 𝑅2

[︂
⟨𝜓′

𝑝𝑛𝑘⟩𝐷𝑘,𝑝(𝑟, 𝑅)− ⟨𝜓𝑝𝑛𝑘⟩
𝜕

𝜕𝑅
𝐷𝑘,𝑝(𝑟, 𝑅)

]︂
,

𝐷𝑘,𝑝(𝑟, 𝑅) =
1√
𝑟𝑅

⎧⎪⎨⎪⎩
𝐼𝜈
(︀
𝑅𝑝
𝑐

)︀
𝐾𝜈

(︀
𝑟𝑝
𝑐

)︀
, 𝑟 > 𝑅,

𝐼𝜈
(︀
𝑟𝑝
𝑐

)︀
𝐾𝜈

(︀
𝑅𝑝
𝑐

)︀
, 𝑟 < 𝑅, 𝜈 = 𝑘 + 1

2
, 𝑘 = 0, 1, 2, . . .

(7)

(𝐼𝜈 (𝑧), 𝐾𝜈(𝑧) are respectively modi�ed Bessel and Macdonald functions). Further,
to obtain a discontinuous solution of the original wave equation, one should use the
inversion formulas for the Legendre transforms [2, 3]

𝜓𝑝𝑛(𝑟, 𝜃) =
∞∑︁

𝑘=|𝑛|

𝜓𝑝𝑛𝑘(𝑟)𝜎𝑘𝑛𝑃
|𝑛|
𝑘 (cos 𝜃), 𝜎𝑘𝑛 =

(𝑘 − |𝑛|)!(2𝑘 + 1)

2(𝑘 + |𝑛|)!
, (8)
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as well as for the Fourier and Laplace transforms.
Thus, applying transformation (8) to formula (7), we obtain the following equa-

tion

𝜓𝑝𝑛(𝑟, 𝜃) = 𝑅2

⎡⎣ 𝜔∫︁
0

𝑇𝑛,𝑝(𝜃, 𝜏) sin 𝜏𝑑𝜏 −
𝜔∫︁

0

̃︀𝑇𝑛,𝑝(𝜃, 𝜏) sin 𝜏𝑑𝜏
⎤⎦ ,

𝑇𝑛,𝑝(𝜃, 𝜏) = ⟨𝜓′
𝑝𝑛⟩𝑀𝑛,𝑝(𝜃, 𝜏, 𝑟, 𝑅), ̃︀𝑇𝑛,𝑝(𝜃, 𝜏) = ⟨𝜓𝑝𝑛⟩

𝜕

𝜕𝑅
𝑀𝑛,𝑝(𝜃, 𝜏, 𝑟, 𝑅),

𝑀𝑛,𝑝(𝜃, 𝜏, 𝑟, 𝑅) = 𝜎𝑘𝑛𝑃
|𝑛|
𝑘 (cos 𝜃)𝑃

|𝑛|
𝑘 (cos 𝜏)𝐷𝑘,𝑝(𝑟, 𝑅).

(9)

In the event that a steady process of medium oscillations is considered (occurring
according to a harmonic law), then the potential from the wave equation (1) can be
written in the following form

𝜓 (𝑟, 𝜃, 𝜙, 𝑡) = 𝑒−𝑖𝜔0𝑡 ̃︀𝜓 (𝑟, 𝜃, 𝜙) . (10)

This makes it possible to exclude the use of the direct and inverse Laplace transforms
with respect to the variable 𝑡, which greatly simpli�es the calculations. Then, if in
equation (5), instead of the parameter 𝑝, we substitute the value 𝑝 = −𝑖𝜔0, then we

obtain a new equation, which is the solution for the function ̃︀𝜓 (𝑟, 𝜃, 𝜙) .
In contrast to equation (7), the discontinuous solution in this case will take a

slightly di�erent form

̃︀𝜓𝑝𝑛𝑘(𝑟) = 𝑅2

[︂
⟨𝜓′

𝑝𝑛𝑘⟩𝐷𝑘,𝜇(𝑟, 𝑅)− ⟨𝜓𝑝𝑛𝑘⟩
𝜕

𝜕𝑅
𝐷𝑘,𝜇(𝑟, 𝑅)

]︂
, (11)

𝐷𝑘,𝜇(𝑟, 𝑅) =
𝜋𝑖

2
√
𝑟𝑅

⎧⎨⎩𝐽𝜈(𝑅𝜇)𝐻
(1)
𝜈 (𝑟𝜇), 𝑟 > 𝑅, 𝜇 = 𝜔0

𝑐
,

𝐽𝜈(𝑟𝜇)𝐻
(1)
𝜈 (𝑅𝜇), 𝑟 < 𝑅, 𝜈 = 𝑘 + 1

2
, 𝑘 = 0, 1, 2, . . .

If in (11) we invert the Legendre transforms, then we obtain an equation of the
following form

̃︀𝜓𝑛(𝑟, 𝜃) = 𝑅2

⎡⎣ 𝜔∫︁
0

𝑃𝑛,𝜇(𝜃, 𝜏) sin 𝜏𝑑𝜏 −
𝜔∫︁

0

̃︀𝑃𝑛,𝜇(𝜃, 𝜏) sin 𝜏𝑑𝜏

⎤⎦ ,
𝑃𝑛,𝜇(𝜃, 𝜏) = ⟨ ̃︀𝜓′

𝑝𝑛⟩𝑀𝑛,𝜇 (𝜃, 𝜏 ; 𝑟, 𝑅) , ̃︀𝑃𝑛,𝜇(𝜃, 𝜏) = ⟨ ̃︀𝜓𝑝𝑛⟩
𝜕

𝜕𝑅
𝑀𝑛,𝜇 (𝜃, 𝜏 ; 𝑟, 𝑅) ,

𝑀𝑛,𝜇 (𝜃, 𝜏 ; 𝑟, 𝑅) = 𝜎𝑘𝑛𝑃
|𝑛|
𝑘 (cos 𝜃)𝑃

|𝑛|
𝑘 (cos 𝜏)𝐷𝑘,𝜇(𝑟, 𝑅).

(12)

When substituting the value 𝑝 = −𝑖𝜔0 in (7), it is necessary to choose the

�rst Hankel function 𝐻
(1)
𝜈 (𝑧) in the kernel 𝐷𝑘,𝜇 (𝑟, 𝑅) . It is she who provides the

condition of radiation at in�nity. The second function 𝐽𝜈 (𝑧) in this kernel is the
cylindrical Bessel function. When using discontinuous solutions of the form (9) and
(12) in speci�c problems of the theory of elasticity, it is necessary to use the integral
representation for the following function

𝑊𝑘(𝑧)|𝑧=−𝑖𝜉 = 𝐼𝜈(𝑧)𝐾𝜈(𝑧)|𝑧=−𝑖𝜉 =
𝜋𝑖

2
𝐻(1)

𝜈 (𝜉)𝐽𝜈(𝜉) = 𝐴𝑘(𝜉), 𝜈 = 𝑘 +
1

2
. (13)
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To obtain relation (13), it su�ces to use formula, which allows us to expand the
functions Ω0 (𝜃) = 𝐼0 (𝜃) − 𝐿0 (𝜃) (𝐿0 (𝜃) � the second Struve function [2]) into a
series in the orthogonal system of functions cos

[︀(︀
𝑘 + 1

2

)︀
𝜃
]︀
and therefore

𝑊𝑘(𝑧) =
(−1)𝑘

2

𝜋∫︁
0

Ω0

(︂
2𝑧 cos

𝜃

2

)︂
cos

[︂(︂
𝑘 +

1

2

)︂
𝜃

]︂
𝑑𝜃.

Integrating by parts based on (13), we establish an important relationship:

𝐴𝑘(𝜉) =
1−∆𝑘(𝜉)

2𝑘 + 1
, ∆𝑘(𝜉) =

𝜋∫︁
0

sin[(𝑘 + 1
2
)𝜏 ]

(−1)𝑘
𝜕

𝜕𝜏
Υ0

(︁
2𝜉 cos

𝜏

2

)︁
𝑑𝜏, (14)

where Υ0(𝑧) = 𝐽𝜈(𝑧)− 𝑖𝐻0(𝑧) is the �rst Struve function.

Part 2. Construction of a discontinuous solution of the equations of motion of an
elastic medium for a spherical defects

In order to construct a discontinuous solution to the equations of motion of
an elastic medium, we use the well-known solution to the equations of motion of an
isotropic medium, which, following the notation of the authors, is expressed in terms
of three wave functions Φ (𝑟, 𝜃, 𝜙, 𝑡) ,Ψ𝑗 (𝑟, 𝜃, 𝜙, 𝑡) (𝑗 = 1, 2) . It should be noted that
the function Φ (𝑟, 𝜃, 𝜙, 𝑡) determines the expansion wave and must satisfy formula
(1), in which one should put 𝑐 = 𝑐1, where 𝑐1 is the speed of the expansion wave [1].
In turn, the functions Ψ𝑗 (𝑟, 𝜃, 𝜙, 𝑡) (𝑗 = 1, 2) describe shear waves and in the same
equation one should put 𝑐 = 𝑐2, where 𝑐2 is the speed of shear wave propagation. If
we omit the time parameter 𝑡, that is, we restrict ourselves to a simpler case when
a steady process of oscillations according to a harmonic law with a certain natural
oscillation frequency 𝜔0 is considered, then, according to [1], the wave potentials can

be represented as {Φ,Ψ𝑗 } = 𝑒−𝑖𝜔0𝑡
{︁̃︀Φ, ̃︀Ψ𝑗

}︁
, respectively.

Using the materials from [2�4], we pass everywhere to the Fourier transforms

{Φ𝑛,Ψ𝑗,𝑛, 𝑢𝑟,𝑛, 𝑢𝜃,𝑛, 𝑢𝜙,𝑛 } =
1

2𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝑒−𝑖𝜔0𝑡 {Φ,Ψ, 𝑢𝑟, 𝑢𝜃, 𝑢𝜙} 𝑑𝜙, (15)

(𝑗 = 1, 2, 𝑛 = 0,±1,±2, . . .) .
If in formula (15) we formally omit the factor depending on the variable 𝑡 (𝑒−𝑖𝜔0𝑡) ,

as well as the designation of the wave above the symbols, the solutions of the above
equations can be represented in the following form

𝑢𝑛 ≡ 𝑢𝑟,𝑛 = Φ′
𝑛 −

[sin 𝜃Ψ2,𝑛]
∙

𝑟 sin 𝜃
− 𝑛2Ψ2,𝑛

𝑟 sin2 𝜃
,

𝑣𝑛 ≡ 𝑢𝜃,𝑛 =
Ψ∙

𝑛

𝑟
+

(𝑟Ψ2,𝑛)
′

𝑟
+
𝑖𝑛Ψ1,𝑛

sin 𝜃
,

𝑤𝑛 ≡ 𝑢𝜙,𝑛 =
𝑖𝑛Φ𝑛

𝑟 sin 𝜃
+
𝑖𝑛 (𝑟Ψ2,𝑛)

′

𝑟 sin 𝜃
−Ψ∙

1,𝑛,

(16)

here and everywhere below, as in [2], we denote the derivative with respect to the
variable 𝑟 by a prime, with respect to 𝜃 by a dot, and with respect to the variable
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𝜙 by a comma. It should be noted that the functions Φ𝑛 and Ψ𝑗,𝑛 (𝑗 = 1, 2) , must
satisfy the Helmholtz equation. For clarity, combining them into a single equation,
we write

1

𝑟2

{︁(︀
𝑟2
[︀
Φ′

𝑛,Ψ
′
𝑗,𝑛

]︀)︀′ −∇𝑛 [Φ𝑛,Ψ𝑗,𝑛]
}︁
+
[︀
𝑎2Φ𝑛, 𝑏

2Ψ𝑗,𝑛

]︀
= 0, (𝑗 = 1, 2) , (17)

∇𝑛𝑓 (𝑟, 𝜃) ≡
𝑛2𝑓 (𝑟, 𝜃)

sin2𝜃
− [sin 𝜃𝑓 ∙(𝑟, 𝜃)]∙

sin 𝜃
, (18)

where 𝑎 = 𝜔0

𝑐1
, 𝑏 = 𝜔0

𝑐2
.

Applying Hooke's law and the Cauchy relations to the displacement transfor-
mants (16), we �nd the stress transformants necessary for further calculations

𝜎𝑟,𝑛
2𝜇

= Φ′′
𝑛 − 𝜆

𝑎2Φ𝑛

2𝜇
+ 𝑏2

(︀
Ψ2,𝑛 + 𝑟Ψ′

2,𝑛

)︀
+ 3Ψ′′

2,𝑛 + 𝑟Ψ′′′
2,𝑛,

𝜏𝜃,𝑛
2𝜇

=
Φ′

𝑛

𝑟
− Φ∙

𝑛

𝑟2
− 𝑖𝑛𝑟

2 sin 𝜃

(︂
Ψ1,𝑛

𝑟

)︂′

+Ψ′′
2,𝑛 +

Ψ′
2,𝑛

𝑟
−

Ψ∙
2,𝑛

𝑟2
+
𝑏2Ψ∙

2,𝑛

2
,

−𝜏𝜙,𝑛
2𝜇

=
𝑖𝑛
(︀
Φ′

𝑛 − Φ𝑛

𝑟

)︀
𝑟 sin 𝜃

+
𝑟

2

(︂
Ψ∙

1,𝑛

𝑟

)︂′

+
𝑖𝑛
(︁
Ψ′′

2,𝑛 +
Ψ′

2,𝑛

𝑟
−
(︁

1
𝑟2

− 𝑏2

2

)︁
Ψ2,𝑛

)︁
sin 𝜃

,

(19)

where 𝜇, 𝜆 are Lame parameters, 𝜏𝜃,𝑛, 𝜏𝜙,𝑛 are Fourier transforms for tangential
stresses 𝜏𝑟,𝜃 and 𝜏𝑟,𝜙 respectively.

A discontinuous solution of the equations of motion of an elastic medium for
spherical defects (formula (2)) should be understood as such a solution of the above
equations, which must satisfy them everywhere, except for the points of the defect.
At these points, all components of the displacement and stress �eld su�er disconti-
nuities of the �rst kind with given jumps. The values of these jumps are determined
from the boundary conditions. Let us introduce the following notation for these
jumps in terms of the Fourier transforms

⟨𝑢𝑛⟩ = 𝑢𝑟𝑛 (𝑅− 0, 𝜃)− 𝑢𝑟𝑛 (𝑅 + 0, 𝜃) , ⟨𝑣𝑛⟩, ⟨𝑤𝑛⟩, ⟨𝜎𝑟,𝑛⟩, ⟨𝜏𝜃,𝑛⟩, ⟨𝜏𝜙,𝑛⟩, (20)

where 𝑅 is the radius of the spherical defect.
Further construction of a discontinuous solution will continue according to the

scheme of works [4]. At the �rst stage of calculations, instead of the values 𝑣𝑛, 𝑤𝑛,
𝜏𝜃,𝑛, 𝜏𝜙,𝑛, for convenience, we should introduce their combinations

sin 𝜃𝜁𝑛 (𝑟, 𝜃) = [sin 𝜃𝑣𝑛(𝑟, 𝜃)]
∙ − 𝑖𝑛𝑤𝑛 (𝑟, 𝜃) ,

sin 𝜃𝜁𝑛 (𝑟, 𝜃) = [sin 𝜃𝑤𝑛(𝑟, 𝜃)]
∙ + 𝑖𝑛𝑣𝑛 (𝑟, 𝜃) ,

sin 𝜃𝜗𝑛 (𝑟, 𝜃) = [sin 𝜃𝜏𝜃,𝑛(𝑟, 𝜃)]
∙ + 𝑖𝑛𝜏𝜙,𝑛 (𝑟, 𝜃) ,

𝑠𝑖𝑛𝜃𝜚𝑛 (𝑟, 𝜃) = [sin 𝜃𝜏𝜙,𝑛 (𝑟, 𝜃)]
∙ + 𝑖𝑛𝜏𝜃,𝑛 (𝑟, 𝜃) .

(21)

Based on the notation introduced in (21), from relations (16), taking into account
(18), we obtain fairly compact expressions for the following elements

𝑢𝑛 (𝑟, 𝜃) = Φ′
𝑛 (𝑟, 𝜃) +

∇𝑛Ψ2,𝑛 (𝑟,𝜃)

𝑟
,

𝜉𝑛 (𝑟, 𝜃) = ∇𝑛Ψ1,𝑛 (𝑟, 𝜃) ,

𝑟𝜁𝑛 (𝑟, 𝜃) = −∇𝑛

[︀
Φ𝑛 (𝑟, 𝜃) + (𝑟Ψ2,𝑛 (𝑟, 𝜃))′

]︀
.

(22)
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At this stage, according to [4], it is necessary to express all unknown jumps of
the functions ⟨Φ𝑛⟩, ⟨Φ′

𝑛⟩, ⟨Ψ𝑗,𝑛⟩, ⟨Ψ′
𝑗,𝑛⟩ (𝑗 = 1, 2) through the given (based on the

boundary conditions of the problem posed) (6) or jumps of the introduced combi-
nations of functions (21). Passing in formulas (16) to jumps and carrying out the
necessary transformations in order to obtain jumps of functions (21), we obtain the
following, very simple expressions for them

⟨𝑢𝑛⟩ = ⟨Φ′
𝑛⟩+

∇𝑛⟨Ψ2,𝑛⟩
𝑅

, ⟨𝜉𝑛⟩ = ∇𝑛⟨Ψ1,𝑛⟩,

𝑅⟨𝜁𝑛⟩ = −∇𝑛

[︀
⟨Φ𝑛⟩+ ⟨Ψ2,𝑛⟩+𝑅⟨Ψ′

2,𝑛⟩
]︀
.

(23)

In order to obtain the same ratios for stresses, it is necessary in formulas (5) to
exclude the terms that contain derivatives with respect to the variable 𝑟 above the
�rst order. To do this, use the group of equations (3), which will allow us to write
the following relations

Φ′′
𝑛 =

∇𝑛Φ𝑛

𝑟2
− 2Φ′

𝑛

𝑟
− 𝑎2Φ𝑛,

Ψ′′
𝑗,𝑛 =

∇𝑛Ψ𝑗,𝑛

𝑟2
−

2Ψ′
𝑗,𝑛

𝑟
− 𝑏2Ψ𝑗,𝑛 (𝑗 = 1, 2) .

Eliminating the indicated derivatives from (19) with the help of these formulas
and passing in them to stress jumps (6), including jumps 𝜗𝑛 and 𝜚𝑛, we obtain the
following relations

⟨𝜎𝑟,𝑛⟩
2𝜇

𝑅2 = ∇𝑛 [⟨Φ𝑛⟩ − ⟨Ψ2,𝑛⟩]− (𝑏𝑅)2

2
⟨Φ𝑛⟩ − 2𝑅⟨Φ′

𝑛⟩+ 2𝑅∇𝑛⟨Ψ′
2,𝑛⟩,

𝑅⟨𝜚𝑛⟩
𝜇

= ∇𝑛

[︀
𝑅⟨Ψ′

1,𝑛⟩ − ⟨Ψ1,𝑛⟩
]︀
,

2𝑅2⟨𝜗𝑛⟩
𝜇

= −∇𝑛

{︁
𝑅⟨Φ′

𝑛⟩ − ⟨Φ𝑛⟩+∇𝑛⟨Ψ2,𝑛⟩ − ⟨Ψ2,𝑛⟩
[︁
𝑏2

2
+ 1
]︁
−𝑅⟨Ψ′

2,𝑛⟩
}︁
.

(24)

At this stage, it is necessary to express all unknown jumps of wave functions and
their normal derivatives through jumps of displacements and stresses, which can
be determined from the boundary conditions and, in fact, are known. To do this,
apply to all formulas (23) and (24) the Legendre integral transformation, according
to formula (4). After that, as a result of fairly obvious transformations, we obtain
the following expressions

𝑘(𝑘 + 1)⟨Ψ1,𝑛,𝑘⟩ = ⟨𝜉𝑛,𝑘⟩,

𝑘(𝑘 + 1)⟨Ψ′
1,𝑛,𝑘⟩ =

⟨𝜉𝑛,𝑘⟩
𝑅

+
⟨𝜚𝑛,𝑘⟩

𝜇
,

𝑘 (𝑘 + 1) 𝑏2𝑅⟨Ψ2,𝑛,𝑘⟩ = 𝑅⟨𝜗𝑛,𝑘⟩
𝜇

+ 2𝑘 (𝑘 + 1) ⟨𝑢𝑛,𝑘⟩+ 2⟨𝜁𝑛,𝑘⟩,

−𝑅𝑏2⟨Φ𝑛,𝑘⟩ = 4⟨𝑢𝑛,𝑘⟩+ 2⟨𝜁𝑛,𝑘⟩+ 𝑅⟨𝜎𝑟,𝑛,𝑘⟩
𝜇

,

(𝑅𝑏)2 ⟨Φ′
𝑛,𝑘⟩ =

[︀
(𝑅𝑏)2 − 2𝑘(𝑘 + 1)

]︀
⟨𝑢𝑛,𝑘⟩ − 𝑅⟨𝜗𝑛,𝑘⟩

𝜇
− 2⟨𝜁𝑛,𝑘⟩,

𝑘 (𝑘 + 1) (𝑅𝑏)2 ⟨Ψ′
2,𝑛,𝑘⟩ = 2⟨𝑢𝑛,𝑘⟩𝑘(𝑘 + 1)− 𝑅⟨𝜗𝑛,𝑘⟩

𝜇
+

+⟨𝜁𝑛,𝑘⟩
[︀
2𝑘 (𝑘 + 1)− 2− (𝑅𝑏)2

]︀
+

𝑘(𝑘+1)𝑅⟨𝜎𝑟,𝑛,𝑘⟩
𝜇

.

(25)
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According to formula (11), the Fourier-Legendre transforms of the wave functions
will be expressed by the formulas

Φ𝑛,𝑘 (𝑟) = 𝑅2
[︀
⟨Φ′

𝑛,𝑘⟩𝐷𝑘,𝜇(𝑟, 𝑅)− ⟨Φ𝑛,𝑘⟩ 𝜕
𝜕𝑅
𝐷𝑘,𝜇(𝑟, 𝑅)

]︀
,

Ψ𝑗,𝑛,𝑘 (𝑟) = 𝑅2
[︀
⟨Ψ′

𝑗,𝑛,𝑘⟩𝐷𝑘,𝜇(𝑟, 𝑅)− ⟨Ψ𝑗,𝑛,𝑘⟩ 𝜕
𝜕𝑅
𝐷𝑘,𝜇(𝑟, 𝑅)

]︀
(𝑗 = 1, 2).

(26)

Substituting the jump values (11) into these formulas and then inverting the
Legendre transformation, according to formula (8), we obtain the functions Φ𝑛 and
Ψ𝑗,𝑛 (𝑗 = 1, 2) . Further, using the groups of formulas (16), (19) and the obtained
wave potentials, we construct a discontinuous solution of the equations of motion
for a spherical defect (2). Having a discontinuous solution, it is not di�cult to
reduce the problem of di�raction by such a defect to one-dimensional integral or
integro-di�erential equations.

3. Conclusions. In the proposed work, a discontinuous solution of the
wave equation is constructed in a spherical coordinate system. Based on the same
method, a discontinuous solution of the equations of motion of an elastic medium
for a spherical defect is constructed.

At the next stage, the problem of di�raction of an elastic torsion wave by a thin
spherical inclusion should be reduced to a system of integro-di�erential equations.

Develop and prove the validity of using an approximate method for solving
the corresponding integro-di�erential equations in the class of functions with non-
integrable singularities.

Numerically implement the method, build graphs of the dependence of the re-
active torque (the inclusion is �xedly �xed) on the frequency of oscillations and the
dimensions of the inclusion. Also, build graphs for the amplitude of oscillations of
the inclusion when it is mobile (not �xed).
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УЗАГАЛЬНЕННЯ НЕГАТИВНИХ РЕЗУЛЬТАТIВ ДЛЯ
IНТЕРПОЛЯЦIЙНОГО МОНОТОННОГО НАБЛИЖЕННЯ

ФУНКЦIЙ, ЩО МАЮТЬ ДРОБОВУ ПОХIДНУ В ПРОСТОРI
СОБОЛЄВА З IНДЕКСОМ 𝑟 ∈ (2, 3)

Питання монотонної апроксимацiї це питання наближення монотонних функцiй з
простору Соболєва монотонними алгебраїчними полiномами. Дослiджується питання
наближення монотонних функцiй iз простору Соболєва W𝑟[0, 1] з дiйсним iндексом
𝑟 ∈ (2, 3) алгебраїчними полiномами. Побудовано контрприклад, якийй показує, що
для 𝑟 ∈ (2, 3) оцiнка

|𝑓(𝑥)− 𝑝𝑛(𝑥)| ≤ 𝑐(𝑟)

(︃√︀
𝑥(1− 𝑥)

𝑛

)︃𝑟

, 𝑛 > 𝑟

є хибною. Результат отриманий в роботi є узагальненням аналогiчних результатiв для
простору Соболєва з натуральним iндексом 𝑟 > 2.

Ключовi слова: наближення функцiї, простiр Соболєва, алгебраїчний полiном, мо-
нотонна функцiя.

1. Вступ. Нехай 𝑊 𝑟, 𝑟 ∈ N клас функцiй 𝑓 ∈ 𝐶 [0, 1], таких, що мають аб-
солютно неперервну (𝑟 − 1) похiдну i |𝑓 (𝑟)(𝑥)| ≤ 1 майже скрiзь на [0, 1]. Те-
ляковський [1] для 𝑟 = 1 та Гопенгауз для 𝑟 ∈ N [4] посилили пряму теорему
Нiкольського – Тiммана довiвши, що кожну функцiю 𝑓 ∈ 𝑊 𝑟 можна наблизити
алгебраїчним многочленом 𝑝𝑛 степеня < 𝑛 так, що

|𝑓(𝑥)− 𝑝𝑛(𝑥)| ≤ 𝑐(𝑟)

(︃√︀
𝑥(1− 𝑥)

𝑛

)︃𝑟

, 𝑛 > 𝑟, (1)

де 𝑐 — абсолютна стала.
DeVore та Yu [2] довели, що при 𝑟 = 1, 2 оцiнка (1) справедлива i при набли-

женнi монотонної функцiї монотонним многочленом. А саме, якщо монотонна
функцiя 𝑓 ∈ 𝑊 𝑟, то iснує монотонний многочлен 𝑝𝑛, такий, що має мiсце (1).
В роботi [5] доведено, що для натурального 𝑟 > 2, 𝑟 ∈ N оцiнка (1), взагалi
кажучи, невiрна для монотонного наближення. Для опуклого наближення при
𝑟 > 2, 𝑟 ∈ N доведено [7], що оцiнка (1) також є невiрною. Для 𝑟 ∈ R введе-
мо клас функцiй 𝑊 𝑟[0, 1], таких, що 𝐷𝑟−1

0+ 𝑓 абсолютно неперервна i
⃒⃒
𝐷𝑟

0+𝑓
⃒⃒
≤ 1

майже скрiзь на [0, 1] (тут 𝐷𝑟−1
0+ 𝑓 — лiвостороння дробова похiдна [3]). Будемо

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2023, том 42, № 1 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)



76 Т. О. ПЕТРОВА, I. Л. ПЕТРОВА

позначати через
∏︀

𝑛 — множину всiх алгебраїчних полiномiв степеня ≤ 𝑛 i че-
рез∆1 множину монотонних на [0, 1] функцiй. Основним результатом є теорема,
яка узагальнює результат роботи [6] на класи 𝑊 𝑟[0, 1] ∩∆1 з 𝑟 ∈ (2, 3) , 𝑟 ∈ R.

2. Основнi означення та допомiжнi твердження. Спочатку нагадаємо
основнi означення та факти, якi використовуються в роботi.

Означення 1. Нехай 𝜙(𝑥) ∈ 𝐿1(𝑎, 𝑏). Iнтеграли

(𝐼𝛼𝑎+𝜙)(𝑥)
𝑑𝑒𝑓
=

1

Γ(𝛼)

𝑥∫︁
𝑎

𝜙(𝑡)

(𝑥− 𝑡)1−𝛼𝑑𝑡, 𝑥 > 𝛼, (2)

(𝐼𝛼𝑏−𝜙)(𝑥)
𝑑𝑒𝑓
=

1

Γ(𝛼)

𝑏∫︁
𝑥

𝜙(𝑡)

(𝑥− 𝑡)1−𝛼𝑑𝑡, 𝑥 < 𝑏, (3)

де 𝛼 > 0 називаються iнтегралами дробового порядку 𝛼. Перший називають
лiвостороннiм, а другий правостороннiм. Що стосується дробового диференцi-
ювання, то його слiд ввести, як операцiю обернену дробовому iнтегруванню [6].

Означення 2. Для функцiї 𝑓(𝑥), що задана на вiдрiзку [𝑎, 𝑏] кожен iз ви-
разiв

(𝐷𝛼
𝑎+𝑓)(𝑥) =

1

Γ(1− 𝛼)

𝑑

𝑑𝑥

𝑥∫︁
𝑎

𝑓(𝑡)

(𝑥− 𝑡)𝛼
𝑑𝑡, (4)

(𝐷𝛼
𝑏−𝑓)(𝑥) =

1

Γ(1− 𝛼)

𝑑

𝑑𝑥

𝑏∫︁
𝑥

𝑓(𝑡)

(𝑥− 𝑡)𝛼
𝑑𝑡, (5)

називається дробовою похiдною порядку 𝛼, 0 < 𝛼 < 1 вiдповiдно лiвосторон-
ньою та правосторонньою.

Перейдемо до дробових похiдних порядкiв 𝛼 ≥ 1

𝛼 = [𝛼] + {𝛼},

де [𝛼] — цiла частина числа 𝛼 i {𝛼} — дробова частина числа 𝛼. Якщо 𝛼 —
цiле число, то пiд дробовою похiдною порядку 𝛼 будемо розумiти звичайне
диференцiювання:

𝐷𝛼
𝑎+ =

(︂
𝑑

𝑑𝑥

)︂𝛼

, 𝐷𝛼
𝑏− =

(︂
− 𝑑

𝑑𝑥

)︂𝛼

, 𝛼 = 1, 2, 3, . . . (6)

Якщо ж 𝛼 — не цiле, то правильно ввести за формулами:

𝐷𝛼
𝑎+𝑓 =

1

Γ(𝑛− 𝛼)

(︂
𝑑

𝑑𝑥

)︂𝑛
𝑥∫︁

𝑎

𝑓(𝑡)

(𝑥− 𝑡)𝛼−𝑛+1𝑑𝑡, 𝑛 = [𝛼] + 1, (7)

𝐷𝛼
𝑏−𝑓 =

(−1)𝑛

Γ(𝑛− 𝛼)

(︂
𝑑

𝑑𝑥

)︂𝑛
𝑏∫︁

𝑥

𝑓(𝑡)

(𝑡− 𝑥)𝛼−𝑛+1𝑑𝑡, 𝑛 = [𝛼] + 1. (8)

Наступна теорема дає достатнi умови для iснування дробових похiдних будь-
якого порядку 𝛼, 𝛼 > 0 [6].
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Теорема 1. Нехай 𝛼 > 0 та функцiя 𝑓(𝑥) має абсолютно неперервну по-
хiдну порядку 𝑛, 𝑛 = [𝛼] + 1. Тодi 𝐷𝛼

𝛼+𝑓 iснує майже скрiзь i може бути
представлена у виглядi

𝐷𝛼
𝑎+𝑓 =

𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑓 (𝑘)(𝑎)

Γ(1 + 𝑘 − 𝛼)
(𝑥− 𝑎)𝑘−𝛼+

1

Γ(𝑛− 𝛼)

𝑥∫︁
𝑎

𝑓 (𝑛)(𝑡)

(𝑥− 𝑡)𝛼−𝑛+1𝑑𝑡.

3. Основний результат.

Теорема 2. Нехай 𝑟 ∈ (2, 3). Тодi для кожного 𝑛 ∈ N, для будь-якої до-
датної на (0, 1) функцiї 𝜓, такої, що lim

𝑥→0
𝜓(𝑥) = 0 i lim

𝑥→1
𝜓(𝑥) = 0 iснує така

функцiя 𝐹 = 𝐹𝑟,𝑛 ∈ 𝑊 𝑟[0, 1] ∩ ∆1, що для будь-якого полiнома 𝑝𝑛 ∈ Π𝑛 ∩ ∆1

справедлива одна з таких властивостей:

lim
𝑥→0

|𝐹 (𝑥)− 𝑝𝑛(𝑥)|
𝜙2(𝑥)𝜓(𝑥)

= +∞, (9)

або

lim
𝑥→1

|𝐹 (𝑥)− 𝑝𝑛(𝑥)|
𝜙2(𝑥)𝜓(𝑥)

= +∞, (10)

де 𝜙(𝑥) =
√︀
𝑥(1− 𝑥).

Доведення. Нехай 𝑟 ∈ (2, 3) i 𝑚 = [𝑟] + 1 = 3.
Розглянемо функцiю:

𝑓(𝑥) :=

{︃
(𝑏−𝑥)3

3!
+ 𝑏3(𝑥+ 7)− 𝑏3(1 + 𝑥)−

1
𝑏 + 𝑏3

4
(1− 𝑥)

1
𝑏 , 𝑥 ∈ [0, 𝑏],

𝑏3(𝑥+ 7)− 𝑏3(1 + 𝑥)−
1
𝑏 + 𝑏3

4
(1− 𝑥)

1
𝑏 , 𝑥 ∈ (𝑏, 1],

де 𝑏 = 1
468𝑛2 .

Тодi

𝑓 ′(𝑥) :=

{︃
− (𝑏−𝑥)2

2
+ 𝑏3 + 𝑏2(1 + 𝑥)−

1
𝑏
−1 − 𝑏2

4
(1− 𝑥)

1
𝑏
−1, 𝑥 ∈ [0, 𝑏],

𝑏3 + 𝑏2(1 + 𝑥)−
1
𝑏
−1 − 𝑏2

4
(1− 𝑥)

1
𝑏
−1, 𝑥 ∈ (𝑏, 1],

𝑓 ′′(𝑥) :=

{︃
𝑏− 𝑥− 𝑏(𝑏+ 1)(1 + 𝑥)−

1
𝑏
−2 + 𝑏(1−𝑏)

4
(1− 𝑥)

1
𝑏
−2, 𝑥 ∈ [0, 𝑏],

−𝑏(𝑏+ 1)(1 + 𝑥)−
1
𝑏
−2 + 𝑏(1−𝑏)

4
(1− 𝑥)

1
𝑏
−2, 𝑥 ∈ (𝑏, 1],

𝑓 ′′′(𝑥) :=

{︃
−1 + (𝑏+ 1)(2𝑏+ 1)(1 + 𝑥)−

1
𝑏
−3 − (1−𝑏)(1−2𝑏)

4
(1− 𝑥)

1
𝑏
−3, 𝑥 ∈ [0, 𝑏),

(𝑏+ 1)(2𝑏+ 1)(1 + 𝑥)−
1
𝑏
−3 − (1−𝑏)(1−2𝑏)

4
(1− 𝑥)

1
𝑏
−3, 𝑥 ∈ (𝑏, 1].

З явного вигляду функцiї 𝑓(𝑥) та її похiдних, можна отримати нерiвностi:

𝑓(0) =
17

3
𝑏3 > 0, 𝑓(1) = 8𝑏3 − 𝑏3 · 2−

1
𝑏 < 8𝑏3 <

45

4
𝑏3,

𝑓(𝑏) = 𝑏3(𝑏+ 7)− 𝑏3(1 + 𝑏)−
1
𝑏 +

𝑏3

4
(1− 𝑏)

1
𝑏 ∼ 𝑏4 + 7𝑏3 − 𝑏3

𝑒
+
𝑏3

4𝑒
∼

∼ 7𝑏3 − 3𝑏3

4𝑒
=

(28𝑒− 3)𝑏3

4𝑒
,
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𝑓 ′(0) = −𝑏
2

2
+ 𝑏3 + 𝑏2 − 𝑏2

4
=
𝑏2

4
+ 𝑏3 > 0, 𝑓 ′(1) = 𝑏3 + 𝑏22 · 2−

1
𝑏
−1 ∼ 𝑏3 > 0,

𝑓 ′(𝑏) = 𝑏3 + 𝑏2(1 + 𝑏)−
1
𝑏
−1 − 𝑏2

4
(1− 𝑏)

1
𝑏
−1 ∼ 𝑏3 +

𝑏2

𝑒
− 𝑏2

4𝑒
= 𝑏3 +

3𝑏2

4𝑒
> 0,

𝑓 ′′(0) = 𝑏− 𝑏(𝑏+ 1) +
𝑏(1− 𝑏)

4
= 𝑏− 𝑏2 − 𝑏+

𝑏

4
− 𝑏2

4
=
𝑏

4
− 5𝑏2

4
∼ 𝑏

4
> 0,

∀𝑥 ∈ [0, 1] : 𝑓 ′(𝑥) ≥ 0, ∀𝑥 ∈ [0, 1] : 𝑓(𝑥) ≥ 0,

𝑓 ′′(1) = −𝑏(𝑏+ 1)2−
1
𝑏
−2 < 0,

𝑓 ′′(𝑏) = −𝑏(𝑏+ 1)𝑒−1 +
𝑏(1− 𝑏)

4
𝑒−1 = −𝑏

𝑒
(𝑏+ 1− 1− 𝑏

4
) = −𝑏

𝑒
· 3 + 5𝑏

4
< 0,

𝑓 ′′′(0) = −1 + (𝑏+ 1)(2𝑏+ 1)− (1− 𝑏)(1− 2𝑏)

4
= 3𝑏+ 2𝑏2 − 1

4
+

3𝑏

4
− 𝑏2

4
=

= −1

4
+

15𝑏

4
+

7𝑏2

4
< 0,

𝑓 ′′′(1) = (𝑏+ 1)(2𝑏+ 1)2−
1
𝑏
−3 > 0,

𝑓 ′′′(𝑏+) = (𝑏+ 1)(2𝑏+ 1)(1 + 𝑏)−
1
𝑏
−3 − (1− 𝑏)(1− 2𝑏)

4
(1− 𝑏)

1
𝑏
−3 ∼

∼ (𝑏+ 1)(2𝑏+ 1)𝑒−1 − (1− 𝑏)(1− 2𝑏)

4
𝑒−1 > 0,

𝑓 ′′′(𝑏−) = −1 + (𝑏+ 1)(2𝑏+ 1)− (1− 𝑏)(1− 2𝑏)

4
𝑒−1 < 0.

Очевидно, що ∀𝑥 ∈ [0, 𝑏) : 𝑓 ′′′(𝑥) < 0 i ∀𝑥 ∈ (𝑏, 1] : 𝑓 ′′′(𝑥) > 0. З нерiвностей
наведених вище бачимо, що i функцiя 𝑓(𝑥) зростає.

Далi розглянемо функцiю 𝐹 (𝑥) = 𝑥3𝑓(𝑥). Доведемо, що 𝐹 ∈ 𝑊 𝑟[0, 1] ∩ ∆1.
Спочатку покажемо, що 𝐹 ∈ ∆1. 𝐹 ′(𝑥) = 3𝑥2𝑓(𝑥) + 𝑥3𝑓 ′(𝑥) ≥ 0 з доведеного
вище. Тодi 𝐹 ∈ ∆1.

Тепер доведемо, що 𝐹 ∈ 𝑊 𝑟[0, 1]. За Теоремою 2.3 в роботi [3] за формулами
(7) або (8) маємо:

𝐷𝑟
0+𝐹 (𝑥) =

𝑚−1∑︁
𝑘=0

𝐹 (𝑘)(0)

Γ(1 + 𝑘 − 𝑟)
𝑥𝑘−𝑟 +

1

Γ(𝑚− 𝑟)

𝑥∫︁
0

𝐹 (𝑚)(𝑡)

(𝑥− 𝑡)𝑟−𝑚+1𝑑𝑡 =

=
2∑︁

𝑘=0

𝐹 (𝑘)(0)

Γ(1 + 𝑘 − 𝑟)
𝑥𝑘−𝑟 +

1

Γ(3− 𝑟)

𝑥∫︁
0

𝐹 (3)(𝑡)

(𝑥− 𝑡)𝑟−2𝑑𝑡,

майже скрiзь на [0, 1].

Так як 𝐹 (𝑘)(0) = 0 при 𝑘 = 0, 1, 2, то 𝐷𝑟
0+𝐹 (𝑥) = 1

Γ(3−𝑟)

𝑥∫︀
0

𝐹 (3)(𝑡)

(𝑥−𝑡)𝑟−2𝑑𝑡 майже

скрiзь на [0, 1]. Очевидно, що ∃𝑐 > 0, 𝑐 ∈ R така, що ∀𝑥 ∈ [0, 1] : |𝐹 (3)(𝑥)| ≤ 𝑐.
Тодi

|𝐷𝑟
0+𝐹 (𝑥)| ≤

𝑐

Γ(3− 𝑟)

𝑥∫︁
0

𝑑𝑡

(𝑥− 𝑡)𝑟−2 =
𝑐

Γ(3− 𝑟)

𝑥3−𝑟

3− 𝑟
≤ 𝑐

(3− 𝑟)Γ(3− 𝑟)
.
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Таким чином, 𝐷𝑟
0+𝐹 (𝑥) iснує майже скрiзь на [0, 1]. Очевидно, що

𝐷𝑟−1
0+ 𝐹 (𝑥) =

1

Γ(2− 𝑟)

𝑥∫︁
0

𝐹 (2)(𝑡)

(𝑥− 𝑡)𝑟−2𝑑𝑡,

буде абсолютно неперервною. Отже, 𝐹 ∈ 𝑊 𝑟[0, 1]
⋂︀
∆1.

Нехай iснує многочлен 𝑞𝑛, який є монотонним i для якого умова (9) не ви-
конується. Тодi, для деякої сталої 𝐵 маємо:

|𝐹 (𝑥)− 𝑞𝑛(𝑥)| ≤ 𝐵𝑥𝜓(𝑥), 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏.

Звiдси випливає, що 𝑞𝑛(0) = 𝐹 (0) = 0 i 𝑞′𝑛(0) = 𝐹 ′(0) = 0. Так як 𝑞′𝑛(𝑥) ≥
≥ 0, 𝑥 ∈ [0, 1] i 𝑞𝑛(0) = 0 зумовлює 𝑞𝑛(𝑥) ≥ 0, 𝑥 ∈ [0, 1] , тодi 𝑞𝑛(𝑥) зростає на
[0, 1] i 𝑞𝑛(𝑥) ≥ 0, 𝑥 ∈ [0, 1] .

Тодi многочлен 𝑞𝑛 має вигляд 𝑞𝑛(𝑥) = 𝑥2 · ℎ𝑛1(𝑥), де ℎ𝑛1 многочлен степеня
≤ 𝑛1, 𝑛1 ≤ 𝑛− 2.

Розглянемо многочлен 𝑞𝑛(𝑥) = 𝑞𝑛(𝑥) + 𝑓(0)𝑥+ 𝑓 ′(0).

𝑏2

18
<
𝑏2

4
+ 𝑏3 = |𝑓 ′(0)| = |𝑞𝑛(0)| ≤ 2𝑛2 ‖ 𝑞𝑛 ‖ .

За побудовою многочлена 𝑞𝑛(𝑥) бачимо, що вiн зростає. Тодi ‖ 𝑞𝑛 ‖= 𝑞𝑛(1).
Отже маємо

𝑏2

18
< 2𝑛2𝑞𝑛(1) ⇒ 𝑞𝑛(1) >

𝑏2

36𝑛2
. (11)

З iншого боку,

𝑓(1) <
45𝑏3

4
=

45𝑏2 · 𝑏 · 36𝑛2

36𝑛2 · 4
=

𝑏2

36𝑛2
· 45𝑛2364 =

=
𝑏2

36𝑛2
·
45 1

468𝑛2𝑛
236

4
=

𝑏2

36𝑛2
· 405
468

<
𝑏2

36𝑛2
.

(12)

З нерiвностей (11) i (12) маємо, що 𝑓(1) ̸= 𝑞𝑛(1), а саме 𝑓(1) < 𝑞𝑛(1). Далi
розглянемо 𝑞𝑛(1) = 𝑞𝑛(1) + 𝑓 ′(0) + 𝑓(0). Припустимо, що 𝑞𝑛(1) = 𝑓(1). Тодi

𝑞𝑛(1) = 𝑓(1) + 𝑓 ′(0) + 𝑓(0) ⇒ 𝑓(1) = 𝑞𝑛(1)− 𝑓 ′(0)− 𝑓(0),

припускаємо, що 𝑞𝑛(1) > 0, бо в протилежному випадку твердження про те, що
𝑓(1) ̸= 𝑞𝑛(1), очевидно. Маємо, що

8𝑏3−𝑏3·2−
1
𝑏 = 𝑞𝑛(1)−

𝑏2

4
−𝑏3−17

3
𝑏3 = 𝑞𝑛(1)−

𝑏2

4
−20

3
𝑏3 ⇒ 𝑞𝑛(1) =

44

3
𝑏3−𝑏3·2−

1
𝑏 +

𝑏2

4
.

Тодi очевидно, що 𝑞𝑛(1) ∼ ·𝑏2, де 𝑐 > 1
4
, 𝑐 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. З останнiх мiркувань

випливає, що

𝑞𝑛(1) ∼ 𝑐 · 𝑏2 − 17

3
𝑏3 − 𝑏2

4
− 𝑏3 = 𝑐1𝑏

2 − 14

3
𝑏3 ∼ 𝑐1𝑏

2, 𝑐1 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝑐1 > 0.

Але з iншого боку, 𝑓(1) ∼ 8𝑏3. Таким чином маємо суперечнiсть з припуще-
нням, що 𝑞𝑛(1) = 𝑓(1). А отже 𝑞𝑛(1) ̸= 𝑓(1) = 𝐹 (1). Теорема доведена.
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4. Висновки. Побудовано контрприклад, який показує, що результат, до-
ведений у роботi [6], можна узагальнити введенням додаткового множника 𝜓(𝑥)
у знаменнику в умовах (9), (10) теореми 3, для випадку𝑊 𝑟[0, 1]

⋂︀
∆1, 𝑟 ∈ (2, 3).
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Petrova T. O., Petrova I. L. Generalization of negative results for interpolation
monotone approximation of functions having a fractional derivative in sobolev space
with index 𝑟 ∈ (2, 3).

The issue of monotone approximation is the issue of approximation of monotone func-
tions from the Sobolev space by monotone algebraic polynomials. The issue of approxima-
tion of monotone functions from the Sobolev space W𝑟[0, 1] with real index 𝑟 ∈ (2, 3) by
algebraic polynomials is investigated. A counterexample is constructed, which shows that
for 𝑟 ∈ (2, 3) the estimate
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(︃√︀
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𝑛

)︃𝑟

, 𝑛 > 𝑟

is false. The result obtained in the paper is a generalization of similar results for the
Sobolev space with natural index 𝑟 > 2.
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КВАЗI-МОНОМИ ВIДНОСНО ПIДГРУП АФIННОЇ ГРУПИ
ПРОСТОРУ

Нехай 𝐻 — пiдгрупа просторової афiнної групи Aff(3), яка розглядається разом
з природною дiєю на дiйсному векторному просторi многочленiв вiд трьох змiнних.
Сiм’я многочленiв {𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)} називається квазi-мономiальною вiдносно 𝐻, якщо
груповi оператори в двох рiзних базах 𝑥𝑚𝑦𝑛𝑧𝑘 та 𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) мають iдентичнi ма-
трицi. В данiй статтi ми отримали критерiй квазi-мономiальностi для випадку, коли
група 𝐻 є пiдгрупою масштабувань або пiдгрупою паралельних перенесеннь в термi-
нах експоненцiальної породжуючої функцiї для сiм’ї многочленiв 𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧).

Ключовi слова: квазi-мономи, афiнна група простору, група масштабування, група
паралельних перенесень, експоненцiальна породжуюча функцiя.

1. Вступ. Нехай 𝐻 є пiдгрупою просторової афiнної групи Aff(3), яка розгля-
дається разом з природною дiєю на векторному просторi многочленiв з трьома
змiнними. Ciм’я многочленiв {𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)} називається квазi-мономiальною
вiдносно𝐻, якщо оператори групи в двох рiзних базисах 𝑥𝑚𝑦𝑛𝑧𝑘 та𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)
мають iдентичнi матрицi. У цьому випадку многочлени 𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) називаю-
ться квазi-мономами. Останнiм часом квазi-мономiальнi сiм’ї многочленiв зна-
йшли широке застосування в аналiзi 2D та 3D зображень. Для розпiзнавання
та класифiкацiї зображень за допомогою алгоритмiв машинного навчання не-
обхiдно видiлити такi ознаки зображень, якi залишаються iнварiантними при
геометричних перетвореннях площини або простору. Такими перетвореннями
є обертання, паралельнi перенесення, масштабування та композицiя цих пере-
творень, див. [1]. Вiдповiднi iнварiантнi ознаки для 2D зображень були вперше
представленi у статтi [2] та називаються геометричними моментними iнва-
рiантами. Проте, цi моментнi iнварiанти конструювалися у стандартному по-
лiномiальному базисi {𝑥𝑚𝑦𝑛}, що спричиняло практичнi труднощi через обчи-
слювальну нестабiльнiсть при роботi в дискретних областях, оскiльки значення
𝑥𝑚𝑦𝑛 швидко зростають зi збiльшенням розмiру зображення. Перехiд до iнших
базисiв, особливо до базисiв iз класичних дискретних ортогональних многочле-
нiв, вирiшив проблему нестабiльностi. Але тепер виникла нова проблема зна-
ходження явних виразiв для моментних iнварiантiв, якi змiнилися iз змiною
базису. Знаходження виразiв для моментних iнварiантiв в новому базису стика-
ється з великими технiчними труднощами i задовiльно вирiшується лише для
деяких часткових випадкiв, див. [3].

Проте, вiдносно недавно, в статтi [4] автори довели, що в базисi
{𝐻𝑚(𝑥)𝐻𝑛(𝑦)}, де 𝐻𝑛(𝑥) — класичнi ортогональнi многочлени Ермiта, вирази
для 𝑆𝑂(2)-iнварiантних моментiв виявилися iдентичними вiдомим виразам для
𝑆𝑂(2)-iнварiантних геометричних моментiв в базисi {𝑥𝑚𝑦𝑛}. Таким чином, ця
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несподiвана властивiсть многочленiв Ермiта дозволила ефективно обчислювати
моменти зображення, iнварiантнi вiдносно групи обертань площини 𝑆𝑂(2).

У статтi [5] цi iдеї були розвинутi, i отримано повний опис усiх сiмей много-
членiв в термiнах їхнiх породжуючих функцiй, якi володiють цiєю властивiстю,
яка була названа властивiстю квазi-мономiальностi вiдносно групи обертань
площини 𝑆𝑂(2). У роботi [6] поняття квазi-мономiмальностi було поширено на
довiльну пiдгрупу 𝐻 афiнної групи площини Aff(2), та отримано опис квазi-
мономiв для випадку, коли група 𝐻 генерується масштабуванням та паралель-
ними перенесеннями площини, а також їхнiми композицiями, в тому числi з
обертаннями.

У цiй статтi ми продовжуємо цей напрям дослiджень i пропонуємо опис,
всiх сiмей многочленiв вiд трьох змiнних, якi є квазi-мономiальними вiдно-
сно пiдгруп масштабування та паралельних перенесень афiнної групи простору
Aff(3). Випадок групи обертань простору розглядався в [7]. В статтi встанов-
лено необхiднi i достатню умови, для того, щоб сiм’я многочленiв буде квазi-
мономiальною вiдносно пiдгруп масштабування або паралельних перенесень.
Крiм того, ми встановлюємо умови, за яких нормування квазi-мономiв зберiгає
властивiсть квазi-мономiальностi.

2. Квазi-мономи вiдносно групи масштабування простору. Група
масштабування простору є трипараметричною групою перетворень тривимiр-
ного простору, якi масштабують координати точок незалежно за осями 𝑥, 𝑦 та 𝑧
вiдповiдно до коефiцiєнтiв масштабування 𝑠, 𝑡 та 𝑟. Масштабування може збiль-
шувати або зменшувати об’ємнi фiгури та вiдстанi мiж точками, але зберiгає
вiдноснi пропорцiї фiгур.

Формула для масштабування простору може бути записана як:⎡⎣𝑥′𝑦′
𝑧′

⎤⎦ =

⎡⎣𝑠 0 0
0 𝑡 0
0 0 𝑟

⎤⎦⎡⎣𝑥𝑦
𝑧

⎤⎦ ,
де (𝑥, 𝑦, 𝑧) — координати початкової точки, (𝑥′, 𝑦′, 𝑧′) — координати точки пiсля
масштабування, а 𝑠, 𝑡 та 𝑟 — коефiцiєнти масштабування вздовж вiдповiдних
осей. Група масштабування простору дiє операторами 𝑇𝑠,𝑡,𝑟 на функцiї таким
чином:

𝑇𝑠,𝑡,𝑟(𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)) = 𝑓(𝑠𝑥, 𝑡𝑦, 𝑟𝑧), 𝑠, 𝑡, 𝑟 ∈ R.
Зокрема, для мономiв ми маємо

𝑇𝑠,𝑡,𝑟(𝑥
𝑚𝑦𝑛𝑧𝑘) = 𝑡𝑚𝑠𝑛𝑟𝑘𝑥𝑚𝑦𝑛𝑧𝑘.

Нас цiкавлять сiм’ї многочленiв, на якi оператори групи 𝑇𝑠,𝑡,𝑟 дiють анало-
гiчним чином.

Означення 1. Сiм’я многочленiв {𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)} називається квазi-мономi-
альною вiдносно групи масштабування простору, якщо дiя групи на цi много-
члени збiгається з дiєю групи на стандартнi мономи, тобто виконується
тотожнiсть

𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑠𝑥, 𝑡𝑦, 𝑟𝑧) = 𝑡𝑚𝑠𝑛𝑟𝑘𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧), (1)

для всiх 𝑠, 𝑡, 𝑟 ∈ R.

Роздiл 1: Математика i статистика
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Наступна теорема описує всi сiм’ї многочленiв якi є квазi-мономiальними
вiдносно групи масштабування простору в термiнах породжуючої функцiї:

Теорема 1. Сiм’я многочленiв {𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)}, визначена експоненцiйною
породжуючою функцiєю

𝐺 =
∞∑︁

𝑚,𝑛,𝑘=0

𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!

𝑤𝑘

𝑘!
,

буде квазi-мономiальною вiдносно групи масштабування простору тодi i тiль-
ки тодi коли 𝐺 є функцiєю вiд трьох змiнних 𝑥𝑢, 𝑦𝑣 i 𝑧𝑤 :

𝐺 = 𝐺 (𝑥𝑢, 𝑦𝑣, 𝑧𝑤) .

Доведення. (=⇒) Припустимо, що сiм’я многочленiв {𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)} задо-
вольняє умову (1). Спочатку доведемо, що у цьому випадку многочлени
𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) для всiх iндексiв 𝑚,𝑛, 𝑘 задовольняють таку систему диферен-
цiальних рiвнянь ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥
𝜕𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑥
= 𝑚𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧),

𝑦
𝜕𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑦
= 𝑛𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧),

𝑧
𝜕𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑧
= 𝑘 𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧).

Справдi, продиференцiюємо тотожнiсть (1) по змiннiй 𝑠:

𝑥
𝜕𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑠𝑥, 𝑡𝑦, 𝑟𝑧)

𝜕𝑥
= 𝑚𝑠𝑚−1𝑡𝑛𝑟𝑘𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧).

Поклавши 𝑠 = 1, 𝑡 = 1, 𝑟 = 1 отримаємо

𝑥
𝜕𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑥
= 𝑚𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧).

Аналогiчно, послiдовними диференцiюванням по 𝑡 та по 𝑟 виводяться друга
та третя тотожностi.

Враховуючи першу доведену тотожнiсть, отримаємо

𝑥
𝜕𝐺

𝜕𝑥
=

∞∑︁
𝑚,𝑛,𝑘=0

(︂
𝑥
𝜕𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑥

)︂
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!

𝑤𝑘

𝑘!
=

∞∑︁
𝑚,𝑛,𝑘=0

𝑚𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!

𝑤𝑘

𝑘!
=

= 𝑢
∞∑︁

𝑚,𝑛,𝑘=0

𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝑢𝑚−1

(𝑚− 1)!

𝑣𝑛

𝑛!

𝑤𝑘

𝑘!
= 𝑢

𝜕𝐺

𝜕𝑢
.

Аналогiчно знаходимо, що мають мiсце рiвняння

𝑦
𝜕𝐺

𝜕𝑦
= 𝑣

𝜕𝐺

𝜕𝑣
,

i
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𝑧
𝜕𝐺

𝜕𝑧
= 𝑤

𝜕𝐺

𝜕𝑤
.

Отже, породжуюча функцiя 𝐺 задовольняє таку систему диференцiальних
рiвнянь:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥
𝜕𝐺

𝜕𝑥
= 𝑢

𝜕𝐺

𝜕𝑢
,

𝑦
𝜕𝐺

𝜕𝑦
= 𝑣

𝜕𝐺

𝜕𝑢
,

𝑧
𝜕𝐺

𝜕𝑧
= 𝑤

𝜕𝐺

𝜕𝑤
.

(2)

Система з трьох диференцiальних рiвнянь, для функцiї вiд шести змiнних,
не може мати бiльше трьох функцiонально незалежних розв’язкiв, див. [8].
Однак, 𝑥𝑢, 𝑦𝑣 i 𝑧𝑤 є очевидно є функцiонально незалежними розв’язками. От-
же, 𝐺 повинна бути функцiєю лише вiд змiнних 𝑥𝑢, 𝑦𝑣 i 𝑧𝑤.

(⇐= ) Тепер доведемо зворотну iмплiкацiю. Нехай

𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑢, 𝑣, 𝑤) = 𝐺(𝑥𝑢, 𝑦𝑣, 𝑧𝑤).

Доведемо, що 𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) задовольняє умову (1):

𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑠𝑥, 𝑡𝑦, 𝑟𝑧) = 𝑡𝑚𝑠𝑛𝑟𝑘𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧).

Зауважимо, що, оскiльки

𝐺(𝑠𝑥𝑢, 𝑡𝑦𝑣, 𝑟𝑧𝑤) = 𝐺(𝑥(𝑠𝑢), 𝑦(𝑡𝑣), 𝑧(𝑟𝑤)),

то функцiя 𝐺 задовольняє тотожнiсть

𝐺(𝑠𝑥, 𝑡𝑦, 𝑟𝑧, 𝑢, 𝑣, 𝑤) = 𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑠𝑢, 𝑡𝑣, 𝑟𝑤).

Тепер, з одного боку ми маємо

𝐺(𝑠𝑥, 𝑡𝑦, 𝑟𝑧, 𝑢, 𝑣, 𝑧) =
∞∑︁

𝑚,𝑛,𝑘=0

𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑠𝑥, 𝑡𝑦, 𝑟𝑧)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!

𝑤𝑘

𝑘!
,

а з iншого боку:

𝐺(𝑠𝑥, 𝑡𝑦, 𝑟𝑧, 𝑢, 𝑣, 𝑧) = 𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑠𝑢, 𝑡𝑣, 𝑟𝑤) =
∞∑︁

𝑚,𝑛,𝑘=0

𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)
(𝑠𝑢)𝑚

𝑚!

(𝑡𝑣)𝑛

𝑛!

(𝑟𝑤)𝑘

𝑘!
.

Порiвнюючи лiву i праву частини отримуємо
∞∑︁

𝑚,𝑛,𝑘=0

𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑠𝑥, 𝑡𝑦, 𝑟𝑧)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!

𝑤𝑘

𝑘!
=

∞∑︁
𝑚,𝑛,𝑘=0

𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)
(𝑠𝑢)𝑚

𝑚!

(𝑡𝑣)𝑛

𝑛!

(𝑟𝑤)𝑘

𝑘!
.

Прирiвнявши коефiцiєнти бiля однакових степенiв 𝑢 i 𝑣, знаходимо, що

𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑠𝑥, 𝑡𝑦, 𝑟𝑧) = 𝑡𝑚𝑠𝑛𝑟𝑘𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧),

як i вимагалося.
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□
2.1. Квазiмономи вiдносно групи рiвномiрних масштабувань. Роз-

глянемо частковий випадок групи рiвномiрних маштабувань простору, тобто
таких перетворень простору ⎧⎪⎨⎪⎩

𝑥′ = 𝑠𝑥,

𝑦′ = 𝑠𝑦,

𝑧′ = 𝑠𝑧.

Многочлени 𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) назвемо квазiмономами вiдносно групи рiвномiр-
них розтягiв, якщо виконується тотожнiсть:

𝐵𝑚,𝑛(𝑠𝑥, 𝑠𝑦, 𝑠𝑧) = 𝑠𝑚+𝑛+𝑘𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧).

Наступна теорема дає повний опис таких многочленiв у термiнах породжу-
ючих функцiй.

Теорема 2. Сiм’я многочленiв {𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)} визначена експоненцiальною
породжуючою функцiєю

𝐺 =
∞∑︁

𝑚,𝑛,𝑘=0

𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!

𝑤𝑘

𝑘!
,

буде квазi-мономiальною вiдносно групи рiвномiрних розтягiв простору тодi i
тiльки тодi коли 𝐺 є функцiєю вiд змiнних 𝑦

𝑥
, 𝑧
𝑥
, 𝑢𝑥, 𝑣𝑥, 𝑤𝑥:

𝐺 = 𝐺
(︁𝑦
𝑥
,
𝑧

𝑥
, 𝑢𝑥, 𝑣𝑥, 𝑤𝑥

)︁
.

Доведення. (=⇒) Диференцiюючи по 𝑠 тотожнiсть

𝐵𝑚,𝑛(𝑠𝑥, 𝑠𝑦, 𝑠𝑧) = 𝑠𝑚+𝑛+𝑘𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧),

i поклавши 𝑠 = 1 отримуємо таке диференцiальне рiвняння

𝑥
𝜕𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑥
+𝑦

𝜕𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑦)

𝜕𝑦
+ 𝑧

𝜕𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑦)

𝜕𝑧
= (𝑚+𝑛+𝑘)𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦.𝑧).

Тодi, аналогiчно як при доведенннi Теореми 1 знаходимо, що породжуюча
функцiя 𝐺 задовольняє таке рiвняння

𝑥
𝜕𝐺

𝜕𝑥
+ 𝑦

𝜕𝐺

𝜕𝑦
+ 𝑧

𝜕𝐺

𝜕𝑧
= 𝑢

𝜕𝐺

𝜕𝑢
+ 𝑣

𝜕𝐺

𝜕𝑣
+ 𝑤

𝜕𝐺

𝜕𝑤
.

Це рiвняння не може мати бiльше п’яти функцiонально незалежних розв’язкiв,
якi ми можемо вказати явно: 𝑦

𝑥
, 𝑧
𝑥
, 𝑢𝑥, 𝑣𝑥, 𝑤𝑥. Тому, породжуюча функцiя є фун-

кцiєю вiд змiнних 𝑦
𝑥
, 𝑧
𝑥
, 𝑢𝑥, 𝑣𝑥, 𝑤𝑥.

Достатнiсть доводиться аналогiчно як в Tеоремi 1.
□
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3. Квазi-многочлени вiдносно групи паралельних перенесень про-
стору. Трипараметрична група трансляцiй простору породжується паралель-
ними перенесеннями такої форми⎧⎪⎨⎪⎩

𝑥′ = 𝑥+ 𝑎,

𝑦′ = 𝑦 + 𝑏,

𝑧′ = 𝑧 + 𝑐.

Ця група дiє на функцiї операторами зсуву 𝑇𝑎,𝑏,𝑐 наступним чином:

𝑇𝑎,𝑏,𝑐(𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)) = 𝑓(𝑥+ 𝑎, + 𝑏, 𝑧 + 𝑐), 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ R.

Оскiльки

(𝑥+ 𝑎)𝑚(𝑦 + 𝑏)𝑛(𝑧 + 𝑐)𝑘 =
𝑚∑︁
𝑖=0

𝑛∑︁
𝑗=0

𝑘∑︁
𝑙=0

(︂
𝑚

𝑖

)︂(︂
𝑛

𝑗

)︂(︂
𝑘

𝑙

)︂
𝑥𝑖𝑦𝑗𝑧𝑙𝑎𝑚−𝑖𝑏𝑛−𝑗𝑐𝑘−𝑙,

то ми приходимо до такого означення

Означення 2. Сiм’я многочленiв {𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)} називається квазi-мономiальною
вiдносно групи паралельних перенесень простору, якщо виконується наступна
тотожнiсть

𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥+ 𝑎, 𝑦 + 𝑏, 𝑧 + 𝑐) =
𝑚∑︁
𝑖=0

𝑛∑︁
𝑗=0

𝑘∑︁
𝑙=0

(︂
𝑚

𝑖

)︂(︂
𝑛

𝑗

)︂(︂
𝑘

𝑙

)︂
𝑎𝑚−𝑖𝑏𝑛−𝑗𝑐𝑘−𝑙𝐵𝑖,𝑗,𝑙(𝑥, 𝑦, 𝑧),

(3)

для всiх 𝑚,𝑛, 𝑘 ∈ N.
Наступна теорема дає простий критерiй квазi-мономiальностi сiм’ї много-

членiв у термiнах її експоненцiальної породжуючої функцiї.

Теорема 3. Сiм’я многочленiв 𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) є квазi-мономiальною сiм’єю
вiдносно групи групи паралельних перенесень простору тодi i тiльки тодi,
коли її експоненцiальна породжуюча функцiя має вигляд

𝐺 = 𝐶(𝑢, 𝑣, 𝑤)𝑒𝑥𝑢+𝑦𝑣+𝑧𝑤,

де 𝐶(𝑢, 𝑣, 𝑤) — довiльний степеневий ряд вiд змiнних 𝑢, 𝑣, 𝑤.

Доведення. (=⇒) Спочатку диференцiюємо (3) по 𝑎 при 𝑎 = 0 та 𝑏 = 0,
𝑐 = 0. Отримуємо диференцiальне рiвняння на 𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) :

𝜕𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑥
= 𝑚𝐵𝑚−1,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧).

Аналогiчно, диференцiюючи по 𝑏 та по 𝑐, отримуємо два iнших диференцi-
альних рiвняння на 𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) :

𝜕𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑦
= 𝑛𝐵𝑚,𝑛−1,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧),

𝜕𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑧
= 𝑘𝐵𝑚,𝑛,𝑘−1(𝑥, 𝑦, 𝑧).
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Взявши до уваги першу тотожнiсть ми маємо

𝜕𝐺

𝜕𝑥
=

∞∑︁
𝑚,𝑛,𝑘=0

(︂
𝜕𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑥

)︂
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!

𝑤𝑘

𝑘!
=

∞∑︁
𝑚,𝑛,𝑘=0

𝑚𝐵𝑚−1,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!

𝑤𝑘

𝑘!
=

= 𝑢

∞∑︁
𝑚,𝑛,𝑘=0

𝐵𝑚−1,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝑢𝑚−1

(𝑚− 1)!

𝑣𝑛

𝑛!

𝑤𝑘

𝑘!
= 𝑢

∞∑︁
𝑚,𝑛,𝑘=0

𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!

𝑤𝑘

𝑘!
= 𝑢𝐺.

Аналогiчно отримаємо, що

𝜕𝐺

𝜕𝑦
= 𝑣𝐺 i

𝜕𝐺

𝜕𝑧
= 𝑤𝐺.

Отже, 𝐺 задовольняє таку систему диференцiальних рiвнянь:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜕𝐺

𝜕𝑥
= 𝑢𝐺,

𝜕𝐺

𝜕𝑦
= 𝑣𝐺,

𝜕𝐺

𝜕𝑧
= 𝑤𝐺,

(4)

Ця проста система диференцiальних рiвнянь першого порядку має такий
розв’язок

𝐺 = 𝐶(𝑢, 𝑣, 𝑤)𝑒𝑥𝑢+𝑦𝑣+𝑧𝑤,

де 𝐶 — довiльна функцiя вiд 𝑢, 𝑣, 𝑤. Оскiльки𝐺 є степеневим рядом, то 𝐶(𝑢, 𝑣, 𝑤)
також степеневий ряд вiд змiнних 𝑢, 𝑣, 𝑤.

⇐= Припустимо тепер, що породжуюча функцiя для сiм’ї многочленiв
𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) має вигляд

𝐺 = 𝐶(𝑢, 𝑣, 𝑤)𝑒𝑥𝑢+𝑦𝑣+𝑧𝑤.

Для оператора зсуву маємо

𝑇𝑎,𝑏,𝑐(𝑥𝑢+ 𝑦𝑣 + 𝑧𝑤) = 𝑎𝑢+ 𝑣𝑏+ 𝑐𝑤 + 𝑢𝑥+ 𝑣𝑦 + 𝑧𝑤.

З одного боку,

𝑇𝑎,𝑏,𝑐(𝐺) = 𝑇𝑎,𝑏,𝑐

(︃
∞∑︁

𝑚,𝑛,𝑘=0

𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!

𝑤𝑘

𝑘!

)︃
=

=
∞∑︁

𝑚,𝑛,𝑘=0

𝑇𝑎,𝑏,𝑐(𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧))
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!

𝑤𝑘

𝑘!
.

З iншого боку

𝑇𝑎,𝑏,𝑐 (𝐺) = 𝐶(𝑢, 𝑣, 𝑤)𝑇𝑎,𝑏,𝑐
(︀
𝑒𝑥𝑢+𝑦𝑣+𝑧𝑤

)︀
= 𝐶(𝑢, 𝑣, 𝑤)𝑒𝑎𝑢+𝑣𝑏+𝑐𝑤+𝑢𝑥+𝑣𝑦+𝑧𝑤 =

= 𝑒𝑎𝑢+𝑣𝑏+𝑐𝑤𝐺 =

(︃
∞∑︁

𝑖,𝑗,𝑙=0

𝑎𝑖𝑏𝑗𝑐𝑙
𝑢𝑖

𝑖!

𝑣𝑗

𝑗!

𝑤𝑙

𝑙!

)︃(︃
∞∑︁

𝑚,𝑛,𝑘=0

𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!

𝑤𝑘

𝑘!

)︃
=

=
∞∑︁

𝑚,𝑛,𝑘=0

(︃
𝑚∑︁
𝑖=0

𝑛∑︁
𝑗=0

𝑘∑︁
𝑙=0

(︂
𝑚

𝑖

)︂(︂
𝑛

𝑗

)︂(︂
𝑘

𝑙

)︂
𝑎𝑚−𝑖𝑏𝑛−𝑗𝑐𝑘−𝑙𝐵𝑖,𝑗,𝑙(𝑥, 𝑦, 𝑧)

)︃
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!

𝑤𝑘

𝑘!
.
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Порiвнюючи коефiцiєнти однакових степенiв 𝑢 та 𝑣, ми отримуємо, що

𝑇𝑎,𝑏,𝑐(𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)) =
𝑚∑︁
𝑖=0

𝑛∑︁
𝑗=0

𝑘∑︁
𝑙=0

(︂
𝑚

𝑖

)︂(︂
𝑛

𝑗

)︂(︂
𝑘

𝑙

)︂
𝑎𝑚−𝑖𝑏𝑛−𝑗𝑐𝑘−𝑙𝐵𝑖,𝑗,𝑙(𝑥, 𝑦, 𝑧).

Отже, многочлени 𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) є квазi-мономами вiдносно групи паралель-
них перенесень простору.

□
Властивiсть квазi-мономiальностi може зникнути, якщо многочлени норма-

лiзуються, тобто множаться на деякi константи. Нормалiзацiя часто використо-
вується для обмеження допустимого дiапазону значень многочленiв при обчи-
сленнях. Наступна теорема встановлює, який тип нормалiзацiї зберiгає власти-
вiсть квазi-мономiальностi.

Теорема 4. Нехай {𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)} – квазi-мономiальна сiм’я вiдносно групи
паралельних перенесень простору. Сiм’я { ̃︀𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)}, де̃︀𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝛼𝑚,𝑛,𝑘𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧),

буде квазi-мономiальною вiдносно групи паралельних перенесень простору тодi
i тiльки тодi, коли кожний коефiцiєнт 𝛼𝑚,𝑛,𝑘 є функцiєю 𝜑, вiд однiєї змiнної
𝑚+ 𝑛+ 𝑘, яка задовольняє таке рекурентне спiввiдношення:

𝜑(𝑚+ 𝑛+ 𝑘) = 𝜑(𝑚+ 𝑛+ 𝑘 − 1).

Доведення. (=⇒) Оскiльки виконується

𝜕 ̃︀𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑥
= 𝑚 ̃︀𝐵𝑚−1,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦),

𝜕 ̃︀𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑦
= 𝑛 ̃︀𝐵𝑚,𝑛−1(𝑥, 𝑦),

𝜕 ̃︀𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑧
= 𝑘 ̃︀𝐵𝑚,𝑛,𝑘−1(𝑥, 𝑦),

то ми маємо

𝛼𝑚,𝑛,𝑘
𝜕𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑥
= 𝑚𝛼𝑚−1,𝑛,𝑘𝐵𝑚−1,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧),

𝛼𝑚,𝑛,𝑘
𝜕𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑦
= 𝑛𝛼𝑚,𝑛−1,𝑘𝐵𝑚,𝑛−1,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧),

𝛼𝑚,𝑛,𝑘
𝜕𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑧
= 𝑘𝛼𝑚,𝑛,𝑘−1𝐵𝑚,𝑛,𝑘−1(𝑥, 𝑦, 𝑧),

Ми отримуємо наступну систему рекурентних рiвнянь для послiдовностi
𝛼𝑚,𝑛 : ⎧⎪⎨⎪⎩

𝛼𝑚−1,𝑛,𝑘 = 𝛼𝑚,𝑛,𝑘,

𝛼𝑚,𝑛−1,𝑘 = 𝛼𝑚,𝑛,𝑘,

𝛼𝑚,𝑛,𝑘−1 = 𝛼𝑚,𝑛,𝑘.
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Легко помiтити, що розв’язок системи має вигляд 𝛼𝑚,𝑛,𝑘 = 𝜑(𝑚+𝑛+𝑘), де 𝜑—
довiльна функцiя. Справдi, розглянемо довiльний iндекс (𝑚,𝑛, 𝑘). Ми можемо
досягти iндексу (0, 0,𝑚 + 𝑛 + 𝑘) через послiдовнiсть перетворень, як показано
нижче. Спочатку зменшуємо 𝑚, збiльшуючи 𝑛, доки 𝑚 = 0: 𝛼0,𝑛+𝑚,𝑘 = 𝛼𝑚,𝑛,𝑘.
Потiм зменшуємо 𝑛, збiльшуючи 𝑘, доки 𝑛 = 0: 𝛼0,0,𝑚+𝑛+𝑘 = 𝛼0,𝑛+𝑚,𝑘.

В результатi маємо:

𝛼𝑚,𝑛,𝑘 = 𝛼0,𝑛+𝑚,𝑘 = 𝛼0,0,𝑚+𝑛+𝑘.

Тепер можемо визначити функцiю 𝜑(𝑥) = 𝛼0,0,𝑥. Тодi 𝛼𝑚,𝑛,𝑘 = 𝜑(𝑚 + 𝑛 + 𝑘),
що показує, що будь-який розв’язок системи є функцiєю однiєї змiнної,𝑚+𝑛+𝑘.

Пiдставимо розв’язок 𝛼𝑚,𝑛,𝑘 = 𝜑(𝑚 + 𝑛 + 𝑘) у перше рiвняння i отримуємо
необхiдне рекурентне спiввiдношення 𝜑(𝑚+ 𝑛+ 𝑘) = 𝜑(𝑚+ 𝑛+ 𝑘 − 1).

(⇐= ) Тепер доведемо обернену iмплiкацiю. Нехай 𝛼𝑚,𝑛,𝑘 = 𝜑(𝑚 + 𝑛 + 𝑘) i
𝜑(𝑚+ 𝑛+ 𝑘) = 𝜑(𝑚+ 𝑛+ 𝑘 − 1), тодi очевидно виконуються умови⎧⎪⎨⎪⎩

𝛼𝑚−1,𝑛,𝑘 = 𝛼𝑚,𝑛,𝑘,

𝛼𝑚,𝑛−1,𝑘 = 𝛼𝑚,𝑛,𝑘,

𝛼𝑚,𝑛,𝑘−1 = 𝛼𝑚,𝑛,𝑘.

Звiдси

𝜕 ̃︀𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑥
= 𝛼𝑚,𝑛,𝑘

𝜕𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑥
=

= 𝑚𝛼𝑚−1,𝑛,𝑘𝐵𝑚−1,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑚 ̃︀𝐵𝑚−1,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧).

Аналогiчно отримуємо

𝜕 ̃︀𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑦
= 𝑛 ̃︀𝐵𝑚,𝑛−1,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) i

𝜕 ̃︀𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑧
= 𝑘 ̃︀𝐵𝑚,𝑛,𝑘−1(𝑥, 𝑦, 𝑧).

Отже, породжуюча функцiя для сiм’ї многочленiв ̃︀𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) задоволь-
няє умови Теореми 3 i сiм’я многочленiв ̃︀𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) буде квазi-мономiальною
вiдносно групи паралельних перенесень простору.

□
3.1. Рiвномiрнi паралельнi перенесення. Для часткового випадку рiв-

номiрних паралельних перенесень 𝑇𝑎,𝑎,𝑎 = 𝑇𝑎 :

𝑇𝑎(𝑥) = 𝑥+ 𝑎, 𝑇𝑎(𝑦) = 𝑦 + 𝑎, 𝑇𝑎(𝑧) = 𝑧 + 𝑎,

справедливе наступне твердження:

Теорема 5. Сiм’я многочленiв {𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)} буде квазi-мономiальною вiд-
носно групи рiвномiрних паралельних перенесень тодi i тiльки тодi коли її
експоненцiальна породжуюча функцiя має вигляд

𝐶(𝑥− 𝑦, 𝑥− 𝑧, 𝑢, 𝑣, 𝑤)𝑒𝑥𝑢+𝑦𝑣+𝑧𝑤,

де 𝐶 — довiльний степеневий ряд вiд змiнних 𝑥− 𝑦, 𝑥− 𝑧, 𝑢, 𝑣, 𝑤.
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Доведення. Умова квазiмономiальностi (3) прийме вигляд

𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥+ 𝑎, 𝑦 + 𝑎, 𝑧 + 𝑎)(𝑥, 𝑦, 𝑧) =

=
𝑚∑︁
𝑖=0

𝑛∑︁
𝑗=0

𝑘∑︁
𝑙=0

(︂
𝑚

𝑖

)︂(︂
𝑛

𝑗

)︂(︂
𝑘

𝑙

)︂
𝑎𝑚+𝑛+𝑘−𝑖−𝑗−𝑙𝐵𝑖,𝑗,𝑙(𝑥, 𝑦, 𝑧),

для всiх 𝑚,𝑛, 𝑘 ∈ N.
Диференцiюємо цю тотожнiсть по 𝑎 в 𝑎 = 0 знаходимо

𝜕𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑥
+
𝜕𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑦
+
𝜕𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑧
=

= 𝑚𝐵𝑚−1,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) + 𝑛𝐵𝑚,𝑛−1,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) + 𝑘𝐵𝑚,𝑛,𝑘−1(𝑥, 𝑦, 𝑧).

Аналогiчно отримаємо диференцiальне рiвняння на породжуючу функцiю

𝜕𝐺

𝜕𝑥
+
𝜕𝐺

𝜕𝑦
+
𝜕𝐺

𝜕𝑥
= (𝑢+ 𝑣 + 𝑤)𝐺.

Можна показати, що розв’язок цього рiвняння має вигляд

𝐺 = 𝐶(𝑥− 𝑦, 𝑥− 𝑧, 𝑢, 𝑣, 𝑤)𝑒𝑥𝑢+𝑦𝑣+𝑧𝑤.

Достатнiсть доводиться аналогiчно доведенню достатностi в Теоремi 3.
□

Виникає природне питання — чи iснують сiм’ї многочленiв, якi є квазi-моно-
мiальними одночасно вiдносно групи масштабування i вiдносно групи паралель-
них перенесень? Породжуюча функцiя для таких многочленiв мала би бути
одночасним розв’язком систем диференцiальних рiвнянь (2) i (4). Можна пока-
зати, що єдиним розв’язком цих систем рiвнянь, з точнiстю до сталого множни-
ка, є функцiя 𝑒𝑥𝑢+𝑦𝑣+𝑧𝑤. Але вона є експоненцiальною породжуючою функцiєю
стандартних мономiв 𝑥𝑚𝑦𝑛𝑧𝑘 i ми не отримуємо нiяких нових сiмей многочленiв.

4. Висновки. У статтi дослiджено квазi-мономiальнi сiм’ї многочленiв
вiд трьох змiнних, якi є iнварiантними вiдносно пiдгруп масштабування та па-
ралельних перенесень афiнної групи простору Aff(3). Встановлено необхiднi i
достатнi умови, щоб сiм’я многочленiв була квазi-мономiальною вiдносно цих
пiдгруп. Ми також розглянули умови, за яких нормування квазi-мономiв збе-
рiгає властивiсть квазi-мономiальностi. Хоча отриманi результати мiстять са-
мостiйний математичний iнтерес, вони можуть бути використанi для розви-
тку алгоритмiв машинного навчання для розпiзнавання та класифiкацiї зобра-
жень, що залишаються iнварiантними при геометричних перетвореннях пло-
щини або простору. В майбутньому можна провести дослiдження властивостей
квазi-мономiальних сiмей многочленiв вiдносно iнших пiдгруп афiнної групи
простору.
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SKEW COUNTERPARTS OF THE GENERALIZED DOUBLE
LOMAX DISTRIBUTION: PROPERTIES AND APPLICATIONS

Two extensions of the generalized double Lomax distribution are introduced — the
spliced-scale generalized double Lomax distribution and the exponentiated generalized dou-
ble Lomax distribution. Their properties are studied. Usefulness of the new distributions
is shown by fitting them to stock returns datasets.

Keywords: generalized double Lomax distribution, exponentiated distribution, maximum
likelihood, moment, entropy.

1. Introduction. The generalized double Lomax (GDL) distribution was intro-
duced in [1]. This distribution is a symmetric analog of the Lomax distribution. Its
pdf is

𝑝(𝑥) =
𝑣

2𝑠

(︂
1 +

|𝑥−𝑚|
𝑠

)︂−𝑣−1

, 𝑥 ∈ R,

where 𝑚 and 𝑣 > 0, 𝑠 > 0 are the distribution parameters.
Notation GDL(𝑣,𝑚, 𝑠) will be used afterwards for the GDL distribution with the

parameters 𝑣,𝑚, 𝑠.
The generalized double Lomax distribution was successfully �tted to datasets of

daily returns for several stock indexes and equities in [1].
Although the GDL distribution is capable of modeling real data, it is interest-

ing to obtain extensions of this distribution which are more �exible. Asymmetric
counterparts of the GDL distribution would be especially useful (such skew gen-
eralizations, in particular, would be more suitable for modeling of stock returns
distributions).

There are many ways of creating new distribution families (many of which can
be used, in particular, for skewing a symmetric distribution) � see, for instance, [2]
and [3], [4], [5]. We will use exponentiation (see [6]) and �scale splicing� (proposed
in [7]) for obtaining new families.

Two skew extensions of the generalized double Lomax distribution will be intro-
duced � the exponentiated generalized double Lomax (EGDL) distribution and the
spliced-scale generalized double Lomax (SpScGDL) distribution. Properties of these
distributions will be analyzed. Usefulness of these counterparts will be demonstrated
by providing �nancial datasets which can be modeled adequately by the exponenti-
ated generalized double Lomax distribution and the spliced-scale generalized double
Lomax distribution. Goodness-of-�t statistics for EGDL and SpScDL distributions
will be compared to those of other distribution families.
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2. Spliced-scale generalized double Lomax distribution. We will intro-
duce the spliced-scale generalized double Lomax distribution by skewing the gener-
alized double Lomax distribution according to the approach of Fernandez and Steel
(see [7]). Namely, suppose that a symmetric unimodal distribution has the pdf 𝑝(𝑥).
Fernandez and Steel de�ne the pdf of the skewed distribution as

𝑝𝛾(𝑥) =
2

𝛾 + 1/𝛾

(︁
𝑝(𝑥/𝛾)𝐼[0;∞)(𝑥) + 𝑝(𝛾𝑥)𝐼(−∞;0)(𝑥)

)︁
,

where 𝛾 ∈ (0;∞) controls the skewness of this distribution.

Definition 1. The spliced-scale generalized double Lomax distribution with the
parameters 𝜏 , 𝑣, 𝑚 and 𝑠 (𝜏, 𝑣, 𝑠 > 0) (or SpScGDL(𝜏, 𝑣,𝑚, 𝑠) distribution) is de-
fined as the distribution with the pdf

𝑝SpSc(𝑥; 𝜏, 𝑣,𝑚, 𝑠) =

⎧⎨⎩ 𝑐𝜏
𝑣
2𝑠

(︁
1− 𝑥−𝑚

𝑠𝜏 2

)︁−𝑣−1

, if 𝑥 < 𝑚;

𝑐𝜏
𝑣
2𝑠

(︁
1 + 𝜏 2𝑥−𝑚

𝑠

)︁−𝑣−1

, if 𝑥 ≥ 𝑚,

where

𝑐𝜏 =
2

𝜏 2 + 1/𝜏 2
. (1)

We will write 𝑝SpSc(𝑥) instead of 𝑝SpSc(𝑥; 𝜏, 𝑣,𝑚, 𝑠) if this causes no confusion.

Remark 1. The case 𝜏 = 1 corresponds to the GDL(𝑣,𝑚, 𝑠) distribution.

Figures 1 and 2 show the densities of several spliced-scale generalized double
Lomax distributions.

Figure 1. The densities of SpScGDL distributions with 𝜏 = 0.6, 𝜏 = 0.8 and 𝜏 = 1
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Figure 2. The densities of SpScGDL distributions with 𝑣 = 6, 𝑣 = 10 and 𝑣 = 15

It is easy to see that the cdf of SpScGDL(𝜏, 𝑣,𝑚, 𝑠) distribution is

𝐹SpSc(𝑥; 𝜏, 𝑣,𝑚, 𝑠) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(𝑐𝜏𝜏

2/2)
(︁
1 + 𝑚− 𝑥

𝑠𝜏 2

)︁−𝑣

, if 𝑥 < 𝑚;

1− 𝑐𝜏
2𝜏 2

(︁
1 + 𝜏 2

𝑠 (𝑥−𝑚)
)︁−𝑣

, if 𝑥 ≥ 𝑚,

where 𝑐𝜏 is de�ned in (1).
Properties of the spliced-scale generalized double Lomax distribution.

� Unimodality.
The spliced-scale generalized double Lomax distribution is unimodal and its

mode equals 𝑚 (the approach of Fernandez and Steel always yields a skewed uni-
modal distribution which mode coincides with the mode of the original symmetric
distribution, see [7]).

� Quantiles.
It is easy to check that the following assertion holds.

Theorem 1. The quantile functon 𝑄𝜏 (𝑢) of the SpScGDL(𝜏, 𝑣,𝑚, 𝑠) distribution
is given by

𝑄𝜏 (𝑢) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑚− 𝑠𝜏 2

(︁(︁
2𝑢
𝑐𝜏𝜏

2

)︁−1/𝑣

− 1
)︁
, if 𝑢 ∈

(︁
0; 𝜏 4

1 + 𝜏 4

]︁
;

𝑚+ 𝑠
𝜏 2

(︁(︁
2𝜏 2(1− 𝑢)

𝑐𝜏

)︁−1/𝑣

− 1
)︁
, if 𝑢 ∈

(︁
𝜏 4

1 + 𝜏 4
; 1
)︁
.
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� Moments about the origin.

Theorem 2. The 𝑛-th moment about the origin of the SpScGDL(𝜏, 𝑣,𝑚, 𝑠) dis-
tribution equals

𝜇′
𝑛 =

𝑐𝜏𝑣𝑠
𝑛

2

(︃
(−1)𝑛𝜏 2𝑛+2

𝑛∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘
(︂
𝑛

𝑘

)︂
𝑎𝑘

𝑣 − (𝑛− 𝑘)
+

+
1

𝜏 2𝑛+2

𝑛∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘
(︂
𝑛

𝑘

)︂
𝑏𝑘

𝑣 − (𝑛− 𝑘)

)︃
,

(2)

where 𝑐𝜏 is defined by (1).

Proof. Indeed,
𝜇′
𝑛 = 𝐼1 + 𝐼2,

where

𝐼1 =

𝑚∫︁
−∞

𝑥𝑛𝑝SpSc(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑐𝜏
𝑣

2
(−1)𝑛𝑠𝑛𝜏 2𝑛+2

+∞∫︁
1

(𝑧 − 𝑎)𝑛

𝑧𝑣+1
𝑑𝑧, (3)

𝑎 = 1 + 𝑚
𝑠𝜏 2

,

𝐼2 =

∞∫︁
𝑚

𝑥𝑛𝑝SpSc(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑐𝜏
𝑣

2
𝑠𝑛

1

𝜏 2𝑛+2

∞∫︁
1

(𝑧 − 𝑏)𝑛

𝑧𝑣+1
𝑑𝑧, (4)

𝑏 = 1− 𝑚𝜏 2
𝑠 .

Now (2) follows from (3) and (4). The theorem is proved.

� Entropy.

Theorem 3. Let 𝛼 > 1
𝑣+1

, 𝛼 ̸= 1. The Renyi entropy 𝐻𝛼 of SpScGDL(𝜏, 𝑣,𝑚, 𝑠)
distribution equals

𝐻𝛼 = ln
2𝑠

𝑐𝜏
+

1

1− 𝛼
ln

𝑣𝛼

𝛼(𝑣 + 1)− 1
.

Proof. We have:

𝐻𝛼 =
1

1− 𝛼
ln

∫︁
R

𝑝𝛼SpSc(𝑥)𝑑𝑥.

Then ∫︁
R

𝑝𝛼SpSc(𝑥)𝑑𝑥 =

𝑚∫︁
−∞

𝑝𝛼SpSc(𝑥)𝑑𝑥+

∞∫︁
𝑚

𝑝𝛼SpSc(𝑥)𝑑𝑥,

𝑚∫︁
−∞

𝑝𝛼SpSc(𝑥)𝑑𝑥 =
(︁
𝑐𝜏
𝑣

2𝑠

)︁𝛼
· 𝑠𝜏 2

𝛼(𝑣 + 1)− 1
,

∞∫︁
𝑚

𝑝𝛼SpSc(𝑥)𝑑𝑥 =
(︁
𝑐𝜏
𝑣

2𝑠

)︁𝛼
· 𝑠

𝜏 2(𝛼(𝑣 + 1)− 1)
.
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Therefore

𝐻𝛼 =
1

1− 𝛼
ln

(︂(︁
𝑐𝜏
𝑣

2𝑠

)︁𝛼
· 𝑠

𝛼(𝑣 + 1)− 1
·
(︂
𝜏 2 +

1

𝜏 2

)︂)︂
=

= ln
2𝑠

𝑐𝜏
+

1

1− 𝛼
ln

𝑣𝛼

𝛼(𝑣 + 1)− 1
.

Theorem 4. The Shannon entropy of the SpScGDL(𝜏, 𝑣,𝑚, 𝑠) distribution equals

𝐻 =
𝑣 + 1

𝑣
− ln

𝑐𝜏𝑣

2𝑠
. (5)

Proof. We have

𝐻 = −
∫︁
R

𝑝SpSc(𝑥) ln 𝑝SpSc(𝑥)𝑑𝑥, (6)

𝐻 = −(𝐽1 + 𝐽2),

where

𝐽1 =
𝑐𝜏𝑣

2𝑠

𝑚∫︁
−∞

(︂
1 +

1

𝜏 2𝑠
(𝑚− 𝑥)

)︂−𝑣−1

ln

(︃
𝑐𝜏𝑣

2𝑠

(︂
1 +

1

𝜏 2𝑠
(𝑚− 𝑥)

)︂−𝑣−1
)︃
𝑑𝑥, (7)

𝐽2 =
𝑐𝜏𝑣

2𝑠

∞∫︁
𝑚

(︂
1 +

𝜏 2

𝑠
(𝑥−𝑚)

)︂−𝑣−1

ln

(︃
𝑐𝜏𝑣

2𝑠

(︂
1 +

𝜏 2

𝑠
(𝑥−𝑚)

)︂−𝑣−1
)︃
𝑑𝑥. (8)

Equality (5) follows from (6), (7) and (8) after simple calculations. The theorem
is proved.

Applications to real data.

The �t of the spliced-scale generalized double Lomax distribution was com-
pared to �t of several other competing distributions using �nancial datasets. These
datasets were the daily stock returns 𝜉𝑘 = 𝜂𝑘+1 − 𝜂𝑘 (where 𝜂𝑘 is the stock price on
day 𝑘) for the following stocks (see [8]; [9]):
� DHR, from January 19, 2017 to October 5, 2017;
� IFF, from June 20, 2003 to March 9, 2004.
The competing distributions were: the Johnson-𝑆𝑈 (JS𝑈) distribution, the sinh-

arcsinh (SH-ASH) distribution (the �reparametrized� version, see [10], p. 768), the
skew 𝑡 (ST) distribution of Jones and Faddy (see [11]) and the normal inverse
Gaussian (NIG) distribution.

The spliced-scale generalized double Lomax distribution was �tted using the
maximum likelihood method. The numerical algorithm chosen for maximization
of likelihood was the simulated annealing, the R programming language and the R

package optimization were used.
The MLE estimates for the JS𝑈 distribution, the SH-ASH distribution and the ST

distribution were obtained using R package fitdistrplus. The MLE estimates for
the NIG distribution were procured by means of R package GeneralizedHyperbolic.

The AIC was taken as a goodness-of-�t statistic. The values of the AIC for the
distributions �tted to the above-mentioned datasets are given in Table 1.
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Table 1.
Values of AIC

DHR

Distribution SpScGDL SH-ASH JS𝑈 ST NIG
AIC 347.463 349.884 349.312 349.614 349.929

IFF

Distribution SpScGDL SH-ASH JS𝑈 ST NIG
AIC 165.796 168.055 166.123 167.124 167.022

Figure 3. The histogram and the SpScGDL pdf for DHR dataset

The spliced-scale generalized double Lomax distribution corresponded to the
lowest value of the AIC for both datasets.

Figure 3 shows the histogram and the �tted spliced-scale generalized double
Lomax distribution pdf for DHR dataset.

3. Exponentiated double Lomax distribution..

The next skewed version of the generalized double Lomax distribution which will
be considered is the exponentiated generalized double Lomax distribution. Skewing
of a distribution family by creating exponentiated distributions is a well-known
method. Namely, if F is a probability distribution with the cdf 𝐹 (𝑥), then the
corresponding exponentiated distribution F𝛾 is de�ned as the distribution with the
cdf

𝐹𝛾(𝑥) = (𝐹 (𝑥))𝛾,

where 𝛾 ∈ (0;∞).
General properties of exponentiated distributions and concrete examples of such

distributions are given in detail in [6].

Definition 2. The exponentiated generalized double Lomax distribution with pa-
rameters 𝛾, 𝑣, 𝑚 and 𝑠 (𝛾, 𝑣, 𝑠 > 0) (or EGDL(𝛾, 𝑣,𝑚, 𝑠) distribution) is defined as
the distribution with the cdf

𝐹𝛾(𝑥) = (𝐹 (𝑥))𝛾,
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where

𝐹 (𝑥) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1
2

(︁
1 + 𝑚− 𝑥

𝑠

)︁−𝑣

, if 𝑥 < 𝑚;

1− 1
2

(︁
1 + 𝑥−𝑚

𝑠

)︁−𝑣

, if 𝑥 ≥ 𝑚,

(9)

is the cdf of the GDL(𝑣,𝑚, 𝑠) distribution.

Remark 2. If 𝛾 = 1 then EGDL(𝛾, 𝑣,𝑚, 𝑠) coincides with GDL(𝑣,𝑚, 𝑠) distri-
bution.

The pdf of EGDL(𝛾, 𝑣,𝑚, 𝑠) distribution is

𝑝𝛾(𝑥) = 𝛾(𝐹 (𝑥))𝛾−1𝑝(𝑥), (10)

where 𝑝(𝑥) is the pdf of the GDL(𝑣,𝑚, 𝑠) distribution. 𝑝𝛾(𝑥) can also be represented
as

𝑝𝛾(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝛾2−𝛾 𝑣

𝑠

(︁
1− 𝑥−𝑚

𝑠

)︁−𝛾𝑣−1

, if 𝑥 < 𝑚;

𝛾 𝑣2𝑠

(︁
1 + 𝑥−𝑚

𝑠

)︁−𝑣−1
(︂
1− 1

2

(︁
1 + 𝑥−𝑚

𝑠

)︁−𝑣
)︂𝛾−1

, if 𝑥 ≥ 𝑚.

Figures 4 and 5 show several densities of exponentiated generalized double Lomax
distributions.

Figure 4. The densities of EGDL distributions with 𝛾 = 0.1, 𝛾 = 0.5 and 𝛾 = 0.8

Properties of the exponentiated generalized double Lomax distribu-

tion

� Unimodality.

Theorem 5. The EGDL(𝛾, 𝑣,𝑚, 𝑠) distribution is unimodal, its mode equals 𝑚.
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Proof. It is enough to prove that 𝑝′𝛾(𝑥) > 0 for 𝑥 < 𝑚 and 𝑝′𝛾(𝑥) < 0 for 𝑥 > 𝑚.
We will establish (without loss of generality) this fact for the case 𝑚 = 0 .

Indeed, di�erentiating (10) we obtain

𝑝′𝛾(𝑥) = 𝛾(𝛾 − 1)(𝐹 (𝑥))𝛾−2(𝑝(𝑥))2 + 𝛾(𝐹 (𝑥))𝛾−1𝑝′(𝑥)

= 𝛾(𝐹 (𝑥))𝛾−2

(︂
(𝛾 − 1)𝑝2(𝑥) + 𝐹 (𝑥)𝑝′(𝑥)

)︂
,

and therefore

sign(𝑝′𝛾(𝑥)) = sign

(︂
(𝛾 − 1)𝑝2(𝑥) + 𝐹 (𝑥)𝑝′(𝑥)

)︂
.

Let us consider the case 𝑥 < 0. We have:

𝐹 (𝑥)𝑝′(𝑥) =
𝑣(𝑣 + 1)

4𝑠2(1− 𝑥/𝑠)2𝑣+2
,

𝑝2(𝑥) =
𝑣2

4𝑠2(1− 𝑥/𝑠)2𝑣+2
,

and 𝐹 (𝑥)𝑝′(𝑥) > 𝑝2(𝑥) for 𝑥 < 0. Therefore

sign(𝑝′𝛾(𝑥)) = sign

(︂
(𝛾 − 1)𝑝2(𝑥) + 𝐹 (𝑥)𝑝′(𝑥)

)︂
> 0, 𝑥 < 0.

Inequality 𝑝′𝛾(𝑥) < 0 can be proved in a similar way for 𝑥 > 0.

� Quantiles.

Figure 5. The densities of EGDL distributions with 𝑣 = 6, 𝑣 = 8 and 𝑣 = 10

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2023, том 42, № 1 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)



100 I. V. TURCHYN

Theorem 6. The quantile function 𝑄𝛾(𝑢) of the EGDL(𝛾, 𝑣,𝑚, 𝑠) distribution
is given by

𝑄𝛾(𝑢) =

{︂
𝑚+ 𝑠

(︀
1− 2−1/𝑣𝑢−1/(𝛾𝑣)

)︀
, if 𝑢 ∈ (0; 2−𝛾];

𝑚+ 𝑠
(︀
2−1/𝑣(1− 𝑢1/𝛾)−1/𝑣 − 1

)︀
, if 𝑢 ∈ (2−𝛾; 1).

(11)

Proof. (11) immediately follows from the equality

𝑄𝛾

(︀
(𝐹 (𝑥))𝛾

)︀
= 𝑥,

where 𝐹 (𝑥) is the cdf of the GDL(𝑣,𝑚, 𝑠) distribution (see (9)).
Applications to real data

The �t of the exponentiated generalized double Lomax distribution was com-
pared to �t of other competing distributions (which were already used for assessing
the �t of spliced-scale generalized double Lomax distribution) using several stock
datasets. The following daily stock returns were used (see [12]; [13]):
� BSET, from August 29, 2018 to March 22, 2019;
� REX, from May 6, 2004 to November 3, 2006.
The values of the AIC are given in Table 2.

Table 2.
Values of AIC

BSET

Distribution EGDL SH-ASH JS𝑈 ST NIG
AIC 195.421 196.089 197.409 197.660 197.202

REX

Distribution EGDL SH-ASH JS𝑈 ST NIG
AIC 193.487 198.660 203.294 206.033 201.564

Figure 6 shows the histogram and the �tted exponentiated generalized double
Lomax distribution pdf for REX dataset.

The exponentiated generalized double Lomax distribution was �tted using the
maximum likelihood method. Numerical maximization was accomplished using the
simulated annealing method (R package optimization) for BSET dataset and the
Hooke-Jeeves method (R package dfoptim) for REX dataset. Fitting of the compet-
ing distributions was done using the same R packages as for the SpScGDL distribu-
tion.

The exponentiated generalized double Lomax distribution corresponded to the
lowest value of the AIC for both datasets.

4. Conclusions. Two new families of distributions were proposed: the spliced-
scale generalized double Lomax distribution and the exponentiated generalized dou-
ble Lomax distribution. These families can be successfully used for modeling heavy-
tailed asymmetric data, e.g. stock returns.
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Figure 6. The histogram and the EGDL pdf for REX dataset

References

1. Fares, A. S. M., & Gopal, V. V. H. (2016). The generalized double Lomax distribution with
applications. Statistica, 76(4), 341–352.

2. Alzaatreh, A., Lee, C., & Famoye, F. (2013). A New method for generating families of contin-
uous distributions. Metron, 71(1), 63–79.

3. Goerg, G. M. (2011). Lambert 𝑊 random variables — a new family of generalized skewed
distributions with applications to risk estimation. The Annals of Applied Statistics, 5(3), 2197–
2230.

4. Lee, C., Famoye, F., & Alzaatreh, A. Y. (2013). Methods for generating families of univariate
continuous distributions in the recent decades.Wiley Interdisciplinary Reviews: Computational
Statistics, 5(3), 219–238.

5. Rezaei, S., Sadr, B. B., Alizadeh, M. & Nadarajah, S. (2016). Topp-Leone generated family
of distributions: properties and applications. Communications in Statistics — Theory and
Methods, 6(46), 2893–2909.

6. Al-Hussaini, E. K., & Ahsanullah, M. (2015). Exponentiated distributions. Paris: Atlantis
Press.

7. Fernández, C., & Steel, M. F. (1998). On Bayesian modeling of fat tails and skewness. Journal
of the American Statistical Association, 93(441), 359–371.

8. Yahoo! Finance, Danaher Corporation (DHR). (2022). Retrieved from
https://finance.yahoo.com/quote/DHR

9. Yahoo! Finance, International Flavors & Fragrances Inc. (IFF). (2022). Retrieved from
https://finance.yahoo.com/quote/IFF

10. Jones, M. C., & Pewsey, A. (2009). Sinh-arcsinh distributions. Biometrika, 96(4), 761–780.
11. Jones, M. C., & Faddy, M. J. (2003). A skew extension of the 𝑡-distribution, with applications.

Journal of the Royal Statistical Society: Series B (Statistical Methodology), 65(1), 159–174.
12. Yahoo! Finance, Bassett Furniture Industries, Incorporated (BSET). (2022). Retrieved from

https://finance.yahoo.com/quote/BSET
13. Yahoo! Finance, REX American Resources Corporation (REX). (2022). Retrieved from

https://finance.yahoo.com/quote/REX
14. Kotz, S., Kozubowski, T., & Podgórski, K. (2001). The Laplace distribution and generaliza-

tions: a revisit with applications to communications, economics, engineering, and finance.

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2023, том 42, № 1 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)



102 I. V. TURCHYN

New York: Springer Science & Business Media.

Турчин Є. В. Асиметричнi аналоги узагальненого подвiйного розподiлу
Ломакса: властивостi та застосування.

Розглянуто два аналоги так званого узагальненого подвiйного розподiлу Ломакса.
Це узагальнений подвiйний розподiл Ломакса iз “кусково-сталим параметром масшта-
бу” та “пiднесений до ступеня” узагальнений подвiйний розподiл Ломакса. Вивченi
властивостi цих розподiлiв. Придатнiсть нових розподiлiв для реальних застосувань
пiдтверджена їх пiдгонкою до наборiв даних по приростам на цiни акцiй.

Ключовi слова: узагальнений подвiйний розподiл Ломакса, метод максимальної прав-
доподiбностi, момент, ентропiя, квантиль.
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КОНТАКТНА ЗАДАЧА ДЛЯ НЕСКIНЧЕННОГО ПРУЖНОГО
НЕОДНОРIДНОГО СТРИНГЕРА I ДВОХ СМУГ З

ПОЧАТКОВИМИ НАПРУЖЕНЯМИ

В рамках лiнеаризованої теорiї пружностi розглядається плоска контактна задача
про передачу навантаження вiд нескiнченного неоднорiдного стрингера до двох одна-
кових пружних смуг з початковими (залишковими) напруженнями, якi защемленi
однiєю гранню. Дослiдження проведенi в загальному виглядi для великих початко-
вих деформацiй i деяких варiантiв теорiї малих початкових деформацiй, для довiль-
ної структури пружного потенцiалу. За допомогою iнтегрального перетворення Фур’є
одержано основнi iнтегро-диференцiйнi рiвняння розв’язок яких представлено у ви-
глядi квазiрегулярних нескiнченних систем алгебраїчних рiвнянь. Дослiджено вплив
наявних початкових (залишкових) напружень у смугах на закон розподiлу контактних
напружень по лiнiї контакту з нескiнченним неоднорiдним стрингером.

Ключовi слова: лiнеаризована теорiя пружностi, початковi (залишковi) напружен-
ня, контактнi задачi, iнтегральне перетворення Фур’є.

1. Вступ. Незважаючи на велику кiлькiсть лiтератури в якiй розглядаються
контактнi задачi лiнеаризованої теорiї пружностi [1, 2, 3, 4], дослiдження з про-
блем пружної контактної взаємодiї тiл з початковими напруженнями в нашiй
країнi i за кордоном з’явилися порiвняно недавно. Лише останнiм часом до-
слiдження контактної взаємодiї попередньо напружених тiл набуває особливо-
го iнтересу в зв’язку з впровадженням в практику нових штучних матерiалiв,
якi можуть витримувати великi початковi деформацiї. Iнколи доцiльно штучно
створювати початковi напруження (залишковi i технологiчнi) для компенса-
цiї i регулювання тих напружень, якi виникають в елементах конструкцiй пiд
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час її експлуатацiї, а також для пiдвищення мiцностiйкостi. Це в основному
пов’язано з тим, що при дослiдженнi задач про контактну взаємодiю пружних
тiл з початковими напруженнями лiнiйна теорiї пружностi не враховує впливу
цих напружень. Для спрощення процесу дослiджень їх можна врахувати в рам-
ках лiнеаризованої теорiї пружностi [5, 6, 1, 7]. Врахування початкових напру-
жень в рамках лiнеаризованої теорiї пружностi призводить до нових постано-
вок задач взаємодiї деформованих тiл, що iстотно вiдрiзняються вiд постановок
класичних задач теорiї пружностi. I хоча при вирiшеннi цих завдань системи
основних диференцiальних рiвнянь, вирази для визначення складових тензора
напружень i структура граничних умов вiдрiзняється вiд вiдповiдних систем
рiвнянь i виразiв тензора напружень теорiї пружностi, вони за своєю природою
i структурою, спорiдненi звичайним контактним змiшаним задачам [8, 9, 10, 11].
У цiй роботi дана постановка i загальний метод вирiшення поставленого зав-
дання в разi пружних потенцiалiв довiльної форми в загальному виглядi для
теорiй великих (скiнченних) початкових деформацiй i рiзних варiантiв теорiї
малих початкових деформацiй.

При постановцi зазначених завдань у всiх реферованих роботах приймаю-
ться чотири припущення, якi є основними в теорiї, що розглядає контактну
взаємодiю тiл з початковими напруженнями i пружних накладок (стрингерiв):
1) контактна взаємодiя пружної накладки без початкових напружень з попе-

редньо напруженим пружним тiлом здiйснюється пiсля виникнення в остан-
ньому початкового напруженого стану;

2) дiючi на пружну накладку зовнiшнi навантаження викликають в попере-
дньо напруженому тiлi збурення напруженого деформiвного стану за вели-
чиною значно меншi вiдповiдних величин початкового напруженого стану;

3) початковий напружений стан одного з взаємодiючих тiл має таку структуру,
що в областi їх взаємодiї можна (приблизно, з достатнiм ступенем точностi)
вважати початковий напружений стан однорiдним;

4) розв’язок лiнеаризованих задач теорiї пружностi про контактну взаємодiю
попередньо напружених тiл i пружних накладок – єдиний.
У данiй роботi з використанням спiввiдношень лiнеаризованої теорiї пру-

жностi [1, 12, 13, 14] представлено розв’язки контактної задачi про контактну
взаємодiю нескiнченного неоднорiдного стрингера з попередньо напруженими
смугами. Дослiдження проведено у загальному виглядi для стисливих i нести-
сливих тiл для теорiї великих (скiнчених) початкових деформацiй i двох варi-
антiв теорiї малих початкових деформацiй при довiльнiй структурi пружного
потенцiалу.

Дотримуючись [6, 1, 15, 16] всi дослiдження проведемо в координатах поча-
ткового деформованого стану 𝑦𝑖, що пов’язанi з лагранжевими координатами
𝑥𝑖 спiввiдношеннями 𝑦𝑖 = 𝜆𝑖𝑥𝑖 (𝑖 = 1, 2), де 𝜆𝑖 — коефiцiєнти видовжень, що
визначають перемiщення початкового стану в напрямках осей координат. При
виконаннi умов 1–4 в областi контакту 𝐿𝑘 {𝑎𝑘, 𝑏𝑘 } для пружних накладок i пру-
жної смуги з початковими (залишковими) напруженнями, мають мiсце граничнi
умови при

𝑦2 = 0; 𝑢 (𝑦1) = 𝑢1 (𝑦1) ; 𝑣 (𝑦1) = 𝑢2 (𝑦1) ; ∀ (𝑦1) ∈ 𝐿𝑘. (1)

𝑑𝑢

𝑑𝑦1
=
𝑑𝑢1
𝑑𝑦1

;
𝑑𝑣

𝑑𝑦1
=
𝑑𝑢2
𝑑𝑦1

; ∀ (𝑦1) ∈ 𝐿𝑘. (2)
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Граничнi умови (1)–(2) разом з положеннями (1–4) та умовами рiвноваги

𝑝 =

𝑦1∫︁
𝑎𝑘

𝜏 (𝑡) 𝑑𝑡, (3)

замикають постановку лiнеаризованих задач про контактну взаємодiю пружних
накладок (скiнченних, нескiнченних (𝑎𝑘 = −∞; 𝑏𝑘 = +∞)), що пiдсилюють
пружну смугу.

2. Постановка задачi i основнi розв’язуючi рiвняння. Нехай нескiн-
ченнi пружнi смуги товщиною 𝐻 з початковими напруженнями защемленi гра-
нями 𝑦2 = ±𝐻, а iншими своїми гранями з’єднанi мiж собою нескiнченним
неоднорiдним пружним стрингером малої товщини ℎ (рис. 1).

Пiдсиленi таким чином нескiнченнi попередньо напруженi смуги перебу-
вають пiд дiєю прикладених до з’єднувального нескiнченного неоднорiдного
стрингера розподiлених горизонтальних сил iнтенсивностi 𝑞0 (𝑦1) вiдповiдно до
(рис. 1). Необхiдно встановити закони розподiлу нормальних 𝑝 (𝑦1) i горизон-
тальних 𝑞 (𝑦1) напружень в областi контакту.

Рис. 1. .

При дослiдженi областi контакту, що до стрингера робимо припущення, що
вiн пiд дiєю прикладеного навантаження i тiльки тангенцiальних контактних
напружень розтягується або стискається як стрижень, що знаходиться в одно-
вiсному напруженому станi [17, 18, 19, 20]. Також припускаємо, що вздовж го-
ризонтальної осi вертикальнi пружнi перемiщення сталi. Останнє припущення
обумовлене малiстю товщини стрингера, так як її змiни вiд точки до точки в
процесi деформацiї незначнi i ними можна знехтувати.

Позначимо iнтенсивностi нормальних i тангенцiальних контактних напру-
жень, якi дiють вздовж лiнiї з’єднання стрингера з пружними попередньо на-
пруженими смугами 𝑝 (𝑦1) i 𝑞 (𝑦1), а вертикальнi i горизонтальнi перемiщення
вiдповiдно 𝑢1 (𝑦1) i 𝑢2 (𝑦1).

Перейдемо до отримання основних систем розв’язуючих рiвнянь для постав-
леної задачi. З цiєю метою спочатку розглянемо рiвновагу стрингера.

Iз умови рiвноваги частини стрингера (−∞, 𝑥) отримаємо

𝜎𝑦1𝑦1 (𝑦1) =
1

ℎ

𝑦1∫︁
−∞

[𝑞 (𝑡)− 𝑞0 (𝑡)] 𝑑𝑡, (−∞ < 𝑦1 <∞) (4)

Тут мається на увазi, що поперечний перерiз стрингера прямокутний шири-
на якого дорiвнює одиницi, а 𝜎𝑦1𝑦1 — осьове напруження в напрямку осi 𝑂𝑦1.
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Вiдповiдно до закону Гука знаходимо осьове напруження в напрямку осi 𝑂𝑦1

𝜎𝑦1𝑦1 (𝑦1) = 𝐸1𝜀𝑦1,𝑦1 (𝑦1) , (5)

де

𝜀𝑦1𝑦1 (𝑦1) =
𝑑𝑢 (𝑦1)

𝑑𝑦1
. (6)

Тут 𝑢(𝑦1) — горизонтальнi перемiщення точок пружного стрингера, 𝐸1 —
модуль пружностi стрингера.

Врахувавши (4)–(6), знаходимо

𝑑𝑢 (𝑦1)

𝑑𝑦1
=

1

𝐸1ℎ

𝑦1∫︁
−∞

[𝑞 (𝑡)− 𝑞0 (𝑡)] 𝑑𝑡, (−∞ < 𝑦1 <∞) . (7)

З припущення, що стрингер в вертикальному напрямку згинається як зви-
чайна балка, можемо написати

𝐷
𝑑4𝑣 (𝑦1)

𝑑𝑦41
= 𝑝 (𝑦1)− 𝑝0 (𝑦1) , (−∞ < 𝑦1 <∞) . (8)

Тут 𝑣(𝑦1) — вертикальнi перемiщення точок стрингера; 𝐷 — жорсткiсть
стрингера на згин; 𝑝0(𝑦1), 𝑝 (𝑦1) — iнтенсивнiсть вертикальних сил.

На лiнiї контакту стрингера з пружними смугами мають мiсце умови

𝑢 (𝑦1) = 𝑢1 (𝑦1) , 𝑣 (𝑦1) = 𝑢2 (𝑦1) , ∀𝑦1 ∈ (−∞ < 𝑦1 <∞) , (9)

де 𝑢1 (𝑦1) , 𝑢2 (𝑦1) — перемiщення точок в пружних смугах з початковими на-
пруженнями. Потрiбно визначити закон розподiлу нормальних i тангенцiальних
контактних напружень вздовж лiнiї з’єднання стрингера з попередньо напру-
женими смугами.

Для визначення невiдомих перемiщень i напружень по лiнiї контакту стрин-
гера з смугами запишемо граничнi умови задачi для вiльних вiд защемлення
граней пружних смуг з початковими напруженнями вiд прикладеної пiд кутом
𝛼0 сили 𝑃 [6, 21, 22]

𝑄̃22 (𝑦1, 0) = −𝑃𝛿 (𝑦1) sin𝛼0; 𝑄̃11 (𝑦1, 0) = −𝑃𝛿 (𝑦1) cos𝛼0, (10)

𝑢1 (𝑦1 − 𝑡) = 0; 𝑢2 (𝑦1 − 𝑡) = 0; (−∞ < 𝑦1 <∞), (11)

де 𝛿(𝑦1) — дельта-функцiя Дiрака.
В результатi розв’язування поставленої задачi функцiї впливу вiд дiї тан-

генцiальної сили (при 𝛼0 = 0) для рiвних коренiв характеристичного рiвняння
[1] (𝑛1 = 𝑛2) такi:

ℎ21 (𝑦1) =
1

𝜋

∞∫︁
0

𝐻21 (𝛼) sin𝛼 𝑦1𝑑𝛼,

ℎ22 (𝑦1) =
1

𝜋

∞∫︁
0

𝐻22 (𝛼) cos𝛼 𝑦1𝑑𝛼.

(12)
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Для нерiвних коренiв (𝑛1 ̸= 𝑛2) можемо записати

ℎ21 (𝑦1) =
1

𝜋

∞∫︁
0

𝐻̃21 (𝛼) sin𝛼 𝑦1𝑑𝛼,

ℎ22 (𝑦1) =
1

𝜋

∞∫︁
0

𝐻̃22 (𝛼) cos𝛼 𝑦1𝑑𝛼.

(13)

Ядра 𝐻𝑖𝑗 (𝛼) i 𝐻̃𝑖𝑗 (𝛼) вiдповiдно мають вигляд [2, 23, 24], для 𝑛1 = 𝑛2:

𝐻21 (𝛼) = 𝑚0

[︀
− (𝑠+ 1) (𝑠1𝜉 (𝛼)− 𝛼𝜙1) + ch2 𝛼𝜙1 − 𝑠1 sh

2 𝛼𝜙1 − 𝑠
]︀
=

= 𝑚0 [− (𝑠+ 1) (𝑠1 sh𝛼𝜙1 ch𝛼𝜙1 − 𝛼𝜙1) +

+ ch2 𝛼𝜙1 − 𝑠1 sh
2 𝛼𝜙1 − 𝑠

]︀
·∆−1

1 (𝛼) , (14)

𝐻22(𝛼) = 𝑖
𝑚0𝑚1√
𝑛1

[︀
𝑠 · 𝑠1 ch2 𝛼𝜙1 + (𝛼𝜙1)

2 −

− 𝛼𝜙1𝜉 (𝛼)− 𝑠21 sh
2 (𝛼𝜙1)− 𝑠 · 𝑠1

]︀
·∆−1

1 (𝛼) ,

для 𝑛1 ̸= 𝑛2:

𝐻̃21 (𝛼) = 𝑚0 [−𝑠𝑠1 (𝛼𝜙1) 𝜉2 (𝛼)− 𝑠𝜉3 (𝛼) + 𝑠 (𝛼𝜙1) 𝜉2 (𝛼) + 𝜉3 (𝛼)] ·∆−1
2 (𝛼) ,

𝐻̃22 (𝛼) = 𝑖
𝑚0𝑚1√
𝑛1

[1− 𝑠1 ch (2𝛼𝜙2) + 𝑠𝑠1𝜉1 (𝛼)

+ 𝑠𝛼𝜙1𝜉4 (𝛼) + 𝑠𝑠1 (𝛼𝜙1)
2 sh2 𝛼𝜙1−

(15)

−𝑠𝑠1 ch2 𝛼𝜙21 − 𝑠21 (𝛼𝜙1) 𝜉4 (𝛼) + 𝜉3 (𝛼) ] ·∆−1
2 (𝛼) ,

тут 𝑛1 i 𝑛2 коренi визначального рiвняння [1, 25]. Величини, що фiгурують в
формулах (12), (13), (14), (15) вираженi через вiдомi параметри початкового
напруженого стану [1, 2, 26].

3. Розв’язуюча система рекурентних систем рiвнянь. Використову-
ючи принцип суперпозицiї, перемiщення точок пружної смуги з початковими
напруженнями в напрямку осей 𝑂𝑦1 i 𝑂𝑦2 вiд одночасної дiї нормальних i тан-
генцiальних напружень для стисливих i нестисливих тiл в випадку потенцiалiв
довiльної структури визначаються формулами [1]

𝑢1 (𝑦1) =

∞∫︁
−∞

ℎ11 (|𝑦1 − 𝜏 |) 𝑝 (𝜏) 𝑑𝜏 +
∞∫︁

−∞

ℎ12 (|𝑦1 − 𝜏 |) 𝑞 (𝜏) 𝑑𝜏,

𝑢2 (𝑦1) =

∞∫︁
−∞

ℎ21 (|𝑦1 − 𝜏 |) 𝑝 (𝜏) 𝑑𝜏 +
∞∫︁

−∞

ℎ22 (|𝑦1 − 𝜏 |) 𝑞 (𝜏) 𝑑𝜏.

(16)
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Дотримуючись [1, 12], згiдно прийнятих припущень i позначень, задачу мо-
жна сформулювати у виглядi системи рiвнянь

𝑑𝑢2(𝑦1)

𝑑𝑦1
= 0, (−∞ ≺ 𝑦1 ≺ ∞),

𝐸1(𝑦1)
𝑑𝑢1(𝑦1)

𝑑𝑦1
=

1

ℎ

𝑦1∫︁
−∞

[2𝑞 (𝑡)− 𝑞0 (𝑡)] 𝑑𝑡.
(17)

Зробивши припущення, що неоднорiднiсть матерiалу стрингера змiнюється
за законом

𝐸1(𝑦1) = [(1 + 𝛿𝑓(𝑦1)], (−∞ ≺ 𝑦1 ≺ ∞), (18)

де 𝑓(𝑦1) — деяка вiдома функцiя, 𝛿 — малий параметр.
Використавши граничнi умови контакту (9) i представивши невiдомi конта-

ктнi напруження 𝑝0 (𝑦1), 𝑞0 (𝑦1) в виглядi ряду за степенями малого параметра

𝑞0 (𝑦1) =
∞∑︁
𝑘=0

𝛿𝑘𝑞(𝑘)(𝑦1), (−∞ ≺ 𝑦1 ≺ ∞), (19)

можемо записати розв’язуючу систему рекурентних систем iнтегрально-дифере-
нцiальних рiвнянь

𝑑𝑢
(0)
2 (𝑦1)

𝑑(𝑦1)
= 0, (−∞ ≺ 𝑦1 ≺ ∞) (20)

𝐸0ℎ
𝑑2𝑢

(0)
1 (𝑦1)

𝑑(𝑦1)2
= 2𝑞(0)(𝑦1)− 𝑞0(𝑦1),

𝑑𝑢
(𝑘)
2 (𝑦1)

𝑑(𝑦1)
= 0, (𝑘 = 1, 2, . . .), (−∞ ≺ 𝑦1 ≺ ∞) (21)

𝐸0ℎ
𝑑2𝑢

(𝑘)
1 (𝑦1)

𝑑(𝑦1)2
= 2𝑞(𝑘)(𝑦1)− 𝑞

(𝑘−1)
0 (𝑦1),

де

𝑞
(𝑘−1)
0 (𝑦1) = ℎ0

𝑑

𝑑(𝑦1)

[︃
𝑓(𝑦1)

𝑑𝑢
(𝑘−1)
2 (𝑦1)

𝑑(𝑦1)

]︃
, (𝑘 = 1, 2, . . .),

𝑢1 (𝑦1) =

∞∫︁
−∞

ℎ21 (𝑦1 − 𝜏) 𝑝(𝑘) (𝜏) 𝑑𝜏 +

∞∫︁
−∞

ℎ22 (|𝑦1 − 𝜏 |) 𝑞(𝑘) (𝜏) 𝑑𝜏,

𝑢2 (𝑦1) =

∞∫︁
−∞

ℎ11 (|𝑦1 − 𝜏 |) 𝑝(𝑘) (𝜏) 𝑑𝜏 +
∞∫︁

−∞

ℎ12 (𝑦1 − 𝜏) 𝑞(𝑘) (𝜏) 𝑑𝜏,

(𝑘 = 0, 1, . . .), (−∞ ≺ 𝑦1 ≺ ∞),

𝑓
(𝑘−1)
1 (𝑦1) = 𝐷0

𝑑2

𝑑(𝑦1)2

[︃
𝑓(𝑦1)

𝑑2𝑢
(𝑘−1)
2 (𝑦1)

𝑑(𝑦1)

]︃
, (𝑘 = 1, 2, . . .)

𝑓
(𝑘−1)
2 (𝑦1) = 𝐸0ℎ

𝑑

𝑑(𝑦1)

[︃
𝑓(𝑦1)

𝑑𝑢
(𝑘−1)
1 (𝑦1)

𝑑(𝑦1)

]︃
, 𝐷0 = 𝐸0𝐼.

(22)
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Тут 𝐷0 — нульовий член розкладання в ряд. 𝐷(𝑦1) = 𝐼𝐸1(𝑦1) — жорсткiсть
стрингера на згин, 𝐼 — параметр неоднорiдностi.

Система (20) описує контактну задачу для однорiдного нескiнченного стрин-
гера [23, 27, 28], кожна наступна система з (21) вiдрiзняється вiд попередньої
тiльки зовнiшнiм навантаженням. Отже, розв’язок контактної задачi для попе-
редньо напруженої смуги, пiдсиленої неоднорiдним нескiнченним стрингером,
зводиться до розв’язування ряду однорiдних контактних задач, якi вiдрiзня-
ються мiж собою тiльки зовнiшнiми навантаженнями. Нульовий наближений
розв’язок, тобто розв’язок системи (20) за допомогою перетворення Фур’є по-
будований в [3] i має вигляд

𝑝 (𝑦1) =
𝜇

2𝜋

∞∫︁
−∞

[︀
𝛼2𝐻*

21 (𝛼) 𝑞0 (𝛼) +𝐻*
22 (𝛼) 𝑝0 (𝛼)

]︀
𝐻−1 (𝛼) 𝑒−𝑖𝛼𝑦1𝑑𝛼;

(−∞ ≺ 𝑦1 ≺ ∞),

𝑞 (𝑦1) =
𝜇

2𝜋

∞∫︁
−∞

[𝐻*
11 (𝛼) 𝑞0 (𝛼)− 𝑖𝐻*

12 (𝛼) 𝑝0 (𝛼)]𝐻
−1 (𝛼) 𝑒−𝑖𝛼𝑦1 𝑑𝛼.

(23)

Тут величини 𝐻−1(𝛼), 𝐻*
𝑖𝑗(𝛼) (𝑖, 𝑗 = 1, 2), виражаються через вiдомi фун-

кцiї 𝐻𝑖𝑗(𝛼) та 𝐻̃𝑖𝑗(𝛼) (𝑖, 𝑗 = 1, 2), якi визначаються згiдно формул для рiвних
i нерiвних коренiв визначального рiвняння [1, 2, 5, 25] в випадку контректної
структури пружних потенцiалiв. Решта наближень розв’язкiв в випадках впли-
ву неоднорiдностi матерiалу стрингера будуються аналогiчним чином. 𝑝0(𝛼) та
𝑞0(𝛼) — Фур’є, а 𝜇 — коефiцiєнт Ляме.

Таким чином, 𝑘-ве наближення має вигляд

𝑝(𝑘) (𝑦1) =
1

2𝜋

∞∫︁
−∞

𝑃 (𝑘)(𝑠)𝑒−𝑖𝑠𝑦1𝑑𝑠, 𝑞(𝑘) (𝑦1) =
1

2𝜋

∞∫︁
−∞

𝑄(𝑘)(𝑠)𝑒−𝑖𝑠𝑦1𝑑𝑠, (𝑘 = 1, 2, . . .),

де

𝑃 (𝑘) (𝑠) = 𝐷𝑠2
{︁
𝑓
(𝑘−1)
1 (𝑠)

[︀
𝐸0ℎ𝑠

2𝐻22(𝑠) + 1
]︀
− 𝐸0ℎ𝑠

3𝑓
(𝑘−1)
2 (𝑠)𝐻12(𝑠)

}︁⧸︁
𝐿(𝑠),

𝑄(𝑘) (𝑠) = −𝐼𝐸0ℎ𝑠
{︁
𝑓
(𝑘−1)
2 (𝑠)

[︀
𝐷0ℎ𝑠

4𝐻11(𝑠) + 1
]︀
+ (24)

+𝐷0ℎ𝑠
3𝑓

(𝑘−1)
1 (𝑠)𝐻12(𝑠)

}︁⧸︁
𝐿(𝑠), (𝑘 = 1, 2, . . .),

є трансформантами Фур’є контактних напружень.
В (24):

𝐿(𝑠) =
[︀
𝐷0𝑠

4𝐻11(𝑠)− 1
]︀ [︀
𝐸0ℎ𝑠

2𝐻22(𝑠) + 1
]︀
+𝐷0𝐸0𝑠

4ℎ𝐻2
12(𝑠),

(𝑗 = 1, 2), (𝑘 = 1, 2, . . .),

тут 𝐹 — оператор перетворення Фур’є для вказаної функцiї (функцiонал).
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Застосувавши до (20) i (21) iнтегральне перетворення Фур’є, вiдносно транс-
формант контактних напружень, отримаємо наступнi системи:

ℎ11(𝑦1)𝑝
(0)(𝑦1)− 𝐼ℎ12(𝑦1)𝑄

(0)(𝑦1) = 0,

𝐸0ℎ𝑦
2
1ℎ21 (𝑦1)𝑝

(0)(𝑦1)−
[︀
𝐸0ℎ𝑦

2
1ℎ22(𝑦1) + 2

]︀
𝑄(0)(𝑦1) = 𝑄0(𝑦1),

(25)

ℎ11(𝑦1)𝑝
(𝑘)(𝑦1)− 𝐼ℎ12(𝑦1)𝑄

(𝑘)(𝑦1) = 0, (𝑘 = 1, 2, . . .),

𝐸0ℎ𝑦
2
1ℎ21 (𝑦1) 𝑝

(𝑘)(𝑦1)−
[︀
𝐸0ℎ𝑦

2
1ℎ22(𝑦1) + 2

]︀
𝑄(𝑘)(𝑦1) = 𝑄

(𝑘−1)
0 (𝑦1),

(26)

де

𝑝(𝑘)(𝑦1) = 𝐹
[︀
𝑝(𝑘)(𝑦1)

]︀
, 𝑄(𝑘)(𝑦1) = 𝐹

[︀
𝑞(𝑘)(𝑦1)

]︀
, (𝑘 = 0, 1, 2, . . .),

𝑄0(𝑦1) = 𝐹 [𝑞0(𝑦1)] , 𝑄
(𝑘−1)
0 (𝑦1) = 𝐹

[︁
𝑞
(𝑘−1)
0 (𝑦1)

]︁
,

𝐼 — параметр неоднорiдностi, а ℎ𝑖𝑗 (𝑦1) — функцiї впливу, вирази яких задаю-
ться формулами: для рiвних коренiв 𝑛1 = 𝑛2:

ℎ11 (𝑦1) =
1

𝜋

∞∫︁
0

𝐻11 (𝛼) cos𝛼𝑦1 𝑑𝛼,

ℎ12 (𝑦1) =
1

𝜋

∞∫︁
0

𝐻12 (𝛼) sin𝛼𝑦1 𝑑𝛼.

(27)

для нерiвних коренiв 𝑛1 ̸= 𝑛2:

ℎ11 (𝑦1) =
1

𝜋

∞∫︁
0

𝐻̃11 (𝛼) cos𝛼𝑦1 𝑑𝛼,

ℎ12 (𝑦1) =
1

𝜋

∞∫︁
0

𝐻̃12 (𝛼) sin𝛼𝑦1 𝑑𝛼.

(28)

Тут ℎ𝑖𝑗 (𝛼) , 𝑖, 𝑗 = 1, 2 функцiї впливу, якi характеризують перемiщення гра-
ничних точок гранi 𝑦2 = 0 нескiнченної пружної смуги з початковими (залишко-
вими) напруженнями вiд одиничної горизонтальної сили, ядра 𝐻𝑖𝑗 (𝛼) i 𝐻̃𝑖𝑗 (𝛼)
вiдповiдно мають вигляд (14), (15).

Пiсля знаходження трансформант контактних напружень з систем (25), (26)
i застосувавши обернене перетворення Фур’є отримаємо вирази нульового i 𝑘-го
наближення нормальних i тангенцiальних напружень

𝑝(0) (𝑦1) =
𝜇

2𝜋

∞∫︁
−∞

𝐻*
12(𝛼)

𝐻*(𝛼)
𝑄0 (𝛼) sign 𝛼𝑒

−𝑖𝛼𝑦1𝑑𝛼, (−∞ ≺ 𝑦1 ≺ ∞);

𝑞(0) (𝑦1) =
𝜇

2𝜋

∞∫︁
−∞

𝐻*
11(𝛼)

𝐻*(𝛼)
𝑄0 (𝛼) 𝑒

−𝑖𝛼𝑦1𝑑𝛼.

(29)
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𝑝(𝑘) (𝑦1) =
𝜇

2𝜋

∞∫︁
−∞

𝐻*
12(𝛼)

𝐻*(𝛼)
𝑄

(𝑘−1)
0 (𝛼) sign 𝛼𝑒−𝑖𝛼𝑦1𝑑𝛼, (−∞ ≺ 𝑦1 ≺ ∞);

𝑞(𝑘) (𝑦1) =
𝜇

2𝜋

∞∫︁
−∞

𝐻*
11(𝛼)

𝐻*(𝛼)
𝑄

(𝑘−1)
0 (𝛼) 𝑒−𝑖𝛼𝑦1𝑑𝛼.

(30)

Тут величини 𝐻(𝛼), 𝐻*
𝑖𝑗(𝛼) (𝑖, 𝑗 = 1, 2) виражаються через вiдомi функцiї

𝐻𝑖𝑗(𝛼) та 𝐻̃𝑖𝑗(𝛼) (𝑖, 𝑗 = 1, 2), якi визначаються згiдно формул для рiвних i не-
рiвних коренiв визначального рiвняння [1, 2, 29, 30] в випадку контректної стру-
ктури пружних потенцiалiв.

Вирази контактних напружень (29) описують розв’язок контактної задачi
для однорiдного стрингера, але вони одночасно є також нульовим наближенням
розв’язку задачi для неоднорiдного стрингера. Решта наближень розв’язкiв, що
виражаються формулами (30) демонструють вплив неоднорiдностi стрингера.
Слiд вiдмiтити, що цим способом можна розв’язувати контактнi задачi для пру-
жного тiла, пiдсиленого нескiнченним стрингером з слабкою неоднорiднiстю,
яка змiнюється за законом

𝐸1(𝑦1) = [(1 + 𝛿𝑓(𝑦1)], (−∞ ≺ 𝑦1 ≺ ∞),

де 𝑓(𝑦1) — деяка вiдома функцiя, 𝛿 — малий параметр.
4. Розв’язок систем розв’язуючих рiвнянь. Застосувавши до обох ча-

стин системи (23), iнтегральне перетворення Фур’є за змiнною 𝑦1 i використав-
ши теорему про згортку, знайдемо вирази для контактних напружень в пру-
жних смугах з початковими напруженнями.

Нульове наближення для випадкiв рiвних i нерiвних коренiв характеристи-
чного рiвняння набере вигляду (23), якщо в цих формулах провести замiну:
✓ для рiвних коренiв (𝑛1 = 𝑛2): 𝐻*

𝑖𝑗(𝛼) на 𝐻𝑖𝑗(𝛼),

✓ для нерiвних коренiв (𝑛1 ̸= 𝑛2): 𝐻*
𝑖𝑗(𝛼) на 𝐻̃𝑖𝑗(𝛼),

✓ де ядра 𝐻𝑖𝑗 (𝛼) та 𝐻̃𝑖𝑗 (𝛼) вiдповiдно мають вигляд (14) i (15).
Розглянемо числовi приклади для нестисливих тiл неогукiвського матерiалу

(потенцiал Трелоара) (рис. 2–3).
Тут 𝑝 (𝜉) , 𝑞 (𝜉) — безрозмiрнi контактнi нормальнi i тангенцiальнi напруже-

ння в пружних смугах з початковими напруженнями. Значення 𝜆1 = 1 вiдповi-
дає класичнiй теорiї пружностi i збiгається з результатами роботи [18, 31], 𝜆1 =
= 0; 0,8; 0,4— вiдповiдає початковим напруженням стиснення, а 𝜆1 = 1,1; 1,2; 1,3
— початковi напруження розтягування, 𝜉 є безрозмiрною координатою початко-
вого напруженого стану в пружнiй смузi з початковими напруженнями.

Аналiз графiкiв показує, що у випадку стиснення (𝜆1 ≺ 1) наявнiсть поча-
ткових напружень у пружнiй смузi призводить до значного зменшення конта-
ктних напружень, у випадку розтягування (𝜆1 ≻ 1) — до їх збiльшення.

5. Висновок. В роботi в рамках лiнеаризованої теорiї пружностi отримано
розв’язок плоскої контактної задачi про передачу зосередженого горизонталь-
ного навантаження вiд злегка неоднорiдного нескiнченного пружного стрингера
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Рис. 2. . Рис. 3. .

до двох попередньо напружених смуг з защемленими вiльними вiд навантаже-
ння гранями. Дослiдження були проведенi в цiлому для теорiї великих поча-
ткових деформацiй та декiлькох варiантiв теорiї малих початкових деформацiй
у випадку довiльної структури пружного потенцiалу. Розв’язок задачi зведено
вiдносно нормальних i тангенцiальних контактних напружень до розв’язуючої
системи рекурентних систем iнтегро-дифференцiйних рiвнянь розв’язок яких
побудовано за степенями малого параметра. Нульовий наближений розв’язок
неоднорiдної задачi будується за допомогою iнтегрального перетворення Фур’є.
В кiнцевому результатi контактнi напруження представлено у виглядi iнтегра-
лiв Фур’є. Дослiдження, представленi в статтi дають можливiсть зробити низку
узагальнених висновкiв, що стосуються впливу початкових напружень на закон
розподiлу контактних зусиль при нескiнченнiй накладцi, що взаємодiє з попе-
редньо напруженими смугами.
1. У загальному випадку для рiвних i нерiвних коренiв визначального рiв-
няння [1, 30] для розглядуваного в рамках лiнеаризованої теорiї пружно-
стi класу контактних задач сформульовано загальний метод розв’язування,
який дає можливiсть отримати розв’язок поставлених задач, якщо вiдомий
розв’язок аналогiчних лiнiйних (без початкових напружень) задач.

2. У випадку рiвних коренiв визначального рiвняння [1,30] для тiл з пружними
потенцiалами довiльної форми напруження i перемiщення на кiнцях пру-
жних накладок мають особливiсть, яка повнiстю збiгається з особливiстю
в аналогiчних задачах класичної лiнiйної теорiї пружностi. З нерiвними
коренями для тiл з пружними потенцiалами довiльної форми не вдається
довести спiвпадання порядкiв вказаних особливостей.

3. Контактнi напруження на лiнiї контакту з пружною надкладкою значно за-
лежать вiд початкових напружень. Бiльш iстотний вплив кiлькiсного хара-
ктеру початковi напруження проявляють в високоеластичних матерiалах.
Якiсний вплив має iдентичний характер.
РЕЗЮМЕ.
В рамках лiнеаризованої теорiї пружностi отримано розв’язок плоскої кон-

тактної задачi про передачу горизонтального зосередженого навантаження вiд
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неоднорiдного нескiнченного в обох напрямках стрингера до двох затиснених
по одному краю однакових смуг з початковими (залишковими) напруженнями.
Дослiдження проведенi в загальному виглядi для теорiї великих початкових
деформацiй та рiзних варiантiв теорiї малих початкових деформацiй при до-
вiльнiй структурi пружного потенцiалу. Розв’язок задачi зводиться вiдносно
нормальних i тангенцiальних контактних напружень, до системи рекурентних
систем iнтегро-дифференцiйних рiвнянь, яка розв’язується за допомогою iнте-
грального перетворення Фур’є. В кiнцевому результатi контактнi напруження
представленi у виглядi iнтегралiв Фур’є.

Початковi напруження в пружних смугах призводять до iстотної змiни за-
кону розподiлу контактних напружень; при цьому в разi стискування конта-
ктнi напруження значно зменшуються (в разi розтягування — збiльшуються),
а перемiщення в разi стискування значно зростають (при розтягуваннi — змен-
шуються). Iстотнiший вплив (кiлькiсного характеру) початковi (залишковi) на-
пруження мають у високоеластичних матерiалах в порiвняннi з жорсткiшими
матерiалами; якiсний вплив має аналогiчний характер.
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In the framework of the linearized theory of elasticity, a flat contact problem is con-
sidered to transfer the load from an infinite heterogeneous stringer to two identical elastic
bands with initial (residual) stresses that are clogged with one grade. Studies are gen-
erally conducted for large initial deformations and some variants of the theory of small
initial deformations, for an arbitrary structure of elastic potential. With the Fourier in-
tegral transformation, the main integro-differential solutions of the solution of which are
presented in the form of quasi-regulating infinite systems of algebraic equations. The in-
fluence of existing initial (residual) stresses in strips to the law of distribution of contact
stresses along the contact line with an infinite heterogeneous stringer is investigated.
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ЧИСЛОВИЙ РОЗВ’ЯЗОК КОНТАКТНОЇ ЗАДАЧI ДЛЯ
ПОПЕРЕДНЬО НАПРУЖЕНОГО ЦИЛIНДРИЧНОГО ШТАМПА

ТА ДВОХ ПIВПРОСТОРIВ З ПОЧАТКОВИМИ
НАПРУЖЕННЯМИ

Стаття присвячена розв’язку контактної задачi для попередньо напруженого ци-
лiндричного штампа та двох пружних пiвпросторiв з початковими напруженнями в
аналiтичному виглядi без врахування сил тертя. Будемо вважати, що поверхнi поза
межею контакту залишаються вiльними вiд впливу зовнiшнiх сил, а на межi конта-
кту перемiщення та напруження — неперервнi. Задачу розв’язано у випадку нерiвних
коренiв визначального рiвняння.

Дослiдження представлено у загальному видi для теорiї великих початкових де-
формацiй i двох варiантiв теорiї малих початкових деформацiй у межах лiнеаризо-
ваної теорiї пружностi при довiльнiй структурi пружного потенцiалу. Припускається,
що початковi стани пружного цилiндричного штампа та пружних основ (пiвпросторiв)
однорiднi та рiвнi. Дослiдження проводиться в координатах початкового деформова-
ного стану, якi пов’язанi з лагранжевими координатами (природного стану). Крiм того,
вплив цилiндричного штампа викликає невеликi збурення вiдповiдних величин основ-
ного напружено-деформованого стану. Також передбачається, що пружний цилiндри-
чний штамп та пружнi пiвпростори виготовленi з рiзних iзотропних, трансверсально-
iзотропних або композитних матерiалiв. У випадку ортотропних тiл, будемо вважати,
що пружно-еквiвалентнi напрямки спiвпадають iз напрямком осей координат у де-
формованому станi. У результатi, розв’язки поставленої задачi представленi у виглядi
нескiнченних рядiв, коефiцiєнти яких визначаються з нескiнченної системи алгебраї-
чних рiвнянь.

Для дослiдження задачi використовується велика кiлькiсть фундаментальних ре-
зультатiв таких як: перетворення Ханкеля, парнi iнтегральнi рiвняння, ортогональнi
полiноми та iншi методи теорiї контактних задач лiнiйної теорiї пружностi. Число-
вий аналiз представлений для потенцiалу Трелоара у виглядi графiкiв. Вiдзначено
достатнiй вплив початкових (залишкових) напружень у двох пружних пiвпросторах
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та пружному цилiндричному штампi на розподiл контактних напружень в областi
контакту.

Ключовi слова: лiнеаризована теорiя пружностi, початковi (залишковi) напружен-
ня, контактна задача, цилiндричний штамп, пiвпростiр.

1. Вступ. Актуальною задачею сучасного машинобудування та будiвництва
споруд є пiдвищення довговiчностi, зносостiйкостi та надiйностi механiзмiв, ма-
шин та iнженерних конструкцiй. Звiсно, широке коло наукових дослiджень у
межах механiки деформованого твердого тiла сприяє успiшному її розв’язку.
Вiд методiв розрахунку передачi навантаження у деталях машин та констру-
кцiях залежать ряд завдань, таких як: збiльшення термiнiв експлуатацiї машин
та споруд, зменшення їх ваги, зниження собiвартостi матерiалiв, економiчної
сумiсностi тощо.

У багатьох публiкацiях перiодичних наукових видань та працях навчального
i монографiчного характеру [1, 2] досить детально вивченi питання, що стосую-
ться контактних задач для пружних, пластичних та в’язко пружних тiл без дiї
на них початкових напружень. Кiлькiсть таких публiкацiй доволi велика. Але
запити сучасної iнженерно-технiчної практики висувають до дослiдникiв ряд
задач, якi потребують використання бiльш ускладнених моделей до яких нале-
жать моделi суцiльних середовищ. До факторiв, якi мають бути врахованими
пiд час контактної взаємодiї твердих деформованих тiл, вiдносять: поверхневi
властивостi матерiалу, тертя, жорсткiсть поверхнi, тепловидiлення, зносостiй-
кiсть поверхнi тiл тощо [3, 4]. Отже, пiд час контактної взаємодiї тiл важливим
є фактор врахування початкових напружень.

Незважаючи на те, що в останнi десятилiття розвиток контактних задач до-
сягнув суттєвих успiхiв, у механiцi твердого деформованого тiла все ще залиша-
ється ряд проблем, якi вимагають уваги наукової спiльноти. До них належать
питання врахування початкових напружень пiд час контактної взаємодiї пру-
жних тiл. Данi дослiдження представленi великою кiлькiстю наукових статтей,
серед яких вiдзначимо роботи [5 – 15].

Оскiльки початковi напруження присутнi практично в усiх компонентах де-
талей машин та конструкцiй, елементах будiвель та споруд й, навiть, у кро-
воносних судинах живих iстот, то їх врахування є важливою задачею теорiї
пружностi.

Для компенсацiї контактних характеристик, що виникають у процесi роботи
в елементах конструкцiй доречно iнодi навмисно створювати початковi напру-
ження. Це дає змогу пiдвищити характеристики мiцностi конструкцiй та мате-
рiалiв. А враховуючи, що новi штучнi матерiали можуть витримувати доста-
тньо великi початковi деформацiї, особливої актуальностi набуває дослiдження
контактних задач для попередньо напружених тiл.

Проблема дослiдження впливу початкових деформацiй на напружено-дефор-
мованих стан тiл, що знаходяться у контактi, виникла у цiлому рядi фундамен-
тальних та прикладних наукових напрямкiв, таких як: механiка композитiв,
механiка матерiалiв та елементiв конструкцiй, неруйнiвних методах визначен-
ня навантажень, сейсмологiя, бiомеханiка, механiка гiрських порiд, геофiзика
тощо. Отже, необхiднiсть у дослiдженнi впливу початкових напружень на кон-
тактну взаємодiю тiл є важливим аспектом вивчення представлених проблем.

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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Для правильної оцiнки запасiв мiцностi матерiалiв, також, необхiдно бiльш
ефективно враховувати початковi напруження. Їх необхiдно враховувати при
створеннi матерiалiв з яких виготовляють конструкцiї та пiд час розрахунку
вiдповiдальних елементiв споруд та машин. Також, це дозволить суттєво зни-
зити матерiаломiсткiсть конструкцiй, зберiгши одночасно i фундаментальнi ха-
рактеристики матерiалiв у цiлому.

Спираючись на дослiдження [9] якiсних та кiлькiсних характеристик пiдси-
лення несних елементiв конструкцiї пружними скiнченними накладками (стрин-
герами), можна побачити, що наявнiсть початкових напружень, достатньо силь-
но впливає на мiцнiснi ресурси матерiалiв цiєї конструкцiї. Вiдзначимо, що роз-
глянутi тiла у [9] — є пружними, а контактна взаємодiя мiж основами (тiлами)
вiдбувається пiсля виникнення у них початкових (залишкових) напружень.

Iсторично, для розв’язку контактних задач, що враховують початковий нап-
ружено-деформований стан, склалися два пiдходи, якi розвивалися паралельно.
Першим пiдходом був розв’язок контактних задач для тiл з пружними потен-
цiалами конкретної структури, а другим пiдходом було дослiдження задач для
пружних тiл з початковими напруженнями при довiльнiй структурi пружного
потенцiалу.

Однiєю iз перших (стосовно першого напрямку) була опублiкована праця
[10], в якiй представлено розв’язок задачi для колової трiщини пружного не-
стисливого тiла з початковими напруженнями у випадку потенцiалу Трелоара.
До цього ж напрямку належать i науковi працi вiтчизняних та зарубiжних вче-
них [11, 12].

Фундаментальнi результати другого напрямку були одержанi українським
вченим, академiком НАН України проф. Гузем О. М. [3, 13,14]. Ним вперше
було розв’язано ряд контактних задач для стисливих i нестисливих тiл одним
iз найбiльш ефективних пiдходiв для матерiалiв з довiльною формою пружного
потенцiалу та однорiдними початковими напруженнями. Даний метод розв’язку
оснований на теорiї функцiї комплексної змiнної для плоских задач i теорiї по-
тенцiалу для просторових контактних задач. Подальшого розвитку теорiя кон-
тактної взаємодiї тiл з початковими напруженнями (другий напрямок), отри-
мала у працях його учнiв [5, 6, 8, 9, 13–15].

На думку авторiв статтi, перевага другого пiдходу над першим полягає в то-
му, що другий пiдхiд дозволяє розв’язати поставлену контактну задачу в єдинiй
загальнiй формi для стисливих (нестисливих) попередньо напружених тiл при
довiльнiй структурi пружного потенцiалу. А необхiднi графiки та числовi ре-
зультати для конкретних пружних потенцiалiв можуть бути отриманi лише на
завершальному етапi. А перший пiдхiд передбачає розв’язок поставленої задачi
лише для одного конкретного потенцiалу.

Тому у данiй статтi дослiдження контактної задачi для попередньо напру-
жених iдентичних пiвпросторiв та пружного цилiндра з початковими напруже-
ннями без врахування сил тертя для випадку нерiвних коренiв визначального
рiвняння [14] виконано у межах другого пiдходу. Причому аналiтичнi розв’язки
у загальному виглядi для стисливих (нестисливих) тiл для теорiї великих (кiн-
цевих) початкових деформацiй та двох варiантiв теорiї малих початкових де-
формацiй при довiльнiй структурi пружного потенцiалу з використанням спiв-
вiдношень лiнеаризованої теорiї пружностi представленi у статтi [15], а числовi
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результати дослiдження [15] пропонуємо читачам у данiй статтi.
Вiдзначимо, що усi величини, якi вiдносяться до пружного цилiндричного

штампа позначаються верхнiм iндексом «(3)», верхнього пiвпростору — «(1)»,
а нижнього пiвпростору — «(2)». Також зробимо припущення, що початковi
напружено-деформованi стани у штампi та пiвпросторах однорiднi та рiвнi. У
класичному випадку (при вiдсутностi початкових напружень) подiбна конта-
ктна задача була розглянута у [1].

Рис. 1. Тиск двох попередньо напружених пiвпросторiв на пружний
цилiндричний штамп з початковими напруженнями.

2. Постановка задачi. Нехай скiнченний пружний цилiндричний штамп
висотою 𝐻 з початковими напруженнями (рис. 1), геометрична вiсь симетрiї
якого спiвпадає з вiссю 𝑦3 цилiндричної системи координат (𝑟, 𝜃, 𝑦3) стискається
(розтягується) двома iдентичними попередньо напруженими пiвпросторами за
допомогою вiсесиметричного навантаження, що зводиться до рiвнодiйної сили
𝑃 . Зовнiшнє навантаження прикладене таким чином, що точки не завантажених
поверхонь обох попередньо напружених пiвпросторiв та вiддалених вiд областi
контакту пiвпросторiв з пружним штампом, перемiщаються вiдносно коорди-
натної площини 𝑦3 = 0 на величину 𝜀. Величини: 𝑅 — радiус цилiндричного
штампа, ℎ = 0,5𝐻.

Будемо вважати, що поверхнi поза межею контакту залишаються вiльними
вiд впливу зовнiшнiх сил, а на межi контакту перемiщення та напруження —
неперервнi. На рис. 1 величини 𝜆𝑖 (𝑖 = 1, 2, 3) — коефiцiєнти видовження, що
визначають перемiщення початкового стану, а 𝑆11

0 , 𝑆
22
0 — компоненти симетри-

чного тензора початкових напружень.
Також, у дослiдженнi будемо розглядати пружнi iзотропнi тiла (стисливi

або нестисливi) з довiльною формою пружного потенцiалу. А у випадку орто-
тропних тiл, будемо вважати, що пружно-еквiвалентнi напрямки спiвпадають
iз напрямком осей координат у деформованому станi 𝑦𝑖 (𝑖 = 1, 3).

Вважаємо, що початковi стани у штампах та цилiндрi однорiднi та рiвнi, а
пружнi потенцiали – двiчi неперервно-диференцiйовнi функцiї алгебраїчних iн-
варiантiв тензора деформацiй Грiна [9]. Крiм того, дiя штампа викликає в тiлах

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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мале збурення основного напруженого стану, для якого виконуються умови

𝑆11
0 = 𝑆22

0 ̸= 0; 𝑆33
0 = 0; 𝜆1 = 𝜆2 ̸= 𝜆3. (1)

Дослiдження проведено у координатах початкового деформованого стану
𝑦𝑖, якi пов’язанi з лагранжевими координатами спiввiдношеннями 𝑦𝑖 = 𝜆𝑖𝑥𝑖 (𝑖 =
= 1, 3).

У данiй статтi обмежимося випадком нерiвних коренiв (𝜉′22 ̸= 𝜉′23) характе-
ристичного (визначального) рiвняння [9].

У системi колових цилiндричних координат (𝑟, 𝜃, 𝑧𝑖), де 𝑧𝑖 = 𝑣−1
𝑖 𝑦3, 𝑣𝑖 =

√
𝑛𝑖,

(𝑖 = 1, 2), 𝑛1 = 𝜉′22, 𝑛2 = 𝜉′23 такiй постановцi вiдповiдають граничнi умови:
1) на торцях пружного штампа в областi контакту 𝑧𝑖 = ±ℎ/𝑣𝑖, де 𝑣𝑖 =

√
𝑛𝑖,

(𝑖 = 1, 2):

𝑢′
(𝑖)
3 − 𝑢′

(3)
3 = 𝜀, 𝑄′(3)

33 = 𝑄′(𝑖)
33 , 𝑄

′(3)
3𝑟 = 0, 𝑄′(𝑖)

3𝑟 = 0, (0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑅) (𝑖 = 1, 2), (2)

2) на межах пружних пiвпросторiв поза дiлянкою контакту 𝑧𝑖 = ±ℎ/𝑣𝑖, (𝑖 =
= 1, 2):

𝑄′(𝑖)
33 = 0, 𝑄′(𝑖)

3𝑟 = 0, 𝑢′
(𝑖)
3 = 0, (𝑟 > 𝑅) (𝑖 = 1, 2), (3)

3) на боковiй поверхнi пружного штампа 𝑟 = 𝑅:

𝑄′(3)
𝑟𝑟 = 0, 𝑄′(3)

3𝑟 = 0, (|𝑧𝑖| ≤ ℎ/𝑣𝑖), (𝑖 = 1, 2). (4)

Умова рiвноваги, яка встановлює зв’язок мiж осiданням торцiв та рiвнодiй-
ною навантаження 𝑃 має вигляд:

𝑃 = −2𝜋

𝑅∫︁
0

𝑟|𝑄′(𝑖)
33 |𝑑𝑟, |𝑄′(𝑖)

33 | = |𝑄′(𝑖)
3𝑟 |𝑧𝑖=±𝐻/𝑣𝑖 , (𝑖 = 1, 2). (5)

Умова (5) закриває постановку просторової лiнеаризованої задачi про кон-
тактну взаємодiю попередньо напруженого скiнченного цилiндричного штампа
iз двома пружними пiвпросторами з початковими напруженнями.

3. Основнi спiввiдношення та метод розв’язку. Напружено-деформова-
ний стан у попередньо напружених пiвпросторах будемо визначати згiдно лiне-
аризованих рiвнянь [14, 15]:

𝑄′(𝑖)
33 (𝜌; 𝜁𝑖) =

𝐶44(1 +𝑚1)𝑙1
𝑅

∞∫︁
0

𝐹 (𝜂)(𝑠𝑒𝜂𝜁2 − 𝑠3𝑒
𝜂𝜁1)𝐽0(𝜂𝜌)𝑑𝜂,

𝑄′(𝑖)
3𝑟 (𝜌; 𝜁𝑖) = −𝐶44(1 +𝑚1)

𝑣1𝑅

∞∫︁
0

𝐹 (𝜂)(𝑒𝜂𝜁2 − 𝑒𝜂𝜁1)𝐽1(𝜂𝜌)𝑑𝜂, (6)

𝑈 ′(𝑖)
3 (𝜌; 𝜁𝑖) = −𝑚1

𝑣1

∞∫︁
0

𝐹 (𝜂)

𝜂
(𝑠2𝑒

𝜂𝜁2 − 𝑠3𝑒
𝜂𝜁1)𝐽0(𝜂𝜌)𝑑𝜂,
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𝑈 ′(𝑖)
𝑟 (𝜌; 𝜁𝑖) = −

∞∫︁
0

𝐹 (𝜂)

𝜂
(𝑒𝜂𝜁2 − 𝑠3𝑒

𝜂𝜁1)𝐽1(𝜂𝜌)𝑑𝜂,

де

𝐶44 =

{︃
𝑤′

1313,

𝜅′1313.
𝑚𝑖 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜔′

1111𝑛𝑖 − 𝜔′
3113

𝜔′
1133 + 𝜔′

1313

;

𝜆1𝑞1

𝜆3𝑞3
𝑛𝑖;

𝑙𝑖 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜔′

1331

𝜔′
1313

+
𝜔′

1313 − 𝜔′
1331

𝜔′
1313

𝜔′
1133 + 𝜔′

1313

𝜔′
1111𝑛𝑖 + 𝜔′

1133

;

𝜅′1331

𝜅′1313
+
𝜅′1313 − 𝜅′1331

𝜅′1313

𝜆3𝑞3

𝜆3𝑞3 + 𝜆1𝑞1𝑛𝑖

;

𝜉 =
𝑧𝑖𝑣𝑖

𝑅
, 𝜁𝑖 =

𝜉

𝑣𝑖
=
𝑧𝑖

𝑅
, 𝜂 = 𝜉𝑅, (𝑖 = 1, 2), 𝑠 = 𝑠0𝑙2𝑙

−1
1 , 𝑠0 = (1 +𝑚2)(1 +𝑚1)

−1,

𝑠1 = (𝑚1 − 1)𝑚−1
1 , 𝑠2 = (𝑣1𝑚2)(𝑣2𝑚1)

−1, 𝑠3 = 𝑠0𝑣1𝑣
−1
2 , 𝐹 (𝜂) — шукана функцiя,

𝐽𝑣(𝑥) — функцiї Бесселя дiйсного аргументу.
Якi в областi контакту (𝑦3 = ±ℎ, 𝑧𝑖 = ±ℎ/𝑣𝑖 (𝑖 = 1, 2)) набувають вигляду:

𝑄′(𝑖)
33 (𝜌; 𝜁𝑖) =

2𝜀𝐶44(1 +𝑚1)𝑙1
𝜋𝑅

⟨
(1− 𝜒0)

𝜔2

𝑛1

[︀
𝑠𝑆0

2 (𝜌; 𝜁2)− 𝑠3𝑆
0
2 (𝜌; 𝜁1)

]︀
+

+
∞∑︁
𝑘=1

𝜒𝑘Φ
*
𝑘

[︀
𝑠𝐾0

1 (𝜌;𝜇𝑘; 𝜁2)− 𝑠3𝐾
0
1 (𝜌;𝜇𝑘; 𝜁1)

]︀⟩ (7)

𝑈 ′(𝑖)
3 (𝜌; 𝜁𝑖) =

2𝑚1𝜀

𝑛1𝜋

⟨
(1− 𝜒0)

𝜔2

𝑛1

[︀
𝑠3𝑆

0
1 (𝜌; 𝜁1)− 𝑠2𝑆

0
1 (𝜌; 𝜁2)

]︀
+

+
∞∑︁
𝑘=1

𝜒𝑘Φ
*
𝑘

[︀
𝑠3𝐾

0
0 (𝜌;𝜇𝑘; 𝜁1)− 𝑠2𝐾

0
0 (𝜌;𝜇𝑘; 𝜁2)

]︀⟩

де

𝑆𝑚
𝑝 (𝜌; 𝜁𝑖) =

∞∫︁
0

𝜂𝑝−1𝜓(𝜂, 0)𝑒𝜂𝜁𝑖𝐽𝑚(𝜂𝜌)𝑑𝜂,

𝐾𝑚
𝑝 (𝜌;𝜇𝑘; 𝜁𝑖) =

∞∫︁
0

𝜂𝑝𝜓(𝜂, 𝜇𝑘)𝑒
𝜂𝜁𝑖𝐽𝑚(𝜂𝜌)𝑑𝜂,

𝜓(𝜂, 0) =
sin 𝜂

𝜂
, 𝜔2 =

𝑣31
𝑚1(𝑠3 − 𝑠2)

, 𝜓(𝜂, 𝜇𝑘) =
𝜂 sin 𝜂 cos𝜇𝑘 − 𝜇𝑘 sin𝜇𝑘 cos 𝜂

𝜂2 − 𝜇2
𝑘

, 𝜇𝑘 —

розв’язок рiвняння 𝐽1(𝜇𝑘) = 0, 𝜒𝑘 — деякi невiдомi сталi, 𝐹 *
𝑘 — величина, яка

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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буде представлена нижче

Φ*
𝑘 =

𝜇𝑘𝐹
*
𝑘

𝑅𝑛1

⎡⎢⎢⎢⎢⎣𝑚1

⎛⎜⎜⎜⎜⎝ch

(︃
𝜇𝑘ℎ

𝑣1𝑅

)︃
−
𝑛2𝜇𝑘𝜀𝜔2 sh

2

(︃
𝜇𝑘ℎ

𝑣1𝑅

)︃

𝑛1𝑠0𝑅 sh

(︃
𝜇𝑘ℎ

𝑣2𝑅

)︃
⎞⎟⎟⎟⎟⎠ +

+
𝑚2

𝑛2

⎛⎜⎜⎝ 𝑛2𝜇𝑘𝜀𝜔2

𝑛1𝑠0𝑅
sh

(︃
𝜇𝑘ℎ

𝑣1𝑅

)︃
cth

(︃
𝜇𝑘ℎ

𝑣2𝑅

)︃
−

−
𝑣2𝜇𝑘𝜀𝜔2

[︃
cth

(︃
𝜇𝑘ℎ

𝑣2𝑅

)︃
sh

(︃
𝜇𝑘ℎ

𝑣1𝑅

)︃
− ch

(︃
𝜇𝑘ℎ

𝑣1𝑅

)︃]︃

𝑛1𝑅

[︃
(𝑐0 − 𝑐2)

𝑣1(𝑐1 − 𝑐0)
+
𝑠0

𝑣2

]︃
⎞⎟⎟⎟⎟⎠
⎤⎥⎥⎥⎥⎦ .

Загальний розв’язок для визначення напружено-деформованого стану у ци-
лiндричному пружному штампi з початковими напруженнями у випадку нерiв-
них коренiв (𝜉′22 ̸= 𝜉′23) характеристичного рiвняння [14] приймемо у виглядi:

𝜒̃ = 𝜒̃1 + 𝜒̃2, (8)

де

𝜒̃1 = 𝐶0𝑧1(3𝑟
2 − 2𝑧21) +

∞∑︁
𝑘=1

[𝐴𝑘𝐼0(𝛾𝑘𝑣1𝑟)𝑆1(𝛾𝑘𝑣1𝑧1) + 𝐽0(𝛼𝑘𝑟)𝑆2(𝛼𝑘𝑧1)],

𝜒̃2 = 𝐶0𝑧2(3𝑟
2 − 2𝑧22) +

∞∑︁
𝑘=1

[𝐵𝑘𝐼0(𝛾𝑘𝑣2𝑟)𝑆1(𝛾𝑘𝑣2𝑧2) + 𝐽0(𝛼𝑘𝑟)𝑆3(𝛼𝑘𝑧2)],

𝐼𝑣(𝑥) — функцiя Бесселя уявного аргументу, 𝑆1 = 𝐶𝑘 sin(𝛾𝑘𝑣1𝑧1)+𝐷𝑘 cos(𝛾𝑘𝑣1𝑧1),
𝑆2 = 𝐸𝑘 sh(𝛼𝑘𝑧1)+𝐹𝑘 ch(𝛼𝑘𝑧1), 𝑆3 = 𝑁𝑘 sh(𝛼𝑘𝑧1)+𝑀𝑘 ch(𝛼𝑘𝑧1), 𝐶𝑘, 𝐷𝑘, 𝐸𝑘, 𝐹𝑘, 𝑁𝑘,
𝑀𝑘, 𝐴𝑘, 𝐵𝑘 — деякi сталi коефiцiєнти, 𝛼𝑘, 𝛾𝑘 — власнi значення задачi (2)–(5).

Тодi напружено-деформований стан у попередньо напруженому цилiндри-
чному штампi для стисливих (нестисливих) тiл та нерiвних коренiв рiвняння
[14], iз врахуванням граничних умов (2)–(5), представимо у виглядi

𝑈 ′(3)
3 =

𝜀𝜔2

𝑅

⟨
− 𝑅

𝜔2ℎ𝜃6

[︂
𝑚1𝑧1
𝑛1

+
𝑚2𝑧2
𝑛2

]︂
𝜒0 +

+
∞∑︁
𝑘=1

𝜇𝑘

𝑛1

{︂
𝛾2𝑘

[︂
𝑠0𝑚1𝐼1(𝛾𝑘𝑣2𝑅)

𝐼1(𝛾𝑘𝑣1𝑅)
𝐼0(𝛾𝑘𝑣1𝑅𝜌) sin(𝛾𝑘𝑣1𝑧1)−𝑚2𝐼0(𝛾𝑘𝑣2𝑅𝜌) sin(𝛾𝑘𝑣2𝑧2)

]︂
+

+
𝜇2
𝑘

𝑅2
𝐽0(𝜇𝑘𝜌)𝐹

*
𝑘

⎡⎣𝑚1

𝑛1

⎛⎝(𝑐0 − 𝑐2)
[︁
cth
(︁

𝜇𝑘ℎ
𝑣2𝑅

)︁
sh
(︁

𝜇𝑘ℎ
𝑣1𝑅

)︁
− ch

(︁
𝜇𝑘ℎ
𝑣1𝑅

)︁]︁
(𝑐1 − 𝑐0)𝑣1 sh

(︁
𝜇𝑘ℎ
𝑣1𝑅

)︁ [︁
(𝑐0−𝑐2)

𝑣1(𝑐1−𝑐0)
+ 𝑠0

𝑣2

]︁ sh
(︁𝜇𝑘𝑧1
𝑅

)︁
+
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+ch
(︁𝜇𝑘𝑧1
𝑅

)︁)︃
+
𝑚2

𝑛2

⎛⎝𝑣2
[︁
cth
(︁

𝜇𝑘ℎ
𝑣2𝑅

)︁
sh
(︁

𝜇𝑘ℎ
𝑣1𝑅

)︁
− ch

(︁
𝜇𝑘ℎ
𝑣1𝑅

)︁]︁
sh
(︁

𝜇𝑘ℎ
𝑣2𝑅

)︁ [︁
(𝑐0−𝑐2)

𝑣1(𝑐1−𝑐0)
+ 𝑠0

𝑣2

]︁ sh
(︁𝜇𝑘𝑧2
𝑅

)︁
−

− ch
(︁𝜇𝑘𝑧2
𝑅

)︁ 𝑛2 sh
(︁

𝜇𝑘ℎ
𝑣1𝑅

)︁
𝑛1𝑠0 sh

(︁
𝜇𝑘ℎ
𝑣2𝑅

)︁
⎞⎠⎤⎦⎫⎬⎭𝜒𝑘, (9)

𝑄′(3)
33 = 𝜀𝐶44(1 +𝑚1)𝑙1

⟨
− 𝜒0

ℎ𝜃6

[︂
1

𝑣1
+

𝑠

𝑣2

]︂
+

+
𝜔2

𝑅

∞∑︁
𝑘=1

𝜇𝑘

{︂
𝛾3𝑘

[︂
𝑠0𝐼1(𝛾𝑘𝑣2𝑅)

𝐼1(𝛾𝑘𝑣1𝑅)
𝐼0(𝛾𝑘𝑣1𝑅𝜌) cos(𝛾𝑘𝑣1𝑧1)−

𝑠𝑛2

𝑛1

𝐼0(𝛾𝑘𝑣2𝑅𝜌) cos(𝛾𝑘𝑣2𝑧2)

]︂
+

+
𝜇3
𝑘

𝑅3𝑛1

𝐽0(𝜇𝑘𝜌)𝐹
*
𝑘

⎡⎣(𝑐0 − 𝑐2)
[︁
cth
(︁

𝜇𝑘ℎ
𝑣2𝑅

)︁
sh
(︁

𝜇𝑘ℎ
𝑣1𝑅

)︁
− ch

(︁
𝜇𝑘ℎ
𝑣1𝑅

)︁]︁
(𝑐1 − 𝑐0)𝑛1 sh

(︁
𝜇𝑘ℎ
𝑣1𝑅

)︁ [︁
(𝑐0−𝑐2)

𝑣1(𝑐1−𝑐0)
+ 𝑠0

𝑣2

]︁ ch
(︁𝜇𝑘𝑧1
𝑅

)︁
+

+
sh
(︀
𝜇𝑘𝑧1
𝑅

)︀
𝑣1

+
𝑠
[︁
cth
(︁

𝜇𝑘ℎ
𝑣2𝑅

)︁
sh
(︁

𝜇𝑘ℎ
𝑣1𝑅

)︁
− ch

(︁
𝜇𝑘ℎ
𝑣1𝑅

)︁]︁
sh
(︁

𝜇𝑘ℎ
𝑣2𝑅

)︁ [︁
(𝑐0−𝑐2)

𝑣1(𝑐1−𝑐0)
+ 𝑠0

𝑣2

]︁ ch
(︁𝜇𝑘𝑧2
𝑅

)︁
−

−
𝑠𝑣2 sh

(︁
𝜇𝑘ℎ
𝑣1𝑅

)︁
𝑛1𝑠0 sh

(︁
𝜇𝑘ℎ
𝑣2𝑅

)︁ sh
(︁𝜇𝑘𝑧2
𝑅

)︁⎤⎦⎫⎬⎭𝜒𝑘

⟩
,

де

𝑐0 =

{︃
𝜔′

1111𝜔
′−1
1122;

𝜆1𝑞1(𝜆3𝑞3)
−1(𝜅′1133 + 𝜅′1313)𝜅

′−1
1122;

𝑐𝑖 =

{︃
𝜆3𝜔

′
1133𝑚𝑖𝜔

′−1
1122𝑛

−1
𝑖 ;

(𝜅′1133𝑚𝑖 − 𝜅′3113)𝜅
′−1
1122𝑛

−1
𝑖 ;

(𝑖 = 1, 2), 𝜃6 = 𝑚1𝑣
−3
1 +𝑚2𝑣

−3
2 ,

𝐹 *
𝑘 = (1 + 𝛼3

𝑘)𝛾
3
𝑘

[︃
𝑛1𝐴

*
𝑘𝐺𝑘(1;𝑅)

1− 𝛾2𝑘𝑣
2
1

(︂
𝛾𝑘𝑣1 sin(𝛾𝑘ℎ) cos

(︂
ℎ

𝑣1

)︂
− cos(𝛾𝑘ℎ) sin

(︂
ℎ

𝑣1

)︂)︂
+

+
𝑛2𝐺𝑘(2;𝑅)

1− 𝛾2𝑘𝑣
2
2

(︂
𝛾𝑘𝑣2 sin(𝛾𝑘ℎ) cos

(︂
ℎ

𝑣2

)︂
− cos(𝛾𝑘ℎ) sin

(︂
ℎ

𝑣2

)︂)︂]︂⧸︁
⧸︁ (︂

𝛼3
𝑘𝐽0(𝛼𝑘𝑅)

[︂
𝑐1 − 𝑐0
𝑣1

𝐸*
𝑘

(︂
𝛼𝑘 sh

(︂
𝛼𝑘ℎ

𝑣1

)︂
cos

(︂
ℎ

𝑣1

)︂
+

+ ch

(︂
𝛼𝑘ℎ

𝑣1

)︂
sin

(︂
ℎ

𝑣1

)︂)︂
+
𝑐2 − 𝑐0
𝑣2

𝑁*
𝑘

(︂
𝛼𝑘 sh

(︂
𝛼𝑘ℎ

𝑣2

)︂
cos

(︂
ℎ

𝑣2

)︂
+

+ ch

(︂
𝛼𝑘ℎ

𝑣2

)︂
sin

(︂
ℎ

𝑣2

)︂)︂]︂)︂
,

𝑁*
𝑘 =

𝑣2

[︃
cth

(︃
𝛼𝑘ℎ

𝑣2

)︃
sh

(︃
𝛼𝑘ℎ

𝑣1

)︃
− ch

(︃
𝛼𝑘ℎ

𝑣1

)︃]︃

𝑛1 sh

(︃
𝛼𝑘ℎ

𝑣2

)︃[︃
(𝑐0 − 𝑐2)

𝑣1(𝑐1 − 𝑐0)
+
𝑠0

𝑣2

]︃ ,
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𝐸*
𝑘 =

(𝑐0 − 𝑐2)

[︃
cth

(︃
𝛼𝑘ℎ

𝑣2

)︃
sh

(︃
𝛼𝑘ℎ

𝑣1

)︃
− ch

(︃
𝛼𝑘ℎ

𝑣1

)︃]︃

(𝑐1 − 𝑐0)𝑣1 sh

(︃
𝛼𝑘ℎ

𝑣1

)︃[︃
(𝑐0 − 𝑐2)

𝑣1(𝑐1 − 𝑐0)
+
𝑠0

𝑣2

]︃ ,

𝐺𝑘(𝑖;𝑅) = (𝑐0 − 𝑐1)𝐼0(𝛾𝑘𝑣𝑖𝑟) +
1− 𝑐0

𝛾𝑘𝑣𝑖𝑟
𝐼1(𝛾𝑘𝑣𝑖𝑟),

𝛾𝑘 =
𝜋𝑘

ℎ
, 𝛼𝑘 =

𝜇𝑘

𝑅
, 𝐴*

𝑘 = −
𝑠0𝐼1(𝛾𝑘𝑣2𝑅)

𝐼1(𝛾𝑘𝑣1𝑅)
.

де 𝜒𝑘 — шуканi сталi.
Далi з подвiйних iнтегральних рiвнянь [15] та перших граничних умов

(2)–(3) визначимо невiдому функцiю 𝐹 (𝜂) для (8) через нескiнченну систему
констант 𝜒𝑘:

𝐹 (𝜂)

𝜂
=

2𝜀

𝜋

(︃
(1− 𝜒0)

𝜔2

𝑛1

𝜓(𝜂, 0) +
∞∑︁
𝑘=1

𝜇𝑘

𝑅
𝐹 *
𝑘

[︂
𝑚1

𝑛1

(︂
𝐸*

𝑘 sh

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑣1𝑅

)︂
+ ch

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑣1𝑅

)︂)︂
+

+
𝑚2

𝑛2

(︂
𝑁*

𝑘 sh

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑅𝑣2

)︂
+𝑀*

𝑘 ch

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑅𝑣2

)︂)︂]︂
𝜒𝑘𝜓(𝜂, 𝜇𝑘)

)︂
, (10)

для вiдшукання невiдомих 𝜒0, 𝜒𝑘, що входять до (6), (7) та (10) отримаємо
нескiнченну систему:

𝛼̃𝑘𝜒𝑘 +
∞∑︁
𝑛=0

𝛼̃𝑘𝑛𝜒𝑛 = 𝛽𝑘 (𝑘 = 0, 1, 2, . . .), (11)

де

𝛼̃0 = 𝜀

(︂
𝑅(𝑣2 + 𝑠)

2ℎ𝑣1𝑣2𝜃6(𝑠− 𝑠3)
− 2𝜔2

𝜋𝑛1

)︂
; 𝛼̃𝑘0 =

2𝜀𝜔2

𝜋𝑛1

𝜓(0, 𝜇𝑘); 𝛽0 = −2𝜀𝜔2

𝜋𝑛1

;

𝛽𝑘 = −2𝜀𝜔2

𝜋𝑛1

𝜓(0, 𝜇𝑘); 𝛼̃00 = 0;

𝛼̃𝑘 =
∞∑︁
𝑘=1

𝐹 *
𝑘

𝜇𝑘

𝑅

[︂
𝑚1

𝑛1

(︂
ch

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑅𝑣1

)︂
+ 𝐸*

𝑘 sh

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑅𝑣1

)︂)︂
+

+
𝑚2

𝑛2

(︂
𝑁*

𝑘 sh

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑅𝑣2

)︂
+𝑀*

𝑘 ch

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑅𝑣2

)︂)︂]︂
𝜓(0, 𝜇𝑘);

𝛼̃0𝑛 =
∞∑︁
𝑛=1

{︃
𝛾4𝑛 cos(𝛾𝑛ℎ)𝑅𝐽0(𝜇𝑛)

[︃
𝐴*

𝑛𝑣
3
1𝐼1(𝛾𝑛𝑣1𝑅)

𝜇2
𝑛 + 𝛾2𝑛𝑛1𝑅2

+
𝑠𝑣32𝐼1(𝛾𝑛𝑣2𝑅)

𝜇2
𝑛 + 𝛾2𝑛𝑛2𝑅2

]︂
+

+
𝜇4
𝑛𝜀𝜔2

2𝑅4𝑛1

𝐽2
0 (𝜇𝑘)

[︂
1

𝑣1

(︂
𝐸*

𝑛 ch

(︂
𝜇𝑛ℎ

𝑅𝑣1

)︂
+ sh

(︂
𝜇𝑛ℎ

𝑅𝑣1

)︂)︂
+

+
𝑠

𝑣2

(︂
𝑁*

𝑛 ch

(︂
𝜇𝑛ℎ

𝑅𝑣2

)︂
+𝑀*

𝑛 sh

(︂
𝜇𝑛ℎ

𝑅𝑣2

)︂)︂]︂
𝐹 *
𝑛

}︂
;
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𝛼̃𝑘𝑛 = −
∞∑︁
𝑛=1

{︂
𝐹 *
𝑛

𝜇𝑛

𝑅
𝜓(𝜇𝑘, 𝜇𝑛)

[︂
𝑚1

𝑛1

(︂
𝐸*

𝑛 sh

(︂
𝜇𝑛ℎ

𝑅𝑣1

)︂
+ ch

(︂
𝜇𝑛ℎ

𝑅𝑣1

)︂)︂
+

+
𝑚2

𝑛2

(︂
𝑁*

𝑛 sh

(︂
𝜇𝑛ℎ

𝑅𝑣2

)︂
+𝑀*

𝑛 ch

(︂
𝜇𝑛ℎ

𝑅𝑣2

)︂)︂]︂}︂)︂
.

Вiдмiтимо, що коефiцiєнти системи залежать вiд величин, що визначають
структуру пружного потенцiалу та висоту пружного штампа 𝐻.

Використавши умову рiвноваги (5), встановимо зв’язок мiж осiданням та
рiвнодiючою навантаження 𝑃 у виглядi

𝑃 =
𝜋𝜀𝑅2𝐶44(1 +𝑚1)𝑙1(𝑣2 + 𝑠𝑣1)

𝑣2𝑣1ℎ𝜃6
.

Визначивши невiдомi сталi 𝜒𝑘 (𝑘 = 0, 1, 2, . . .) iз системи лiнiйних алге-
браїчних рiвнянь (11), обчислимо компоненти перемiщень та напружень як
у пружних пiвпросторах, так i у пружному штампi за формулами (7) та (9).
Розв’язки представленi у виглядi рядiв через нескiнченну систему констант
𝜒𝑘 (𝑘 = 0, 1, 2, . . .).

4. Числовi результати. Числовий аналiз представлений для потенцiалу
Трелоара (тiла неогукiвського типу) при наступних параметрах: 𝑅 = 2м, 𝐻 =
= 20м, ℎ = 10м, 𝜀 = 10−6м, 𝐸 = 3,92MПа, 𝜆1 = 0,7; 0,8; 0,9; 1,1; 1,2. Алгоритм
чисельного розв’язку базується на методi редукцiї та реалiзований у виглядi
програми в пакетi Maple.

Розподiл нормальних напружень 𝑄′(3)
33 у зонi контакту (при 𝑧𝑖 = ℎ/𝑣𝑖) та

вздовж пружного цилiндра представленi на рис. 2 та 3, вiдповiдно. Графiки
для перемiщень 𝑈 ′(3)

3 в зонi контакту (при 𝑧𝑖 = ℎ/𝑣𝑖) та вздовж поперечного
перерiзу пружного цилiндра (при 𝑧𝑖 = 0) зображенi на рис. 4 та 5, вiдповiдно.
Маємо зауважити, що на рис. 2–5 усi величини представленi у безрозмiрних
координатах.

Рис. 2. Контактнi напруження
𝑄′(3)

33 /𝑃 , при 𝑧𝑖ℎ/𝑣𝑖.
Рис. 3. Нормальнi напруження 𝑄′(3)

33 /𝑃
вздовж цилiндричного штампа.

Також, на рис. 2 та 3 пунктирна крива вiдповiдає контакту без початкових
напружень (𝜆1 = 1), а суцiльна — з початковими напруженнями. Причому у
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випадку вiдсутностi початкових (залишкових) напружень (𝜆1 = 1) графiк роз-
подiлу контактних напружень вiдповiдає вiдомим розв’язкам контактної задачi
про тиск двох пiвпросторiв на цилiндр [1].

Рис. 4. Контактнi перемiщення 𝑈 ′(3)
3 /𝜀

в зонi контакту.
Рис. 5. Перемiщення 𝑈 ′(3)

3 /𝜀, при
𝑧𝑖 = 0.

Рис. 6. Залежнiсть рiвнодiйної 𝑃 вiд коефiцiєнта видовження 𝜆1.

Дискретна залежнiсть числового значення рiвнодiйної навантаження 𝑃 вiд
коефiцiєнта видовження 𝜆1 представлена на рис. 6.

5. Висновок. На основi числового аналiзу можна зробити висновок, що по-
чатковi напруження суттєво впливають на основнi характеристики напружено-
деформованого стану тiл, що контактують. Крiм того, вплив початкових напру-
жень на розподiл контактних характеристик пружних пiвпросторiв та пружного
цилiндра полягає у тому, що:
1) у випадку стиску (𝜆1 < 1) початковi напруження у цилiндрi призводять в
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зонi контакту до збiльшення, а у випадку розтягу (𝜆1 > 1) — до зменшення
контактних напружень;

2) з рис. 3 можна побачити, що чим ближче до центрального поперечного пе-
рерiзу цилiндричного штампа, тим швидше нормальнi напруження 𝑄

′(3)
33 /𝑃

прямують до нуля;
3) з рис. 4 та 5 бачимо, що перемiщення 𝑈 ′(3)

3 /𝜀 приймають значно бiльшi
значення ближче до осi цилiндричного штампа, нiж до його бiчної поверхнi;

4) з рис. 6 можна зробити висновок, що значення рiвнодiйної навантаження 𝑃
зменшуються iз збiльшенням коефiцiєнта видовження 𝜆1, тобто при розтягу
(𝜆1 > 1) сила 𝑃 приймає бiльшi значення нiж при стиску (𝜆1 < 1).
З числових результатiвможна вiдмiтити значний вплив початкових напру-

жень на контактну взаємодiю двох пружних пiвпросторiв та пружного цилiн-
дричного штампа. Тому їх врахування дозволить значно покращити точнiсть
iнженерних обчислень при розрахунках на мiцнiсть конструкцiй та деталей ма-
шин, а також дозволить суттєво зменшити матерiалоємнiсть конструкцiй.
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Babich S. Yu., Yaretska N. O., Lazar V. F., Mikoryak M. V. Numerical
solution of the contact problem for a pre-stressed cylindrical stamp and two half-
spaces with initial stresses.

The article is devoted to the solution of the contact problem for a prestressed cylindrical
die and two elastic half-spaces with initial stresses in an analytical form without taking into
account frictional forces. We will assume that the surfaces outside the contact boundary
remain free from the influence of external forces, and at the contact boundary displacements
and stresses are continuous. The problem is solved in the case of unequal roots of the
defining equation.

The study is presented in a general form for the theory of large initial strains and
two variants of the theory of small initial strains within the linearized theory of elasticity
with an arbitrary structure of the elastic potential. It is assumed that the initial states of
the elastic cylindrical die and the elastic bases (half-spaces) are homogeneous and equal.
The research is carried out in the coordinates of the initial deformed state, which are
related to the Lagrangian coordinates (of the natural state). In addition, the influence of
the cylindrical stamp causes small perturbations of the corresponding values of the basic
stress-strain state. It is also assumed that the elastic cylindrical die and the elastic half-
spaces are made of different isotropic, transversally isotropic or composite materials. In
the case of orthotropic bodies, we will assume that the elastically equivalent directions
coincide with the direction of the coordinate axes in the deformed state. As a result, the
solutions of the given problem are presented in the form of infinite series, the coefficients
of which are determined from an infinite system of algebraic equations.

To study the problem, a large number of fundamental results are used, such as: Hankel
transformation, pair integral equations, orthogonal polynomials and other methods of the
theory of contact problems of the linear theory of elasticity. Numerical analysis is presented
for the Treloar potential in the form of graphs. Sufficient influence of the initial (residual)
stresses in two elastic half-spaces and an elastic cylindrical stamp on the distribution of
contact stresses in the contact area was noted.

Keywords: linearized theory of elasticity, initial (residual) stresses, contact problem,
cylindrical stamp, half-space.
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АЛГОРИТМИ ТА МЕТОДИ КЛАСТЕРИЗАЦIЇ ДЛЯ
РIЗНОМАНIТНИХ ДАНИХ

The study is dedicated to the comprehensive investigation of clustering methods for
diverse data. The research is focused on the problems of graphic format algorithms, which
is conditioned by the presence of 12 different features for clustering, 7 of which were cate-
gorical. The data is presented along 12 axes in a graphical format. To solve the problem
the PCA algorithm was applied with further transformation of categorical features into
numerical for dimensionality reduction to 2 components and further orthogonal superim-
position of clusters on them. Clustering using the k-prototype method was provided. A
sixfold decrease in PCA algorithm has drawbacks such as enormous data loss which was
presented. Based on the list of conducted experiments on hierarchical clustering the pros
and cons can be seen for this approach. The complexity of clustering which consists in
representation of results from the analysis of big data was provided. The KAMILA algo-
rithm that is based on distributed computing models MapReduce and gives a significant
advantage was described.

Keywords: expectation-maximization, Structural equation modeling, KAy-means for
MIxedLArge data, Lowest common ancestor, self-organizing map, Adaptive resonance the-
ory, Kernel Density Estimation.

1. Introduction. Clustering is a technique used in data analysis and machine
learning to divide the given data into groups of similar data points based on their
characteristics or attributes which are called clusters. The goal of clustering is to
identify patterns or structures in the data that can help to better understand the
underlying data distribution, to make predictions or to enable e�cient processing.
Algorithms can be signi�cantly di�erent in that sense that what has to be included
to each cluster and how to �nd their dependencies more e�ectively. Among the list
of popular conceptions of clusters there are groups with the elements which can be
built based on distance between them, density of areas in data spaces, intervals or
speci�c statistical distribution [1, 4].

The purpose of study � applying di�erent algorithms and methods for clus-
tering diverse data.

The object of this study is to conduct an analysis and compare applied
methods or algorithms, therefore to identify the most e�ective one that showed the
most precise results.

Since the main goal in clustering analysis is to �nd a certain number of groups
of objects which are similar between each other inside the speci�c group and which
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are most di�erent compared to other groups, data processing is required to identify
the main direction of how it will be processed later. In order to �nd dependencies in
objects with diverse data and apply clustering feature engineering should be applied.

Most of the algorithms used for data clustering are based on data adaptation for
clustering methods for repetitive data. There are two main approaches by which
clustering is performed:
1) Transforming numerical data into categorical features with further applying

clustering methods for that feature;
2) Transforming categorical features into numeric forms, scaling them and applying

clustering methods for numeric data.
In current investigation next research methods will be performed:
� Comparison � indicating the di�erences between di�erent clustering methods.
� Calculations � searching for numerical features to use in clustering methods
such as job execution time etc.

� Analysis � decomposing clustering methods into several properties or charac-
teristics.

� Formalization � visualizing clustering algorithms as mathematical formulas.
From the practical point of view the current research can be used for diverse

data clustering in di�erent scopes. By getting familiar with this paper researchers
will be able to choose optimal clustering methods based on its properties.

2. Analysis of recent resources. For better understanding of the prin-
ciples and aspects of diverse data clustering and summarizing existing approaches,
algorithms and methods which are used for data clustering, the analysis of recent re-
sources was done. The results of analysis will be used during investigations described
in next sections.

The paper [2, 11] has described di�erent developed models and algorithms of
clustering analysis, described problems of some algorithms and proposed possible
solutions to solve them. As the conclusion from described content it can be said
that applying ensemble methods is very promising and e�ective for processing diverse
data.

In the research [5, 12] the main approaches of diverse data clustering is reviewed,
the abilities of usage of similar algorithms is described. Application of di�erent
distances between diverse data and possible hierarchical distribution is reviewed.
The work describes leading tasks and open questions in diverse data clustering areas.

Researchers [3, 15] investigated the approach of Dharmendra S. Modhia and
Scott Spangler for clustering diverse data in their article. They described KAMILA
algorithm and its theoretical implementation using R language with further algo-
rithm simulation using random data. The results of clustering on �balanced� and
�unbalanced� data sets were analyzed. The possible implementation of the algorithm
for analyzing big data using Apache Hadoop and its results were described.

Research [6] is interesting by its analysis of basic clustering algorithms such as
k-means, density-based clustering and agglomerative clustering with further imple-
mentation using C language.

In the article [7, 13] the main diverse data clustering problems were described.
Applying hybrid distance techniques were analyzed. Basic steps such as data trans-
formation with discretization and productivity of k-modes and LCA algorithms were
described. As a solution of the described problems KAMILA algorithm was applied
and analyzed.
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Authors [8, 10] proposed a model based on mixed data clustering using SEM
algorithm. Advantages and possibilities of work with incomplete data of provided
solutions were described.

3. Methods and tools of research. The approach to clustering di�erent
types of data involves processing the data and using clustering algorithms. Cluster-
ing algorithms can be divided into several categories, including partitioning, hierar-
chical, model-based, neural network-based, and others.

3.1. Data processing. Clustering datasets in a given dataset is almost always
dependent on the structure and types of data that are present within it. If there is no
common structure or if the features are not well de�ned, clustering is likely to result
in inaccurate results, as the boundaries between clusters are di�cult to determine.
Therefore, to achieve better clustering results, it is necessary to properly process
our datasets. Almost always, it is necessary to �nd a balance between information
loss and distortion. Data preprocessing is a critical step in clustering, as it can help
to improve the quality of the clusters and reduce the impact of noise and outliers in
the data. Data preprocessing techniques can include normalization, feature scaling,
dimensionality reduction, and handling of missing values. Data can be categorized as
categorical or numerical. Numerical data consists of ordinary numbers that represent
a particular feature, such as the quantity of something, a certain distance, age, etc.
Categorical data, on the other hand, represents particular groups or categories, such
as race, gender, or blood groups. To �nd common characteristics among numerical
data, algorithms are typically used to calculate distances between them. However,
it is more di�cult to do so with categorical data, as there are no numerical values
to calculate distances [9, 10].

In all cases of clustering di�erent types of data, the dataset contains both cate-
gorical and numerical data. This is the main challenge in such clustering scenarios.
When considering the simplest approaches for �nding common characteristics among
di�erent types of data, the following method is commonly used: the numerical and
categorical data are separated and the Euclidean distance is calculated between the
numerical data, while the Hamming distance is calculated between the categorical
data. The next step is mixing, where the metrics obtained from the distance calcu-
lations of the two types are combined to �nd a distance between the di�erent types
of data. This is done by combining the metrics obtained from the calculations of the
two types, such as the Euclidean and Hamming distances, to �nd a single distance
metric that captures the similarities and di�erences between the di�erent types of
data. Of course, direct mixing will not help because the result would be no precise
[11]. The reason why it is better to choose di�erent distance metrics for numerical
and categorical data is because they have di�erent characteristics and require di�er-
ent approaches for calculating distances. For example, numerical data is continuous
and can be measured on a scale, while categorical data consists of non-numerical
values that represent particular categories or groups.

Therefore, �nding a common metric that works well for both numerical and
categorical data is not always straightforward and can be a challenging task.

3.2. Divisive clustering algorithms. The most well-studied methods for
clustering di�erent types of data belong to the family of algorithms that partition
data into clearly de�ned groups using either purely numerical data (k-means) or
purely categorical data (k-modes). The main idea behind such algorithms is to
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determine the center of a cluster using numerical or categorical data, compute dis-
tances from the centroid to the objects being studied, and then process the mixed
data types to �nd the local minimum.

The main advantages of such algorithms are their speed and ability to be paral-
lelized (e.g., using MapReduce), which makes them suitable for working with large
datasets. Some well-known algorithms in this family include Huang's, Ahmad and
Dey's, Zhao, Modh and Spangler's, and Ren's [5] algorithms.

Z. Huang's algorithm [6, 11], also known as the k-prototype method, uses the
Euclidean distance from the mean values to numeric data and the Hamming distance
for the most common data to categorical data. However, the resulting cluster centers
may not accurately re�ect the clusters due to potential loss of information caused by
the Hamming distance, which only considers the presence or absence of agreement
between two categorical values.

Sartaj Ahmad and Gurav Deh's approach [7, 15] involves developing a new cost
function and distance calculation to address the limitations of the k-prototypes al-
gorithm. They calculate similarity between categorical data based on co-occurrence
of values with other features, and also weight numerical features using this method.
Overall, this algorithm performs better than the k-prototypes algorithm.

Another approach is the algorithm by V. Zhao [4], which, to avoid the drawbacks
of the Hamming distance, used the frequency of occurrence of categorical data to
determine the cluster centers, which also resulted in better results than using the
k-prototypes algorithm.

Dharmendra S. Modha and Scott Spangler proposed an algorithm in which each
data point lies in di�erent spaces. The calculation of weights is based on the measure
of distortion between di�erent spaces of objects. For numerical features, the squared
Euclidean distance is used, and for categorical features, the cosine distance is used.

M. Ren [6] uses the approach of building cluster centers based on the k-prototypes
algorithm, further developing the idea of Sartaj Ahmad and Gurav Dei [7, 14] by
applying a Gaussian �lter to the overall distance values and combining the determi-
nation of the cluster center with the feature weights to create a new cost function.
Since the initial weights are initialized with random values, this algorithm may pro-
duce di�erent results after several runs with the same input data.

The K-prototypes algorithm de�nes G virtual individuals (or prototypes) as the
centers of groups, constructed from the mean values per group for numerical variables
and the mode per group for categorical variables. The distance between two subjects
X and Y is determined as follows (Formula 1):

𝑑2(𝑋, 𝑌 ) =

𝑞∑︁
𝑗=1

(𝑥𝑗 − 𝑦𝑗)
2 + 𝛾

𝑝∑︁
𝑗=𝑞+1

𝛿(𝑥𝑗, 𝑦𝑗) (1)

where
𝑞∑︀

𝑗=1

(𝑥𝑗 − 𝑦𝑗)
2 is the squared Euclidean distance for continuous variables;

𝛾
𝑝∑︀

𝑗=𝑞+1

𝛿(𝑥𝑗, 𝑦𝑗) � Hamming distance.

The weight 𝛾 is used to avoid bias towards any type of attribute. It can be
speci�ed by the user or estimated using the combined variance of the data.

The minimization criteria is the total sum of distances (TSD) between the sub-
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jects and the prototype of the class 𝑏𝑔 to which they belong (Formula 2):

𝑇𝑆𝐷 =
𝐺∑︁

𝑔=1

∑︁
𝑥∈𝐶𝑔

(︃
𝑞∑︁

𝑗=1

(𝑥𝑗 − 𝑏𝑔,𝑗)
2 + 𝛾

𝑝∑︁
𝑗=𝑞+1

𝛿(𝑥𝑗, 𝑏𝑔,𝑗)

)︃
(2)

The K-prototypes algorithm is similar to k-means in practice: initial prototypes
G are chosen as temporary cluster centers, then each subject is assigned to the
nearest prototype. When all subjects are assigned, prototypes are updated to re-
�ect their optimal class. Then subjects are reassigned to the updated prototypes if
necessary, and the process repeats until the distribution becomes stable.

3.3. Hierarchical clustering. Hierarchical clustering methods create a
hierarchy of clusters organized from top to bottom (or bottom to top). To create
clusters, hierarchical algorithms require the following [13]:
1. Similarity matrix � built by �nding similarities between each pair of data

points. The choice of similarity metric (for building the similarity matrix) a�ects
the shape of the clusters;

2. The linkage criterion � it determines the distance between sets of observations
as a function of the pairwise distance between observations.
Most hierarchical clustering algorithms have a high computational complexity

of 𝑂(𝑛3) and require 𝑂(𝑛2) memory, where 𝑛 is the number of data points. For
constructing a similarity matrix in the case of heterogeneous data types, the Gower
distance can be used.

The Gower distance can be used to measure the dissimilarity between two records
that may contain a combination of logical, categorical, numerical, or text data. The
distance is always a number between 0 (identical data) and 1 (maximally di�erent
data). For numerical data, the normalized Manhattan distance is used, for ordinal
data the variable is �rst ranked and then the Manhattan distance is used. For
nominal data, the 𝑘 categories are �rst transformed into 𝑘 binary columns, and
then the Dice coe�cient is used.

Strategies for hierarchical clustering can be divided into two types
1. Agglomerative (or bottom-up) clustering, where each point starts as its own

cluster and pairs of clusters are merged as the algorithm moves up the hierarchy.
2. Divisive (or top-down) clustering, where all points start in a single cluster and

recursive splitting occurs as the algorithm moves down the hierarchy.
Agglomerative clustering starts with 𝑁 clusters (one for each subject), and at

each step, the two closest clusters are merged until only one cluster remains. The
sequence of mergers is represented on a dendrogram to facilitate the choice of an
optimal number of clusters. In general, the best cluster allocation is the one that
precedes the �rst signi�cant increase in within-cluster variance [1, 3].

Let's suppose that at a certain stage of aggregation, clusters 𝐶𝑖 and 𝐶𝑗 are the
next ones to be merged. To determine the distance of the merged cluster 𝐶𝑖 ∪𝐶𝑗 to
any other cluster 𝐶𝑘, the similarity matrix needs to be updated using a single linkage
method, which belongs to the family of Lance-William's algorithms (Formula 3):

𝑑 (𝐶𝑖 ∪ 𝐶𝑗, 𝐶𝑘) = 𝛼𝑑 (𝐶𝑖, 𝐶𝑘) + 𝛽𝑑 (𝐶𝑗, 𝐶𝑘)− 𝜂𝑑 (𝐶𝑖, 𝐶𝑗) . (3)

The coe�cients 𝛼, 𝛽 and 𝜂 depend on the aggregation method used. These
methods for calculating distances between clusters are called linkage criteria. Using
the Ward aggregation method, Formula 3 takes the following form (Formula 4):
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𝑑(𝐶𝑖 ∪ 𝐶𝑗, 𝐶𝑘) =
𝑛𝑖 + 𝑛𝑘

𝑛𝑖 + 𝑛𝑗 + 𝑛𝑘

𝑑(𝐶𝑖, 𝐶𝑘)+

+
𝑛𝑗 + 𝑛𝑘

𝑛𝑖 + 𝑛𝑗 + 𝑛𝑘

𝑑(𝐶𝑗, 𝐶𝑘)−
𝑛𝑘

𝑛𝑖 + 𝑛𝑗 + 𝑛𝑘

𝑑(𝐶𝑖, 𝐶𝑗).
(4)

where 𝑛𝑖, 𝑛𝑗 and 𝑛𝑘 represents corresponding sample sizes 𝐶𝑖, 𝐶𝑗 and 𝐶𝑘.
3.4. Clustering algorithms based on models. Clustering algorithms

based on models assume that a data point corresponds to a model, which is typi-
cally a statistical distribution. The models are usually chosen by the user, which
can lead to undesirable results if the model parameters are not well-suited to the
data. Algorithms in this family are generally slower than distribution-based algo-
rithms but can avoid undesirable information loss. Some well-known algorithms in
this family include Autoclass, the Everett algorithm, ClustMD, KAMILA, the Mus-
taki and Papageorgiou model, Brown and Mac-Nicholas model, and the Rajan and
Bhattarcharyya algorithm.

The Autoclass algorithm [4] performs clustering by integrating a mixture model
and Bayesian methods with a prior distribution for each feature.

B. S. Everitt [2] proposed a model-based clustering algorithm for heterogeneous
data using threshold values for categorical data. Due to its high computational cost,
this method is only useful for datasets that contain few categorical features.

I. Mustaki and I. Papageorgiou [5] used LCM for heterogeneous data by trans-
forming categorical features into numerical values from 1 to 𝑞. Polynomial distri-
butions were used for categorical features, and normal distributions for numerical
features. Similar solutions were proposed by R. P. Brown and P. D. McNicholas [6],
who developed a model that combines hidden features and uses the EM algorithm
for model �tting.

The ClustMD algorithm [8] uses a hidden variable model for clustering hetero-
geneous data. It assumes that the hidden variable, along with a Gaussian mixture
distribution, represents a particular data point. The EM algorithm is also used to
estimate the parameters of the model. For categorical data, the Monte Carlo EM al-
gorithm is used. The main problem with this method is the increased computational
cost as the number of features increases.

V. Rajan and S. Bhattacharya [9] introduced an algorithm based on a mixture
of Gaussian copulas, which can model dependencies between both categorical and
numerical features. This method is faster on a signi�cant number of datasets.

A. Foss, M. Markatou, B. Ray, and A. Heching [10] developed the KAMILA
algorithm for clustering heterogeneous data. This method combines two di�erent
clustering algorithms, namely the k-means algorithm and the Gaussian mixture
multinomial model. Like the k-means algorithm, KAMILA does not make signi�-
cant parametric assumptions for numerical features, but instead uses the properties
of Gaussian mixture multinomial models to balance the e�ects of numerical and
categorical data without weighting them.

3.5. Clustering algorithms based on neural networks. Most research
on clustering of heterogeneous data using neural networks focuses on the use of
self-organizing maps (SOM) and adaptive resonance theory (ART). However, the
use of SOM can lead to unpredictable results, such as poor data representation and
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failure to match the data distribution structure. On the other hand, ART is more
computationally complex but can be quite e�ective. ART neural network models
work on the principle that provides adequate ways of clustering data alongside other
popular methods that help to reduce the dimensionality of data sets. Compared to
k-means clustering, ART is a parameterized algorithm. In k-means, the number of
clusters has to be speci�ed prior to the calculations, unlike ART which has a certain
threshold. With this threshold, clusters can be created in real-time. Additionally,
it can determine how loose or tight a cluster will be. One of the main drawbacks of
using a single threshold is that it is applied to all possible clusters, for example, a
threshold value may not lead to high accuracy for both dense and sparse clusters.
To address this, di�erent thresholds can be used for each cluster. To determine
this threshold, the Particle Swarm Optimization (PSO) machine learning method
is used. PSO performs a search for global maximum or minimum. The position
of particles on each iteration is evaluated according to the �tness function. If the
swarm �nds the best particle, a new threshold coe�cient is calculated.

When ART creates a new cluster, the threshold coe�cient increases and a new
swarm is initialized to optimize the performance of ART. This operation helps to
expand the threshold coe�cients for each cluster, optimizing each threshold for its
respective cluster.

There are also other methods of traditional neural network clustering that can
be applied to clustering heterogeneous data, such as Adaptive Subspace SOM,
ARTMAP, and Vector Quantization.

4. Experiments. For applying clustering algorithms, a dataset of cardio
indicators of patients in a hospital was chosen. The dataset contains 5 numeric and
7 categorical features (Fig. 1). Next, the dataset needs to be processed, for which we
will remove records with missing values and convert categorical features to factors
for processing categorical data in the 𝑅 programming language.

Figure 1. Dataset with patient characteristics

So, let's assume that our dataset consists of 𝑁 independent and identically dis-
tributed observations of a n-dimensional random vector of variables. To cluster
this dataset, we will apply the KAMILA algorithm, which estimates unknown pa-
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rameters using an iterative process similar to the EM algorithm. In other words,
KAMILA also performs iterative estimation, where each iteration consists of two
steps: partitioning and estimation. The partitioning step assigns each observation
to a certain cluster, while the estimation step re-estimates certain cluster parameters
including the newly added observation.

For example, let's take one iteration of the algorithm. First, we need to calculate
the Euclidean distance for each numerical feature to use the Gaussian kernel for
estimating minimum distances using formula 5:

𝑓
(𝑡)
𝑅 (𝑟) =

1

𝑁ℎ(𝑡)

𝑁∑︁
ℓ=1

𝑘

(︃
𝑟 − 𝑟

(𝑡)
ℓ

ℎ(𝑡)

)︃
. (5)

We assume that the categorical features are independent of the numerical ones,
and the algorithm estimates them based on the numerical ones. The algorithm
makes initial assumptions, so on some iterations, the data may di�er signi�cantly
and be di�cult to process (Figure 2).

Figure 2. Results of computing weights for categorical features.

In the given dataset, there are 7 categorical features. As the algorithm evalu-
ates each observation based on its numerical values with projection onto categorical
features, it calculates weights for each categorical feature. Then, it combines the
information and assigns the observation to the cluster that was selected based on
the collected information, and re-estimates the clusters.

The KAMILA.r package uses a straight stopping rule for clustering if certain
groups of observations remain unchanged from one iteration to the next.

It can also be noted that our dataset contains 70,000 records, so the stopping
rule will be quite useful in this case.

To visualize the clusters based on categorical and numerical data, a two-di-
mensional scatter plot with components on the x and y axes was used. These two
components are the result of applying principal component analysis (PCA) to the
data. They can be characterized as linear combinations of the input variables that
account for most of the variability in the observations. From Figure 3, we can see
that the data is separated into 3 clusters, and for analysis we will apply the KAMILA
algorithm and the k-prototypes algorithm with manually speci�ed number of clusters
and their self-determination.

On Figure 3, the result of clustering the data into 3 clusters is shown. Comparing
it with Figure 4, which shows the result of automatic selection of the number of
clusters, we can see that the KAMILA algorithm is capable of choosing the cluster
region incorrectly when the number of clusters is manually speci�ed, and also this
algorithm tends to merge two areas with a smaller data spread.
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Figure 3. The result of clustering the dataset with 70,000 records into 3 clusters
using the KAMILA algorithm.

Figure 4. The result of clustering the dataset with 70,000 records using the
KAMILA algorithm.

We will perform clustering by reducing the number of records by half. From
Figure 5, we can see that clusters with small distances between features tend to
merge when the number of records is reduced.
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Figure 5. The result of clustering the dataset with 35,000 records using the
KAMILA algorithm.

On Figures 6 and 7, the results of clustering using the k-prototypes algorithm are
shown. Comparing the performance of the KAMILA and k-prototypes algorithms,
it can be concluded that the k-prototypes algorithm is not able to accurately cluster
the data compared to KAMILA, due to the error in weights of categorical data.
However, the execution time of the KAMILA algorithm was 1.67 seconds, while the
k-prototypes algorithm took 61.68 seconds.

As clustering of heterogeneous data di�ers signi�cantly from traditional cluster-
ing, a hybrid distance measure for categorical and numerical values should be used
to avoid certain limitations of traditional approaches.

Hybrid distance is a concept that combines each branch representing a certain
feature with values and weight, which corresponds to the distance between values.

In Figure 8, a typical hierarchical concept is shown, consisting of edges and
vertices, where higher-order vertices represent more general criteria, and lower-order
vertices represent more speci�c features. To �nd the distance between two such
vertices, the weight of the edges must be added. There are several ways to determine
these weights, for example, one can �rst determine the distances between two child
vertices, and then �nd the distance between higher-order vertices. The simplest way
is to assign the same weight, for example 1, to all edges.

Hybrid distance with edge weight 1 is a type of distance metric used in clustering
algorithms that combines di�erent branches representing di�erent features in a hier-
archical tree structure. The weight of each edge represents the distance between two
features. In the case of hybrid distance with edge weight 1, each edge is assigned a
weight of 1, which makes all branches equally important in determining the overall
distance between two observations.

The distance between two categorical values in the two models is the common
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Figure 6. Result of clustering using k-prototypes algorithm on dataset with 70000
records.

Figure 7. Result of clustering using k-prototypes algorithm on dataset with 35000
records.

weight of the path formed by two leaf nodes that represent the categorical values.
To perform hierarchical clustering, we need to calculate the Gower distance and

the distance matrix. We will use the built-in libraries of the R language for this.
Also, in order to see a visual result of hierarchical clustering, we need to reduce
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our data to 50 rows. Once we are con�dent that hierarchical clustering has worked
correctly, we will increase the data to obtain a more accurate result (Fig. 8).

Figure 8. General characteristics of the Gower distance.

From Figure 8, we can see that our metric has mixed data. Now we need to
determine the number of clusters. To do this, we will apply the Average Silhouette
Width.

Figure 9. Clusters quantity.

As can be seen, the algorithm split the described data into two clusters. There-
fore, it is necessary to examine the partition more closely. The agglomerative clus-
tering algorithm split each record in the dataset used into a speci�c cluster.

Figure 10. Clustering vector.

Initially, each branch forms its own cluster. Then, the closest clusters are identi-
�ed and merged into one cluster. The merging process is repeated until all patterns
form a single cluster. The output of hierarchical clustering is usually represented in
the form of a dendrogram, as shown in Figure 10.

Now, regarding the latest calculations, let's display the hierarchical clustering
graphs with di�erent methods. The clustering algorithms vary in identifying the
closest clusters for merging. The three most popular options are single linkage,
complete linkage, and average linkage. The �rst approach measures the distance
between two clusters by the minimum distance between any two points in these
two clusters. In contrast, the complete linkage approach measures the distance by
the maximum distance between any two points in these two clusters. For average
linkage, the distance is measured by the average distance between two schemata of
two clusters.
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In the presented study, it is recommended to use two methods as it provides a
more accurate dendrogram. The following features should be used for clustering:
age, gender, height, weight of the patient, as well as whether the patient smokes,
drinks alcohol, and their cardiovascular indicators: cholesterol, glucose, lower and
upper blood pressure, and whether the patient does cardio exercise (see Figure 11).

Figure 11. Results of hierarchical clustering using complete linkage method.

As expected, there are 2 clusters in the result. Let's analyze the 6th and 20th
records as an example (Figure 12).

As can be seen from the dendrogram, hierarchical clustering assigned the sixth
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Figure 12. The 6th and 20th records from the patient dataset.

record to cluster 2 and the 20th record to cluster 1. These two records are in di�erent
clusters because their features di�er signi�cantly from each other. For example, in
the two records, the gender, cholesterol, and glucose are di�erent. Additionally, the
person from the sixth record is a smoker and leads a sedentary lifestyle, whereas the
person from the 20th record exercises regularly. The common feature between the
two records is cardiovascular exercise.

Now that we have con�rmed that the algorithm works correctly, let's increase
the amount of data to 5000.

For this amount of data, the algorithm found 4 clusters, as shown in Figure 13.

Figure 13. Amount of clusters for 5000 items.

Overall, we can see that the algorithm has divided our data into 4 clusters.
Comparing hierarchical clustering with previous ones, we can say that it is quite
accurate, but unfortunately it takes a lot of resources and time. It took 40 seconds
to cluster 5000 data (Figure 14). If we were to cluster the entire dataset of 70000
data points, it would take up to 30 minutes, as the hierarchical clustering algorithm
runs in 𝑂(𝑛3) time and requires Ω(𝑛2) memory.

5. Results. During the experiments, there was a problem with presenting
the results of the algorithms in a graphical format, which was due to the presence
of 12 di�erent features for clustering, 7 of which were categorical. The problem of
representing data in a graphical format with 12 di�erent features, 7 of which were
categorical, was overcome by using the PCA algorithm to transform categorical
features into numerical ones and reduce the dimensionality of the data to 2 compo-
nents. This was followed by an orthogonal projection of the clusters onto the 2D
space. The approach of using PCA to reduce dimensionality to 2 components and
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Figure 14. Results of hierarchical clustering using complete linkage method.

overlaying clusters on them helped to visualize the results of clustering algorithms,
but it also resulted in signi�cant information loss, as demonstrated by the example
of applying k-prototypes clustering.

Conducting experiments on hierarchical clustering of heterogeneous data, we can
note the advantages and disadvantages of this approach. Among the advantages are
the ability to visually display the results of clustering using dendrograms without
preprocessing the data, which avoids loss of information. Dendrograms provide the
user with the ability to quickly identify typical representatives of dataset clusters.
For example, using the cardio indicators dataset of hospital patients we were able to
divide the patient records into 4 groups, which in practice can help in determining
the approach to treating a particular patient. As an advantage of this algorithm,
one can also mention the ability to quickly track the in�uence of di�erent types
of features on clusters and to �nd the distance between di�erent categorical fea-
tures. After conducting experiments, some disadvantages of hierarchical clustering
of heterogeneous data can be noted, such as longer execution time compared to
partitioning clustering algorithms such as K-Means and k-Prototypes, which can be
explained by the quadratic complexity of hierarchical algorithms compared to linear
complexity of partitioning ones. Taking into account these factors, as well as the
complexity of presenting the results of analysis of large datasets, it can be noted
that clustering of large datasets with mixed features is impractical, as the KAMILA
algorithm implemented on the MapReduce distributed computing model will have
a signi�cant advantage in terms of speed.

Based on the experiments conducted with the k-prototypes algorithm, it can be
noted that the main advantage of this method is its relative simplicity in implemen-
tation. However, in terms of other properties, the k-prototypes method lags behind
the KAMILA algorithm. Some of the disadvantages of k-prototypes algorithm in-
clude the complexity of �nding the weights between categorical and numerical data,
which reduces the speed of the algorithm and leads to inaccurate results. Addition-
ally, the random selection of cluster centers during initialization and the di�culty in
determining the number of potential clusters make the results more variable. During
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the experiment, it was observed that the accuracy of the algorithm was low, which
was caused by the loss of information due to the use of the Hamming distance and
the predominance of categorical data in the dataset.

The KAMILA method is a modern method of clustering heterogeneous data.
Unlike the clustering algorithms demonstrated in the experiments, this algorithm
is much more e�cient. This algorithm is as fast as the usual k-means algorithm,
but unlike this algorithm and other divisive clustering algorithms, it is much more
robust to outliers, since KAMILA is a model-based algorithm using KDE. Overall,
the KAMILA algorithm is a modern method for clustering heterogeneous data.
Unlike the clustering algorithms demonstrated in the experiments, this algorithm is
much more e�cient. The algorithm is as fast as regular k-means, but unlike this
algorithm and other divisive clustering algorithms, KAMILA is much more robust
to outliers, as it is a model-based algorithm that uses KDE. The algorithm also
accurately separates data into clusters and does not require a lot of memory during
execution. Thanks to its characteristics, this algorithm can be used for clustering
large datasets. Using the KAMILA algorithm is recommended when the distribution
of the data is unknown.

The only signi�cant disadvantage of this algorithm is that it can be di�cult to
understand. Additionally, KAMILA may produce less accurate results for data in a
normal distribution.

The Average Silhouette method can be used for optimal selection of the number
of clusters, which allows validating the membership of each point to a particular
cluster. After running the clustering algorithm with a certain number of clusters,
the silhouette analysis is applied to it, returning a number from -1 to 1. The closer
this number is to 0, the closer the majority of points are to their center.

Discussion of the results. During the conducted research, general concepts
of clustering and its methods were considered. As a result, it was examined and
analyzed that mixed-type data are quite common in many �elds, but there are no
e�ective clustering strategies for such datasets. In other words, existing methods use
arbitrary management strategies for clustering continuous and categorical features,
which often leads to undesirable solutions dominated by one or the other type. The
issues with conventional methods for clustering mixed data were characterized and
it was con�rmed that to use clustering methods for mixed data, it is necessary to
choose a dataset with a moderate number of records so that these methods take
less time, but it is also important to understand that accuracy cannot be achieved
without some loss. In addition, it was understood that processed data is needed
for the clustering of mixed-type data, meaning data that has been cleaned of un-
necessary information and transformed into appropriate formats. The experiment
also explored how to consider the similarity inherent in categorical values during
hierarchical clustering, using the hierarchy of distances approach, which not only
facilitates the expression of similarity but also combines several widely accepted
approaches to processing categorical data.

Based on the experiments conducted, it is possible to draw conclusions about
the usefulness of certain clustering algorithms for mixed-type data, depending on
the required accuracy, knowledge of the dataset, its size, as well as the resources
of the working station and the desired speed. Based on the analysis and experi-
ments, it was found that hierarchical clustering was the most appropriate method
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for processing the cardio patient data, despite the signi�cant processing time. The
resulting clusters were the most informative and convenient for end-users, such as
hospital sta�. The results demonstrate that the proposed hierarchical clustering ap-
proach can better reveal the structure of data similarity, especially when categorical
attributes are involved and their values have varying degrees of similarity. The main
disadvantage of hierarchical clustering is its slow algorithm, which is compensated
by the absence of frequent changes in the dataset. Based on the experiments con-
ducted, it can be concluded that the KAMILA algorithm is the most e�ective in
meeting the requirements of both speed and accuracy. After analyzing the results
of the k-prototypes algorithm, it should be noted that using this method is only
advisable with signi�cant knowledge in the subject area of the data, to properly
weight the categorical and numerical data. It should also be noted that clustering
mixed data using distances can result in information loss, and if accuracy is a top
priority, it may be more appropriate to use clustering algorithms based on models or
neural networks for clustering mixed data. In addition, it should be noted that the
methods that were not used in this coursework were rejected due to their di�cult
implementation or lack of information about them.

Summary. In summary, it can be concluded that the problem of clustering
mixed-type data remains challenging, and the methods investigated in this study
have signi�cant limitations. When working with a small dataset, the accuracy of the
results was poor, while using a larger dataset led to higher accuracy but signi�cantly
increased computation time. It is important to carefully consider the characteris-
tics of the dataset, the desired level of accuracy, and the available computational
resources when choosing a clustering method for mixed-type data. Additionally,
further research is needed to develop more e�cient and accurate algorithms for
clustering mixed-type data. The biggest problem is the lack of information about
these methods in general. In most sources, the methods are characterized as a gen-
eral concept, and experiments are almost always absent. In conclusion, it can be
said that the �eld of clustering of heterogeneous data is not fully explored. There-
fore, clustering of heterogeneous data is a challenging process that requires a lot
of experience in this �eld and skills to implement one's work to improve existing
algorithms or create new methods for clustering heterogeneous data.
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Бойко Н. I., Ткачик О. А. Алгоритми та методи кластеризацiї для рiзнома-
нiтних даних.

Дослiдження присвячено комплексному вивченню методiв кластеризацiї рiзноти-
пових даних. Дослiджуються проблеми алгоритмiв графiчного формату, що зумовленi
наявнiстю 12-ти рiзних ознак для кластеризацiї, 7 з яких були категорiальнi. Пред-
ставлене подання даних по 12-ти осях в графiчному форматi. Було вирiшено застосу-
вати алгоритм PCA з перетворенням категорiальних ознак в числовi для зменшення
розмiрностi даних до 2-х компонент й подальшого ортогонального накладання кла-
стерiв на них. Наводиться застосування кластеризацiї методу к-прототипiв. Показане
використання PCA для зменшення розмiрностi в 6 разiв приводить до значної втра-
ти iнформацiї. Проведенi експерименти щодо iєрархiчної кластеризацiї рiзнотипових
даних, можна вiдзначити переваги й недолiки даного пiдходу. Наведена складнiсть
проведення кластеризацiї, яка полягає у представленнi результатiв аналiзу великих
даних. Описаний алгоритм KAMILA, який реалiзований на моделi розподiлених об-
числень MapReduce i дає значну перевагу по швидкодiї.

Ключовi слова: максимiзацiя очiкування, моделювання структурних рiвнянь, KAy-
середнi для даних MIxedLArge, найменший спiльний предок, карта самоорганiзацiї,
теорiя адаптивного резонансу, оцiнка щiльностi ядра.
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ЗАДАЧА ЛЕКСИКОГРАФIЧНОЇ ОПТИМIЗАЦIЇ З
АЛЬТЕРНАТИВНИМИ КРИТЕРIЯМИ ТА IНТЕРВАЛЬНИМИ

ОБМЕЖЕННЯМИ ДОПУСТИМОСТI

Розглядається лексикографiчна задача багатокритерiальної оптимiзацiї, у якiй на
деякi з критерiїв накладено додатковi умови допустимостi як умови знаходження зна-
чення критерiю в одному з наперед заданих iнтервалiв. Для розв’язання такого роду
задач запропоновано пiдхiд до знаходження оптимальних розв’язкiв шляхом зведення
їх до задач скалярної оптимiзацiї з використанням вiдповiдних коефiцiєнтiв зваженої
згортки критерiїв.

Ключовi слова: багатокритерiальна оптимiзацiя, задача лексикографiчної оптимi-
зацiї, альтернативнi критерiї, умови допустимостi критерiїв.

1. Вступ. Багато задач прийняття рiшень можуть бути описанi з використа-
нням деяких критерiїв, якi задають особи, що приймають рiшення. Наявнiсть
критерiїв дозволяє описувати конфiгурацiї взаємозв’язкiв субординацiй, визна-
чених на множинi критерiїв, i отримувати вiдповiднi задачi багатокритерiальної
оптимiзацiї ([1]). Розглянемо задачу прийняття рiшень, де множину допустимих
розв’язкiв 𝑋 ⊂ R𝑛 задано з використанням системи лiнiйних рiвнянь i нерiвно-
стей

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗 ≤ 𝑏𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚, (1)

𝑥𝑗 ≥ 𝜌𝑗, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛, (2)

𝜌1 ≥ 0, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛. (3)

Прийняття рiшень здiйснюється з використанням однорiдних критерiїв 𝜅𝑖,
1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑞 з лiнiйними критерiальними функцiями

𝑐𝑖 (𝑥) = 𝑐𝑖1𝑥1 + 𝑐𝑖2𝑥2 + . . .+ 𝑐𝑖 𝑛𝑥𝑛, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑞, (4)

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика



ЗАДАЧА ЛЕКСИКОГРАФIЧНОЇ ОПТИМIЗАЦIЇ З АЛЬТЕРНАТИВНИМИ . . . 151

та шкалою з введеним на нiй порядком вiддачi переваги «бiльше». Тобто згiдно
з критерiєм 𝜅𝑖 альтернатива 𝑥 ∈ 𝑋 є кращою за альтернативу 𝑦 ∈ 𝑌 , якщо i
тiльки якщо 𝑐𝑖 (𝑥) > 𝑐𝑖 (𝑦). Не зменшуючи загальностi мiркувань будемо вважа-
ти, що

𝑐𝑖 (𝑥) ≥ 0, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑞. (5)

2. Задача лексикографiчної оптимiзацiї. Нехай на множинi критерiїв
𝜅𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑞 згiдно з певними правилами задано субординацiю строгого ран-
жування 𝑅𝑔. Будемо вважати, що вiдносна важливiсть критерiю 𝜅𝑖 є бiльшою
за вiдносну важливiсть критерiю 𝜅𝑗 тодi i тiльки тодi, коли 𝑖 < 𝑗. Тодi згiдно з
[1] одержуємо задачу лексикографiчної оптимiзацiї

max 𝐿𝑐 (𝑥) , 𝑥 ∈ 𝑋, (6)

𝜅𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑞 де
𝑐 (𝑥) = (𝑐1 (𝑥) , 𝑐2 (𝑥) , . . . , 𝑐𝑞 (𝑥)) .

Дана задача є всебiчно вивченою ([1]), i для неї iснує ряд ефективних ме-
тодiв розв’язання, тому зведення до такого роду задач завжди призводить до
спрощення пiдходiв знаходження множини оптимальних розв’язкiв.

3. Задача лексикографiчної оптимiзацiї з альтернативними крите-
рiями. Нехай у задачi (5) на критерiї 𝜅𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑞 введено так званi умови
допустимостi ([2]), що ґрунтуються на введеннi додаткового мiнiмального значе-
ння для критерiальної функцiї 𝑚𝑖, при досягненнi якого критерiй залишається
допустимим

𝑐𝑖 (𝑥) ≥ 𝑚𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑞. (7)

При порушеннi даної умови критерiй є недопустимим i повинен бути виклю-
ченим з розгляду. Якщо на деякий з критерiїв 𝜅𝑙 додаткової умови не накладено,
то вiдповiдне обмежуюче значення 𝑚𝑙 = 0.

Задача знаходження оптимального розв’язку з додатковими обмеженнями
допустимостi i вимогою знаходження оптимального розв’язку, який дозволяє
знаходити максимально можливе значення допустимого критерiю якнайбiль-
шого рангу, є задачею лексикографiчної оптимiзацiї з альтернативними крите-
рiями ([2]). Тобто задачею

max 𝐿𝑐 (𝑥) , 𝑥 ∈ 𝑋, (8)

де 𝑋 — це множина допустимих розв’язкiв 𝑋 доповнена обмеженнями допусти-
мостi критерiїв.

У [2] доведено, що задача лексикографiчної оптимiзацiї з альтернативними
критерiями (8) може бути зведена до задачi максимiзацiї

𝑧 (𝑥) =

𝑞∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝑐𝑖 (𝑥) → max, (9)

на допустимiй множинi, що задається обмеженнями

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗 ≤ 𝑏𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚, (10)
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𝑥𝑗 ≥ 𝜌𝑗, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛, (11)

𝑐𝑖 (𝑥) ≥ 𝑚𝑖𝑦𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑞. (12)

𝛼𝑖 = 𝛼𝑖𝑦𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑞, (13)
𝑞∑︁

𝑖=1

𝑦𝑖 = 1, (14)

𝑦𝑖 ∈ {0, 1} , 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑞. (15)

Тут числа 𝛼1, 𝛼1, . . . , 𝛼𝑞 вибрано згiдно з правилами [2–4] так, що функцiонал

𝑓 (𝑥) = 𝛼1𝑐1 (𝑥) + 𝛼2𝑐2 (𝑥) + . . .+ 𝛼𝑞𝑐𝑞 (𝑥) , (16)

задає лексикографiчний порядок вiддачi переваги на множинi крайнiх точок
допустимої множини 𝑋 i розв’язок задачi

max 𝑓 (𝑥) , 𝑥 ∈ 𝑋, (17)

є розв’язком задачi лексикографiчної оптимiзацiї (6).
Змiст змiнних 𝑦𝑗, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑞 задається так

𝑦𝑗 =

{︃
1, якщо вибираємо 𝑗-товий критерiй,

0, якщо не вибираємо 𝑗-товий критерiй,
𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑞. (18)

4. Задача лексикографiчної оптимiзацiї з альтернативними крите-
рiями та iнтервальними обмеженнями допустимостi. Розглянемо ви-
падок, коли, на вiдмiну вiд задачi лексикографiчної оптимiзацiї з альтерна-
тивними критерiями з умовами допустимостi (7), на деякi критерiї 𝜅𝑖, 𝑖 ∈ 𝐻,
накладаються умови допустимостi, що можуть мiстити декiлька iнтервалiв

𝑝𝑖𝑙 ≤ 𝑐𝑖 (𝑥) ≤ ℎ𝑖𝑙, 𝑖 ∈ 𝐻, 𝑙 = 1, 2, . . . , 𝑞𝑖, (19)

де
𝑝𝑖𝑙, ℎ

𝑖
𝑙 ≥ 0, 𝑖 ∈ 𝐻, 𝑙 = 1, 2, . . . , 𝑞𝑖. (20)

Тобто, критерiй 𝜅𝑖, 𝑖 ∈ 𝐻 вважається допустимим, якщо виконується одна
з умов (19). Якщо не виконується жодна з умов (19), то критерiй вважається
недопустимим i повинен бути виключений з подальшого розгляду.

Задачу знаходження оптимального розв’язку з додатковими обмеженнями
допустимостi (19) i вимогою знаходження оптимального розв’язку, який дозво-
ляє знаходити максимально можливе значення допустимого критерiю якнай-
бiльшого рангу, назвемо задачею лексикографiчної оптимiзацiї з альтернатив-
ними критерiями з iнтервальними обмеженнями допустимостi. Позначимо таку
задачу

max 𝐿𝑎𝑙𝑡𝑐 (𝑥) , 𝑥 ∈ 𝑋, (21)

де 𝑋 — множина допустимих розв’язкiв 𝑋доповнена обмеженнями допустимо-
стi (19).

Нехай числа 𝛼1, 𝛼1, . . . , 𝛼𝑞, як i ранiше вибрано згiдно з правилами [2] так, що
функцiонал (16) задає лексикографiчний порядок вiддачi переваги на множинi

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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крайнiх точок допустимої множини 𝑋. Змiннi 𝑦𝑗, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑞 задаються, як
у (18).

Розглянемо задачу

𝑔 (𝑥) = 𝛼1𝑐1 (𝑥) + 𝛼2𝑐2 (𝑥) + . . .+ 𝛼𝑞𝑐𝑞 (𝑥) → max, (22)

на допустимiй множинi, що задається обмеженнями

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗 ≤ 𝑏𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚, (23)

𝑥𝑗 ≥ 𝜌𝑗, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛, (24)

𝑝𝑖𝑙𝑦
𝑖
𝑙 ≤ 𝑐𝑖 (𝑥) ≤ ℎ𝑖𝑙𝑦

𝑖
𝑙 + (1− 𝑦𝑖𝑙)𝑐

sup
𝑖 , 𝑖 ∈ 𝐻, 𝑙 = 1, 2, . . . , 𝑞𝑖, (25)

𝑦𝑖 ≤
𝑞𝑖∑︁
𝑙=1

𝑦𝑖𝑙 , 𝑖 ∈ 𝐻, (26)

𝛼𝑖 = 𝛼𝑖𝑦𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑞, (27)
𝑞∑︁

𝑖=1

𝑦𝑖 = 1, (28)

𝑦𝑖 ∈ {0, 1} , 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑞, (29)

𝑦𝑖𝑙 ∈ {0, 1} , 𝑖 ∈ 𝐻, 𝑙 = 1, 2, . . . , 𝑞𝑖. (30)

Величини 𝑐sup𝑖 , 𝑖 ∈ 𝐻 — верхня межа значень критерiальної функцiї критерiю
𝜅𝑖 на множинi допустимих розв’язкiв 𝑋.

Теорема 1. Розв’язок задачi (22)–(30) є розв’язком задачi (21).

Доведення. Проведемо доведення методом вiд супротивного. Нехай 𝑥* —
оптимальний розв’язок задачi (22)–(30) i вiн вiдповiдає допустимому критерiю
𝜅𝑙

*
зi значенням критерiальної функцiї 𝑐𝑙* . Припустимо, що вiн не розв’язком

задачi лексикографiчної оптимiзацiї з альтернативними критерiями з iнтерваль-
ними обмеженнями допустимостi (21). Тобто iснує такий допустимий критерiй
𝜅𝑘 з оптимальним розв’язком 𝑥̂𝑘 ∈ 𝑋 i значенням 𝑐𝑘, що 𝑘 < 𝑙* (тобто ранг
критерiю 𝜅𝑘 є вищим за критерiй 𝜅𝑙

*
).

Якщо 𝑥* є оптимальним розв’язком, то вiдповiдне значення 𝑦𝑙* = 1 i 𝛼𝑙* =
𝛼𝑙* . А отже, враховуючи обмеження (25)–(30), одержуємо, що

𝑔 (𝑥*) = 𝛼𝑙*𝑐𝑙* (𝑥
*) .

Аналогiчно, якщо припустити, що критерiй 𝜅𝑘 є допустимим у 𝑥̂𝑘 ∈ 𝑋, то
𝑦𝑘 = 1 i 𝛼𝑘 = 𝛼𝑘. Тодi

𝑔
(︀
𝑥̂𝑘
)︀
= 𝛼𝑘𝑐𝑘

(︀
𝑥̂𝑘
)︀
.

Враховуючи вибiр коефiцiєнтiв 𝛼1, 𝛼1, . . . , 𝛼𝑞, одержуємо

𝑔
(︀
𝑥̂𝑘
)︀
> 𝑔 (𝑥*) .

Одержане протирiччя доводить теорему.
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За умови, коли потрiбно знайти оптимальний розв’язок з використанням 𝑟
допустимих критерiїв якнайвищого рангу, обмеження (28) повинно бути замi-
нено обмеженням

𝑞∑︁
𝑖=1

𝑦𝑖 = 𝑟. (31)

У випадку, коли обмеження ставиться тiльки на допустимiсть критерiїв, а
не на їх кiлькiсть, то обмеження (28) повинно бути виключено з розгляду.

5. Висновки. У роботi розглянуто один з випадкiв, коли у задачi лекси-
кографiчної оптимiзацiї на деякi з критерiїв накладено умови допустимостi з
iнтервальними обмеженнями. Наявнiсть такого роду обмежень не дозволяє за-
стосувати вiдомi ефективнi методи лексикографiчної оптимiзацiї. Для знахо-
дження розв’язкiв запропоновано пiдхiд, заснований на використаннi коефiцi-
єнтiв додатної лiнiйної згортки критерiїв, якi дозволяють будувати скалярнi
згортки критерiїв, що наводять порядок вiддачi переваги, еквiвалентний лекси-
кографiчному на множинi крайнiх точок допустимої множини. Такий пiдхiд
дозволяє зводити розглядувану задачу до задачi скалярної оптимiзацiї i засто-
сувати вiдомi ефективнi методи.
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Bryla A. Yu., Kuzka O. I., Pohoriliak O. O. The Lexicographic Optimization
Problem with alternative criteria and interval admissibility conditions.

The Lexicographic Multi-Criteria Optimization Problem with additional criteria’s ad-
missibility conditions is considered. The admissibility conditions are satisfied if the cri-
terion’s value belongs to one of the predetermined intervals. To solve the problem an
approach of finding optimal solutions by reducing them to scalar optimization problems
using the appropriate coefficients of the weighted convolution of criteria is proposed.

Keywords: Multi-Criteria Optimization Problem, Lexicographic Optimization Problem,
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СИНТЕЗ КОМБIНОВАНОЇ НЕЙРОМЕРЕЖЕВОЇ МОДЕЛI
ПРОГНОЗУВАННЯ

В роботi запропоновано метод побудови комбiнованої моделi для прогнозування
часових рядiв. У роботi розглянутi класичнi базовi моделi прогнозування i на їх осно-
вi будується комбiнована модель, яка допускає нейромережеву реалiзацiю. Множина
базових моделей э динамiчною, тобто у цю множину можуть вноситися новi моде-
лi прогнозування, можуть видалятися моделi залежно вiд властивостей часових ря-
дiв. Для синтезу комбiнованої моделi прогнозування з заданим кроком прогнозу, на
початку визначається оптимальний крок передiсторiї. Будується функцiонал i для
фiксованого кроку прогнозу методом авторегресiї визначається оптимальний крок пе-
редiсторiї, що визначає промiжок часу на якому проводиться аналiз точностi моделей
з базової множини. У процесi побудови комбiнованої моделi для кожної базової моделi
визначається ваговий коефiцiєнт з яким вона входить у комбiновану модель. Ваговi
коефiцiєнти базових моделей визначаються на пiдставi їх точностi прогнозування на
часовому перiодi, визначеного кроком передiсторiї. Ваговi коефiцiєнти вiдображають
мiру впливу базових моделей на точнiсть прогнозування комбiнованої моделi. Пiсля
побудови комбiнованої моделi проводиться її навчання та визначаються тi базовi мо-
делi, якi будуть внесенi в остаточну комбiновану модель прогнозування. Внаслiдок
такого пiдходу, як показують конкретнi приклади, у багатьох випадках вдалося iсто-
тно покращити точнiсть прогнозування комбiнованої моделi.

Ключовi слова: часовий ряд, модель прогнозування, навчання, комбiнована модель,
крок прогнозу.

1. Вступ. Ринкова сфера дiяльностi широко застосовує прогнозування, що
покращує планування виробничих потужностей i фiнансових можливостей пiд-
приємств. Створення вiдповiдних економiко-математичних моделей, обумовлює
ефективне використання наявних ресурсiв у процесi виробництва i надання по-
слуг.

У визначеннi стратегiй розвитку пiдприємств важливу роль вiдiграє обчи-
слення прогнозiв економiчних i фiнансових показникiв та чинникiв. Достатньо
щоб була вiдома достовiрна iнформацiя про дiяльнiсть пiдприємства в минуло-
му, для того щоб отримати потрiбнi прогнози на майбутнє, для цього можна
застосовувати рiзнi методи прогнозування. Найважливiшим у виборi методу є
мета й деталiзацiї прогнозних чинникiв i середовища. Вибiр методу i моделi,
якi використовуються для прогнозування залежать також вiд внутрiшнiх зако-
номiрностей часових рядiв та вiд зовнiшнiх впливових факторiв. Наведений в
роботi метод синтезу нейромережi для прогнозування сприяє у вирiшеннi про-
блеми знаходження «найефективнiшої» моделi, що будується на основi базових
моделей.

В процесi проведення даного дослiдження, поряд з загальнонауковими мето-
дами були використанi вiдомi методи прогнозування часових рядiв, серед яких
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авторегресiйна модель [1], метод найменших квадратiв i найменших квадратiв
з вагами [2], метод експоненцiйного згладжування (метод Брауна) [3], методи
екстраполяцiї [4].

Проблемам прогнозування кiлькiсних показникiв рiзних процесiв та явищ на
основi ретроспективних даних, якi знайшли своє вiдображення у часових рядах,
присвячено ряд сучасних наукових дослiджень. В основi таких дослiджень ле-
жать рiзнi концепцiї. В [5, 6, 7] виконано порiвняльний аналiз основних моделей
машинного навчання для прогнозування часових рядiв.

Основу сучасних дослiджень становлять гiбриднi прогнозуючi моделi, в яких
в рiзний спосiб поєднано декiлька методiв прогнозування [8, 9]. Застосування
таких моделей часто дозволяє покращувати точнiсть прогнозу шляхом врахува-
ння особливостей часових рядiв. В [10, 11] розроблено метод синтезу прогнозую-
чої схеми на основi базових прогнозуючих моделей, який дозволяє для кожного
конкретного часового ряду в автоматизованому режимi визначити результати
прогнозування методами, якi забезпечують мiнiмiзацiю похибки прогнозування
в заданiй системi базисних моделей. Робота [12] присвячена розробцi еволю-
цiйного методу для прогнозування часових рядiв, застосування якого дозволяє
покращити якiсть прогнозу, в порiвняннi з моделями прогнозування, якi вклю-
ченi в базову прогнозуючу модель. Також, для прогнозування пропонується
застосовувати динамiчну обчислювальну систему нейронних мереж [13, 14].

Проведений аналiз сучасних наукових джерел дає пiдстави стверджувати,
що актуальною є розробка нових моделей прогнозування, якi б дозволяли на
основi реалiзацiї iдеї «конкуренцiї» базових прогнозних моделей отримувати
бiльш точнi результати прогнозу для конкретних часових рядiв.

2. Визначення прiоритетiв базових моделей прогнозування i побу-
дова прогнозуючої нейромережi. Нехай 𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑡, . . . , 𝑣𝑛 часовий
ряд, що вiдповiдає послiдовнiстю значень виробничого або фiнансового пока-
зника деякого пiдприємства, 𝑣𝑡 — значення дослiджуваного показника у момент
часу 𝑡, а 𝑛 — число реалiзацiй даного показника.

Прогнозне значення 𝑣𝑡 показника 𝑣𝑡 у момент часу 𝑡 можна записати так:

𝑣𝑡 = 𝑓 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑟, 𝑣𝑡−1, . . . , 𝑣𝑡−𝑘, 𝑡) ,

де 𝑎1, . . . , 𝑎𝑟 — параметри моделi, 𝑘 — глибина передiсторiї. Для знаходження
параметрiв 𝑎1, . . . , 𝑎𝑟, як правило будується функцiонал

𝐿(𝑎1, . . . , 𝑎𝑟) =
𝑛∑︁

𝑡=𝑘+1

(𝜈𝑡−̃︀𝜈𝑡)2,
i мiнiмiзацiя цього функцiоналу проводиться методом найменших квадратiв.
Пiсля знаходження 𝑎*1, . . . , 𝑎*𝑟 параметрiв 𝑎1, . . . , 𝑎𝑟, якi мiнiмiзують фун-
кцiонал 𝐿, отриманi оптимальнi параметри прогнозування часового ряду 𝜈𝑡 для
моделi 𝑓 . В залежностi вiд типу функцiй 𝑓 маємо рiзнi оптимальнi моделi про-
гнозування часового ряду.

Перед побудовою нейромережi для заданого кроку прогнозу 𝜏 методом авто-
регресiї знаходимо оптимальний крок передiсторiї 𝑘*𝜏 [11]. Пiсля визначення 𝑘

*
𝜏

для фiксованого 𝜏 = 𝜏0 розглянемо рiзнi моделi прогнозування𝑀1, 𝑀2, . . . , 𝑀𝑞

часового ряду з кроком прогнозу 𝜏 на часовому перiодi 𝑛 − 𝑘*𝜏 + 1, 𝑛 − 𝑘*𝜏 +
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2, . . . , 𝑛. На основi отриманих результатiв прогнозу за вищенаведеними мето-
дами побудуємо наступну таблицю

Таблиця 1.
Прогнознi значення часового ряду вiдносно рiзних моделей

Моделi про-
гнозування

Прогнознi значення часового ряду за перiод
𝑛− 𝑘*𝜏 + 1, 𝑛− 𝑘*𝜏 + 2, . . . , 𝑛

𝑣𝑛−𝑘*𝜏+1 𝑣𝑛−𝑘*𝜏+2 · · · 𝑣𝑛
𝑀1 𝑣

(1)
𝑛−𝑘*𝜏+1 𝑣

(1)
𝑛−𝑘*𝜏+2

· · · 𝑣
(1)
𝑛

𝑀2 𝑣
(2)
𝑛−𝑘*𝜏+1 𝑣

(2)
𝑛−𝑘*𝜏+2

· · · 𝑣
(2)
𝑛

...
...

...
. . .

...
𝑀𝑞 𝑣

(𝑞)
𝑛−𝑘*𝜏+1 𝑣

(𝑞)
𝑛−𝑘*𝜏+2

· · · 𝑣
(𝑞)
𝑛

У кожному стовпчику 𝑣𝑛−𝑘*𝜏+1, 𝑣𝑛−𝑘*𝜏+2, . . . , 𝑣𝑛 Таблицi 1 знаходимо най-
менше квадратичне вiдхилення мiж прогнозними i фактичними значеннями
вiдповiдних членiв часового ряду. Математично це можна записати так:

Нехай

𝑗1 = 𝑛− 𝑘*𝜏 + 1, 𝜀1 = min

{︂(︁
𝑣𝑗1 − 𝑣

(1)
𝑗1

)︁2
,
(︁
𝑣𝑗1 − 𝑣

(2)
𝑗1

)︁2
, . . . ,

(︁
𝑣𝑗1 − 𝑣

(𝑞)
𝑗1

)︁2}︂
,

𝑗2 = 𝑛− 𝑘*𝜏 + 2, 𝜀2 = min

{︂(︁
𝑣𝑗2 − 𝑣

(1)
𝑗2

)︁2
,
(︁
𝑣𝑗2 − 𝑣

(2)
𝑗2

)︁2
, . . . ,

(︁
𝑣𝑗2 − 𝑣

(𝑞)
𝑗2

)︁2}︂
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑗(𝑘*𝜏 ) = 𝑛, 𝜀𝑘*𝜏 = min
{︁(︀
𝑣𝑛 − 𝑣(1)𝑛

)︀2
,
(︀
𝑣𝑛 − 𝑣(2)𝑛

)︀2
, . . . ,

(︀
𝑣𝑛 − 𝑣(𝑞)𝑛

)︀2}︁
.

Визначимо множини 𝐼1, 𝐼2, . . . , 𝐼𝑘*𝜏 наступним чином:

𝐼1 =

{︂
𝑖 ∈ {1, 2, . . . , 𝑞} |𝜀1 =

(︁
𝑣𝑗1 − 𝑣

(𝑖)
𝑗1

)︁2}︂
,

𝐼2 =

{︂
𝑖 ∈ {1, 2, . . . , 𝑞} |𝜀2 =

(︁
𝑣𝑗2 − 𝑣

(𝑖)
𝑗2

)︁2}︂
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝐼𝑘*𝜏 =
{︁
𝑖 ∈ {1, 2, . . . , 𝑞} |𝜀𝑘*𝜏 =

(︀
𝑣𝑛 − 𝑣(𝑖)𝑛

)︀2}︁
,

i побудуємо наступну таблицю
де

𝑎𝑝𝑠 =

{︃
𝛽𝑘*𝜏−𝑠, 𝑂 : 𝐼 > 𝑠 ∈ 𝐼𝑠,

0, 𝑂 : 𝐼 > 𝑠 /∈ 𝐼𝑠,

𝑠𝑝 (𝛽) =

𝑘*𝜏∑︁
𝑗=1

𝑎𝑝𝑗, 0 < 𝛽 < 1, (𝑝 = 1, 2, . . . , 𝑞; 𝑠 = 1, 2, . . . , 𝑘*𝜏 ) .
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Таблиця 2.
Параметри базових моделей прогнозування

Моделi
прогнозування

𝑗1 𝑗2 · · · 𝑗𝑘*𝜏
Результуючий
стовпчик

𝑀1 𝑎11 𝑎12 · · · 𝑎1𝑘*𝜏 𝑆1 (𝛽)
𝑀2 𝑎21 𝑎22 · · · 𝑎2𝑘*𝜏 𝑆2 (𝛽)
...

...
... · · · ...

...
𝑀𝑞 𝑎𝑞1 𝑎𝑞2 · · · 𝑎𝑞𝑘*𝜏 𝑆𝑞 (𝛽)

За допомогою 𝑆𝑝(𝛽) та 𝑆 (𝛽) =
∑︀𝑞

𝑝=1𝑆𝑝(𝛽) визначимо ваговi коефiцiєнти про-
гнозуючих моделей 𝑀𝑝 (𝑝 ≤ 𝑞) з якими вони входять у наступну прогнозуючу
схему

𝑣𝑛+𝜏 =
𝑆1(𝛽)

𝑆(𝛽)
𝑣
(1)
𝑛+𝜏 +

𝑆2(𝛽)

𝑆(𝛽)
𝑣
(2)
𝑛+𝜏 + . . .+

𝑆𝑞(𝛽)

𝑆(𝛽)
𝑣
(𝑞)
𝑛+𝜏 .

За допомогою параметрiв 𝑆𝑝 (𝛽) (𝑝 = 1, 2, . . . , 𝑞) визначимо прiоритети ба-
зових моделей прогнозування наступним чином: модель 𝑀𝑖 має бiльш високiй
прiоритет у прогнозуваннi нiж модель𝑀𝑗 для заданого часового ряду з кроком
прогнозу 𝜏 вiдносно параметра 𝛽, якщо 𝑆𝑖 (𝛽) > 𝑆𝑗 (𝛽).

Алгоритм навчання комбiнованої моделi прогнозування часових
рядiв Нехай 𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑛 часовий ряд. Навчання комбiнованої моделi для про-
гнозування часових рядiв здiйснюємо за наступним алгоритмом:

Крок 1. Задаємо крок прогнозу 𝜏 = 𝜏0.
Крок 2. Методом авторегресiї визначаємо оптимальний крок передiсторiї 𝑘*𝜏 .
Крок 3. Проведемо прогнозування часового ряду вiдносно базових моделей

𝑀1,𝑀2, . . . ,𝑀𝑞 з кроком 𝜏 на перiодi 𝑛−𝑘*𝜏+1, 𝑛−𝑘*𝜏+2, . . ., 𝑛, де 𝑛 — кiлькiсть
членiв в часовому рядi. На основi отриманих результатiв прогнозу вiдносно цих
моделей побудуємо Таблицю 1.

Крок 4. Задаємо 𝑚 точок 𝛽𝑟 = 𝑟
𝑚

(𝑟 = 1, 2, . . . ,𝑚) в iнтервалi (0, 1] i
для кожного фiксованого 𝛽 = 𝛽𝑟 будуємо Таблицю 2. З ненульових елемен-
тiв результуючого стовпчика цiєї таблицi побудуємо упорядковану множину
𝑈𝑟 =

(︀
𝑆𝑟1 (𝛽𝑟) ≥ 𝑆𝑟2 (𝛽𝑟) ≥ . . . ≥ 𝑆𝑟𝑞𝑟 (𝛽𝑟)

)︀
.

Крок 5. Визначимо множину найвпливовiших моделей 𝑈*
𝑟 , якi будуть вклю-

ченi у комбiновану модель вiдносно 𝛽 = 𝛽𝑟. На початку приймемо, що 𝑈*
𝑟 =

= {𝑀𝑟1}. Тодi прогноз проводиться за формулою: 𝑣𝑛+𝜏 = 𝑣
(𝑟1)
𝑛+𝜏 .

Знаходимо значення функцiоналу 𝐻1(𝛽𝑟) :

𝐻1(𝛽𝑟) =

𝑘*𝜏∑︁
𝑖=1

(︁
𝑣𝑗𝑖 − 𝑣

(𝑟1)
𝑗𝑖

)︁2
,

де 𝑗𝑖 = 𝑛− 𝑘*𝜏 + 𝑖.
Задаємо правило включення моделi 𝑀𝑟2 у комбiновану модель.
Розглянемо модель прогнозування:

𝑣𝑛+𝜏 =
𝑆𝑟1(𝛽𝑟)

𝑆(𝛽𝑟)
𝑣
(𝑟1)
𝑛+𝜏 +

𝑆𝑟2(𝛽𝑟)

𝑆(𝛽𝑟)
𝑣
(𝑟2)
𝑛+𝜏 ,
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де 𝑆(𝛽𝑟) = 𝑆𝑟1(𝛽𝑟) + 𝑆𝑟2(𝛽𝑟).
Обчислимо значення функцiоналу 𝐻2(𝛽𝑟):

𝐻2(𝛽𝑟) =

𝑘*𝜏∑︁
𝑖=1

(︂
𝑣𝑗𝑖 −

𝑆𝑟1(𝛽𝑟)

𝑆(𝛽𝑟)
𝑣
(𝑟1)
𝑗𝑖

− 𝑆𝑟2(𝛽𝑟)

𝑆(𝛽𝑟)
𝑣
(𝑟2)
𝑗𝑖

)︂2

.

Якщо 𝐻2(𝛽𝑟) < 𝐻1(𝛽𝑟), тодi модель 𝑀𝑟2 включаємо у множину 𝑈
*
𝑟 , тобто

𝑈*
𝑟 = {𝑀𝑟1}

⋃︁
{𝑀𝑟2} .

Умовою включення моделi 𝑀𝑟3 у множину 𝑈*
𝑟 є виконання нерiвностi

𝐻3(𝛽𝑟) < 𝐻2(𝛽𝑟), де

𝐻2(𝛽𝑟) =

𝑘*𝜏∑︁
𝑖=1

(︂
𝑣𝑗𝑖 −

𝑆𝑟1(𝛽𝑟)

𝑆(𝛽𝑟)
𝑣
(𝑟1)
𝑗𝑖

− 𝑆𝑟2(𝛽𝑟)

𝑆(𝛽𝑟)
𝑣
(𝑟2)
𝑗𝑖

− 𝑆𝑟3(𝛽𝑟)

𝑆(𝛽𝑟)
𝑣
(𝑟3)
𝑗𝑖

)︂2

,

i
𝑆(𝛽𝑟) = 𝑆𝑟1(𝛽𝑟) + 𝑆𝑟2(𝛽𝑟) + 𝑆𝑟3(𝛽𝑟).

Процес побудови множини 𝑈*
𝑟 для кожного 𝑟 продовжуємо до виконання

умов включення моделей iз 𝑈𝑟 (𝑟 = 1, 2, . . . , 𝑞𝑟).
Крок 6. Нехай

𝑈*
𝑟 =

{︀
𝑀𝑟1 ,𝑀𝑟2 , . . . ,𝑀𝑟ℎ𝑟

}︀
i

𝐻𝑟*
ℎ*𝑟
(𝛽𝑟*) = min

{︀
𝐻𝑟ℎ𝑟

(𝛽𝑟) |𝑟 = 1, 2, . . . ,𝑚
}︀
.

Тодi прогнозування проводиться на основi базових моделей множини 𝑈*
𝑟* =

=
{︁
𝑀𝑟*1

,𝑀𝑟*2
, . . . ,𝑀𝑟*

𝑘*𝑟

}︁
за формулою:

𝑣𝑛+𝜏 =
𝑆𝑟*1

(𝛽𝑟*)

𝑆(𝛽𝑟*)
𝑣
(𝑟*1)
𝑛+𝜏 +

𝑆𝑟*2
(𝛽𝑟*)

𝑆(𝛽𝑟*)
𝑣
(𝑟*2)
𝑛+𝜏 + . . .+

𝑆𝑟*
ℎ*𝑟
(𝛽𝑟*)

𝑆(𝛽𝑟*)
𝑣
(𝑟*

ℎ*𝑟
)

𝑛+𝜏 ,

де
𝑆(𝛽𝑟*) = 𝑆𝑟*1

(𝛽𝑟*) + 𝑆𝑟*2
(𝛽𝑟*) + . . .+ 𝑆𝑟*

ℎ*𝑟
(𝛽𝑟*).

Слiд вiдмiтити, що кожна iз базових моделей допускає реалiзацiю одним
нейронним елементом вiдносно 𝜏 i 𝑘*𝜏 . Ваговий вектор нейронного елемента вiд-
повiдної моделi визначається оптимальними значеннями параметрiв 𝜏 i 𝑘*𝜏 , а
його функцiя активацiї реалiзує вiдповiдну прогнозуючу модель.

Синтезована нейронна мережа реалiзує комбiновану модель прогнозування
часових рядiв на основi базових моделей {𝑀1,𝑀2, . . . ,𝑀𝑞} вiдносно 𝜏 i опти-
мальних параметрiв 𝑘*𝜏 i 𝑟

*.
3. Аналiз якостi побудованої нейромережевої моделi прогнозуван-

ня. Важливим етапом прогнозування є верифiкацiя прогнозiв, тобто оцiню-
вання їх точностi та їх обґрунтованостi. На етапi верифiкацiї використовують
рiзнi критерiї, якi дають можливiсть оцiнити якiсть прогнозу.

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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Для оцiнки якостi прогнозу побудованої нейромережевої моделi застосову-
вали критерiю МRЕ (Mean Relative Error) – середня вiдносна похибка. МRЕ
визначається за формулою:

𝑀𝑅𝐸 =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑡=1

⃒⃒⃒⃒
𝑣𝑡 − 𝑣𝑡
𝑣𝑡

⃒⃒⃒⃒
,

де 𝑣𝑡 — значення часового ряду у момент часу 𝑡; 𝑣𝑡 — прогнозне значення 𝑣𝑡.
Середню вiдносну похибку (МRЕ) можна використовувати для порiвняння

двох (або бiльше) рiзних прогнозiв одного й того ж часового ряду: кращим
вважається той прогноз, у якого значення MRE є меншим.

За критерiєм середньої вiдносної похибки оцiнимо якiсть прогнозу нейроме-
режi шляхом порiвняння її результатiв з результатами класичних прогнозуючих
моделей:𝑀1 — авторегресiї,𝑀2 — метод найменших квадратiв,𝑀3 — метод най-
менших квадратiв з вагами,𝑀4 — метод Брауна,𝑀5 — метод екстраполяцiї,𝑀6

— складний метод екстраполяцiї.
Ефективнiсть прогнозу побудованої нейромережi показано на даних чисель-

ностi наявного населення (за оцiнкою) в Українi у 2015–2019 роках [15].
Результати прогнозу моделей 𝑀1, 𝑀2, 𝑀3, 𝑀4, 𝑀5, 𝑀6 i комбiнованої нейро-

мережi наводяться у наступних таблицях:

Таблиця 3.
Чисельнiсть населення України 2015–2019 роках (якiсть прогнозу з кроком

𝜏 = 1)

Метод
авто-
регре-
сiї
𝑀1

Метод
най-
мен-
ших
ква-
дратiв
𝑀2

Метод
най-
мен-
ших
ква-
дратiв
з

вагами
𝑀3

Метод
Брау-
на
𝑀4

Комбiно-
вана
модель

Реальнi
данi

Прогно-
зоване
значення

41,884 41,888 43,068 52,745 40,579 41,09

Параметри, якi були використанi для синтезу нейромережi:

𝑛 = 5; 𝑘*𝜏 = 2.

Для методу найменших квадратiв та найменших квадратiв з вагами функцiя
для апроксимацiї тренда визначається за формулою:

𝑤𝑡 =
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝑡
𝑖−1
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Рис. 1. Рис. 1. Прогнозування чисельностi населення України 2020 року.
Форма 1.

Таблиця 4.
Чисельнiсть населення України 2015-2019 роках (якiсть прогнозу з кроком

𝜏 = 1)

Метод
екстрапо-
ляцiї 𝑀5

Складний
метод

екстрапо-
ляцiї 𝑀6

Комбiнована
модель

Реальнi
данi

Прогнозоване
значення

42,008 41,888 40,695 41,09

Рис. 2. Прогнозування чисельностi населення України 2020 року. Форма 2.

Параметри для синтезу нейромережi:

𝑛 = 5; 𝑘*𝜏 = 3; 𝛽 = 0,4.

Проаналiзувавши данi останнiх таблиць бачимо, що найбiльш оптимальне
прогнозоване значення, а отже i найменшу середню вiдносну похибку, має по-
будована нейромережева модель.

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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4. Висновки та перспективи подальших дослiджень. В цiй роботi
розроблено метод синтезу нейромережевої моделi для прогнозування часових
рядiв на основi базових моделей прогнозування, якi допускають зображення в
нейробазисi. На етапi синтезу нейромережi для заданого кроку прогнозу визна-
чається оптимальний крок передiсторiї i прiоритети базових моделей за якiстю
прогнозу.

Ефективнiсть прогнозу побудованої нейромережевої моделi прогнозування
було показано на реальних показниках кiлькостi населення України за п’ять
рокiв. Для оцiнки якостi прогнозу нейромережi i для її порiвняння з iншими
моделями прогнозування було вибрано критерiї МRЕ. Отриманi в роботi ре-
зультати показують, що згiдно цьому критерiю найвищу точнiсть прогнозу має
нейромережа, побудована на основi комбiнованої моделi.
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Hlahola V. Yu. Synthesis of the combined neural network forecasting model.

The paper proposes a method of building a combined model for forecasting time series.
In the work, classic basic models of forecasting are considered and a combined model is
built on their basis, which allows neural network implementation. The set of basic models
is dynamic, that is, new forecasting models can be added to this set, models can be deleted
depending on the properties of the time series. For the synthesis of a combined forecasting
model with a given forecast step, the optimal step of the background history is determined
at the beginning. A functional is built, and for a fixed step of the forecast, the optimal
step of the history is determined by the autoregression method, which determines the
time interval during which the analysis of the accuracy of the models from the base set is
carried out. In the process of building a combined model, the weight factor with which
it is included in the combined model is determined for each basic model. The weighting
coefficients of the basic models are determined on the basis of their forecasting accuracy
in the time period determined by the history step. The weighting coefficients reflect the
degree of influence of the base models on the forecasting accuracy of the combined model.
After the combined model is built, it is trained and the basic models that will be included
in the final combined forecasting model are determined. As a result of this approach,
as concrete examples show, in many cases it was possible to significantly improve the
forecasting accuracy of the combined model.

Keywords: time series, forecasting model, training, combined model, step forecast.
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ПРОГНОЗУВАННЯ ВИДОБУТКУ НАФТИ В УКРАЇНI ЗА
ДОПОМОГОЮ АДАПТИВНИХ МОДЕЛЕЙ

У статтi розглянуто моделювання життєвого циклу видобутку нафти. Проаналiзо-
вано сутнiсть, переваги й недолiки цих пiдходiв. Авторами розв’язано задачу апрокси-
мацiї методами математичного моделювання: експоненцiйного вирiвнювання, Хольта
та прогнозування на основi нейромережевих технологiй. У роботi надано класифiкацiю
цих методiв, зазначено важливiсть їх застосування з метою знаходження ефективних
шляхiв розв’язку проблем розвитку промислового комплексу та первинного сектору
економiки України, базовою складовою якої є видобувна галузь.

Розглянуте моделювання життєвих циклiв видобутку нафти дає можливiсть вiд-
образити прогноз у виглядi трикутного нечiткого числа, тобто вказати можливi очi-
куванi значення. Адаптивнi моделi прогнозування — це моделi, якi використовують
дисконтування даних i можуть швидко пристосовуватись до змiни умов, змiнюючи
свою структуру та параметри.

Метод експоненцiйного вирiвнювання ґрунтується на тому, що при прогнозуваннi
ряд динамiки показникiв вирiвнюється на основi зваженої ковзної середньої, де ваговi
коефiцiєнти визначаються експоненцiйним законом розподiлу. Для прогнозування на
основi нейромережевих технологiй використана нейронна мережа Feed-forward back
propagation, що мiстить три прошарки нейронiв — вхiдний, промiжний та вихiдний. У
роботi показано, що найменше прогнозоване значення одержується при застосуваннi
методу експоненцiйного вирiвнювання, дещо бiльше при застосування методу Хольта
i найбiльше при використаннi нейронних мереж.

Ключовi слова: життєвий цикл, прогнозування, видобуток нафти, модель Хольта,
штучнi нейроннi мережi, метод експоненцiйного вирiвнювання.

1. Вступ. Енергетичний комплекс України є ключовим елементом її економiки
та важливою галуззю для забезпечення життєвого рiвня населення та розви-
тку промисловостi. Зокрема, енергетика забезпечує роботу мiст та сiл, працю
пiдприємств та iндустрiї, а також опалення житлових будинкiв.

На жаль, Україна стикається з проблемами у галузi енергетики, зокрема за-
лежнiстю вiд iмпорту енергоносiїв, високими тарифами на електроенергiю для
населення та промисловостi, застарiлою технiкою виробництва електроенергiї
та недостатньою ефективнiстю енергосистеми.

Однак, Україна має потенцiал для розвитку вiдновлюваної енергетики, зокре-
ма сонячної та вiтрової, що може зменшити залежнiсть вiд iмпорту енергоносiїв
та знизити витрати на енергiю для населення та промисловостi.
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Крiм того, розвиток енергоефективностi та використання новiтнiх техноло-
гiй виробництва енергiї може допомогти зменшити негативний вплив на навко-
лишнє середовище та забезпечити стале економiчне зростання країни.

Отже, розвиток енергетичного комплексу України є важливою задачею, яка
вимагає комплексного пiдходу та залучення iнвестицiй для впровадження новi-
тнiх технологiй та забезпечення сталого розвитку країни.

Надзвичайно важливою задачею для забезпечення сталого розвитку еко-
номiки країни та її енергетичної безпеки є пiдтримання позитивної динамiки
обсягiв видобутку нафти в Українi, яка використовується як основне джерело
енергiї для виробництва електроенергiї, опалення та транспорту. Нафтопере-
робнi пiдприємства є одними з найбiльших промислових об’єктiв країни, якi
забезпечують значну кiлькiсть робочих мiсць i надходжень до бюджету.

Промисловий комплекс є однiєю з основних галузей нацiональної економiки,
його розвиток має важливе значення для забезпечення стiйкого економiчного
зростання країни. У науковiй лiтературi з питань розвитку промислового ком-
плексу України можна вiдзначити працi таких вчених, як О. I. Амоша, В. П.
Вишневський, I. О. Галиця, М. О. Кизим, Ю. В. Кiндзерський, О. Й. Лесько,
А. Д. Олiйник, О. В. Пирог, I.В. Причепа, В. Є. Хаустова, А. В. Шевченко,
Т. М. Юсупова, М. Ю. Сушко, М. М. Якубовський та iн. [1, 2]. Усi цi дослiдже-
ння спрямованi на вдосконалення практичних рекомендацiй з питань розвитку
промисловостi, її пiдвищення конкурентоспроможностi та ефективностi. В цi-
лому, науковий пiдхiд до проблем розвитку промислового комплексу України
може допомогти знайти ефективнi шляхи для вирiшення складних завдань,
пов’язаних зi зниженням обсягiв виробництва. Використання математичної мо-
делi у прогнозуваннi видобутку нафти є необхiдним i ефективним iнструментом
для визначення майбутнiх обсягiв виробництва та вирiшення ряду економiчних
та технiчних завдань. Моделювання дозволяє побудувати математичну модель
на основi наявних даних та встановити залежностi мiж факторами, якi впли-
вають на процес видобутку нафти.

Засновниками засад використання апарату адаптивного моделювання соцiа-
льно-економiчних процесiв є Г. Браун [3], А. Тейл, С. Вейдж [4], П. Вiнтерса [5].
Тема адаптивного моделювання виробничих процесiв та прогнозування еконо-
мiчних показникiв пiдприємства є актуальною як на мiжнародному, так i на
внутрiшньому рiвнях. Чимало вiтчизняних та закордонних учених займаються
дослiдженням цiєї теми з метою вдосконалення методiв та пiдвищення ефектив-
ностi їх застосування у практичнiй дiяльностi., зокрема: Т. С. Клебанова, В. М.
Геєць, Н. А. Кiзима, В. В. Давнiс, В. Тiнякова, Н. В. Климович, О. Г. Нiколаєва
та iншi [6, 7]. Результати дослiджень цих учених дозволяють удосконалювати
методи адаптивного моделювання та застосовувати їх для прогнозування еконо-
мiчних показникiв пiдприємств, пiдвищення ефективностi виробничих процесiв
та рацiонального використання ресурсiв.

2. Постановка задачi. Математичне моделювання є перспективним на-
прямом сучасних дослiджень, воно ефективно використовується в багатьох га-
лузях: науцi, технiцi, економiцi, соцiологiї та iнших сферах (див., наприклад
[8–11]).

Математичнi моделi дозволяють вiдтворити й аналiзувати рiзнi процеси та
явища, що допомагає зрозумiти їх поведiнку, зробити прогнози та приймати
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обґрунтованi рiшення.
Основною задачею моделювання видобутку нафти є розробка математичної

моделi, яка б дозволяла прогнозувати майбутнi обсяги видобутку з високою то-
чнiстю на основi статистичних даних про минулий видобуток та iншi фактори,
що впливають на цей процес. Для побудови моделi можна використовувати рiзнi
методи, такi як регресiйний аналiз, часовi ряди, нейроннi мережi тощо. Пiсля
побудови моделi можна здiйснити її верифiкацiю, тобто перевiрку її точностi та
адекватностi на основi порiвняння прогнозованих значень з реальними даними.

Отримана модель може бути використана для прогнозування майбутнiх об-
сягiв видобутку нафти, що дає змогу зробити ефективнi рiшення з планування
виробничих процесiв, оптимiзацiї витрат на експлуатацiю обладнання та пла-
нування розвитку нафтового господарства.

Мета статтi полягає у прогнозуваннi життєвого циклу видобутку нафти з
використанням методiв математичного моделювання, а саме адаптивних моде-
лей i нейромережевого пiдходу, а також порiвняннi вибраних методiв.

Метою цiєї статтi є застосування методiв математичного моделювання,
таких як адаптивнi моделi та нейромережевий пiдхiд, для прогнозування жит-
тєвого циклу видобутку нафти та порiвняння ефективностi обраних методiв.

3. Основний результат. При розробленнi стратегiчних програм розвитку
нафтовидобувної промисловостi України потрiбнi науково обґрунтованi прогно-
зи динамiки показникiв, що характеризують дану галузь економiки. Такi про-
гнози дають можливiсть виявити тенденцiї в розвитку цiєї галузi, що необхiдно
для ефективного стратегiчного планування.

Для одержання прогнозiв обсягiв видобування нафти в Українi на 2023–2024
роки вибрано три методи прогнозування: метод експоненцiйного вирiвнювання,
метод Хольта та прогнозування на основi нейромережевих технологiй. Одер-
жанi результати дають можливiсть вiдобразити прогноз у виглядi трикутного
нечiткого числа, тобто вказати можливi очiкуванi значення даного показника
разом iз вiдповiдними значеннями функцiї належностi.

Iнформацiйною базою прогнозування є вiдомi значення обсягiв видобування
нафти в Українi протягом ретроспективного перiоду вiд 2003 до 2020 року [12].
Позначимо цi обсяги через 𝑥(𝑡), де 𝑡 — порядковий номер року в ретроспектив-
ному перiодi. Значення величини 𝑥(𝑡) наведено в таблицi 1.

Модель Хольта являє собою адаптивну модель, що включає два параметри
— коефiцiєнт 𝛼 згладжування ряду та коефiцiєнт 𝛽 згладжування тренду. При
прогнозуваннi на основi моделi Хольта для кожного року ретроспективного пе-
рiоду обчислюється значення функцiй 𝑔(𝑡) та 𝑟(𝑡) за допомогою рiвностей

𝑔 (𝑡) = 𝛼𝑥 (𝑡) + (1− 𝛼)(𝑔 (𝑡− 1) + 𝑟(𝑡− 1),

𝑟 (𝑡) = 𝛽 (𝑔 (𝑡)− 𝑔 (𝑡− 1)) + (1− 𝛽)𝑟(𝑡− 1).

При цьому вважається, що при 𝑡 = 1 мають мiсце рiвностi 𝑔 (1) = 𝑥 (1) , 𝑟 (1) =
0.

𝑥𝑖 (𝑇 + 𝑗) = 𝑔𝑖 (𝑇 ) + 𝑗𝑟𝑖(𝑇 ).

Очiкуванi значення обсягiв видобування нафти в прогнозному перiодi ви-
значаємо iз рiвностi

𝑥 (𝑇 + 𝑗) = 𝑔 (𝑇 ) + 𝑗𝑟(𝑇 ),

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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Таблиця 1.
Видобуток нафти в Українi протягом 2003–2020 рокiв.

𝑡 Рiк Видобуто нафти
1 2003 2.8
2 2004 3
3 2005 3.1
4 2006 3.3
5 2007 3.3
6 2008 3.2
7 2009 2.9
8 2010 2.6
9 2011 2.4
10 2012 2.3
11 2013 2.2
12 2014 2
13 2015 1.8
14 2016 1.6
15 2017 1.5
16 2018 1.6
17 2019 1.7
18 2020 1.7

де 𝑇 — тривалiсть ретроспективного перiоду (𝑇 = 18), 𝑗 — номер року в прогно-
зному перiодi, 𝑥 (𝑇 + 𝑗)— очiкуване значення показника в 𝑗-тий рiк прогнозного
перiоду.

Для оцiнювання точностi прогнозу визначаємо для кожного року ретроспе-
ктивного перiоду, починаючи вiд другого, визначаємо абсолютну похибку про-
гнозу на один перiод за формулою

∆(𝑡) = 𝑥 (𝑡)− 𝑔 (𝑡)− 𝑟(𝑡) та 𝛿𝑖 (𝑡) =
∆2

𝑖 (𝑡)

𝑥2𝑖
.

Точнiсть прогнозу оцiнюється величиною

𝜆 = 1−
∑︀𝑇

𝑡=2 𝛿(𝑡)

𝑇 − 1
, де 𝛿 (𝑡) =

∆2(𝑡)

𝑥2(𝑡)
.

Значення коефiцiєнтiв 𝛼 та 𝛽 пiдбираються емпiрично. Приймаються такi
їх величини, для яких оцiнка 𝜆 точностi прогнозу є найвищою. Нами вибрано
значення 𝛼 = 0.9, 𝛽 = 0.9, при яких 𝜆 = 99.67%. Результати прогнозування
вiдображенi в таблицi 2.

Таким чином використання моделi Хольта дає можливiсть зробити висновок,
що видобування нафти в Українi в 2023 та 2024 роках дещо зросте порiвняно
iз 2020 роком, але не досягне рiвня 2014 року. В 2023 роцi очiкуване значення
обсягу видобування складає 1.78836, а в 2024 роцi 1.81426.

Метод експоненцiйного вирiвнювання дає можливiсть при прогнозованнi ди-
намiки показникiв надавати переважного значення новiшим даним. Ряд дина-
мiки, що мiстить статистичнi данi, вирiвнюється на основi зваженої ковзної
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Таблиця 2.
Визначення очiкуваних обсягiв видобування нафти в Українi методом Хольта.

Рiк 𝑡 𝑥(𝑡) 𝑔(𝑡) 𝑟(𝑡) 𝑗 𝑥(𝑇 + 𝑗) 𝑔(𝑡) + 𝑟(𝑡) Δ(𝑡) 𝛿(𝑡) 𝜆
Ретроспективний перiод

2003 1 2.8 2.8 0.00000 2.8

99.67%

2004 2 3 2.98 0.16200 2.8 0.20000 0.00444

2005 3 3.1 3.10 0.12798 3.14200 -0.04200 0.00018

2006 4 3.3 3.29 0.18291 3.23218 0.06782 0.00042

2007 5 3.3 3.32 0.04025 3.47613 -0.17613 0.00285

2008 6 3.2 3.22 -0.08762 3.35786 -0.15786 0.00243

2009 7 2.9 2.92 -0.27243 3.12817 -0.22817 0.00619

2010 8 2.6 2.61 -0.31324 2.65038 -0.05038 0.00038

2011 9 2.4 2.39 -0.22560 2.29179 0.10821 0.00203

2012 10 2.3 2.29 -0.11510 2.16358 0.13642 0.00352

2013 11 2.2 2.20 -0.09182 2.17126 0.02874 0.00017

2014 12 2 2.01 -0.17712 2.10531 -0.10531 0.00277

2015 13 1.8 1.80 -0.20418 1.83341 -0.03341 0.00034

2016 14 1.6 1.60 -0.20350 1.59916 0.00084 0.00000

2017 15 1.5 1.49 -0.11960 1.39641 0.10359 0.00477

2018 16 1.6 1.58 0.06667 1.37004 0.22996 0.02066

2019 17 1.7 1.69 0.11229 1.64367 0.05633 0.00110

2020 18 1.7 1.71 0.02590 1.80666 -0.10666 0.00394

Прогнозний перiод

2021 1 1.73656

2022 2 1.76246

2023 3 1.78836

2024 4 1.81426

середньої, де ваговi коефiцiєнти визначаються експоненцiйним законом розпо-
дiлу. Для апроксимацiї показника обсягу видобування нафти обираємо полiном
третього ступеню 𝑤𝑡 = 𝜂0+𝜂1𝑡+𝜂2

𝑡2

2!
Коефiцiєнти 𝜂0, 𝜂1, 𝜂2 визначаємо такими,

щоб величина суми квадратiв вiдхилень
∑︀𝑇

𝑡=1(𝑥 (𝑡)−𝑤𝑡)
2 реальних значень 𝑥(𝑡)

рiчних обсягiв видобування нафти вiд апроксимованих значень 𝑤𝑡 стала мiнi-
мальною. Емпiричним шляхом пiдбираємо значення коефiцiєнта 𝛾 ∈ [0.2; 0.6],
який вiдображає рiвень зростання ваги недавнiх значень показника. Нами обра-
но значення 𝛾 = 0.58. При 𝑡 = 1 значення вирiвняних рядiв обчислюємо за
формулами ⎧⎪⎨⎪⎩

𝑤1
𝑡 = 𝜂0 − 1−𝜈

𝜈
· 𝜂1 + (1−𝜈)·(2−𝜈)

2·𝜈2 𝜂2;

𝑤2
𝑡 = 𝜂0 − 2(1−𝜈)

𝜈
· 𝜂1 + 2(1−𝜈)·(3−2𝜈)

2·𝜈2 𝜂2;

𝑤3
𝑡 = 𝜂0 − 3(1−𝜈)

𝜈
· 𝜂1 + 3(1−𝜈)·(4−3𝜈)

2·𝜈2 𝜂2.

Для значень 𝑡 вiд 2 до 𝑇 значення вирiвняних рядiв обчислюються за допо-
могою рекурентних рiвностей

𝑤1
𝑡 = (1− 𝜈)𝑤1

𝑡−1 + 𝜈𝑥(𝑡),

𝑤2
𝑡 = (1− 𝜈)𝑤2

𝑡−1 + 𝜈𝑤1
𝑡 ,

𝑤3
𝑡 = (1− 𝜈)𝑤3

𝑡−1 + 𝜈𝑤2
𝑡 .

При цьому на кожнiй iтерацiї динамiчно змiнюються коефiцiєнти 𝜂0, 𝜂1, 𝜂2.
Їх значення обчислюються iз рiвностей⎧⎪⎨⎪⎩

𝜂0 = 3𝑤1
𝑡 − 3𝑤2

𝑡 + 𝑤3
𝑡 ;

𝜂1 =
𝜈

2(1−𝜈)2
[(6− 5𝜈)𝑤1

𝑡 − 2(5− 4𝜈)𝑤2
𝑡 + (4− 3𝜈)𝑤3

𝑡 ] ;

𝜂2 =
𝜈2

(1−𝜈)2
(𝑤1

𝑡 − 2𝑤2
𝑡 + 𝑤3

𝑡 ) .
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Щоб одержати прогнозованi значення обсягiв видобутку нафти на 2023 та
2024 роки скористаємося рiвнiстю

𝑥(𝑇 + 𝜃) = 𝜂0 + 𝜂1𝜃 + 𝜂2
𝜃2

2!
,

де 𝜃 — порядковий номер року в прогнозному перiодi, а значення коефiцiєнтiв
𝜂0, 𝜂1, 𝜂2 визначаються на останнiй iтерацiї обчислення, тобто при 𝑡 = 𝑇 =
18. Оскiльки ретроспективний перiод закiнчується в 2020 роцi, то 2023 та 2024
рокам вiдповiдають значення 𝜃 = 3 та 𝜃 = 4.

Результати прогнозування вiдображенi в таблицi 3.

Таблиця 3.
Визначення очiкуваних обсягiв видобування нафти в Українi методом

експоненцiйого вирiвнювання.
𝑡 𝑥(𝑡) 𝑤𝑡 (𝑥(𝑡)−𝑤𝑡)2 𝑤1

𝑡 𝑤2
𝑡 𝑤3

𝑡 𝜂0 𝜂1 𝜂2
1 2.8 3.2474 0.20017 3.39260 3.46070 3.52680 3.32250 -0.07310 -0.00200

2 3 3.1683 0.02832 3.19630 3.32850 3.42765 3.03105 -0.21483 -0.03305

3 3.1 3.0852 0.00022 3.14815 3.23833 3.33299 3.06246 -0.07896 0.00449

4 3.3 2.9981 0.09114 3.22408 3.23120 3.28209 3.26072 0.10230 0.04377

5 3.3 2.907 0.15445 3.26204 3.24662 3.26436 3.31061 0.09831 0.03316

6 3.2 2.8119 0.15062 3.23102 3.23882 3.25159 3.22819 0.00462 0.00497

7 2.9 2.7128 0.03504 3.06551 3.15216 3.20188 2.94191 -0.17901 -0.03694

8 2.6 2.6097 0.00009 2.83275 2.99246 3.09717 2.61805 -0.29720 -0.05500

9 2.4 2.5026 0.01053 2.61638 2.80442 2.95079 2.38667 -0.29221 -0.04167

10 2.3 2.3915 0.00837 2.45819 2.63130 2.79105 2.27170 -0.20654 -0.01337

11 2.2 2.2764 0.00584 2.32909 2.48020 2.63562 2.18231 -0.14030 0.00432

12 2 2.1573 0.02474 2.16455 2.32237 2.47900 2.00552 -0.16083 -0.00120

13 1.8 2.0342 0.05485 1.98227 2.15232 2.31566 1.80551 -0.18683 -0.00671

14 1.6 1.9071 0.09431 1.79114 1.97173 2.14370 1.60192 -0.20216 -0.00863

15 1.5 1.776 0.07618 1.64557 1.80865 1.97617 1.48693 -0.15198 0.00444

16 1.6 1.6409 0.00167 1.62278 1.71572 1.84594 1.56715 0.00031 0.03730

17 1.7 1.5018 0.03928 1.66139 1.68855 1.76725 1.68576 0.10167 0.05153

18 1.7 1.3587 0.11649 1.68070 1.68463 1.72594 1.71415 0.08953 0.03738

Σ =
=1.09232

𝜃 𝑥(𝑇 + 𝜃)
1 1.708

2 1.722

3 1.739

4 1.759

Таким чином використання моделi експоненцiйного вирiвнювання дає мо-
жливiсть прогнозувати певне зростання обсягiв видобування нафти в Українi
в 2023 та 2024 роках дещо зросте порiвняно iз 2020 роком, але очiкуваний при-
рiст видобутку дещо менший, нiж при використаннi моделi Хольта. В 2023 роцi
очiкуване значення обсягу видобування складає 1.78836, а в 2024 роцi 1.81426.
Для прогнозування на основi нейромережевих технологiй використана нейрон-
на мережа Feed-forward back propagation, що мiстить три прошарки нейронiв
— вхiдний, промiжний та вихiдний. Вхiдний прошарок мiстить один нейрон,
на який надходять вхiднi сигнали, що передаються без перетворення нейронам
промiжного прошарку. Промiжний прошарок включає три нейрони 𝑁1, 𝑁2 та
𝑁3. Кожний iз цих нейронiв має один вхiд, на який подається вихiдний сигнал
вiд нейрона iз вхiдного прошарку. Параметрами нейронiв 𝑁1, 𝑁2 та 𝑁2 є ваговi
коефiцiєнти 𝑤11, 𝑤12 та 𝑤13, на якi множаться одержанi цими нейронами вхiднi
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сигнали, та змiщення 𝑎11, 𝑎12 i 𝑎13. Пiд час навчання мережi цi параметри змi-
нюються, щоб забезпечити вiдповiднiсть одержаних на виходi мережi сигналiв
вiдомим еталонам. Для нейронiв промiжного прошарку вибрана однакова фун-
кцiя активацiї tansig = (𝑥) = 1

1+ 1
𝑒2𝑥

− 1. Одержавши на вхiд сигнал 𝑄, нейрон

𝑁𝑖 перетворює його у вихiдний сигнал 𝑔𝑖 = tansig(𝑤1𝑖𝑄+ 𝑎1𝑖), який передається
єдиному нейрону 𝑁0 вихiдного прошарку. Нейрон вихiдного прошарку має три
входи, яким вiдповiдають ваговi коефiцiєнти 𝑤21, 𝑤22 та 𝑤23. Вiн виробляє вихi-
дний сигнал 𝑔 = tansig(𝑤21𝑔1+𝑤22𝑔2+𝑎2), де 𝑎2 — змiщення вихiдного нейрону.
На етапi навчання цi вихiднi сигнали порiвнюються iз еталонними значеннями
i в залежностi вiд одержаного вiдхилення здiйснюється коригування величин
𝑤11, 𝑤12, 𝑤13, 𝑎11, 𝑎12, 𝑎13, 𝑤21, 𝑤22, 𝑤23 та 𝑎2.

При навчаннi мережi на її вхiд подаються значення 𝑋 (𝑡) = 𝑡
𝑇+𝑇0+1

, де 𝑡
— номер року в ретроспективному перiодi, 𝑇 — тривалiсть ретроспективного
перiоду, 𝑇0 — тривалiсть перiоду прогнозування. Таким чином забезпечується
лiнiйна залежнiсть вхiдних сигналiв вiд змiнної 𝑡 i належнiсть цих сигналiв до
промiжку [0; 1], що є обов’язковим для нейронних мереж даного виду. В якостi
еталонних значень для навчання мережi вибираємо значення 𝐿 (𝑡) = 𝑥(𝑡)

𝑥max , де
𝑥max — максимальне значення величини 𝑥(𝑡) по всiм рокам ретроспективного
перiоду. Такий вибiр еталонних значень пояснюється тим, що вихiднi сигнали
мережi належать до промiжку [0; 1].

В результатi навчання мережi її параметри приймають наступнi значен-
ня: 𝑤11 = −4.1267, 𝑤12 = −4.0231, 𝑤13 = −3.687, 𝑎11 = 4.2792, 𝑎12 = 0.43241,
𝑎13 = −4.7517, 𝑤21 = −0.1333, 𝑤22 = 0.57099, 𝑤23 = 0.23894 та 𝑎2 = 0.069667.
Цi параметри використанi для одержання прогнозованих значень обсягiв ви-
добування нафти на 2023 та 2024 роки. Для цього на вхiд мережi подаються
значення 𝑋(21) = 0.91304 та 𝑋(22) = 0.95652, що вiдповiдають даним рокам.
Одержимо вiдповiднi вихiднi значення 0.57598 та 0.57807. Помноживши їх на
𝑥max = 3.3, визначаємо очiкуванi значення обсягiв видобутку нафти — 1.901 на
2023 рiк та 1.908 на 2024 рiк.

Динамiка видобутку нафти в Українi в 2003–2020 роках iз прогнозом на 2023
та 2024 роки вiдображена на рисунку 1.

Таким чином найменше прогнозоване значення одержується при застосуван-
нi методу експоненцiйного вирiвнювання, дещо бiльше при застосування методу
Хольта i найбiльше при використаннi нейронних мереж.

Визначимо прогноз у виглядi трикутного нечiткого числа. Нехай Φ𝐸 — про-
гнозоване значення, одержане методом експоненцiйного вирiвнювання, Φ𝐻 —
методом Хольта, Φ𝑁 — методом нейронних мереж. Має мiсце нерiвнiсть Φ𝐸 <
Φ𝐻 < Φ𝑁 . Визначимо функцiю належностi нечiткого трикутного числа такою
формулою

𝑓 (𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
0, якщо 𝑥 < Φ𝐸,
𝑥−Φ𝐸

Φ𝐻−Φ𝐸
, якщо Φ𝐸 ≤ 𝑥 ≤ Φ𝐻 ,

Φ𝑁−𝑥
Φ𝑁−Φ𝐻

, якщо Φ𝐻 ≤ 𝑥 ≤ Φ𝑁 ,

0, якщо 𝑥 > Φ𝑁 .

Одержане нечiтке трикутне число визначає прогноз видобутку нафти. Гра-
фiк нечiтких прогнозiв для 2023 та 2024 рокiв наведено на рисунку 2.

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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Рис. 1. Динамiка видобутку нафти в Українi в 2003–2020 роках iз прогнозом
на 2023 та 2024 роки.

Рис. 2. Прогнози обсягiв видобутку нафти на 2023 та 2024 роки у виглядi
нечiтких трикутних чисел.

4. Висновки. Пiдтримання позитивної динамiки обсягiв видобутку нафти
в Українi є критично важливим завданням для уряду та бiзнесу. Необхiдно
залучати iнвестицiї в галузь, розробляти новi родовища та застосовувати новi
технологiї для пiдвищення ефективностi видобутку нафти. Крiм того, необхi-
дно активно розвивати альтернативнi джерела енергiї та стимулювати енерго-
ефективнiсть в промисловостi та господарствi, щоб зменшити залежнiсть вiд
нафтового палива.

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2023, том 42, № 1 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)



174 Н. В. IЧАНСЬКА, М. В. ЛИСЕНКО

Використання адаптивних моделей є перспективним напрямком для про-
гнозування обсягiв видобутку нафти. При цьому вибiр пiдходу до моделювання
залежить вiд конкретної задачi та наявностi необхiдних даних для побудови
моделi.

Прогнозування видобутку нафти з використанням адаптивних моделей є
ефективним пiдходом, який допомагає покращити точнiсть прогнозування, адже
таке моделювання дозволяє адаптуватися до змiн, умов i параметрiв нафтового
ринку, що гарантує забезпечення бiльш точних прогнозiв. Зауважимо, що то-
чнiсть прогнозiв залежить вiд якостi, обсягу вхiдних даних та ефективностiд
методiв моделювання.
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Ichanska N. V., Lysenko M. V. Oil Production Forecasting in Ukraine using
Adaptive Models and Neural Networks.

The article deals with the modeling of the life cycle of oil production. The essence,
advantages, and disadvantages of these approaches are analyzed. The authors solved the
problem of approximation using mathematical modeling methods: exponential smoothing,
Holt’s method, and forecasting based on neural network technologies. It is provided a
classification of these methods and highlights their importance for finding effective solutions
to problems in the development of the industrial complex and the primary sector of the
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economy of Ukraine, whose basic component is the extractive industry.
The modeling of the life cycles of oil production enables the forecast to be reflected

in the form of a triangular fuzzy number, that is, to indicate possible expected values.
Adaptive forecasting models are models that use data discounting and can quickly adapt
to changing conditions by changing their structure and parameters.

The exponential smoothing method is based on the fact that in forecasting the dynamics
of indicators, the series is smoothed based on a weighted moving average, where the weight
coefficients are determined by an exponential distribution law. For forecasting based on
neural network technologies, a feed-forward back-propagation neural network was used,
which contains three layers of neurons - input, intermediate, and output. The paper shows
that the smallest forecast value is obtained when using the exponential smoothing method,
somewhat larger when using Holt’s method, and the largest when using neural networks.

Keywords: life cycle, forecasting, oil production, Holt’s method, artificial neural networks,
exponential smoothing method.
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ФОРМАЛЬНИЙ РОЗВ’ЯЗОК ЗАДАЧI ДIРIХЛЕ У КУЛI ДЛЯ
НЕОДНОРIДНОГО УЛЬТРАГIПЕРБОЛIЧНОГО РIВНЯННЯ З

ПОЛIНОМIАЛЬНОЮ ПРАВОЮ ЧАСТИНОЮ

В роботi знайдено формальний розв’язок задачi Дiрiхле у кулi для неоднорiдного
ультрагiперболiчного рiвняння з полiномiальною правою частиною. Процедура побу-
дови розв’язку базується на апаратi сферичних функцiй та теорiї гiпергеометричного
рiвняння Гаусса. Складностi доведення його гладкостi пов’язанi з тим, що кожен на-
ступний член формального ряду виражається через попереднiй за допомогою громi-
здких рекурентних спiввiдношень.

Ключовi слова: ультрагiперболiчне рiвняння, задача Дiрiхле, сферичнi функцiї, гi-
пергеометричне рiвняння Гаусса, коефiцiєнти Фур’є, метод двоїстостi рiвняння-область.

1. Вступ. У роботi [1] одного з авторiв отримано повну класифiкацiю випад-
кiв iснування нетривiального розв’язку задачi Дiрiхле в одиничнiй 𝑛-вимiрнiй
кулi для однорiдного ультрагiперболiчного рiвняння з використанням апарату
сферичних функцiй та за допомогою методу двоїстостi рiвняння-область [2].
Дослiдження охоплює як випадок зональних, так i випадок тесеральних сфе-
ричних функцiй. Вузловi лiнiї зональних гармонiк утворенi паралелями, що
дiлять кульову поверхню на зони, у межах кожної з яких значення сферичної
функцiї зберiгає знак, а при переходi через вузлову лiнiю змiнює його на про-
тилежний; а вузловi лiнiї тесеральних гармонiк утворенi перетином паралелей
та меридiанiв, якi дiлять кульову поверхню на клiтини (всерединi кожної клi-
тини значення сферичної функцiї зберiгає знак, а при переходi через її межу
змiнює його на протилежний). Було доведено критерiй однозначної розв’язностi
задачi Дiрiхле для ультрагiперболiчного рiвняння у кулi, який формулюється
в термiнах нулiв ортогональних полiномiв Якобi.

В данiй роботi за допомогою теорiї гiпергеометричного рiвняння та сфери-
чних функцiй побудовано формальний розв’язок першої крайової задачi в кулi
для неоднорiдного ультрагiперболiчного рiвняння з полiномiальною правою ча-
стиною.

2. Основний результат. Розглянемо однорiдну задачу Дiрiхле

𝑢|𝜕Ω = 0, (1)
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у 𝑛-вимiрнiй кулi Ω = {𝑥 ∈ 𝑅𝑛 : 1− 𝑥2 > 0} для наступного рiвняння

𝜕2𝑢

𝜕𝑥21
+ . . .+

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
− 𝑎2

(︂
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2𝑘+1

+ . . .+
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2𝑛

)︂
= 𝑓, (2)

вважаючи, що функцiя 𝑓 у правiй частинi (2) є полiномом. Тут 0 < 𝑘 < 𝑛,
𝑎 ∈ C.

Розкладатимемо шукану функцiю 𝑢 i вiдому функцiю 𝑓 в ряд за сферичними
гармонiками, спираючись на мiркування, якi наведено у роботi [1]. При цьому
вiдповiднi розкладання матимуть такий вигляд:

𝑢 (𝑥′, 𝑥′′) =

𝐿𝑖∑︁
𝑙̃=1

𝐿𝑗∑︁
𝑙=1

𝑢𝑖𝑗
𝑙̃𝑙
(𝑅′, 𝑅′′)𝑆𝑖

𝑙̃
(𝜏 ′)𝑆𝑗

𝑙 (𝜏
′′),

𝑓 (𝑥′, 𝑥′′) =

𝐿𝑖∑︁
𝑙̃=1

𝐿𝑗∑︁
𝑙=1

𝑓 𝑖𝑗

𝑙̃𝑙
(𝑅′, 𝑅′′)𝑆𝑖

𝑙̃
(𝜏 ′)𝑆𝑗

𝑙 (𝜏
′′).

Зауважимо, що 𝜏 ′ = 𝑥′

|𝑥′| , 𝜏
′′ = 𝑥′′

|𝑥′′| , 𝑥
′ = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑘), 𝑥′′ = (𝑥𝑘+1, . . . , 𝑥𝑛). Крiм

того, сферичнi функцiї порядкiв 𝑖 та 𝑗 розкладенi за базисами {𝑆𝑖
𝑙̃
}𝐿𝑖

𝑙̃=1
, {𝑆𝑗

𝑙 }
𝐿𝑗

𝑙=1.
Пiсля пiдстановки зазначених розкладiв у рiвняння (2) та прирiвнювання

коефiцiєнтiв Фур’є 𝑢𝑖𝑗
𝑙̃𝑙
(𝑅′, 𝑅′′) , 𝑓 𝑖𝑗

𝑙̃𝑙
(𝑅′, 𝑅′′) при однакових базисних сферичних

функцiях приходимо до рiвняння[︂
𝜕2

𝜕𝑅′2 +
𝑘 − 1

𝑅′ · 𝜕

𝜕𝑅′ +
𝐼𝑖
𝑅′2−

− 𝑎2
{︂

𝜕2

𝜕𝑅′′2 +
𝑛− 𝑘 − 1

𝑅′′
𝜕

𝜕𝑅′′ +
𝐽𝑗
𝑅′′2

}︂]︂
𝑢𝑖𝑗
𝑙̃𝑙
(𝑅′, 𝑅′′) = 𝑓 𝑖𝑗

𝑙̃𝑙
(𝑅′, 𝑅′′) ,

яке можна записати в еквiвалентнiй формi:[︃
𝜕2

𝜕𝑅′2 +
𝑘 − 1

𝑅′
𝜕

𝜕𝑅′ +
𝜕2

𝜕
(︀
−𝑅′′2

𝑎2

)︀ +
𝑛− 𝑘 − 1(︀

−𝑅′′

𝑎

)︀ 𝜕

𝜕
(︀
−𝑅′′

𝑎

)︀+
+

𝐼𝑖
𝑅′2 +

𝐽𝑗(︀
−𝑅′′2

𝑎2

)︀]︃𝑢𝑖𝑗
𝑙̃𝑙
(𝑅′, 𝑅′′) = 𝑓 𝑖𝑗

𝑙̃𝑙
(𝑅′, 𝑅′′) ,

(3)

де 𝐼𝑖 = −𝑖 (𝑖+ 𝑘 − 2) , 𝐽𝑗 = −𝑗 (𝑗 + 𝑛− 𝑘 − 2).
При переходi до сферичних координат умова Дiрiхле (1) перетворюється на

умову вигляду:
𝑢|𝑅′2+𝑅′′2=1 = 0,

звiдки 𝑢 = (𝑅′2 +𝑅′′2 − 1) 𝑢̃ (в силу теореми Безу [3]). Таким чином,

𝑢𝑖𝑗
𝑙̃𝑙
(𝑅′, 𝑅′′) =

(︀
𝑅′2 +𝑅′′2 − 1

)︀
𝑢̃𝑖𝑗
𝑙̃𝑙
(𝑅′, 𝑅′′) .

Тепер, поклавши 𝑅̃′′2 = −𝑅′′2

𝑎2
, що означає 𝑅′′2 = −𝑎2𝑅̃′′2, одержимо:

𝑢𝑖𝑗
𝑙̃𝑙
(𝑅′, 𝑅′′) =

(︁
𝑅′2 − 𝑎2𝑅̃′′2 − 1

)︁
𝑢̃𝑖𝑗
𝑙̃𝑙

(︁
𝑅′, 𝑅̃′′

)︁
.
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Отже, рiвнiсть (3) набуває вигляду:[︂
𝜕2

𝜕𝑅′2 +
𝑘 − 1

𝑅′ · 𝜕

𝜕𝑅′ +
𝐼𝑖
𝑅′2 +

𝜕2

𝜕𝑅̃′′2
+
𝑛− 𝑘 − 1

𝑅̃′′
· 𝜕

𝜕𝑅̃′′
+

𝐽𝑗

𝑅̃′′2

]︂
×

×
(︁
𝑅′2 − 𝑎2𝑅̃′′2 − 1

)︁
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(︁
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)︁
= 𝑓 𝑖𝑗

𝑙̃𝑙

(︁
𝑅′, 𝑅̃′′

)︁
.

(4)

Далi, перейшовши до полярних координат (𝜌, 𝜙) : 𝑅′ = 𝜌 cos𝜙, 𝑅̃′′ = 𝜌 sin𝜙,
отримаємо iз (4) наступну рiвнiсть:[︂

𝜕2

𝜕𝜌2
+
𝑛− 1

𝜌

𝜕

𝜕𝜌
+

1

𝜌2
𝜕2

𝜕𝜙2
+

(︂
𝑛− 𝑘 − 1

𝜌2
cot𝜙− 𝑘 − 1

𝜌2
tan𝜙

)︂
𝜕

𝜕𝜙
+

+
𝐼𝑖

𝜌2cos2 𝜙
+

𝐽𝑗
𝜌2sin2 𝜙

]︂ [︁(︀
𝜌2cos2 𝜙− 𝑎2𝜌2 sin2 𝜙− 1

)︀
𝑢̃𝑖𝑗
𝑙̃𝑙
(𝜌, 𝜙)

]︁
= 𝑓 𝑖𝑗

𝑙̃𝑙
(𝜌, 𝜙) .

(5)

Виконавши розкладання функцiй 𝑢̃𝑖𝑗
𝑙̃𝑙
(𝜌, 𝜙) та 𝑓 𝑖𝑗

𝑙̃𝑙
(𝜌, 𝜙) за степенями 𝜌 i пiд-

ставивши отримане в (5), для старшого степеня однорiдностi 𝑚 матимемо:[︂
𝜕2

𝜕𝜌2
+
𝑛− 1

𝜌

𝜕

𝜕𝜌
+

1

𝜌2
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𝜕𝜙2
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𝑛− 𝑘 − 1

𝜌2
cot𝜙− 𝑘 − 1

𝜌2
tan𝜙
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𝜕
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+
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+

𝐽𝑗
𝜌2 sin2 𝜙

]︂{︁
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(𝜙)
}︁
= 𝜌𝑚𝑓 𝑖𝑗

𝑙̃𝑙𝑚
(𝜙) ,

(6)

де 𝑢̃𝑖𝑗
𝑙̃𝑙𝑚

(𝜙) та 𝑓 𝑖𝑗

𝑙̃𝑙𝑚
(𝜙) — тригонометричнi полiноми вiд cos𝜙 та sin𝜙. Виходячи

з того, що[︂
𝜕2

𝜕𝜌2
+
𝑛− 1

𝜌

𝜕

𝜕𝜌
+

1

𝜌2
𝜕2

𝜕𝜙2
+

(︂
𝑛− 𝑘 − 1

𝜌2
cot𝜙− 𝑘 − 1

𝜌2
tan𝜙

)︂
𝜕

𝜕𝜙
+

+
𝐼𝑖

𝜌2cos2𝜙
+

𝐽𝑗
𝜌2 sin2 𝜙

]︂{︁
𝜌2+𝑚𝑢̃𝑖𝑗

𝑙̃𝑙𝑚
(𝜙)
}︁
=

= 𝜌𝑚
[︂(︁
𝑢̃𝑖𝑗
𝑙̃𝑙𝑚

)︁′′
(𝜙) + ((𝑛− 𝑘 − 1) cot𝜙− (𝑘 − 1) tan𝜙) (𝑢̃𝑖𝑗

𝑙̃𝑙𝑚
)′ (𝜙) +

+

(︂
(𝑚+ 2) (𝑚+ 𝑛) +

𝐼𝑖
cos2 𝜙

+
𝐽𝑗

sin2 𝜙

)︂
𝑢̃𝑖𝑗
𝑙̃𝑙𝑚

(𝜙)

]︂
,

рiвнiсть (6) пiсля дiлення на 𝜌𝑚 перетвориться на звичайне неоднорiдне дифе-
ренцiальне рiвняння другого порядку, а саме:(︁

𝑢̃𝑖𝑗
𝑙̃𝑙𝑚

)︁′′
(𝜙) +

(︀
(𝑛− 𝑘 − 1) cot𝜙− (𝑘 − 1) tan𝜙

)︀
(𝑢̃𝑖𝑗

𝑙̃𝑙𝑚
)′ (𝜙)+

+

(︂
(𝑚+ 2) (𝑚+ 𝑛) +

𝐼𝑖
cos2 𝜙

+
𝐽𝑗

sin2 𝜙

)︂
𝑢̃𝑖𝑗
𝑙̃𝑙𝑚

(𝜙) = 𝑓 𝑖𝑗

𝑙̃𝑙𝑚
(𝜙) .

(7)

При цьому вiдповiдне однорiдне рiвняння (7) приводиться до гiпергеометри-
чного рiвняння Гаусса

𝑦 (1− 𝑦)
𝑑2𝑤

𝑑𝑦2
+ [𝐶 − (𝐴+𝐵 + 1) 𝑦]

𝑑𝑤

𝑑𝑦
− 𝐴𝐵𝑤 = 0,
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так, як це показано в роботi [4].
Слiд пiдкреслити, що в [4] знайдено та описано всi розв’язки гiпергеометри-

чного рiвняння. Його дослiдження полягає у детальному аналiзi так званого
виродженого випадку, в якому розв’язок може бути виражений через будь-якi
два з 24 рядiв Куммера (див. [5]).

Розглянемо для визначеностi випадок 1) твердження 2.1 роботи [4]. У такiй
ситуацiї одним iз розв’язкiв гiпергеометричного рiвняння є функцiя

𝑤 (𝑦) = 𝐹

(︂
1− 𝑚+ 𝑖+ 𝑗 + 𝑛

2
, 2 +

𝑚− 𝑖− 𝑗

2
, 2− 𝑖− 𝑘

2
, 𝑦

)︂
,

але тодi функцiя

𝑍 (𝑦) = 𝑦
1
2
(2−𝑖−𝑘)(𝑦 − 1)

1
2
(2−𝑗−𝑛+𝑘)×

× 𝐹

(︂
1− 𝑚+ 𝑖+ 𝑗 + 𝑛

2
, 2 +

𝑚− 𝑖− 𝑗

2
, 2− 𝑖− 𝑘

2
, 𝑦

)︂
,

буде, вiдповiдно, розв’язком диференцiального рiвняння

𝑦2(1− 𝑦)2𝑍 ′′ − 1

2
𝑦 (1− 𝑦) (𝑛𝑦 − 𝑘)𝑍 ′ +

1

4
[𝐼𝑖 + ((𝑚+ 2) (𝑚+ 𝑛) −

− 𝐼𝑖 + 𝐽𝑗) 𝑦 − (𝑚+ 2) (𝑚+ 𝑛) 𝑦2
]︀
𝑍 = 0.

Звiдси робимо висновок, що розв’язок однорiдного диференцiального рiвня-
ння (7) можна записати у виглядi:

𝑢̃(0)𝑚 (𝜙) = (cos𝜙)2−𝑖−𝑘(sin𝜙)2−𝑗−𝑛+𝑘×

× 𝐹

(︂
1− 𝑚+ 𝑖+ 𝑗 + 𝑛

2
, 2 +

𝑚− 𝑖− 𝑗

2
, 2− 𝑖− 𝑘

2
, cos2 𝜙

)︂
.

Повертаючись до неоднорiдного рiвняння (7), зробимо в ньому пiдстановку

𝑢̃𝑖𝑗
𝑙̃𝑙𝑚

(𝜙) = 𝑢̃(0)𝑚 (𝜙) · 𝑣 (𝜙) ,

де 𝑢̃(0)𝑚 (𝜙) — знайдений вище ненульовий розв’язок рiвняння (7), тодi (див. [6])
матимемо:

𝑣′′ (𝜙) +

⎛⎜⎝2
(︁
𝑢̃
(0)
𝑚

)︁′
𝑢̃
(0)
𝑚

+ (𝑛− 𝑘 − 1) cot𝜙− (𝑘 − 1) tan𝜙

⎞⎟⎠ · 𝑣′ (𝜙) =
𝑓 𝑖𝑗

𝑙̃𝑙𝑚
(𝜙)

𝑢̃
(0)
𝑚 (𝜙)

.

Останнє рiвняння допускає пониження порядку i зводиться до рiвняння з
вiдокремлюваними змiнними. Як показано в довiднику [6], загальний розв’язок
рiвняння (7) має наступний вигляд:

𝑢̃𝑖𝑗
𝑙̃𝑙𝑚

(𝜙) = 𝑐1𝑢̃
(0)
𝑚 (𝜙)+𝑐2𝑢̃

(0)
𝑚 (𝜙) ·

∫︁
𝑑𝜙

𝐸
(︁
𝑢̃
(0)
𝑚 (𝜙)

)︁2 + 𝑢̃(0)𝑚 (𝜙)×

×
∫︁

1

𝐸
(︁
𝑢̃
(0)
𝑚 (𝜙)

)︁2 (︂∫︁ 𝐸𝑢̃(0)𝑚 (𝜙) 𝑓 𝑖𝑗

𝑙̃𝑙𝑚
(𝜙) 𝑑𝜙

)︂
𝑑𝜙.

(8)
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У рiвностi (8) 𝑐1, 𝑐2 — довiльнi сталi,

𝐸 = exp

∫︁ [︁
(𝑛− 𝑘 − 1) cot𝜙− (𝑘 − 1) tan𝜙

]︁
𝑑𝜙 = (sin𝜙)𝑛−𝑘−1(cos𝜙)𝑘−1.

Повернемось знову до рiвняння (5). Позначивши оператор

L =
𝜕2

𝜕𝜌2
+
𝑛− 1

𝜌

𝜕

𝜕𝜌
+

1

𝜌2
𝜕2

𝜕𝜙2
+

+

(︂
𝑛− 𝑘 − 1

𝜌2
cot𝜙− 𝑘 − 1

𝜌2
tan𝜙

)︂
𝜕

𝜕𝜙
+

𝐼𝑖
𝜌2 cos2 𝜙

+
𝐽𝑗

𝜌2 sin2 𝜙
,

iз (5) для наступного степеня однорiдностi 𝑚− 2 отримаємо спiввiдношення

L
(︁
𝜌𝑚𝑢̃𝑖𝑗

𝑙̃𝑙𝑚−2
(𝜙)
)︁
− L

(︁
𝜌𝑚𝑢̃𝑖𝑗

𝑙̃𝑙𝑚
(𝜙)
)︁
= 𝜌𝑚−2𝑓 𝑖𝑗

𝑙̃𝑙𝑚−2
(𝜙) .

Звiдси

L𝜌𝑚
{︁(︁
𝑢̃𝑖𝑗
𝑙̃𝑙𝑚−2

(𝜙)− 𝑢̃𝑖𝑗
𝑙̃𝑙𝑚

(𝜙)
)︁}︁

= 𝜌𝑚−2𝑓 𝑖𝑗

𝑙̃𝑙𝑚−2
(𝜙) ,

що рiвносильне рiвностi

𝜌𝑚−2̃︀L(︂ 𝜕

𝜕𝜙

)︂[︁
𝑢̃𝑖𝑗
𝑙̃𝑙𝑚−2

(𝜙)− 𝑢̃𝑖𝑗
𝑙̃𝑙𝑚

(𝜙)
]︁
= 𝜌𝑚−2𝑓 𝑖𝑗

𝑙̃𝑙𝑚−2
(𝜙) , (9)

де

̃︀L(︂ 𝜕

𝜕𝜙

)︂
=

𝜕2

𝜕𝜙2
+
(︁
(𝑛− 𝑘 − 1) cot𝜙− (𝑘 − 1) tan𝜙

)︁ 𝜕

𝜕𝜙
+

+ (𝑚+ 2) (𝑚+ 𝑛) +
𝐼𝑖

cos2 𝜙
+

𝐽𝑗
sin2 𝜙

.

Роздiливши обидвi частини рiвностi (9) на 𝜌𝑚−2 i позбувшись однiєї з двох
змiнних, отримаємо рiвняння вiдносно невiдомої функцiї 𝑢̃𝑖𝑗

𝑙̃𝑙𝑚−2
(𝜙):

̃︀L(︂ 𝜕

𝜕𝜙

)︂ ̃︀𝑢𝑖𝑗̃︀𝑙𝑙𝑚−2
(𝜙) = Q (𝜙) + 𝑓 𝑖𝑗̃︀𝑙𝑙𝑚−2

(𝜙) . (10)

Тут Q (𝜙) = ̃︀L(︁ 𝜕
𝜕𝜙

)︁
𝑢̃𝑖𝑗
𝑙̃𝑙𝑚

(𝜙) – результат дiї оператора ̃︀L(︁ 𝜕
𝜕𝜙

)︁
на знайдений

вище розв’язок 𝑢̃𝑖𝑗
𝑙̃𝑙𝑚

(𝜙) рiвняння (7).
Дослiдження отриманого диференцiального рiвняння другого порядку (10)

подiбне до дослiдження рiвняння (7). Спочатку розглядається вiдповiдне одно-
рiдне рiвняння i знаходиться один з його нетривiальних розв’язкiв 𝑢̃𝑖𝑗(0)

𝑙̃𝑙𝑚−2
(𝜙).

Потiм за допомогою пiдстановки, описаної в книзi [6] на с. 144, можна перейти
вiд рiвняння (10) до рiвняння першого порядку з вiдокремлюваними змiнними.
При цьому шуканий загальний розв’язок рiвняння (10) матиме вигляд:

𝑢̃𝑖𝑗
𝑙̃𝑙𝑚−2

(𝜙) = 𝑐3𝑢̃
𝑖𝑗(0)

𝑙̃𝑙𝑚−2
(𝜙) + 𝑐4𝑢̃

𝑖𝑗(0)

𝑙̃𝑙𝑚−2
(𝜙) ·

∫︁
𝑑𝜙

𝐸
(︁
𝑢̃
𝑖𝑗(0)

𝑙̃𝑙𝑚−2
(𝜙)
)︁2 + 𝑢̃

𝑖𝑗(0)

𝑙̃𝑙𝑚−2
(𝜙)×

×
∫︁

1

𝐸
(︁
𝑢̃
𝑖𝑗(0)

𝑙̃𝑙𝑚−2
(𝜙)
)︁2 (︂∫︁ 𝐸𝑢̃

𝑖𝑗(0)

𝑙̃𝑙𝑚−2
(𝜙)
[︁
𝑓 𝑖𝑗

𝑙̃𝑙𝑚−2
(𝜙) + Q (𝜙)

]︁
𝑑𝜙

)︂
𝑑𝜙.
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Продовжуючи аналiз рiвняння (5), в якому невiдома функцiя та права ча-
стина розкладенi в ряд за степенями 𝜌, на наступному кроцi одержимо спiввiд-
ношення для степеня однорiдностi 𝑚− 4:

L
(︁
𝜌𝑚−2𝑢̃𝑖𝑗

𝑙̃𝑙𝑚−4
(𝜙)
)︁
− L

(︁
𝜌𝑚−2𝑢̃𝑖𝑗

𝑙̃𝑙𝑚−2
(𝜙)
)︁
= 𝜌𝑚−4𝑓 𝑖𝑗

𝑙̃𝑙𝑚−4
(𝜙) .

Пiсля дiлення на 𝜌𝑚−4 останнє рiвняння стає рiвнянням, що залежить вiд однi-
єї змiнної, i процедура знаходження його розв’язку 𝑢̃𝑖𝑗

𝑙̃𝑙𝑚−4
(𝜙) така сама, як у

випадку рiвнянь (7) та (10). Отже,

𝑢̃𝑖𝑗
𝑙̃𝑙𝑚−4

(𝜙) = 𝑐5𝑢̃
𝑖𝑗(0)

𝑙̃𝑙𝑚−4
(𝜙) + 𝑐6𝑢̃

𝑖𝑗(0)

𝑙̃𝑙𝑚−4
(𝜙) ·

∫︁
𝑑𝜙

𝐸
(︁
𝑢̃
𝑖𝑗(0)

𝑙̃𝑙𝑚−4
(𝜙)
)︁2 + 𝑢̃

𝑖𝑗(0)

𝑙̃𝑙𝑚−4
(𝜙)×

×
∫︁

1

𝐸
(︁
𝑢̃
𝑖𝑗(0)

𝑙̃𝑙𝑚−4
(𝜙)
)︁2 (︂∫︁ 𝐸𝑢̃

𝑖𝑗(0)

𝑙̃𝑙𝑚−4
(𝜙)

[︂
𝑓 𝑖𝑗

𝑙̃𝑙𝑚−4
(𝜙) + ̃︀L(︂ 𝜕

𝜕𝜙

)︂
𝑢̃𝑖𝑗
𝑙̃𝑙𝑚−2

(𝜙)

]︂
𝑑𝜙

)︂
𝑑𝜙.

3. Висновки та перспективи подальших дослiджень. При вивченнi
питань однозначної розв’язностi задачi Дiрiхле для ультрагiперболiчного рiв-
няння в кулi (див. [1], [4]) був застосований метод двоїстостi рiвняння-область,
що дозволило встановити критерiй порушення єдиностi розв’язку даної задачi
в термiнах нулiв класичних полiномiв Якобi.

Метою даної роботи було знайти формальний розв’язок першої крайової за-
дачi в кулi для неоднорiдного ультрагiперболiчного рiвняння з полiномiальною
правою частиною, базуючись на спостереженнях та дослiдженнi, що наводиться
у роботi [1]. Важливо пiдкреслити, що в процесi побудови розв’язку застосовано
апарат сферичних функцiй та теорiю гiпергеометричного рiвняння Гаусса.

Поступово виводячи з рiвняння (5) спiввiдношення, якi пов’язують рiзнi сте-
пенi однорiдностi шуканої функцiї та правої частини, починаючи зi старшого
степеня, одержали скiнченний набiр рiвнянь, з яких визначаються компоненти
розкладання розв’язку задачi (1), (2). У такий спосiб вказано процедуру побу-
дови формального розв’язку задачi Дiрiхле для неоднорiдного ультрагiпербо-
лiчного рiвняння в одиничнiй кулi. В отриманому рядi кожен наступний член
може бути виражений через попереднiй за допомогою рекурентних спiввiдно-
шень.
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Kyrychenko V. V., Lesina E. V. On the solution of the �rst boundary value
problem in a ball for a nonhomogeneous ultrahyperbolic equation.

In the paper, a formal solution of the Dirichlet problem in a ball for a nonhomoge-
neous ultrahyperbolic equation with a polynomial right-hand side is found. The solution
construction procedure is based on the apparatus of spherical functions and the theory of
Gauss’s hypergeometric equation. Difficulties in proving its smoothness are due to the fact
that each subsequent term of the formal series is expressed in terms of the previous one
using cumbersome recurrence relations.

Keywords: ultrahyperbolic equation, Dirichlet problem, spherical functions, hypergeo-
metric Gauss equation, Fourier coefficients.

References

1. Burskii, V. P., & Kyrychenko, E. V. (2008). Unique solvability of the Dirichlet problem in a
ball for an ultrahyperbolic equation. Differential Equations, 44(4), 467–479 [in Russian].

2. Burskii, V. P. (2002). Methods for studying boundary value problems for general differential
equations. Kyiv: Naukova dumka [in Russian].

3. Kurosh, A. G. (1968). Higher algebra course. Moscow: Nauka [in Russian].
4. Kyrychenko, E. V. (2005). On the solution of a differential equation arising in the Dirichlet

problem for an ultrahyperbolic equation in a ball. Proceedings of IAMM NASU, 10, 59–71 [in
Russian].

5. Bateman, G., & Erdeyi, A. (1965). Higher transcendental functions. Hypergeometric function.
Legendre functions. Moscow: Nauka [in Russian].

6. Kamke, E. (1971). Handbook of ordinary differential equations. Moscow: Nauka [in Russian].

Одержано 16.04.2023

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика



АНАЛIЗ ТЕХНIК ЗМЕНШЕННЯ РОЗМIРНОСТI В МАШИННОМУ НАВЧАННI . . . 183

УДК 004.85
DOI https://doi.org/10.24144/2616-7700.2023.42(1).183-189

Н. Е. Кондрук
ДВНЗ «Ужгородський нацiональний унiверситет»,
доцент кафедри кiбернетики i прикладної математики,
кандидат технiчних наук
natalia.kondruk@uzhnu.edu.ua

ORCID: https://orcid.org/0000-0002-9277-5131

АНАЛIЗ ТЕХНIК ЗМЕНШЕННЯ РОЗМIРНОСТI В
МАШИННОМУ НАВЧАННI

Багато сучасних наборiв даних мають високу розмiрнiсть, яка може призводити
до проблем з перевантаженням моделей, зменшенням ефективностi обробки даних та
збiльшення часу навчання. Тому дослiдження застосування технiк зменшення роз-
мiрностi даних є важливою задачею для покращення продуктивностi та швидкостi
аналiзу. В роботi проведено огляд та оцiнка ефективностi сучасних технiк для змен-
шення розмiрностi високорозмiрного ознакового простору даних з метою вiзуалiзацiї
та попередньої обробки даних. Для цього розроблено iнформацiйно-аналiтичну си-
стему на Python, що реалiзує PSA, t-SNE, Isomap, UMAP. В якостi тестового набору
даних був обраний високорозмiрний набiр «DARWIN» з 451 ознакою. В результатi екс-
перименту всi технiки в цiлому показали подiбнi результати вiзуалiзацiї даних. t-SNE
виявився найефективнiшим методом попередньої обробки даних для цього датасету,
покращивши точнiсть kNN на 21% i SVC на 4%. Отриманi результати доводять, що
застосування сучасних методiв зменшення розмiрностi даних може сприяти побудовi
бiльш ефективних моделей та прогнозiв. Майбутнi дослiдження передбачають оцiн-
ку синергiї технiк аналiзу даних та машинного навчання для вирiшення конкретних
прикладних задач.

Ключовi слова: редукцiя, зменшення розмiрностi, вiзуалiзацiя даних, високорозмiр-
нi данi.

1. Вступ. Методи редукцiї є важливим iнструментом для вiзуалiзацiї да-
них в машинному навчаннi та iнтелектуальному аналiзi даних. Вони дозволя-
ють зменшити кiлькiсть ознак, зберiгаючи при цьому значущi характеристики,
що приводить до покращення зрозумiлостi та iнтерпретованостi даних. Вiзуалi-
зацiя є першим етапом аналiзу, мета якого полягає в тому, щоб зрозумiти данi,
перш нiж перейти до бiльш цiлеспрямованого моделювання та дозволяє: зро-
зумiти данi швидше та бiльш ефективно, нiж тiльки аналiз числових значень;
визначити залежностi та взаємозв’язки мiж ознаками; виявити вiдхилення та
аномалiї; прийняти обґрунтованi рiшення.

Зменшення розмiрностi — це перетворення високорозмiрних даних в значу-
ще представлення меншої розмiрностi. Iдеальною має бути зменшена репрезен-
тацiя з розмiрнiстю, яка вiдповiдає внутрiшнiй розмiрностi даних. Внутрiшня
розмiрнiсть даних — це мiнiмальна кiлькiсть параметрiв, необхiдних для поясне-
ння спостережуваних властивостей даних [1]. Традицiйно, зменшення розмiр-
ностi здiйснювалося за лiнiйними технiками, такими як аналiз головних ком-
понент (PCA) [2], факторний аналiз та класичне масштабування [1]. Однак,
вони виявились неефективними при обробцi складних нелiнiйних даних. Про-
тягом останнього десятилiття було запропоновано велику кiлькiсть нелiнiйних
технiк зменшення розмiрностi: т-розподiлене вкладення стохастичної близько-
стi (t-SNE) [3, 4], Isomap [5], UMAP [6] та iншi.
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Для зменшення розмiрностi у машинному навчаннi використовуються рi-
зноманiтнi методи, якi можна роздiлити на параметричнi та непараметричнi,
лiнiйнi та нелiнiйнi моделi [1]. Кожен з цих пiдходiв має свої переваги та обме-
ження, тому їх вибiр залежить вiд конкретних потреб та характеристик даних.

Метою роботи є огляд сучасних технiк зменшення розмiрностi та дослiдже-
ння ефективностi їх використання для вiзуалiзацiї i попередньої обробки висо-
корозмiрних даних в задачах машинного навчання та аналiзу даних.

2. Моделi i методи. Лiнiйнi параметричнi методи — це пiдхiд до зменше-
ння розмiрностi даних, який базується на їх перетвореннi з високорозмiрного
простору в простiр меншої розмiрностi, зберiгаючи при цьому якомога бiльше
iнформацiї. При цьому, застосовується лiнiйне перетворення даних, яке опи-
сується матрицею — параметром моделi, яку можна знайти шляхом мiнiмiзацiї
певної функцiї втрат, такої як середньоквадратична похибка або сума квадратiв
похибок.

До лiнiйних параметричних методiв належать: метод головних компонент
(PCA), лiнiйний дискримiнантний аналiз (LDA) та канонiчний кореляцiйний
аналiз (CCA).

PCA — це метод зменшення розмiрностi даних, який використовується для
їх вiдображення у простiр меншої розмiрностi. Вiн дозволяє перетворити вхi-
днi данi в новi ортогональнi змiннi, якi називаються головними компонентами
(principal components), кожна з яких є лiнiйною комбiнацiєю вхiдних ознак. В
процесi метод головних компонент формує головнi компоненти в порядку спада-
ння їх дисперсiї. Перша головна компонента описує напрям, в якому дисперсiя
даних максимальна. Друга головна компонента обирається таким чином, щоб
максимiзувати залишкову дисперсiю пiсля вилучення першої, i так далi. Цей
процес продовжується до тих пiр, поки не будуть обранi всi головнi компоненти
або досягнута певна попередньо визначена їхня кiлькiсть [1]. Отриманi голов-
нi компоненти можна використовувати для зменшення розмiрностi даних. Для
цього вилучаються менш важливi компоненти, якi не мiстять значимої iнфор-
мацiї i залишаються бiльш суттєвi.

Лiнiйнi параметричнi методи зазвичай працюють добре, якщо данi незашум-
ленi та мають лiнiйну структуру. В iнших випадках використовують нелiнiйнi
непараметричнi методи. Такi методи називаються непараметричними, оскiльки
вони не припускають жодної апрiорної iнформацiї про розподiл даних [1].

Один з найбiльш популярних непараметричних методiв — це т-розподiлене
вкладення стохастичної близькостi t-SNE (t-Distributed Stochastic Neighbor Em-
bedding). В основi лежить iдея, що точки високовимiрного простору, якi близькi
одна до одної, повиннi вiдповiдати таким же близьким точкам в низькорозмiр-
ному просторi. Цей метод використовує ймовiрнiсну модель для знаходження
розподiлу ймовiрностей сусiдства мiж точками високовимiрного простору та
низькорозмiрного простору. За допомогою градiєнтного спуску вирiшується за-
дача мiнiмiзацiї вiдстаней мiж вiдповiдними точками у двох просторах [3, 4].

Ще один альтернатиний непараметричний метод — це UMAP (Uniform Mani-
fold Approximation and Projection). UMAP використовує геометричну констру-
кцiю, яка називається "єдиним гладким наближенням до множинищоб знайти
бiльш точне низькорозмiрне вiдображення кожної точки та iєрархiю кластерiв.
Вiн використовує iдею топологiчного аналiзу та рiманової геометрiї для зна-
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ходження нижньої межi вiдстаней мiж точками високорозмiрного простору та
проекцiї їх на низькорозмiрну площину з мiнiмальною втратою iнформацiї [6].
UMAP враховує локальну структуру даних, щоб створити карту, яка зберiгає
вiдносну вiдстань мiж точками та iєрархiчну структуру даних. Метод застосо-
вує випадковi перетворення, щоб зменшити перенавчання та покращити якiсть
проекцiї. Вiн є потужним та досить швидким методом зменшення розмiрностi,
який може бути застосований до великих обсягiв даних.

Isomap (Isometric Feature Mapping) — є одним з методiв нелiнiйного зниже-
ння розмiрностi даних. Вiн використовується для вiдображення взаємного роз-
ташування точок у високорозмiрному просторi на низькорозмiрний, зберiгаючи
при цьому геометричнi властивостi даних.

Основна iдея Isomap полягає в тому, щоб побудувати граф сусiдства, де ко-
жна точка представлена як вузол, а ребра вiдображають взаємну близкiсть мiж
точками. Потiм використовують алгоритм Флойда-Уоршелла геодезичного вiд-
станевого перетворення, який обчислює найкоротшi шляхи мiж усiма парами
точок у графi. Геодезична вiдстань — це найкоротший шлях мiж двома точка-
ми на поверхнi многовиду. За допомогою цих пiдходiв обчислюється низькоро-
змiрне представлення, де вiдстанi мiж точками якомога ближчi до геодезичних
вiдстаней у високорозмiрному просторi [5].

Isomap є потужним iнструментом для знаходження нелiнiйних структур у
даних i використовується в рiзних областях, таких як комп’ютерний зiр, оброб-
ка сигналiв, бiоiнформатика та iншi. Вiн допомагає знизити розмiрнiсть даних,
зберiгаючи при цьому їх внутрiшню структуру i геометричнi вiдношення мiж
ними. У порiвняннi з PCA, Isomap здатний знайти бiльш складнi форми мно-
говидiв, зокрема з урахуванням нелiнiйних форм. Також Isomap може бути
використаний для заповнення пропущених даних.

3. Експерименти.
1. Постановка задачi. Обраний набiр даних для порiвняльної характеристики

методiв зменшення розмiрностi є «DARWIN» [7–9], який мiстить данi про по-
черк 174 учасникiв, що описано 451 атрибутами. Завдання класифiкацiї полягає
в тому, щоб вiдрiзнити хворих на хворобу Альцгеймера вiд здорових людей.

2. Вiзуалiзацiя даних. Для розв’язання цього завдання було зменшено роз-
мiрнiсть простору ознак до 2D методами PCA, T-SNE, UMAP, Isomap.

При використаннi методу головних компонент (рис. 1а) пояснювальна дис-
персiя становила всього 16,8%, що вказує на втрату великої кiлькостi iнформацiї
при такiй редукцiї. Щоб пояснювальна дисперсiя становила не менше 90% не-
обхiдно було б взяти 79 головних компонент, але це не дозволить вiзуалiзувати
данi.

На рис. 1б показано вiзуалiзацiю згенеровану t-SNE при значеннi перпле-
ксiї — 30. Даний параметр визначає баланс мiж врахуванням глобальної та
локальної структури даних. t-SNE не враховує геометричну структуру даних
високорозмiрного простору.

На рис. 1в представлено вiзуалiзацiю методом Isomap, а на рис. 1г методом
UMAP iз кiлькiстю сусiдiв — 10 (в обох методах) та мiнiмальною вiдстаню —
0,1. Маленькi значення параметра «n_neighbors» означають, що, намагаючись
оцiнити простiр, в якому розподiленi данi, алгоритм обмежується малим околом
навколо кожної точки, тобто намагається вловити локальну структуру даних.
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а) б)

в) г)

Рис. 1. 2D вiзуалiзацiя набору даних «DARWIN» методами: а) PSA, б) t-SNE,
в) Isomap, г) UMAP.

З iншого боку, великi значення змушують алгоритми враховувати точки у
бiльшому околi, зберiгаючи глобальну структуру даних, але упускаючи деталi.
Слiд зазначити, що метод UMAP є досить сильно варiативним.

Проаналiзувавши отриманi графiчнi результати можна стверджувати, що в
цiлому всi алгоритми вiдображають схожу кластерну структуру даних: класте-
ри не мають чiткого вiдокремлення, тобто їх границi розмитi. Наявнiсть великої
кiлькостi «граничних» об’єктiв буде знижувати ефективнiсть алгоритмiв кла-
стеризацiї та класифiкацiї.

3. Дослiдження застосування методiв редукцiї, для попередньої обробки да-
них. З метою пiдвищення ефективностi роботи методiв навчання з учителем
в данiй частинi буде дослiджено чи пiдвищиться точнiсть моделей застосова-
них до редукованого простору ознак. Дослiдження проведено для методiв най-
ближчих сусiдiв (kNN) [10] та опорних векторiв (SVM) [11]. Для порiвняльного
аналiзу гiперпараметри моделей взято за замовчуванням. Також попередньо
проведена стандартизацiя даних, тобто приведення всiх ознак до однiєї шкали
(Standard Scaler). В якостi iндексiв оцiнки ефективностi моделей взято середню
похибку роботи методу кросвалiдацiї при розбиттi даних на 5 сукупностей.

Проалiзувавши данi табл. 1 очевидно, що найефективнiшим методом попе-
редньої обробки для методiв найближчих сусiдiв та опорних векторiв є редукцiя
простору ознак t-SNE. Крiм того, для методу kNN ефективнiсть пiдвищувалась
завжди iз використанням будь-якого пiдходу редукцiї. Для методу SVC тiльки
одна технiка (t-SNE) покращила результат.
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Таблиця 1.
Оцiнка точностi моделей шляхом перехресної перевiрки.

Точнiсть
(стандар-

тне
вiдхилен-
ня) моделi

Без попе-
редньої
обробки
методами
редукцiї

Попередня
2D

редукцiя
ознаково-

го
простору
за PCA

Попередня
2D

редукцiя
ознаково-

го
простору
за t-SNE

Попередня
2D

редукцiя
ознаково-

го
простору
за UMAP

Попередня
2D

редукцiя
ознаково-

го
простору
за Isomap

kNN 0,64(0,12) 0,68(0,21) 0,85(0,14) 0,73(0,12) 0,73(0,11)
SVC 0,83(0,14) 0,69(0,19) 0,87(0,12) 0,75(0,2) 0,77(0,17)

4. Висновки та перспективи подальших дослiджень. Дане дослiдже-
ння є розвитком напрямку прикладного аналiзу даних [12–16].

Дослiджено ефективнiсть використання рiзних технiк (PSA, t-SNE, Isomap,
UMAP) редукцiї високорозмiрного ознакового простору даних, як для вiзуалiза-
цiї даних так i для застосування цих технiк до їх попередньої обробки. Зроблено
порiвняльний аналiз отриманих результатiв. Очевидно, що необхiдно застосува-
ти ряд рiзних технiк зменшення розмiрностi для визначення найефективнiшої
до кожної окремої прикладної задачi. Розроблена iнформацiйно-аналiтична си-
стема на мовi програмування Python та бiблiотек scikit-learn, umap-learn, що
реалiзує описаний пiдхiд. В якостi апробацiйної моделi обрано високорозмiрний
(451 ознака) набiр даних «DARWIN». В ходi експериментального дослiдження
для його вiзуалiзацiї всi технiки в загальному показали однаковий результат.
Найефективнiшим методом попередньої обробки даних виявився t-SNE, що по-
кращив точнiсть kNN на 21%, а SVC на 4%.

Отже, застосування сучасних технiк редукцiї може значно полегшити аналiз
та розумiння даних у машинному навчаннi, а також допомогти у побудовi бiльш
ефективних моделей та прогнозiв.

Перспективнi дослiдження полягають у дослiдженнi ефективностi застосу-
вання та поєднання рiзних технiк аналiзу даних та машинного навчання до
розв’язання прикладних задач.
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Many modern datasets have high dimensionality, which can lead to issues such as model
overload, decreased data processing efficiency, and increased training time. Therefore, re-
searching the application of data dimensionality reduction techniques is an important task
for improving productivity and analysis speed. This work provides an overview and eval-
uation of the effectiveness of contemporary techniques for reducing the dimensionality of
high-dimensional feature spaces in data, aiming at data visualization and preprocessing.
To accomplish this, an information analytics system was developed in Python, that imple-
ments PCA, t-SNE, Isomap, and UMAP. The "DARWIN" dataset with 451 features was
selected as the test dataset. The experimental results showed similar data visualization
outcomes for all techniques overall. t-SNE proved to be the most effective data preprocess-
ing method for this dataset, improving the accuracy of kNN by 21% and SVC by 4%. The
obtained results demonstrate that modern data dimensionality reduction methods can con-
tribute to constructing more effective models and predictions. Future research will involve
evaluating the synergy between data analysis techniques and machine learning to address
specific applied problems.
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ВИКОРИСТАННЯ ТРАНЗАКЦIЙНОГО ГОДИННИКА ДЛЯ
ПРИШВИДШЕННЯ ПРОЦЕСУ УЗГОДЖЕННЯ ДАНИХ В

РОЗПОДIЛЕНИХ СИСТЕМАХ

Однiєю з найважливiших властивостей розподiленої системи, якi використовують
NoSql бази даних, є узгодженiсть даних (consistency). Якщо кiлькiсть вузлiв розпо-
дiленої системи велика, то процес узгодження даних може займати значний час. Для
пришвидшення цього процесу в данiй статтi запропоновано використовувати тран-

закцiйний годинник. Його особливiсть полягає в тому, що в процесi виконання
запитiв до залежних баз даних на рiзних вузлах розподiленої системи, фiксуються
всi транзакцiї, якi в режимi реального часу передаються в транзакцiйний годинник
на головному вузлi. Транзакцiї обробляються та формується результуюча транзакцiя,
яка розповсюджується на всi залежнi бази даних системи з врахуванням прiоритетiв.
Серед усiх даних розподiленої бази даних визначаються критичнi данi, для яких
швидкiсть узгодження є найбiльш важливим.

Ключовi слова: бази даних, розподiленi системи, NoSql, узгодженiсть даних, узго-
дженнiсть, транзакцiї, транзакцiйний годинник.

1. Вступ. Створення розподiленої системи є необхiднiстю у випадку ши-
рокого розповсюдження та великого навантаження. Окрiм цього, це дозволяє
пiдтримувати продуктивнiсть сервiсу на високому рiвнi незалежно вiд геогра-
фiчного розташування, зберiгаючи час користувачiв та розвантажуючи канали
зв’язку. Даний пiдхiд дозволяє вiдносно легко масштабувати систему додаючи
новi вузли, що у свою чергу покращує доступнiсть, оскiльки при вiдмовi одного
вузла iснують iншi, якi здатнi виконувати необхiднi функцiї.

Не дивлячись на суттєвi переваги, такi системи можуть мати неузгодженiсть
даних мiж реплiками [1]. Iснують рiзнi механiзми, якi дозволяють покращити
це, використовуючи синхронiзацiю подiй у таких системах або за рахунок ар-
хiтектурних рiшень [2]. Одним iз таких механiзмiв є логiчнi годинники, якi
дозволяють пiдтримувати послiдовний порядок подiй у системi, фiксуючи хро-
нологiчнi та причинно-наслiдковi зв’язки [3]. Яскравими прикладами можуть
бути логiчний годинник Лемпорта та векторнi годинники [4]. Особливiстю таких
годинникiв є те, що не потрiбно використовувати фiзично синхронний глобаль-
ний годинник.

2. Постановка задачi. Процес узгодження даних в розподiлених системах
виконується зазвичай наступним чином. На рiзних вузлах системи в базах да-
них вiдбуваються змiни. В певний час, коли цi змiни треба узгодити виконується
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процедура синхронiзацiї даних двох залежних вузлiв. Для цього використову-
ються алгоритми PULL, PUSH та PULL and PUSH. Недолiком цих алгоритмiв
є те, що вони:
1. Починають працювати в певний визначений час.
2. Обмiн iнформацiєю виконується без врахування критично важливих даних.
3. Вони не враховують транзакцiї, якi вiдбуваються з даними, якi зберiгаються
на рiзних вузлах залежних баз даних.
Iснують задачi, для яких узгодженiсть даних є критично важливим. Напри-

клад, платiжна система. Якщо клiєнт знiмає кошти зi свого рахунку на серверi
в Києвi, то ця iнформацiя повинна миттєво розповсюджуватися на iншi вузли,
якi знаходяться в Варшавi чи Вашингтонi. З iншого боку, якщо клiєнт змiнює
свою адресу, є можливiсть трохи затримати узгодженiсть цих даних. Другий
приклад, система оренди номерiв в готелях. Процедура бронювання номеру є
критично важливою з точки зору узгодженостi, а змiна внутрiшньої службової
iнформацiї готелю не має такої критичностi.

Тому задачу пришвидшення швидкодiї процесу узгодження даних в
розподiлених системах треба розглядати як завдання максимально швидко-
го узгодження критично важливих даних в залежних базах даних. Для
цього необхiдно визначити критично важливi данi в системi та розробити алго-
ритм, який дозволяє максимально швидко їх узгоджувати.

3. Загальний алгоритм узгодження даних в розподiлених систе-
мах з використанням транзакцiйного годинника. Загальна схема проце-
су узгодженостi даних з використанням транзакцiйного годинника показана на
рисунку 1.

Рис. 1. Загальна схема процесу узгодженостi даних з використанням
транзакцiйного годинника.

Узгодження даних мiж рiзними вузлами системи виконується за наступним
алгоритмом:
1. Всi операцiї змiни даних (Update, Delete) на залежних базах даних оформ-
люються в транзакцiї та миттєво передаються у чергу транзакцiйного го-
динника, яка знаходиться на головному вузлi.
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2. Всi транзакцiї, якi змiнюють реплiкованi данi, зберiгаються у вiдповiдно-
му стеку та обробляються за допомогою транзакцiйної логiки. Пiсля цього
отримуємо результуючу транзакцiю, яку передаємо на всi залежнi вузли.

3. Для прискорення процесу узгодження критичних даних та враховуючи
можливий стан гонки, кожен запис бази даних отримує свiй прiоритет. В
цьому випадку критичнi данi завжди будуть мати максимальний прiоритет.
Послiдовнiсть обробки складних транзакцiй в транзакцiйному годиннику
буде виконуватися вiдповiдно до прiоритетiв змiнених записiв.
Слабким мiсцем даного механiзму є головний вузол, на якому знаходиться

транзакцiйний годинник, оскiльки при його недоступностi втрачається можли-
вiсть створення результуючої транзакцiї. У такому випадку, система все-одно
залишається працеспроможною на читання, а транзакцiї залишаються у ло-
кальнiй черзi на кожному вузлi до моменту вiдновлення головного вузла або
переключенням на резервний.

4. Залежнi та незалежнi бази даних. В складнiй розподiленiй системi
можуть бути залежнi та незалежнi бази даних. Будемо називати бази даних
залежними, якщо вони зберiгають реплiкованi данi. Наприклад, данi про бан-
кiвський рахунок однiєї людини чи данi про бронювання номерiв готелю, якi
можна продивлятися та змiнювати на рiзних вузлах розподiленої системи.

Залежнi бази даних потребують узгодження, а незалежнi — нi. Тому для
розмежування залежних та незалежних баз даних введемо поняття матрицi
залежностi MS, яку математично можна представити у виглядi (1).

𝑀𝑆𝑖,𝑗 =

{︃
1, якщо 𝑖 та 𝑗 БД залежнi,

0, якщо 𝑖 та 𝑗 БД незалежнi,
(1)

де 𝑖 — номер вузла, 𝑗 — номер запису.
5. Математична модель транзакцiйного годинника. Математично

транзакцiйний годинник (𝑇𝑆) можна представити у виглядi (2).

𝑇𝑆𝑖,𝑗 = 𝑓(𝑃𝑔𝑛 , 𝑁, 𝑇𝑎, 𝑂, 𝑆𝑍, 𝑁𝑍), (2)

де 𝑃𝑔𝑛 — динамiчний прiоритет 𝑛-транзакцiї,
𝑁 — номер запису,
𝑇𝑎 — вектор абсолютного часу транзакцiї,
𝑂 — операцiя транзакцiї,
𝑆𝑍 — вектор старих значень,
𝑁𝑍 — вектор нових значень.
Вектор абсолютного часу транзакцiї певного вузла можна розрахувати за

формулою (3).
𝑇𝑎𝑖 = 𝑇𝑆𝑖

− 𝑇𝑂𝑖
, (3)

де 𝑇𝑆𝑖
— час транзакцiї 𝑖-го вузла, 𝑇𝑂𝑖

— вiдносна похибка 𝑖-го вузла.
Динамiчний прiоритет транзакцiї можна представити формулою (4).

𝑃𝑔𝑛 = 𝑓(𝑃𝑆𝑛 , 𝑇𝑎𝑛), (4)

де 𝑃𝑆𝑛 — статичний прiоритет 𝑛-го запису, 𝑇𝑎𝑛 — вектор абсолютного часу 𝑛-ої
транзакцiї.
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Рис. 2. Приклад роботи транзакцiйного годинника.

6. Логiка транзакцiйного годинника. На рисунку 2 можна побачити
приклад роботи транзакцiйного годинника.

На даному рисунку 𝑇𝑆𝑖,𝑗 — транзакцiя, яка вiдбулася на 𝑖-му вузлi, 𝑗-запису.
Пiд час обробки в транзакцiйному годиннику їх може буде декiлько. Наприклад,
для транзакцiї 𝑇𝑆1,1 — вiдбулися послiдовно операцiї Update, Delete, Update.
Транзакцiйна логiка повинна проаналiзувати всi складнi транзакцiї рiзних ву-
злiв для одного запису та пiдготувати результуючу транзакцiю. Результуючу
транзакцiю розраховуємо вiдповiдно формули (5).

𝑈1 → 𝑈2 → . . . → 𝑈𝑁 = 𝑈𝑁 ,

𝑈1 → 𝐷 → . . .→ 𝑈𝑁 = 𝐷.
(5)

Слiд зазначити, що транзакцiї накопичуються на кожному вузлi по мiрi над-
ходження i передаються на головний вузол, якщо значення приоритету транза-
кцiй найбiльше. Особливу увагу має операцiя Delete, яка має бiльший прiоритет,
оскiльки видалення вiдбувається на всiх вузлах системи i через це, її прiоритет
бiльше, нiж у транзакцiй з iншими операцiями.

7. Висновки. Таким чином, у данiй статтi запропоновано новий алгоритм
узгодження даних у розподiлених системах. Вiн вiдрiзняється вiд iснуючих тим,
що процес узгодження даних в залежних базах даних працює безперервно. Цей
алгоритм базується на безперервнiй обробцi транзакцiй, якi надходять вiд зале-
жних вузлiв. Результатом обробки є результуюча транзакцiя, яка отримується
внаслiдок роботи транзакцiйної логiки. Вона розповсюджується до усiх зале-
жних вузлiв для узгодження реплiкованих даних. Запропонований механiзм
приорiтетiв записiв залежних баз даних дає можливiсть змiнити послiдовнiсть
розгляду транзакцiй i таким чином забезпечити пришвидшення узгодження
критично важливих даних. Визначення конкретного коефiцiєнту пришвидшен-
ня є подальшим напрямком дослiдження.
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ЕКВАЦIОНАЛЬНЕ ОПИСАННЯ ФУНКЦIОНАЛЬНО
НЕПОВНИХ БУЛЕВИХ АЛГЕБР

У данiй роботi розглядається клас булевих алгебр, якi включають в себе операцiї
сума за модулем два, диз’юнкцiю, кон’юнкцiю, заперечення, константи 0 та 1. Вве-
денi поняття сигнатурної тотожностi, за допомогою якої можна змiнювати сигнатуру
алгебр цього класу, та поняття еквацiонального кластеру алгебр. Усi функцiонально
неповнi алгебри утворюють двадцять один кластер. У роботi знайденi повнi систе-
ми тотожностей для всiх тридцяти чотирьох функцiонально неповних алгебр даного
класу.

Ключовi слова: унiверсальна булева алгебра, еквацiональнiсть, повна система тото-
жностей, сигнатурна тотожнiсть, еквацiональний кластер.

1. Вступ. Загальна теорiя алгебр як математична дисциплiна почала iснувати
з 1935 року. Саме тодi Бiркгоф опублiкував свої першi статтi, в яких доводить
теореми про повноту для еквацiональної логiки, яка вiдiграє особливу роль у
математицi, оскiльки класи алгебр, якi найбiльше цiкавлять алгебраїстiв, або
аксiоматично визначенi тотожностями або тiсно пов’язанi з таким класом [1].
Особливе мiсце у теорiї функцiй двозначної логiки займає булева алгебра, яка
застосовується у задачах обробки iнформацiї, роботi з базами даних, логiчному
програмуваннi, для конструювання та аналiзу роботи комп’ютерiв та iнше.

Дана робота є продовженням робiт [2–6], в яких проведенi еквацiональнi до-
слiдження алгебр заданими над бiнарними квадратними матрицями, в сигна-
туру яких входять операцiї кон’юнкцiї, диз’юнкцiї та заперечення. У роботi [7]
розроблена методика знаходження повних систем тотожностей для деяких кла-
сiв булевих алгебр. Знайденi повнi системи тотожностей алгебр, якi належать
кубу Буля i Жегалкiна.

2. Основнi результати. Нехай задано клас унiверсальних булевих алгебр
𝑀 = {𝑈 = ⟨𝐴, Ω⟩}, 𝐴 = {0, 1}, Ω — деяка множина булевих операцiй. Позначи-
мо через 𝑅(𝑈) множину всiх тотожностей алгебри 𝑈 .

Означення 1. Алгебри 𝑈1 i 𝑈2 називають еквацiонально еквiвалентними,
якщо 𝑅(𝑈1) = 𝑅(𝑈2).
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Означення 2. Алгебра 𝑈1 еквацiонально вкладається в алгебру 𝑈2, якщо
𝑅(𝑈1) ⊂ 𝑅(𝑈2).

Якщо сигнатури алгебр 𝑈1 i 𝑈2 не спiвпадають, то вони не є еквацiонально
еквiвалентними. Якщо алгебра 𝑈1 еквацiонально вкладається в алгебру 𝑈2, то
Ω1 ⊂ Ω2.

Нехай заданi алгебри 𝑈1 = ⟨𝐴, Ω1⟩ i 𝑈2 = ⟨𝐴, Ω2⟩ такi, що Ω1 ⊂ Ω2.

Означення 3. Тотожнiсть 𝐹2(𝜙) = 𝐹1(𝜓) ∈ 𝑅(𝑈2) називається сигна-
турною, якщо 𝐹2(𝜙) — формула, яка реалiзує операцiю 𝜙 ∈ Ω2 −Ω1, а 𝐹1(𝜓) —
формула, яка побудована з операцiй алгебри 𝑈1.

Наприклад, якщо 𝑈1 = ⟨𝐴, {∧, ∨, ¬} ⟩ i 𝑈2 = ⟨𝐴, {∧, ∨, ¬, ⇒, ⇔}⟩, то си-
гнатурними є тотожностi 𝑥⇒ 𝑦 = 𝑥̄ ∨ 𝑦, 𝑥⇔ 𝑦 = 𝑥̄𝑦 ∨ 𝑥𝑦.

Означення 4. Система тотожностей 𝐻 ⊂ 𝑅(𝑈) називається повною
в 𝑈 , якщо використовуючи операцiю суперпозицiї, можна довести довiльну
тотожнiсть 𝐹1 = 𝐹2 до лексикографiчної рiвностi.

Питання чи мають алгебри скiнченнi повнi системи тотожностей є вiдкритим
навiть для скiнчених алгебр.

Нехай алгебри 𝑈1 = ⟨𝐴, Ω1⟩ i 𝑈2 = ⟨𝐴, Ω2⟩ такi, що Ω1 ⊂ Ω2, i для кожної
операцiї 𝜙 ∈ Ω2 −Ω1 знайдена сигнатурна тотожнiсть 𝐹2(𝜙) = 𝐹1(𝜓). Множину
цих сигнатурних тотожностей позначимо через 𝑅(Ω2 − Ω1).

Теорема 1. Якщо для алгебри 𝑈1 знайдена повна система тотожностей
𝐻(𝑈1), то повна система тотожностей 𝐻(𝑈2) алгебри 𝑈2 дорiвнює
𝐻(𝑈1)

⋃︀
𝑅(Ω2 − Ω1).

Доведення. Доведення теореми випливає з того, що сигнатурнi тотожностi
дають можливiсть вивести операцiї 𝜙 ∈ Ω2 − Ω1 з формули алгебри 𝑈2, звiвши
їх до формул алгебри 𝑈1, для якої знайдена повна система тотожностей 𝐻(𝑈1).

Означення 5. Алгебра 𝑈 = ⟨𝐴, Ω⟩ ∈𝑀 має еквацiональну потужнiсть 𝑘 у
класi алгебр 𝑀 , якщо в нiй можна побудувати 𝑘 сигнатурних тотожностей.

Означення 6. Алгебра 𝑈1 = ⟨𝐴, Ω1⟩ еквацiонально вкладається в алгебру
𝑈2 = ⟨𝐴, Ω2⟩ якщо для кожної операцiї 𝜙 ∈ Ω2 − Ω1 iснують сигнатурнi то-
тожностi.

За допомогою цих сигнатурних тотожностей формули алгебри 𝑈2 = ⟨𝐴, Ω2⟩
можна звести до формул алгебри 𝑈1 = ⟨𝐴, Ω1⟩. Те, що алгебра 𝑈1 = ⟨𝐴, Ω1⟩
еквацiонально вкладається в алгебру 𝑈2 = ⟨𝐴, Ω2⟩ будемо позначати 𝑅(𝑈1) ⊂
⊂ 𝑅(𝑈2)

Означення 7. Алгебри 𝑈1, 𝑈2, . . . , 𝑈𝑡 ∈ 𝑁 утворюють еквацiональний кла-
стер 𝑁 , якщо

1) ∀𝑈𝑖, 𝑈𝑗 iснує така послiдовнiсть алгебр 𝑈𝑖1 , 𝑈𝑖2 . . . , 𝑈𝑖𝑙 ∈ 𝑁 , що 𝑅(𝑈𝑖) =
= 𝑅(𝑈𝑖1) ⊂ 𝑅(𝑈𝑖2) ⊂ . . . ⊂ 𝑅(𝑈𝑖𝑙) = 𝑅(𝑈𝑗).

2) ∀𝑈𝑘 ∈ 𝑁 не iснує 𝑈𝑖 ∈𝑀 такої, що 𝑅(𝑈:) ⊂ 𝑅(𝑈𝑉 ).

Потужнiсть еквацiонального кластера |𝑁 | визначається кiлькiстю алгебр,
якi входять до його складу.
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Розглянемо клас булевих унiверсальних алгебр

𝑀6 = {𝑈 = ⟨𝐴, Ω⟩ |Ω ∈ {0, 1,¬,∧,∨,⊕}} .

Алгебри цього класу утворюють шестимiрний сигнатурний куб (рис. 1), який
мiстить шiстдесят чотири алгебри.

Рис. 1. Сигнатурний шестимiрний куб класу алгебр 𝑀6.

Знайдемо повнi системи тотожностей всiх алгебр цього класу. Для частини
цих алгебр ця задача була розв’язана в [6]. Кожнiй алгебрi 𝑈𝑖 = ⟨𝐴, Ω𝑖⟩ ∈ 𝑀6

поставимо у вiдповiднiсть шестимiрний булевий вектор 𝐵𝑖(𝑈𝑖) = (𝛼𝑖
1, 𝛼

𝑖
2, 𝛼

𝑖
3, 𝛼

𝑖
4 ,

𝛼𝑖
5, 𝛼

𝑖
6), де 𝛼1 = 1, якщо ⊕ ∈ Ω1, 𝛼1 = 0, якщо ⊕ /∈ Ω𝑉 ; 𝛼2 = 1, якщо ∨ ∈ Ω𝑉 ,

𝛼2 = 0, якщо ∨ /∈ Ω𝑉 ; 𝛼3 = 1, якщо ∧ ∈ Ω𝑉 , 𝛼3 = 0, якщо ∧ /∈ Ω𝑉 ; 𝛼4 = 1,
якщо ¬ ∈ Ω𝑉 , 𝛼4 = 0, якщо ¬ /∈ Ω𝑉 ; 𝛼5 = 1, якщо 1 ∈ Ω𝑉 , 𝛼5 = 0, якщо 1 /∈ Ω𝑉 ;
𝛼6 = 1, якщо 0 ∈ Ω𝑉 , 𝛼6 = 0, якщо 0 /∈ Ω𝑉 .

Опишемо всi кластери у множинi алгебр 𝑀6.
Перший кластер𝑁0 складають алгебри, якi мають еквацiональну потужнiсть

0, тобто в цих алгебрах не iснує сигнатурних тотожностей. Цей клас складається
з сiмнадцяти алгебр, кожна з яких є одноелементним еквацiональним класте-
ром. Шiстнадцять алгебр цього класу утворюють сигнатурний граф, представ-
лений на рис. 2.

Повна система тотожностей алгебр класу 𝑁0 еквацiональна потужностi, яка
дорiвнює нулю.

1. Алгебра 𝑈0 = ⟨𝐴, ∅⟩. 𝐻(𝑈0) = {𝑥𝑖 = 𝑥𝑖}.
2. Алгебра 𝑈1 = ⟨𝐴, 0⟩. 𝐻(𝑈1) = {𝑥𝑖 = 𝑥𝑖, 0 = 0}.
3. Алгебра 𝑈2 = ⟨𝐴, 1⟩. 𝐻(𝑈2) = {𝑥𝑖 = 𝑥𝑖, 1 = 1}.
4. Алгебра 𝑈3 = ⟨𝐴, 0, 1⟩. 𝐻(𝑈3) = {𝑥𝑖 = 𝑥𝑖, 0 = 0, 1 = 1}.
5. Алгебра 𝑈4 = ⟨𝐴, ¬⟩. 𝐻(𝑈4) = {𝑥𝑖 = 𝑥𝑖, ¯̄𝑥 = 𝑥}.
6. Алгебра 𝑈8 = ⟨𝐴, ∧⟩. 𝐻(𝑈8) = {𝑥𝑖 = 𝑥𝑖, 𝑥1𝑥1 = 𝑥1, 𝑥1𝑥2 = 𝑥2𝑥1, (𝑥1𝑥2)𝑥3 =

= 𝑥1 (𝑥2𝑥3)}.
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Рис. 2. Сигнатурний граф еквацiональних алгебр потужностi нуль.

7. Алгебра 𝑈16 = ⟨𝐴, ∨⟩. 𝐻(𝑈16) = {𝑥𝑖 = 𝑥𝑖, 𝑥1 ∨ 𝑥1 = 𝑥1, 𝑥1 ∨ 𝑥2 = 𝑥2 ∨ 𝑥1,
(𝑥1 ∨ 𝑥2) ∨ 𝑥3 = 𝑥1 ∨ (𝑥2 ∨ 𝑥3)}.

8. Алгебра 𝑈17 = ⟨𝐴, ∨, 0⟩.𝐻(𝑈16) = {𝐻(𝑈16)
⋃︀
𝐻(𝑈2), 𝑥 ∨ 1 = 1}.

9. Алгебра 𝑈9 = ⟨𝐴, ∧, 0⟩.𝐻(𝑈9) = {𝐻(𝑈1)
⋃︀
𝐻(𝑈8), 0 ∧ 𝑥 = 0}.

10. Алгебра 𝑈10 = ⟨𝐴, 1,∧⟩.𝐻(𝑈10) = {𝐻(𝑈8)
⋃︀
𝐻(𝑈2), 𝑥 ∧ 1 = 𝑥}.

11. Алгебра 𝑈18 = ⟨𝐴, 1,∨⟩.𝐻(𝑈18) = {𝐻(𝑈2)
⋃︀
𝐻(𝑈16), 𝑥 ∨ 1 = 1}.

12. Алгебра 𝑈24 = ⟨𝐴, ∧,∨⟩. 𝐻(𝑈24) = {𝐻(𝑈8)
⋃︀
𝐻(𝑈16), 𝑥1 (𝑥2 ∨ 𝑥3) = 𝑥1𝑥2∨

∨𝑥1𝑥3, 𝑥1 ∨ 𝑥2𝑥3 = (𝑥1 ∨ 𝑥2) (𝑥1 ∨ 𝑥3) , 𝑥1 ∨ 𝑥1𝑥2 = 𝑥1, 𝑥1 (𝑥1 ∨ 𝑥2) = 𝑥1}.
13. Алгебра 𝑈11 = ⟨𝐴, 0, 1,∧⟩.𝐻(𝑈11) = {𝐻(𝑈9)

⋃︀
𝐻(𝑈10)}.

14. Алгебра 𝑈19 = ⟨𝐴, 0, 1,∨⟩.𝐻(𝑈19) = {𝐻(𝑈17)
⋃︀
𝐻(𝑈18)}.

15. Алгебра 𝑈25 = ⟨𝐴, 0,∧,∨⟩.𝐻(𝑈25) = {𝐻(𝑈9)
⋃︀
𝐻(𝑈17)

⋃︀
𝐻(𝑈24)}.

16. Алгебра 𝑈26 = ⟨𝐴, 1,∧,∨⟩.𝐻(𝑈26) = {𝐻(𝑈10)
⋃︀
𝐻(𝑈18)

⋃︀
𝐻(𝑈24)}.

17. Алгебра 𝑈27 = ⟨𝐴, 0, 1,∧,∨⟩.𝐻(𝑈27) = {𝐻(𝑈11)
⋃︀
𝐻(𝑈19)

⋃︀
𝐻(𝑈25)

⋃︀
𝐻(𝑈26)}.

Наслiдок 1. Повною системою тотожностей алгебри 𝑈27 = ⟨𝐴, 0, 1,∧,∨⟩
є система тотожностей, яка включає повнi системи тотожностей алгебр
𝑈11 = ⟨𝐴, 0, 1,∧⟩, 𝑈19 = ⟨𝐴, 0, 1,∨⟩, 𝑈25 = ⟨𝐴, 0,∧,∨⟩, 𝑈26 = ⟨𝐴, 1,∧,∨⟩.

Виписавши тотожностi цих алгебр, отримаємо систему:

1. 𝑥1 ∨ 𝑥1 = 𝑥1; 𝑥1 ∧ 𝑥1 = 𝑥1.
2. 𝑥1 ∨ 𝑥2 = 𝑥2 ∨ 𝑥1; 𝑥1𝑥2 = 𝑥2𝑥1.
3. (𝑥1 ∨ 𝑥2) ∨ 𝑥3 = 𝑥1 ∨ (𝑥2 ∨ 𝑥3); (𝑥1𝑥2)𝑥3 = 𝑥1 (𝑥2𝑥3).
4. (𝑥1 ∨ 𝑥2)𝑥3 = 𝑥1𝑥3 ∨ 𝑥2𝑥3; 𝑥1 ∨ 𝑥2𝑥3 = (𝑥1 ∨ 𝑥2) (𝑥1 ∨ 𝑥3).
5. 𝑥1 ∨ 𝑥1𝑥2 = 𝑥1; 𝑥1 (𝑥1 ∨ 𝑥2) = 𝑥1.
6. 0 ∧ 𝑥1 = 0; 1 ∧ 𝑥1 = 𝑥1; 0 ∨ 𝑥1 = 𝑥1; 1 ∨ 𝑥1 = 1.

Нехай 𝐹1 i 𝐹2 — формули алгебри 𝑈27. Використовуючи тотожностi (6), нуль
i одиницю можна опустити або вони перетворяться у функцiї, якi тотожно до-
рiвнюють нулю або одиницi. За допомогою тотожностей (1–4) формули 𝐹1 i
𝐹2 зводяться до диз’юнктивної нормальної форми. Тотожностi (5) дають мо-
жливiсть отримати диз’юнктивну нормальну форму, в якiй кожна елементарна
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кон’юнкцiя не є власною частиною iншої. У роботi [6] показано, що таке пред-
ставлення є єдиним вiдносно лексикографiчного впорядкування.

Клас алгебр 𝑁1, якi мають еквацiональну потужнiсть 1, складається з двох
алгебр 𝑈32 = ⟨𝐴, ⊕⟩ i 𝑈33 = ⟨𝐴, ⊕, 0⟩. Сигнатурна тотожнiсть 𝑥 ⊕ 𝑥 = 0 дає
можливiсть переходити вiд формули одної алгебри до iнщої. Цi алгебри утво-
рюють двохелементний еквацiональний кластер.

18. Алгебра 𝑈32 = ⟨𝐴, ⊕⟩. 𝐻(𝑈32) = {𝑥1 ⊕ 𝑥1 = 𝑥2 ⊕ 𝑥2, 𝑥1 ⊕ 𝑥2 = 𝑥2 ⊕ 𝑥1,
𝑥1 ⊕ (𝑥2 ⊕ 𝑥2) = 𝑥1, (𝑥1 ⊕ 𝑥2)⊕ 𝑥3 = 𝑥1 ⊕ (𝑥2 ⊕ 𝑥3)}.

19. Алгебра 𝑈33 = ⟨𝐴, ⊕, 0⟩. 𝐻(𝑈33) = {𝑥⊕ 𝑥 = 0 , 𝐻(𝑈32)}.
Трьохелементний кластер 𝑁2 утворюють алгебри 𝑈5 = ⟨𝐴, ¬, 0⟩, 𝑈6 =
= ⟨𝐴, ¬, 1⟩ i 𝑈7 = ⟨𝐴, ¬, 1, 0⟩.

20. Алгебра 𝑈5 = ⟨𝐴, ¬, 0⟩. 𝐻(𝑈5) =
{︀
𝑥 = 𝑥

}︀
. У цiй алгебрi формули, за до-

помогою тотожностi 𝑥 = 𝑥, можуть бути приведенi до формул вигляду
𝑥, 𝑥̄, 0, 0̄.

21. Алгебра 𝑈6 = ⟨𝐴, ¬, 1⟩. 𝐻(𝑈6) =
{︀
𝑥 = 𝑥

}︀
. Формули можуть бути приведенi

до формул вигляду 𝑥, 𝑥̄, 1, 1̄.
22. Алгебра 𝑈7 = ⟨𝐴, ¬, 1, 0⟩. 𝐻(𝑈7) =

{︀
𝑥 = 𝑥, 1̄ = 0, 0̄ = 1

}︀
.

Рис. 3. Перший шестиелементний еквацiональний кластер.

У класi𝑀6 побудовано два шiстьелементних еквацiональних кластери. Пер-
ший такий кластер 𝑁3 утворюють алгебри 𝑈40 = ⟨𝐴, ⊕, ∧⟩, 𝑈48 = ⟨𝐴, ⊕, ∨⟩,
𝑈41 = ⟨𝐴, ⊕, ∧, 0⟩, 𝑈49 = ⟨𝐴, ⊕, ∨, 0⟩, 𝑈56 = ⟨𝐴, ⊕, ∨, ∧⟩, 𝑈57 = ⟨𝐴, ⊕, ∨, ∧, 0⟩.
Цей еквацiональний кластер можна зобразити у виглядi графа (рис. 4).

Алгебри 𝑈40 = ⟨𝐴, ⊕, ∧⟩, 𝑈48 = ⟨𝐴, ⊕, ∨⟩ мають еквацiональну потужнiсть
два, алгебри 𝑈41 = ⟨𝐴, ⊕, ∧, 0⟩, 𝑈56 = ⟨𝐴, ⊕, ∨, ∧⟩ мають еквацiональну поту-
жнiсть один, а алгебра 𝑈57 = ⟨𝐴, ⊕, ∨, ∧, 0⟩ має нульову еквацiональну поту-
жнiсть. На ребрах графiв вказанi сигнатурнi тотожностi, якi дають можливiсть
перейти вiд сигнатури однiєї алгебри до iншої.

У роботi [6] знайдена повна система тотожностей алгебри 𝑈40 = ⟨𝐴, ⊕, ∧⟩.
Вона складається з наступних тотожностей:

1. 𝑥⊕ 𝑥 = 𝑦 ⊕ 𝑦.
2. 𝑥⊕ 𝑦 = 𝑦 ⊕ 𝑥.
3. (𝑥⊕ 𝑦)⊕ 𝑧 = 𝑥⊕ (𝑦 ⊕ 𝑧).
4. 𝑦 ⊕ 𝑥⊕ 𝑥 = 𝑦.
5. 𝑥 ∧ 𝑥 = 𝑥.
6. 𝑥 ∧ 𝑦 = 𝑦 ∧ 𝑥.
7. (𝑥 ∧ 𝑦) ∧ 𝑧 = 𝑥 ∧ (𝑦 ∧ 𝑧).
8. (𝑥⊕ 𝑦) ∧ 𝑧 = 𝑥 ∧ 𝑧 ⊕ 𝑦 ∧ 𝑧 ⊕ 𝑥 ∧ 𝑦 ∧ 𝑧.
9. 𝑥⊕ 𝑥 ∧ 𝑦 = 𝑥.
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Рис. 4. Перший шестиелементний еквацiональний кластер.

23. Алгебра 𝑈40 = ⟨𝐴, ⊕, ∧⟩. 𝐻 (𝑈40) = {1− 9}.
Використаємо еквацiональний кластер для знаходження повних систем то-

тожностей iнших алгебр кластера. З теореми 1 випливає, що повнi системи то-
тожностей алгебр 𝑈41 = ⟨𝐴, ⊕, ∧, 0⟩, 𝑈56 = ⟨𝐴, ⊕, ∨, ∧⟩, 𝑈57 = ⟨𝐴, ⊕, ∨, ∧, 0⟩
можемо отримати з повної системи тотожностей алгебри 𝑈40 = ⟨𝐴, ⊕, ∧⟩ при-
єднанням вiдповiдних сигнатурних тотожностей, зображених на рисунку 4.

24. Алгебра 𝑈41 = ⟨𝐴, ⊕, ∧, 0⟩. 𝐻(𝑈41) = {𝐻(𝑈40)
⋃︀
𝑥⊕ 𝑥 = 0}.

25. Алгебра 𝑈56 = ⟨𝐴, ⊕, ∨, ∧⟩. 𝐻(𝑈56) = {𝐻(𝑈40)
⋃︀
𝑥 ∨ 𝑦 = 𝑥𝑦 ⊕ (𝑥⊕ 𝑦)}.

26. Алгебра 𝑈57 = ⟨𝐴, ⊕, ∨, ∧, 0⟩. 𝐻(𝑈57) = {𝐻(𝑈41)
⋃︀
𝑥𝑦 = 𝑥𝑦 ⊕ (𝑥⊕ 𝑦)}, або

𝐻(𝑈57) =
{︁
𝐻(𝑈56)

⋃︁
𝑥𝑦 = 𝑥⊕ 𝐸 = 0

}︁
.

Доведемо на прикладi останньої алгебри, що повна система тотожностей ал-
гебри 𝑈57 = ⟨𝐴, ⊕, ∨, ∧, 0⟩ складається з повної системи тотожностей алгебри
𝑈8 = ⟨𝐴, ∧⟩ , яка доповнена тотожностями 𝑥 ∨ 𝑦 = 𝑥𝑦 ⊕ (𝑥⊕ 𝑦) i 𝑥 ⊕ 𝐸 = 0.
Якщо за допомогою останнiх тотожностей усунути операцiї ∨ i 0, то формули
цiєї алгебри перетворяться у формули алгебри 𝑈40 = ⟨𝐴, ⊕, ∧⟩.
27. Алгебра 𝑈48 = ⟨𝐴, ⊕, ∨⟩. 𝐻(𝑈48) = {𝐻(𝑈40)

⋃︀
𝑥 ∨ 𝑦 = 𝑥𝑦 ⊕ (𝑥⊕ 𝑦),

𝑥𝑦 = (𝑥 ∨ 𝑦)⊕ (𝑥⊕ 𝑦)}.
Для того, щоб звести формули алгебри 𝑈48 = ⟨𝐴, ⊕, ∨⟩ до формул алгебри

𝑈40 = ⟨𝐴, ⊕, ∧⟩ необхiдно у алгебрi 𝑈40 = ⟨𝐴, ⊕, ∧⟩ за допомогою сигнатурної
тотожностi 𝑥𝑦 = (𝑥∨𝑦)⊕ (𝑥⊕𝑦) перейти до формул алгебри 𝑈56 = ⟨𝐴, ⊕, ∨, ∧⟩,
а далi через сигнатурну тотожнiсть 𝑥 ∨ 𝑦 = 𝑥𝑦 ⊕ (𝑥 ⊕ 𝑦) до формул алгебри
𝑈40 = ⟨𝐴, ⊕, ∧⟩.
28. Алгебра 𝑈49 = ⟨𝐴, ⊕, ∨, 0⟩. 𝐻(𝑈49) = {𝐻(𝑈48)

⋃︀
𝑥⊕ 𝑥 = 0}.

Другий шестиелементний еквацiональний кластер 𝑁3 складається з алгебр
𝑈34 = ⟨𝐴, ⊕, 1⟩, 𝑈35 = ⟨𝐴, ⊕, 1, 0⟩, 𝑈36 = ⟨𝐴, ⊕, ¬⟩, 𝑈37 = ⟨𝐴, ⊕, ¬, 0⟩, 𝑈38 =
= ⟨𝐴, ⊕, ¬, 1⟩, 𝑈39 = ⟨𝐴, ⊕, ¬, 1, 0⟩ класу𝑀6, який можемо зобразити у виглядi
графа (рис. 5).

Наведемо повну систему тотожностей алгебри 𝑈34 = ⟨𝐴, ⊕, 1⟩:
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Рис. 5. Другий шестиелементний еквацiональний кластер.

1. 𝑥⊕ 𝑦 = 𝑦 ⊕ 𝑥.
2. (𝑥⊕ 𝑦)⊕ 𝑧 = 𝑥⊕ (𝑦 ⊕ 𝑧).
3. 𝑥⊕ 𝑥 = 𝑦 ⊕ 𝑦 = 1⊕ 1.
4. 𝑥⊕ 1⊕ 1 = 𝑥.

Тотожнiсть 4 дозволяє отримувати формули, до складу яких входить не
бiльше одної одиницi. За допомогою тотожностей 1 i 2 проводимо лексикогра-
фiчне впорядкування змiнних. Довiльну формулу можемо звести до вигляду
1⊕1 або 1⊕𝐹 , або 𝐹 , причому формула 𝐹 не мiстить однакових доданкiв. Лег-
ко показати, що формули 𝐹1 i 𝐹2 утворюють тотожнiсть тодi i тiльки тодi, коли
в результатi застосування алгоритму лексикографiчно впорядкованi формули
𝐹

′
1 i 𝐹

′
2 спiвпадають.

29. Алгебра 𝑈34 = ⟨𝐴, ⊕, 1⟩. 𝐻(𝑈34) = {1− 4}.
30. Алгебра 𝑈35 = ⟨𝐴, ⊕, 1, 0⟩. 𝐻(𝑈35) = {𝐻(𝑈34), 𝑥⊕ 𝑥 = 0}.
31. Алгебра 𝑈38 = ⟨𝐴, ⊕, ¬, 1⟩. 𝐻(𝑈35) = {𝐻(𝑈34), 𝑥̄ = 𝑥⊕ 1}.
32. Алгебра 𝑈39 = ⟨𝐴, ⊕, ¬, 1, 0⟩. 𝐻(𝑈35) = {𝐻(𝑈34), 𝑥̄ = 𝑥⊕ 1, 𝑥⊕ 𝑥 = 0}.
33. Алгебра 𝑈36 = ⟨𝐴, ⊕, ¬⟩. 𝐻(𝑈35) = {𝐻(𝑈34), 𝑥⊕ 𝑥 = 1, 𝑥̄ = 𝑥⊕ 1}.
34. Алгебра 𝑈37 = ⟨𝐴, ⊕, ¬, 0⟩. 𝐻(𝑈37) = {𝐻(𝑈36), 𝑥⊕ 𝑥 = 0}.

Теорема 2. Функцiонально неповнi алгебри утворюють сiмнадцять одно-
елементних еквацiональних кластерiв; один двохелементний, один трьохеле-
ментний i два шестиелементних еквацiональних кластерiв.

3. Висновки. У данiй роботi продовжено дослiдження класу булевих ал-
гебр, якi включають шiсть операцiй: константи 0 та 1, заперечення, кон’юнкцiю,
диз’юнкцiю та суму за модулем два. Для класу даних алгебр введено поняття
сигнатурних тотожностей i еквацiонального кластера. За допомогою цих понять
вдалося компактно описати всi повнi системи тотожностей функцiонально не-
повних булевих алгебр. Кожна iз тридцяти чотирьох функцiонально неповних
алгебр входить в один iз двадцяти одного кластера.
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The paper has been considered a class of algebras with operations sum taken absolutely
two, disjunction, conjunction, negation, constants 0 and 1. The concepts of signature
identity, which can be used to change the signature of algebras, and the concept of an
equational cluster of algebras are introduced. All functionally incomplete algebras form
twenty-one clusters. The paper has found all complete systems of identities for thirty-four
functionally incomplete algebras.
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ПIДХОДИ ЩОДО КЛАСТЕРИЗАЦIЇ КРИПТОВАЛЮТ

Криптовалюти еволюцiонували з цифрової новинки до технологiй на трильйон до-
ларiв, що можуть за кiлька рокiв викликати значний вплив на глобальну фiнансову
систему. Бiткоїн та сотнi iнших криптовалют стають все бiльш популярними як iнве-
стицiйний iнструмент, а також використовуються для оплати товарiв та послуг, вiд
програмного забезпечення до нерухомостi [1].

В межах даної наукової роботи проведено кластеризацiю криптовалют з викори-
станням рiзних методiв. Для проведення дослiдження використано реальнi данi iз
сервiсу CryptoCompare. На першому етапi набiр даних нормалiзовано та стандартизо-
вано. Далi проведено зменшення розмiрностi даних. На наступних етапах визначено
оптимальну кiлькiсть кластерiв та проведено подiл криптовалют на вiдповiднi кла-
стери. Для досягнення поставленої мети використано наступнi методи: EDA, PCA,
t-SNE, k-means, метод лiктя та силуетний метод.

Ключовi слова: кластеризацiя, ефективнiсть, ризик, аналiз даних, кореляцiя.

Список умовних позначень:
P2P — Peer-to-peer;
ЄЦБ — Європейський центральний банк;
PoW — proof-of-work;
PoS — proof-of-stak;
NFT — Non fungible token (незамiннi токени);
PCA — Principal component analysis (метод головних компонентiв);
t-SNE — t-distributed stochastic neighbor embedding (T-розподiлене вкладення
стохастичної близькостi);
EDA — дослiдницький аналiз даних;
K-means — метод 𝑘-середнiх.

1. Вступ. Завдяки прогресу в криптографiї з’явилась можливiсть безпечних
комунiкацiй та електронних платежiв через Iнтернет. Використання кредитних
карток є формою електронної готiвки, яка покладається на довiрену третю сто-
рону для запобiгання перевитратам або подвiйним витратам. Протокол бiткоїн
внiс значний внесок у створення чистої однорангової (P2P) децентралiзованої
валюти, усунувши потребу в довiрених третiх сторонах [3].

Нашi нацiональнi валюти покладаються на центральнi банки, якi мають пов-
новаження регулювати грошову масу. Цi центральнi органи влади не завжди
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є державними установами, як Федеральна резервна система. В останнє деся-
тилiття Європейський центральний банк (ЄЦБ) взяв пiд контроль нацiональнi
центральнi банки Європейського Союзу. ЄЦБ заявляє про свою незалежнiсть
вiд нацiональних урядiв, щоб визначати монетарну полiтику. На жаль, роль
ЄЦБ не є полiтично нейтральною, як це видно в нещодавнiй грецькiй кризi.
Обраний грецький уряд зазнав тиску з боку ЄЦБ, коли позбавив грецькi банки
лiквiдностi. Той, хто володiє ключем вiд друкарського верстата, має величезну
економiчну та полiтичну владу [2].

Прихильники криптовалюти бачать її як демократичний iнструмент, який
усуває контроль центральних банкiв та фiнансових установ над створенням та
регулюванням грошей. У свою чергу, критики стверджують, що нова техно-
логiя є нерегульованою i може дати можливiсть злочинним та терористичним
органiзацiям та неприйнятним режимам здiйснювати фiнансовi операцiї. Вони
також пiдкреслюють, що енергоємний майнiнг криптовалют негативно впливає
на навколишнє середовище [6].

Зараз фiнансовi регулятори реагують на швидкий розвиток криптовалют.
Норми щодо їх використання значно вiдрiзняються по всьому свiту: деякi уря-
ди вiтають криптовалюти, а iншi обмежують або забороняють їх використання.
У своєму бажаннi конкурувати з криптовалютними технологiями, центральнi
банки з усього свiту, включаючи Федеральну резервну систему США, розгля-
дають можливiсть створення власних цифрових валют.

Мотивацiя творцiв бiткойн полягає у створеннi форми «електронного золо-
та», чия цiлiснiсть i не фальсифiкованiсть покладаються на математичнi вла-
стивостi, а не на фiзичнi властивостi золота або вiру в центральнi банки для
фiатних грошей [5]. Як це взагалi можливо, коли цифровий токен можна копi-
ювати точно, нескiнченно, безкоштовно? Це було б як мати можливiсть легко
виробляти золото, ставлячи пiд загрозу дефiцитнiсть i властивостi не фальси-
фiкацiї, якi роблять його цiнним [4]. Але з iншого боку, його електронна природа
робить його iдеальним для зберiгання та транспортування. Основна перешкода
полягає в тому, щоб запобiгти можливостi «подвiйних витрат», тобто одноча-
сного використання одного i того ж токена для рiзних платежiв. Спочатку «де-
централiзацiя» та «електроннiсть» здаються несумiсними цiлями. «Проблема
подвiйних витрат» є основною складнiстю створення децентралiзованих еле-
ктронних грошей.

2. Основний результат. У роботi пропонується процес пiдготовки набору
даних криптовалют на основi кластеризацiї. Кластеризацiя є одним iз найпо-
ширенiших методiв дослiдницького аналiзу даних, який використовується для
отримання iнформацiї щодо структури даних.

Для проведення дослiдження було використано набiр даних криптовалют
на основi фiнансових даних, який можна використовувати для машинного на-
вчання та експериментiв. Цi данi були зiбранi з CryptoCompare, сервiсу, що
вiдстежує вартiсть та обсяги торгiвлi рiзними криптовалютами на фiнансових
ринках. Розглядаються данi, якi складаються з шести атрибутiв (стовпцiв):
1) CoinName — назва монети (string).
2) Algorithm — тип алгоритму (string).
3) IsTrading — чи криптовалюта зараз торгується (boolean).
4) ProofType — тип доказу (string).
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5) TotalCoinsMined — загальна кiлькiсть видобутих монет (int).
6) TotalCoinSupply — загальний запас монет (int).
У рамках даного дослiдження були проведенi операцiї з нормалiзацiї та стан-

дартизацiї набору даних. Для зменшення розмiру набору даних були викори-
станi методи головних компонент та t-SNE. Окремим етапом дослiдження є
визначення оптимальної кiлькостi кластерiв у наборi даних криптовалют за до-
помогою пiдходiв кластеризацiї.

Для досягнення мети використанi наступнi методи:
– EDA (англ. Exploratory Data Analysis) – це метод аналiзу даних, який до-
зволяє зрозумiти їх структуру та вiдповiднiсть загальним шаблонам. Цей
метод може допомогти у прийняттi рiшень про те, якi типи моделей можуть
бути прийнятними для подальшого моделювання даних.

– PCA (англ. Principal Component Analysis) є методом зменшення розмiрностi
набору даних з метою спрощення та полегшення їхнього розумiння.

– t-SNE (англ. t-distributed Stochastic Neighbor Embedding) – використовує-
ться для вiзуалiзацiї високовимiрних наборiв даних у виглядi дво- або три-
вимiрних дiаграм розсiювання, якi легше iнтерпретувати, нiж традицiйнi
графiки. Це також корисно для вiзуалiзацiї кластерiв у бiльших наборах
даних, оскiльки дозволяє iдентифiкувати викиди, не втрачаючи з поля зо-
ру загальнi тенденцiї в наборi даних.

– K-means – це алгоритм машинного навчання для кластеризацiї даних, який
створює 𝑘 кластерiв, групуючи схожi елементи разом. Алгоритм працює на
основi розрахунку вiдстанi мiж кожним елементом та центроїдом кластера,
який визначається як середнє значення всiх елементiв у кластерi.

– Метод лiктя – це метод оцiнки кiлькостi кластерiв у наборi даних, який
працює шляхом аналiзу вiдстаней мiж кожною точкою в кластерi та його
центроїдом – середньою точкою координат усiх його елементiв. Пiсля об-
числення цих вiдстаней для кожного елемента в кожному кластерi, метод
лiктя визначає, де бiльшiсть точок припадає на лiнiю мiж їхнiми центрої-
дами та середнiм значенням їхнього кластера (або середнiм, якщо є лише
один), що дозволяє визначити оптимальну кiлькiсть кластерiв для моделю-
вання.

– Метод силуету – це метод оцiнки якостi кластеризацiї, який враховує схо-
жiсть кожної точки з точками у своєму власному кластерi порiвняно з iн-
шими кластерами. Використовуючи метрики подiбностi, такi як взаємна
iнформацiя або коефiцiєнти кореляцiї, метод силуету визначає ступiнь схо-
жостi кожної точки з її кластером та iншими кластерами. Це дозволяє оцi-
нити якiсть кластеризацiї та вибрати найоптимальнiшу кiлькiсть кластерiв.
Пiсля проведення процесу очищення даних, наступним кроком є зменшення

їх розмiрностi. Для досягнення цiєї мети використанi два методи: метод аналiзу
головних компонент (PCA) та t-SNE.

Використання методу аналiзу головних компонент дозволило виявити, що
за умови використання 74 головних компонент, ми можемо зберегти бiльше
90% iнформацiї, яка була присутня в оригiнальному наборi даних. Це вказує на
високу ефективнiсть методу PCA при зменшеннi розмiрностi даних.

Крiм того, було використано метод t-SNE для подальшого зменшення роз-
мiрностi даних до двох. Цей метод є потужним iнструментом, що дозволяє вiзу-
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алiзувати високорозмiрнi данi у виглядi двовимiрної картинки, зберiгаючи при
цьому iнформацiю про структуру та взаємозв’язки даних (рис. 1).

Аналiз матрицi кореляцiї показав, що метод PCA продовжує використовува-
ти значну кiлькiсть ознак (74), що змушує показувати значення кореляцiї для
всiх змiнних та їхнiх скоригованих оцiнок. Недолiком такого пiдходу є те, що
надмiрна кiлькiсть ознак може спричинити шум та ускладнити обробку даних.
Для полiпшення роботи алгоритмiв з даними, можливо застосувати додатковi
методи зменшення розмiрностi, якi дозволяють зменшити кiлькiсть ознак та
зосередитися на найбiльш значущих змiнних.

Рис. 1. Побудова результатiв методу t-SNE.

Пiсля успiшного застосування методiв зменшення розмiрностi, доцiльно пе-
рейти до визначення оптимальної кiлькостi кластерiв за допомогою методу лi-
ктя. На графiку (рис. 2) можна спостерiгати точку (чiтке лiктя), яка вiдокрем-
лює область, де iнерцiя змiнюється помiтно вiд iншої. У цьому випадку можли-
вий подiл криптовалют на 7 або 8 кластерiв. Однак, для точнiшого визначення
кiлькостi кластерiв, необхiдно використовувати iншi методи, такi як силуетна
оцiнка, який дозволяє знайти оптимальну кiлькiсть кластерiв на основi даних,
що допоможе у побудовi бiльш точної класифiкацiї криптовалют.

Рис. 2. Створення кривої лiктя.
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У цьому дослiдженнi застосовано метод аналiзу силуетiв для визначення
оптимальної кiлькостi кластерiв у кластеризацiї за допомогою методу 𝑘-середнiх
(рис. 3). З використанням оцiнки Silhouette були проаналiзованi кластери зi зна-
ченнями𝐾 = 2,𝐾 = 3,𝐾 = 4 та𝐾 = 6. Пiсля ретельного вивчення результатiв,
було прийнято рiшення використовувати 𝐾 = 6 в подальшому аналiзi даних.

Рис. 3. Аналiз силуетiв для кластеризацiї 𝑘-середнiх на вибiркових даних з
n_clusters = 6.

Пiсля прогнозування кластерiв за допомогою методу 𝑘-середнiх при 𝑘 = 6,
отримано чiтко видiленi шiсть груп (рис. 4). Варто зазначити, що головнi ком-
поненти, якi створюються за методом головних компонент (PCA), розташовую-
ться в порядку кiлькостi варiацiй, якi вони охоплюють. Зокрема, перша головна
компонента (PC1) фiксує найбiльшу кiлькiсть варiацiй, друга головна компо-
нента (PC2) — другу за кiлькiстю, i так далi. Кожна головна компонента надає
певну iнформацiю про данi, i в методi головних компонент кiлькiсть компонент
визначається кiлькiстю характеристик у вихiдних даних.

Рис. 4. Прогнозування кластерiв при 𝑘 = 6.

3. Висновки та перспективи подальших дослiджень. Результати да-
ного дослiдження вказують на можливiсть подiлу криптовалют на шiсть кла-
стерiв. Для пiдтвердження зв’язку мiж результатами кластеризацiї та iншими
описовими властивостями криптовалют (загальна пропозицiя монет, загальна
кiлькiсть видобутих монет) було проведено рiзнi аналiзи в рамках профiлю-
вання ринку криптовалют. Цей аналiз дозволив визначити, чи пов’язанi пев-
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нi характеристики з конкретними фiнансовими показниками, встановленими за
допомогою алгоритмiв кластеризацiї. Крiм того, було виявлено сильний зв’язок
мiж технологiчними характеристиками та поведiнкою ринку, що вiдкрило новi
можливостi для майбутнiх дослiджень з метою уточнення їхнiх висновкiв.

Це дослiдження пiдтвердило, що данi мають фундаментальну структуру,
яка була пiдтверджена пiсля детального аналiзу даних протягом тривалого пе-
рiоду часу. Кожен алгоритм кластеризацiї зробив свiй внесок у вiдкриття рiзних
особливостей ринку криптовалют. Комбiнування результатiв кластеризацiї до-
зволило ефективно виявляти основнi закономiрностi на ринку бiткойнiв. Се-
гменти кластерiв, їх прототипи та опис надають зрозумiлу зведену iнформацiю
про загальнi фiнансовi умови на ринку. Оцiнюючи перетин кластерiв, можна
створити бiльш детальнi профiлi. Крiм того, дослiдники або iнвестори можуть
знайти окремi криптовалюти та встановити, до яких кластерiв вони належать.

Дослiдження, що здiйснено з використанням методiв кластеризацiї для кла-
сифiкацiї криптовалют, вiдкрило новi можливостi для аналiзу ринку цифрових
валют. Проте, наступнi етапи дослiдження повиннi вiдповiсти на багато важли-
вих питань.

Однiєю з перспектив може стати дослiдження взаємодiї мiж криптовалюта-
ми та традицiйними фiнансовими iнструментами. Крiм того, можна провести
дослiдження зв’язку мiж кластеризацiєю криптовалют та їх технологiчними ха-
рактеристиками, такими як швидкiсть обробки транзакцiй та розмiр блоку. Пiд
час таких дослiджень можна виявити спiльнi зв’язки та визначити новi тенден-
цiї на ринку криптовалют, що сприятиме подальшому розвитку цього сектору.
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КОНКУРЕНТНI МОДЕЛI РОЗМIЩЕННЯ ЦЕНТРIВ
ОБСЛУГОВУВАННЯ КЛIЄНТIВ

Стаття присвячена розв’язанню задачi розмiщення центрiв обслуговування клiєн-
тiв з метою мiнiмiзацiї виробничих, транспортних та iнвестицiйних витрат. Розглянуто
два класи моделей: модель простої задачi розмiщення та модель пошуку рiшення на
конкурентному ринку. Перший клас задач є NP-складним для пошуку точного рiше-
ння, який базується на припущеннi, що витрати на вiдкриття об’єктiв залежать вiд
їхнього майбутнього розмiщення, а iнвестицiйний бюджет не є обмеженням. Другий
метод – це удосконалення першого класу задач шляхом надання можливостi врахову-
вати при пошуку оптимального рiшення додатковi параметрiв, що надає бiльш якiсну
iнформацiю для прийняття рiшень на конкурентному ринку з урахуванням iнтересiв
усiх зацiкавлених сторiн.

На вiдмiну вiд наявних методiв, для спрощення складностi задач запропоновано
еквiвалентний метод розв’язання. Суть нового методу полягає в перетвореннi задачi в
псевдобулiєву модель, що дає змогу розв’язувати задачу розмiщення з полiномiальною
трудомiсткiстю. Запропонований метод еквiвалентного перетворення можна викори-
стовувати для розв’язання як задач першого класу, так i задач багатокритерiальної
оптимiзацiї розмiщення.

Модель буде корисна для iнвестицiйних менеджерiв та компанiй, що планують
вихiд на новi ринки, у тому числi для легкої адаптацiї пiд уведення нових критерiїв
цiльової функцiї та обмежень. Роботу еквiвалентної моделi було продемонстровано та
доведено на прикладi.

Ключовi слова: проста задача про розмiщення, задача про розмiщення об’єктiв на
конкурентному ринку, псевдобулiєва функцiя, межа вартостi оптимального рiшення
задачi.

1. Вступ. Задача розмiщення пов’язана з вирiшенням головного питання –
балансу потреб споживання та пропозицiї. Органiзацiя, що надає послуги або
продає товар, одночасно є споживачем iншого товару або послуг у ланцюзi по-
стачання вiд виробника до споживача. Максимальне наближення до споживача
може негативно впливати на можливiсть функцiонування оптимального логi-
стичного каналу, що негативно впливає на собiвартiсть i, як результат, на кон-
курентоспроможнiсть органiзацiї на ринку [1]. Особливiстю задач розмiщення є
те, що прийняте рiшення має довгостроковi наслiдки в мiнливому середовищi,
багато даних, що використовувалися в процесi прийняття рiшення про обрання
мiсця розмiщення, будуть невизначеними в майбутньому, особливо тi, що стосу-
ються попиту та уподобання клiєнтiв [2]. Бiльшiсть об’єктiв залишаються там,
де вони спочатку були розмiщенi.

Задача розмiщення спрямована на пошук рiшення щодо мiнiмiзацiї витрат,
пов’язаних з iнвестицiями у вiдкриття об’єкту, логiстики, виробничих витрат,
спрощення доступностi для клiєнтiв, зниження ризикiв i конкуренцiї [3], наяв-
нiсть у регiонi квалiфiкованого персоналу та iнше. Метою задачi оптимiзацiї є
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пошук балансу мiж вимогами та очiкуваннями як клiєнтiв [4], якi мають рiзнi
iнтереси залежно вiд сегментiв [5], так й iнвесторiв. Незважаючи на важливiсть
зазначених факторiв, бiльшiсть стандартних методiв пошуку оптимального мi-
сця розмiщення їх не враховують при пошуку рiшення. Це акцентує увагу на
важливостi побудови багатокритерiальних моделей пошуку рiшення про роз-
мiщення, у якi особа, що приймає рiшення, може додати будь-якi додатковi
критерiї.

Важливим аспектом задачi пошуку мiсця розмiщення є моделювання вза-
ємовiдносин конкурентiв, що функцiонують у певнiй зонi обслуговування клi-
єнтiв, тобто передбачити поведiнку лiдера на ринку для захисту своїх iнте-
ресiв вiд нових гравцiв; моделювання поведiнки споживачiв на iмовiрнiснi дiї
постачальникiв-конкурентiв [6].

2. Основний результат. Завдання цiєї статтi — запропонувати метод спро-
щення пошуку рiшення для NP-складних задач розмiщення [7]; запропонувати
iнструмент для застосування додаткових змiнних у математичнiй моделi зада-
чi про розмiщення, що, на думку ОПР, мають можливiсть впливати на якiсть
рiшення про розмiщення ЦОК; забезпечити простоту iнтерпретацiї отриманих
результатiв користувачами без додаткових вимог до рiвня їх компетенцiй та
зберiгаючи надiйнiсть i точнiсть аналiзу за допомогою математичного моделю-
вання.

3. Виклад основного матерiалу.
Проста задача про розмiщення об’єктiв
Припустимо, що особа, що приймає рiшення (ОПР), приймає рiшення про

вiдкриття центрiв обслуговування клiєнтiв (ЦОК) без врахування додаткової
iнформацiї про розмiщення ЦОК конкурентiв. ОПР припускає, що має можли-
вiсть зробити максимально можливу конкурентну пропозицiю для своїх майбу-
тнiх клiєнтiв, тобто [8]:

min

⎧⎨⎩𝑝𝑖𝑗 ∈ 𝑃 |𝑝𝑖𝑗 =
𝑝max∫︁
0

𝑐𝑖𝑗 · 𝑓(𝐷)𝑑𝐷, 𝑖 ∈ 𝐼, 𝑗 ∈ 𝐽

⎫⎬⎭ , (1)

де 𝑝𝑖𝑗 — цiна, за якою надаються послуги або товари клiєнту; вона є конку-
рентною i влаштовує споживача; 𝑝max — максимальна цiна на певний товар у
доступних для клiєнта ЦОК; 𝑐𝑖𝑗 — собiвартiсть товару або послуги; 𝑓(𝐷) —
функцiя попиту.

Враховуючи (1), можна зробити висновок, що для забезпечення конкурен-
тного iснування органiзацiя повинна мати коридор можливостей для обрання
цiни 𝑐𝑖𝑗 ≤ 𝑝𝑖𝑗 ≤ 𝑝max . Задача вибору мiсця розмiщення ЦОК полягає в по-
шуку множини 𝑆 ⊆ 𝐼, яка задовольняє умови конкурентного iснування, тобто
𝑆* ∈ argmin {𝑓(𝑆)|∅ ⊂ 𝑆 ⊆ 𝐼}. Цiльову функцiю вибору мiсця розмiщення ЦОК
можна записати так [9]:

𝑓(𝑆) = min

{︃∑︁
𝑖∈𝑆

𝑑𝑖 +
∑︁
𝑗∈𝐽

min {𝑐𝑖𝑗|𝑖 ∈ 𝑆}

}︃
, (2)

де 𝑑𝑖 — розмiр iнвестицiй, необхiдних для вiдкриття ЦОК у певному мiсцi роз-
мiщення 𝑥𝑖, 𝑑𝑖 ≥ 0.

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2023, том 42, № 1 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)



212 Д. I. СИМОНОВ

Задачу розмiщення ЦОК можна переформулювати таким чином: «визначи-
ти таку пiдмножину вершин 𝑥𝑖 ∈ 𝑋 графа𝐺 = (𝑋,𝐴), де — множина дуг графа,
для якої значення 𝑓(𝑆) мiнiмальне, тобто задовольняє критерiї оптимальностi
𝑓(𝑆), визначенi ОПР, тобто 𝑓(𝑆) ≤ 𝑓 𝑜𝑝𝑡(𝑆)».

Сформульована задача простого розмiщення ЦОК є NP-складним завдан-
ням, тому доцiльно розглянути її еквiвалентний варiант, що спростить пошук
рiшення.

Нехай iснує вектор 𝑥̃𝑖, для якого
{︀
𝑥̃𝑖 ∈ 𝑋|𝑥̃1 ≤ 𝑥̃2 ≤ . . . ≤ 𝑥̃𝑛, 𝑖 = 1, 𝑛

}︀
є ре-

зультатом сортування значень 𝑥𝑖. Якщо припустити iснування бiнарного векто-
ру 𝜏𝑖 ∈ {0, 1}, 𝜏𝑖 ̸= {1, . . . , 1}, то можна отримати такi нерiвностi визначення
максимального та мiнiмального значення 𝑥̃𝑖 [10–11]:

min
𝑖|𝜏𝑖=0

{𝑥̃𝑖} = 𝑥̃0 +
𝑛−1∑︁
𝑙=1

(𝑥̃𝑙+1 − 𝑥̃𝑙) ·
𝑛−1∏︁
𝑙=1

𝜏𝑖𝑗𝑙
, 1 ≤ 𝑙 ≤ 𝑛, (3)

max
𝑖|𝜏𝑖=0

{𝑥̃𝑖} = 𝑥̃𝑛 −
𝑛−1∑︁
𝑙=1

(𝑥̃𝑛 − 𝑥̃𝑙) ·
𝑛−1∏︁
𝑙=1

𝜏𝑖𝑗𝑙
, 1 ≤ 𝑙 ≤ 𝑛. (4)

Виконаємо iтерацiйне сортування рядкiв 𝑖𝑗1, 𝑖
𝑗
2, . . . , 𝑖

𝑗
𝑛 стовпцiв матрицi 𝐶 =

= {𝑐𝑖𝑗} за умови, що отримаємо 𝑐𝑖𝑗1 ≤ 𝑐𝑖𝑗2
≤ . . . ≤ 𝑐𝑖𝑗𝑛 .

Вiдповiдно просту задачу розмiщення ЦОК можна сформулювати так:

𝑓(𝜏) =
∑︁
𝑖∈𝐼

𝑓𝑖 (1− 𝜏𝑖) +
∑︁
𝑗∈𝐽

(︃
𝑐𝑖𝑗1

+
𝑛−1∑︁
𝑙=1

(︃(︁
𝑐𝑖𝑗𝑙+1

− 𝑐𝑖𝑗𝑙

)︁
·
𝑛−1∏︁
𝑙=1

𝜏𝑖𝑗𝑙

)︃)︃
, (5)

за умов:
𝜏 *𝑖 = 0 ⇔ 𝑖 ∈ 𝑆, 𝑆 ⊆ 𝐼, (6)

𝜏𝑖 ∈ {0, 1} , 𝜏 ̸= (1, . . . , 1) , 𝑖 = 1, 𝑛, 1 ≤ 𝑙 ≤ 𝑛. (7)

Приклад 1. Iнвестору потрiбно обрати мiсце розмiщення ЦОК з декiль-
кох дiлянок 𝑥𝑖, що знаходяться в трьох районах мiста 𝑓𝑖 (рисунок 1).

Рис. 1. Мапа iмовiрнiсних мiсць розмiщення ЦОК.

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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Обсяг необхiдних iнвестицiй 𝑑𝑖 = (30, 20, 20, 10, 10, 10)𝑇 , очiкуванi витрати
представленi матрицею витрат 𝑐𝑖𝑗.

𝑐𝑖𝑗 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
0 4 3 9 9 5
4 0 7 5 8 9
3 7 0 9 6 2
9 5 9 0 3 11
9 8 6 3 0 8
5 9 2 11 8 0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ .

Виконаємо сортування матрицi з метою отримати такий порядок: 𝑐𝑖𝑗1 ≤
≤ 𝑐𝑖𝑗2

≤ . . . ≤ 𝑐𝑖𝑗𝑛 .

𝑐𝑠𝑜𝑟𝑡𝑖𝑗 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
0 0 0 0 0 0
3 4 2 3 3 2
4 5 3 5 6 5
5 7 6 9 8 8
9 8 7 9 8 9
9 9 9 11 9 11

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ , 𝜏 𝑠𝑜𝑟𝑡𝑖 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
𝜏1 𝜏2 𝜏3 𝜏4 𝜏5 𝜏6
𝜏3 𝜏1 𝜏6 𝜏5 𝜏4 𝜏3
𝜏2 𝜏4 𝜏1 𝜏2 𝜏3 𝜏1
𝜏6 𝜏3 𝜏5 𝜏1 𝜏2 𝜏5
𝜏4 𝜏5 𝜏2 𝜏3 𝜏6 𝜏2
𝜏5 𝜏6 𝜏4 𝜏6 𝜏1 𝜏4

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ .

Наведенi матрицi 𝑐𝑠𝑜𝑟𝑡𝑖𝑗 i 𝜏 𝑠𝑜𝑟𝑡𝑖 мають декiлька варiантiв, якi необхiдно розгля-
нути для отримання оптимального рiшення, бо 𝑐𝑠𝑜𝑟𝑡45 = 𝑐𝑠𝑜𝑟𝑡55 та 𝑐𝑠𝑜𝑟𝑡44 = 𝑐𝑠𝑜𝑟𝑡54 .

Розрахуємо значення матрицi {𝑥̃𝑖𝑗}:

∆ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
0 0 0 0 0 0
3 4 2 3 3 2
1 1 1 2 3 3
1 2 3 4 2 3
4 1 1 0 0 1
0 1 2 2 1 2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ ,

Вiдповiдно для прикладу, що розглядається, рiвняння (5) буде мати такий
вигляд:

𝑓(𝜏) = 30(1− 𝜏1) + 20(1− 𝜏2) + 20(1− 𝜏3) + 10(1− 𝜏4) + 10(1− 𝜏5) + 10(1− 𝜏6)+
+0 + 3 · 𝜏1 + 1 · 𝜏1 · 𝜏3 + 1 · 𝜏1 · 𝜏2 · 𝜏3 + 4 · 𝜏1 · 𝜏2 · 𝜏3 · 𝜏6 + 0 · 𝜏1 · 𝜏2 · 𝜏3 · 𝜏4 · 𝜏6+
+0 + 4 · 𝜏2 + 1 · 𝜏1 · 𝜏2 + 2 · 𝜏1 · 𝜏2 · 𝜏4 + 1 · 𝜏1 · 𝜏2 · 𝜏3 · 𝜏4 + 1 · 𝜏1 · 𝜏2 · 𝜏3 · 𝜏4 · 𝜏5+
+0 + 2 · 𝜏3 + 1 · 𝜏3 · 𝜏6 + 3 · 𝜏1 · 𝜏3 · 𝜏6 + 1 · 𝜏1 · 𝜏3 · 𝜏5 · 𝜏6 + 2 · 𝜏1 · 𝜏2 · 𝜏3 · 𝜏5 · 𝜏6+
+0 + 3 · 𝜏4 + 2 · 𝜏4 · 𝜏5 + 4 · 𝜏2 · 𝜏4 · 𝜏5 + 0 · 𝜏1 · 𝜏2 · 𝜏4 · 𝜏5 + 2 · 𝜏1 · 𝜏2 · 𝜏3 · 𝜏4 · 𝜏5+
+0 + 3 · 𝜏5 + 3 · 𝜏4 · 𝜏5 + 2 · 𝜏3 · 𝜏4 · 𝜏5 + 0 · 𝜏2 · 𝜏3 · 𝜏4 · 𝜏5 + 1 · 𝜏2 · 𝜏3 · 𝜏4 · 𝜏5 · 𝜏6+
+0 + 2 · 𝜏6 + 3 · 𝜏3 · 𝜏6 + 3 · 𝜏1 · 𝜏3 · 𝜏6 + 1 · 𝜏1 · 𝜏3 · 𝜏5 · 𝜏6 + 2 · 𝜏1 · 𝜏2 · 𝜏3 · 𝜏5 · 𝜏6.

Якщо спростити вираз, то отримаємо:

𝑓(𝜏) = 100− 27𝜏1 − 16𝜏2 − 18𝜏3 − 7𝜏4 − 7𝜏5 − 8𝜏6 + 𝜏1 · 𝜏2 + 𝜏1 · 𝜏3+
+5 · 𝜏4 · 𝜏5 + 4 · 𝜏3 · 𝜏6 + 1 · 𝜏1 · 𝜏2 · 𝜏3 + 2 · 𝜏1 · 𝜏2 · 𝜏4 + 6 · 𝜏1 · 𝜏3 · 𝜏6+
+4 · 𝜏2 · 𝜏4 · 𝜏5 + 2 · 𝜏3 · 𝜏4 · 𝜏5 + 4 · 𝜏1 · 𝜏2 · 𝜏3 · 𝜏6 + 1 · 𝜏1 · 𝜏2 · 𝜏3 · 𝜏4+

+2 · 𝜏1 · 𝜏3 · 𝜏5 · 𝜏6 + 3 · 𝜏1 · 𝜏2 · 𝜏3 · 𝜏4 · 𝜏5+
+4 · 𝜏1 · 𝜏2 · 𝜏3 · 𝜏5 · 𝜏6 + 1 · 𝜏2 · 𝜏3 · 𝜏4 · 𝜏5 · 𝜏6.
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Як можна побачити з рiвняння, нова задача має меншу розмiрнiсть, але є
еквiвалентною початковому завданню.

Проаналiзуємо отриманi результати з урахуванням таких умов: якщо 𝑓𝑖(𝜏) ≥
0, то iснує оптимальне рiшення; якщо 𝑓𝑖(𝜏) + 𝑐𝑖 ≤ 0, то оптимальне рiшення не
iснує.

Зведемо результат розрахунку до таблицi 1.

Таблиця 1.
Зведена таблиця розрахункiв прикладу 1.

𝑖 1 2 3 4 5 6
𝑓𝑖(𝜏) −27 −16 −18 −7 −7 −8∑︀

𝑐𝑖 25 21 29 18 21 21
𝑓𝑖(𝜏) +

∑︀
𝑐𝑖 −2 5 11 11 14 13

Як можна побачити з наведеної таблицi, оптимальним рiшенням розмiщення
ЦОК серед зазначених на рисунку 1 варiантiв є розмiщення в 𝑥2.

Розглянемо член рiвняння з найбiльшим коефiцiєнтом 4 · 𝜏1 · 𝜏2 · 𝜏3 · 𝜏5 · 𝜏6.
Припустимо, що 𝜏1 = 𝜏2 = 𝜏5 = 𝜏6 = 1 i 𝜏3 = 𝜏4 = 0. Значення верхньої межi
вартостi оптимального рiшення задачi простого розмiщення буде:

𝑓𝑈𝐵(𝜏) = 100− 27𝜏1 − 16𝜏2 − 7𝜏5 − 8𝜏6 + 𝜏1 · 𝜏2 = 100− 27− 16− 7− 8 + 1 = 43.

Виконаємо оцiнку задачi при 𝜏1 = 𝜏2 = 𝜏3 = 𝜏5 = 𝜏6 = 1 i 𝜏4 = 0.

𝑓𝑚(𝜏) = 100− 27𝜏1 − 16𝜏2 − 18𝜏3 − 7𝜏5 − 8𝜏6 + 𝜏1 · 𝜏2 + 𝜏1 · 𝜏3 + 4 · 𝜏3 · 𝜏6+
+1 · 𝜏1 · 𝜏2 · 𝜏3 + 6 · 𝜏1 · 𝜏3 · 𝜏6 + 4 · 𝜏1 · 𝜏2 · 𝜏3 · 𝜏6 + 2 · 𝜏1 · 𝜏3 · 𝜏5 · 𝜏6+

+4 · 𝜏1 · 𝜏2 · 𝜏3 · 𝜏5 · 𝜏6 = 100− 27− 16− 18−
−7− 8 + 1 + 1 + 4 + 1 + 6 + 4 + 2 + 4 = 47.

Як можна побачити з розрахунку 𝑓𝑚(𝜏) i 𝑓𝑈𝐵(𝜏), дiапазон для оптимiзацiї
𝜀 = 𝑓𝑚(𝜏) − 𝑓𝑈𝐵(𝜏) знаходиться в межах 10 вiдсоткiв (𝜀 = 47−43

43
= 9,3%), що є

показником достатньо якiсного рiшення – обрати в ролi мiсця для розмiщення
ЦОК в 𝑥2, але остаточне рiшення приймає ОПР.

Задача про розмiщення об’єктiв на конкурентному ринку
Розглянемо задачу вибору мiсця розмiщення ЦОК на конкурентному рин-

ку. На момент прийняття рiшення про вiдкриття ЦОК на ринку вже фун-
кцiонує компанiя-лiдер 𝐸1, яка вiдкрила власнi ЦОК. Вiдповiдно на ринку
функцiонує множина ЦОК 𝐸 = {𝐸1 ∪ 𝐸2 ∪ . . . ∪ 𝐸𝑘}, з якої клiєнт обирає по-
стачальника товарiв або послуг. Розмiщення ЦОК вiдбувається за принципом{︀
𝑆𝑔 ⊆ 𝐼|𝑔 = 1, 𝑙 , 𝑆𝑔 ∩ 𝑆𝑔 = ∅, . . . , 𝑆𝑙−1 ∩ 𝑆𝑙 = ∅

}︀
. Оскiльки умовами задачi перед-

бачено розподiл на «лiдера» та «нового гравця», то доцiльно зробити припуще-
ння про певну перевагу в бiк лiдера.

Визначимо змiннi для:

I лiдера: 𝑒𝑔𝑖 =

{︂
1, 𝑂 : 𝐼 >: 𝑥𝑖 ̸= 0
0, 𝑂 : 𝐼 >: 𝑥𝑖 = 0

, 𝑒1𝑖 ∈ 𝐸1, 𝑖 = 1, 𝑛, 𝑔 = 1,

II нового гравця: 𝑒𝑔𝑖 =

{︂
1, 𝑂 : 𝐼 >: 𝑥𝑖 ̸= 0
0, 𝑂 : 𝐼 >: 𝑥𝑖 = 0

, 𝑒𝑔𝑖 ∈ 𝐸𝑔, 𝑖 = 1, 𝑛, 𝑔 = 2, 𝑘,

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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III клiєнта: 𝑦𝑗 =

{︂
1, 𝑂 : 𝐼 >: 𝑦𝑗 → 𝑒1𝑖
0, 𝑂 : 𝐼 >: 𝑦𝑗 → 𝑒𝑔𝑖

, 𝑗 ∈ 𝐽.

Пошук оптимального рiшення базується на припущеннi, що «оптимум» в
задачi розмiщення для лiдера може тiльки зростати, а в конкурентiв тiльки
зменшуватися. Це припущення накладає ряд обмежень для ОПР, якi можна
усунути за допомогою введення додаткових змiнних.

Цiльову функцiю дiяльностi кожної з органiзацiй на конкурентному ринку
можна записати у виглядi багатокритерiальної задачi:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

max
𝑥𝑖∈𝑆𝑔

{︂
𝑢∑︀

𝑖=1

𝑝𝑖𝑗 · 𝑦𝑗 (𝑥𝑔𝑖 )
}︂
, 𝑖 = 1, 𝑢, 1 ≤ 𝑢 ≤ 𝑛,

max
𝑥𝑖∈𝑆𝑔

{︂
𝑛∑︀

𝑖=𝑛−𝑢

𝑝𝑖𝑗 · 𝑦𝑗 (𝑥𝑔𝑖 )
}︂
, 𝑖 = 𝑛− 𝑢, 𝑛,

(8)

за умови:
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑒𝑔𝑖 ≤
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑥𝑖, (9)

𝑝𝑖𝑗 ≥ 𝑐𝑖𝑗, 𝑒
𝑔
𝑖 ∈ {0, 1} , 𝑖 ∈ 𝐼, 𝑗 ∈ 𝐽, 𝑥𝑖 ≥ 0. (10)

Багатокритерiальну задачу розмiщення можна спростити за допомогою псев-
добулiєвої функцiї (дивись задачу простого розмiщення). Якщо
𝑦*𝑗 =

∏︀
𝑖∈𝐼𝑗(𝑥) (1− 𝑒𝑔𝑖 ), то цiльову функцiю можна записати для лiдера так:

max

⎧⎨⎩∑︁
𝑗∈𝐽

𝑝𝑖𝑗 ·
∏︁

𝑖∈𝐼𝑗(𝑥)

(1− 𝑒𝑔𝑖 (𝑥𝑖))

⎫⎬⎭ , (11)

за умови,
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑒𝑔𝑖 ≤
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑥𝑖, (12)

𝑒𝑔𝑖 ∈ {0, 1} , 𝑔 = 1, 𝑖 ∈ 𝐼, 𝑗 ∈ 𝐽, 𝑥𝑖 ≥ 0, (13)

для наступного гравця:

max

⎧⎨⎩∑︁
𝑗∈𝐽

𝑝𝑖𝑗 ·

⎛⎝1−
∏︁

𝑖∈𝐼𝑗(𝑥)

(︀
1− 𝑒1𝑖

)︀⎞⎠⎫⎬⎭ , (14)

за умови,
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑒𝑔𝑖 ≤
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑥𝑖 −
∑︁
𝑖=1

𝑒1𝑖 , (15)

𝑒1𝑖 + 𝑒2𝑖 ≤ 1, (16)

𝑒𝑔𝑖 ∈ {0, 1} , 𝑔 = 2, 𝑖 ∈ 𝐼, 𝑗 ∈ 𝐽, 𝑥𝑖 ≥ 0, (17)

Для наступних гравцiв розрахунок оптимального рiшення розмiщення є схо-
жим на пошук рiшення для «другого гравця», але в ролi обмежень додаються
точки розмiщення «лiдера» та «другого гравця», тобто наступний гравець впо-
рядковує множину мiсць iмовiрного розмiщення ЦОК з урахуванням вiльного
простору.
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4. Висновки та перспективи подальших дослiджень. У роботi роз-
глянуто два класи моделей для вирiшення проблеми розмiщення ЦОК: модель
SPLP та модель пошуку на конкурентному ринку. Перший клас задач є NP-
складним для пошуку точного рiшення; з метою його спрощення було запро-
поновано еквiвалентний метод розв’язування. Другий метод надає можливiсть
розв’язувати задачу розмiщення на конкурентному ринку з урахуванням iнте-
ресiв усiх зацiкавлених сторiн та вводити додатковi умови для моделювання,
що сприяє можливостi отримати бiльше iнформацiї для ОПР.

У статтi висунуто припущення, Симонов Д. I. що клiєнт обирає постачаль-
ника товару або послуги, орiєнтуючись на цiну, але в реальному конкурентному
просторi доцiльно розглядати не тiльки цiну, а й цiннiсть, що є багатовимiрним
фактором.

Новизна дослiдження полягає у використаннi псевдобулiєвого методу пере-
творення задачi пошуку оптимального варiанту розмiщення ЦОК в еквiвален-
тну задачу меншого розмiру. Еквiвалентний метод дає змогу вирiшувати задачу
з полiномiальною трудомiсткiстю.

Необхiднi подальшi дослiдження у цьому напрямку, спрямованi на застосу-
вання багатокритерiальних задач розмiщення з використанням вагових коефi-
цiєнтiв критерiїв, що визначає ОПР або статистичний аналiз.
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The article is devoted to solving the problem of placing customer service centers to
minimize production, transport, and investment costs. Two classes of models are con-
sidered: a model of a simple placement problem and a model of finding a solution in a
competitive market. The first class of problems is NP-hard for finding an exact solution,
based on the assumption that the costs of establishing customer service centers depend on
their future placement and that the investment budget is not a constraint. The second
method is the improvement of the first class of problems by providing the opportunity to
consider additional parameters when searching for the optimal solution, which provides
better information for decision-making in the competitive market, considering the interests
of all interested parties.

In contrast to the existing methods, to simplify the complexity of the problems, an
equivalent solution method was proposed. The essence of the new method is to transform
the problem into a pseudo-Boolean model, which allows for solving the placement prob-
lem with polynomial complexity. The proposed equivalent transformation method can be
used both for solving problems of the first class and for solving problems of multi-criteria
placement optimization.

The model will be useful for use by investment managers and companies planning to
enter new markets, including due to easy adaptation to the introduction of new objective
function criteria and restrictions. The work of the equivalent model was demonstrated and
proved by a case study.

Keywords: the simple problem of placement, problem of placement of objects on a com-
petitive market, pseudo-Boolean function, limit of the cost of the optimal solution of the
problem.
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ЛЕКСИКОГРАФIЧНА ЗГОРТКА БАГАТЬОХ КРИТЕРIЇВ ЯК
НАДКРИТЕРIЙ ЇХ ПАРЕТIВСЬКОЇ ЗГОРТКИ

В статтi розглядається лексикографiчна згортка багатьох критерiїв в один вектор-
ний критерiй. Ця згортка одержана на основi умови попарної рiзної важливостi кри-
терiїв. Також розглянута вiдповiдна лексикографiчнiй згортцi критерiїв задача вiд-
шукання альтернативи, оптимальної в нiй, — задача лексикографiчної оптимiзацiї.

В статтi доведено, що лексикографiчна згортка багатьох критерiїв є надкритерiєм
паретiвської згортки критерiїв. На основi цього доведення показано, що розв’язання
задачi багатокритерiального вибору за паретiвською згорткою зводиться до розв’язання
задач лексикографiчної оптимiзацiї. Розглянуто також лексикографiчне лiнiйне про-
грамування i побудована двоїста задача, як задача лiнiйного програмування з вектор-
ними змiнними i доведенi теореми двоїстостi. Описано варiант симплексного алгори-
тму стосовно задачi лексикографiчного лiнiйного програмування.

Ключовi слова: лексикографiчна згортка багатьох критерiїв, векторний критерiй,
надкритерiй паретiвської згортки критерiїв.

1. Вступ. Розв’язання сучасних проблем в економiцi неможливе без засто-
сування моделей, якi описують сприйняття людиною навколишньої дiйсностi.
До таких моделей вiдносяться багатокритерiальнi моделi, структура яких ви-
значається набором найбiльш суттєвих критерiїв та зв’язкiв мiж ними. Клас
проблем, який описується такими моделями, є найбiльш поширеним на практи-
цi, а їх вирiшення найбiльш складними.

Властивостям i методам розв’язування багатокритерiальних задач оптимi-
зацiї, лексикографiчної оптимiзацiї, присвячено багато наукових праць, число
яких нараховує уже декiлька сотень найменувань. Так в працi [1] розглядає-
ться метод знаходження оптимальних розв’язкiв лiнiйної задачi лексикографi-
чної багатокритерiальної оптимiзацiї шляхом зведення її до однокритерiальної
з скалярною цiльовою функцiєю. Праця [2] присвячена розгляду симплексно-
го алгоритму для багатокритерiальної лексикографiчної задачi лiнiйного про-
грамування та його удосконалення. [3] присвячена розробцi та обґрунтуванню
математичних моделей та обчислювальних методiв розв’язання векторних за-
дач дискретної оптимiзацiї на комбiнаторних множинах. В [4] встановлено умо-
ви iснування розв’язкiв багатокритерiальних задач лексикографiчної оптимi-
зацiї з необмеженою множиною допустимих розв’язкiв на основi використання
властивостей рецесивного конусу опуклої допустимої множини, конусу, що ле-
ксикографiчно впорядковує її вiдносно критерiїв оптимiзацiї. Саме в працi [5]
введено поняття надкритерiю будь-якого критерiю i побудовано окремi надкри-
терiї паретiвської згортки критерiїв. Праця [6] присвячена розгляду моделей,
в яких множина альтернатив, на якiй необхiдно здiйснити вибiр, впорядковує-
ться за визначеним порядком вiддачi переваги. Якщо на множинi альтернатив

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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задається багато порядкiв вiддачi переваги, то вони згортаються в один єди-
ний порядок за допомогою додаткових умов пiдпорядкованостi одних порядкiв
iншим.

2. Постановка задачi. Метою дослiдження є розв’язання задач багатокри-
терiальної оптимiзацiї, в яких критерiї порiвнюються попарно за важливiстю.
Для цього, кожна з цих задач формулюється як задача з векторним критерi-
єм, значення якого вiдповiдно впорядковується, тобто на множинi альтернатив
визначається вiдповiдний порядок вiддачi переваги. Якщо цей порядок є пов-
ним порядком, то вiдповiдна задача є задачею лексикографiчної оптимiзацiї,
яка розв’язується вiдомими методами. Якщо порядок вiддачi переваги є час-
тковим порядком, то вiдповiдна задача розв’язується шляхом замiни її однiєю
або багатьма задачами, порядок вiддачi переваги в яких є повним порядком
на множинi альтернатив, отже, кожна з них є або задачею лексикографiчної
оптимiзацiї, або задачею скалярної оптимiзацiї.

3. Лексикографiчна згортка багатьох критерiїв як надкритерiй їх
паретiвської згортки. Розглядаються критерiї

𝑐𝑗, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑘. (1)

Їх лексикографiчна згортка базується на строгому ранжируваннi. Нехай, 𝑗1-
ий критерiй має найвищий ранг, 𝑗2-ий критерiй має нижчий за нього ранг, i т.д.,
𝑗𝑘-ий критерiй має найнижчий ранг. Тодi, альтернатива x вважається кращою
за альтернативу y, якщо i тiльки якщо або

𝑐𝑗1(x) > 𝑐𝑗1(y),

або
𝑐𝑗1(x) = 𝑐𝑗1(y),

𝑐𝑗2(x) > 𝑐𝑗2(y),

або
𝑐𝑗1(x) = 𝑐𝑗1(y),

𝑐𝑗2(x) = 𝑐𝑗2(y),

𝑐𝑗3(x) > 𝑐𝑗3(y),

або i т.д., або
𝑐𝑗(x) = 𝑐𝑗(y), 𝑗 = 𝑗1, 𝑗2, . . . , 𝑗𝑘−1

𝑐𝑗𝑘(x) > 𝑐𝑗𝑘(y).

Альтернатива x вважається рiвноцiнною альтернативi y, якщо i тiльки якщо
𝑐𝑗(x) = 𝑐𝑗(y), 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑘. Iнакше, альтернатива x краща за альтернативу y,
якщо i тiльки якщо значення (𝑐𝑗1(x), 𝑐𝑗2(x), . . . , 𝑐𝑗𝑘(x)) векторного критерiю c =
= (𝑐𝑗1 , 𝑐𝑗2 , . . . , 𝑐𝑗𝑘) лексикографiчно бiльше за значення (𝑐𝑗1(y), 𝑐𝑗2(y), . . . , 𝑐𝑗𝑘(y))
цього векторного критерiю, (в подальшому, вiдношення лексикографiчно бiльше
позначатимемо через >𝐿). Альтернатива x рiвноцiнна альтернативi y, якщо i
тiльки якщо

(𝑐𝑗1(x), 𝑐𝑗2(x), . . . , 𝑐𝑗𝑘(x)) = (𝑐𝑗1(y), 𝑐𝑗2(y), . . . , 𝑐𝑗𝑘(y)).
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Число всiх рiзних ранжирувань критерiїв (1) дорiвнює числу перестановок
iндексiв 1, 2, . . . , 𝑘, яке рiвне 𝑘!. Отже, з цих критерiїв можна утворити 𝑘! рiзних
їх лексикографiчних згорток. Паретiвська згортка цих критерiїв єдина, бо вона
не залежить вiд впорядкування цих критерiїв, так як її основою є попарна рiв-
новажливiсть критерiїв. Основою ж лексикографiчної згортки, в якiй критерiї
ранжируються, є попарна їх рiзноважливiсть [6, с. 102–108].

Припустимо, що критерiї (1) ранжированi в порядку зростання їх номерiв:
𝐴1 має найвищий ранг, 𝐴2 має ранг, нижчий за ранг критерiю 𝐴1, i так далi,
𝐴𝑘 має найнижчий ранг.

Отже, альтернатива x є кращою за альтернативу y, якщо i тiльки якщо
c(x) >𝐿 c(y), i альтернатива x рiвноцiнна альтернативi y , якщо i тiльки якщо
c(x) = c(y).

Таким чином, лексикографiчна згортка критерiїв (1) є критерiєм, який ви-
значається шкалою як множиною векторних оцiнок 𝑅𝑘, впорядкованою за до-
помогою вiдношення лексикографiчно бiльше, i векторною критерiальною фун-
кцiєю c = (𝑐1, 𝑐2, . . . , 𝑐𝑘).

Лексикографiчне впорядкування в 𝑅𝑘 є повним впорядкуванням, тому не-
покращуване значення векторного критерiю A єдине (назвемо його лексикогра-
фiчним максимумом множини !) [6, с. 102–108].

Отже, якщо A* є лексикографiчним максимумом векторної функцiї A(x)
на множинi 𝑋, то множиною оптимальних альтернатив в цiй лексикографiчнiй
згортцi є пiдмножина допустимих альтернатив, у яких векторна функцiя A
досягає значення A*: 𝑋* = {x ∈ 𝑋|c(x) = c*} .

Знаходження альтернатив, оптимальних в лексикографiчнiй згортцi крите-
рiїв (1), зводиться до розв’язання 𝑘 однокритерiальних задач оптимiзацiї.

Покрокова схема цього зведення виглядає так:
1-ий крок. Розв’язується задача

max 𝑐1(x), x ∈ 𝑋. (2)

Якщо задача (2) не має оптимального розв’язку, то оптимальної альтерна-
тиви в лексикографiчнiй згортцi не iснує.

Нехай 𝐴*
1 є максимумом критерiю c1(x) на: 𝑋2 = {x ∈ 𝑋|𝑐1(x) = 𝑐*1} . Тодi

переходимо до другого кроку.
2-ий крок. Розв’язується задача

max 𝑐2(x), x ∈ 𝑋2. (3)

Якщо задача (3) не має оптимального розв’язку, то оптимальної альтерна-
тиви в лексикографiчнiй згортцi також не iснує.

Нехай 𝐴*
2 є максимумом критерiю 𝐴2(x) на 𝑋2: 𝑋3 = {x ∈ 𝑋2|𝑐2(x) = 𝑐*2} .

Тодi переходимо до третього кроку. I так далi.
𝑘-ий крок. Розв’язується задача

max 𝑐𝑘(x), x ∈ 𝑋𝑘−1. (4)

.
Якщо задача (4) не має оптимального розв’язку, то оптимальної альтерна-

тиви в лексикографiчнiй згортцi не iснує.

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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Нехай 𝐴*
𝑘 є максимумом критерiю 𝑐𝑘(x) на 𝑋𝑘−1: 𝑋*

𝑘 = {x ∈ 𝑋𝑘−1|𝑐𝑘(x) = 𝑐*𝑘} .
Тодi 𝑋*

𝑘 є множиною оптимальних альтернатив в лексикографiчнiй згортцi кри-
терiїв (1).

Очевидно, описана схема, яку ми назвемо схемою скаляризацiї, дає можли-
вiсть знаходити множину всiх альтернатив, оптимальних в лексикографiчнiй
згортцi критерiїв (1).

Множини альтернатив, оптимальних в рiзних лексикографiчних згортках
критерiїв (1) є, взагалi кажучи, рiзними пiдмножинами допустимої множини 𝑋
(число цих пiдмножин рiвне 𝑘!) [2, с. 1–3].

Теорема 1. Нехай критерiї (1) ранжированi в порядку 𝑐𝑗1 , 𝑐𝑗2 , . . . , 𝑐𝑗𝑘 Тодi
вiдповiдна їм лексикографiчна згортка на множинi 𝑋 є надкритерiєм їх паре-
тiвської згортки на 𝑋.

Доведення. Нехай x ∈ 𝑋 краща y ∈ 𝑋 в паретiвськiй згортцi критерiїв (1).
Тодi виконуються нерiвностi

𝑐𝑗(x) ≥ 𝑐𝑗(y), 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑘, (5)

i iснує 𝑡, 1 ≤ 𝑡 ≤ 𝑘, таке, що виконується строга нерiвнiсть

𝑐𝑡(x) > 𝑐𝑡(y). (6)

Нехай 𝑟 (1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑘) — найменший iндекс, такий, що 𝑐𝑗𝑟(x) > 𝑐𝑗𝑟(y). Тодi,
якщо 𝑟 = 1, то

(𝑐𝑗1(x), 𝑐𝑗2(x), . . . , 𝑐𝑗𝑘(x)) >
𝐿 (𝑐𝑗1(y), 𝑐𝑗2(y), . . . , 𝑐𝑗𝑘(y)).

Якщо ж 𝑟 > 1, то з нерiвностей (5) випливає, що 𝑐𝑗1(x) = 𝑐𝑗1(y), 𝑐𝑗2(x) =
= 𝑐𝑗2(y), . . ., 𝑐𝑗𝑟−1(x) = 𝑐𝑗𝑟−1(y).

Отже, (𝑐𝑗1(x), 𝑐𝑗2(x), . . ., 𝑐𝑗𝑘(x)) >
𝐿 (𝑐𝑗1(y), 𝑐𝑗2(y), . . ., 𝑐𝑗𝑘(y)) (iснування но-

мера 𝑟, 1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑘, випливає з iснування строгої нерiвностi (6)).
Таким чином, якщо x краща за y в паретiвськiй згортцi, то x краща за y i в

будь-якiй розглядуванiй лексикографiчнiй згортцi критерiїв (1), звiдки, за озна-
ченням надкритерiю [5, с. 102–108], ця лексикографiчна згортка є надкритерiєм
паретiвської згортки критерiїв (1). Теорема доведена.

Ця теорема дає можливiсть зводити вiдшукання альтернатив, оптимальних
в паретiвськiй згортцi критерiїв (1), до вiдшукання альтернатив, оптимальних
в лексикографiчнiй згортцi цих критерiїв [5, с. 102–108] .

4. Лексикографiчне лiнiйне програмування. Задача вiдшукання аль-
тернативи x* ∈ 𝑋, оптимальної в лексикографiчнiй згортцi 𝐿 критерiїв (1),
розв’язується за схемою скаляризацiї.

Коротко, цю задачу записуватимемо так:

max 𝐿𝑐(x), x ∈ 𝑋. (7)

Називатимемо її задачею лексикографiчної максимiзацiї, або задачею лекси-
кографiчної максимiзацiї векторної функцiї c(x) = (𝑐1(x), 𝑐2(x), . . ., 𝑐𝑘(x)) на
допустимiй множинi 𝑋.

Альтернатива x* ∈ 𝑋, така, що лексикографiчна нерiвнiсть

c(x*) ≥𝐿 c(x), (8)
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виконується для всiх x ∈ 𝑋, називається оптимальним розв’язком цiєї задачi,
а значення A* = A(x*) – лексикографiчним максимумом функцiї на 𝑋.

Аналогiчно, формулюється й задача лексикографiчної мiнiмiзацiї векторної
функцiї A на 𝑋, яку, коротко, записуватимемо так:

min 𝐿c(x), x ∈ 𝑋. (9)

Очевидно, що задача (9) зводиться до задачi лексикографiчної максимiзацiї
векторної функцiї−A(x) на𝑋, так як лексикографiчна нерiвнiсть c(x*) ≤𝐿 c(x)
рiвносильна лексикографiчнiй нерiвностi−c(x*) ≥𝐿 −c(x). Тому, достатньо роз-
глядати тiльки задачу (7).

Схема скаляризацiї, викладена вище є загальним способом розв’язання цiєї
задачi; вона базується на методах розв’язання однокритерiальних задач ма-
ксимiзацiї. Але, якщо критерiї (1), якi складають векторну функцiю c(x), є
лiнiйними функцiями на R𝑛, а допустима множина 𝑋 задається за допомогою
лiнiйних обмежень, то маємо задачу лексикографiчного лiнiйного програмува-
ння, частинним випадком якої є звичайна задача лiнiйного програмування як
задача однокритерiальної максимiзацiї лiнiйної функцiї на допустимiй множинi
𝑋, заданої системою лiнiйних обмежень [3, с. 192–203].

Нехай, лiнiйнi критерiальнi функцiї (1) мають вигляд:

𝑐𝑖(x) =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑐𝑖𝑗𝑥𝑗, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑘; (10)

допустима множина 𝑋 ⊂ R𝑛 задається за допомогою лiнiйних обмежень-рiв-
ностей

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑞𝑗𝑥𝑗 = 𝑎𝑞0, 𝑞 = 1, 2, . . . ,𝑚, (11)

i умов невiд’ємностi змiнних 𝑥𝑗, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛:

𝑥𝑗 ≥ 0, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛. (12)

Векторну лiнiйну функцiю, складену з критерiїв (10), запишемо у формi:

c(x) =
𝑛∑︁

𝑗=1

c𝑗𝑥𝑗, (13)

де

c𝑗 =

⎛⎜⎜⎝
𝑐1𝑗
𝑐2𝑗
. . .
𝑐𝑘𝑗

⎞⎟⎟⎠ ∈ R𝑘, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛,

— заданi вектори.
Систему лiнiйних обмежень (??) запишемо у виглядi:

𝑛∑︁
𝑗=1

a𝑗𝑥𝑗 = a0, (14)
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де

a𝑗 =

⎛⎜⎜⎝
𝑎1𝑗
𝑎2𝑗
. . .
𝑎𝑚𝑗

⎞⎟⎟⎠ ∈ R𝑚, 𝑗 = 0, 1, 2, . . . , 𝑛,

— заданi вектори, а умову (12) у виглядi:

x ≥𝑃 0, (15)

де x = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) ∈ R𝑛 — вектор невiдомих, а 0 = (0, 0, . . . , 0) ∈ R𝑛 —
нульовий вектор.

Отже, розглядаємо задачу лексикографiчної максимiзацiї векторної функцiї
(13) на множинi 𝑋 ⊂ R𝑛, яка задається обмеженнями (14) i (15) [3, с. 192–203].

Легко показати, якщо функцiя (13) досягає на 𝑋 лексикографiчного макси-
мума, то цей максимум досягається хоча б в однiй крайнiй точцi опуклої бага-
тогранної множини 𝑋, або, iнакше, цей максимум досягається хоча б в одному
базисному допустимому розв’язку системи лiнiйних рiвнянь (14). (Базисним
допустимим розв’язком цiєї системи, що визначається будь-якою її канонiчною
формою, назвемо такий розв’язок, у якого всi невiдомi приймають невiд’ємнi
значення, а невiдомi, якi є незалежними в данiй канонiчнiй формi, приймають
нульовi значення) [2, с. 1–3].

Таким чином, вище наведену задачу можна розв’язувати за допомогою на-
прямленого перебору базисних допустимих розв’язкiв системи рiвнянь (14), так
як локальний лексикографiчний максимум векторної лiнiйної функцiї на опу-
клiй багатограннiй множинi є й глобальним її лексикографiчним максимумом
на цiй множинi.

Отже, розв’язання цiєї задачi може бути здiйснене за допомогою схеми сим-
плексного алгоритму. Опишемо змiст загального кроку цiєї схеми.

Припустимо, що система рiвнянь (14) записана в еквiвалентнiй їй допустимiй
канонiчнiй формi:

𝑚∑︁
𝑞=1

e𝑞𝑥𝑞 +
𝑛∑︁

𝑞=𝑚+1

b𝑞𝑥𝑞 = b0, (16)

де e𝑞 ∈ R𝑚, 𝑞 = 1, 2, . . . ,𝑚, — одиничний вектор при базиснiй змiннiй 𝑥𝑞, у якого
𝑞-ва координата рiвна 1, а всi iншi координати рiвнi 0;

b𝑞 =

⎛⎜⎜⎝
𝑏1𝑞
𝑏2𝑞
. . .
𝑏𝑚𝑞

⎞⎟⎟⎠ ∈ R𝑚, 𝑞 = 𝑚+ 1, . . . , 𝑛,

— вектор коефiцiєнтiв при небазиснiй змiннiй 𝑥𝑞;

b0 =

⎛⎜⎜⎝
𝑏10
𝑏20
. . .
𝑏𝑚0

⎞⎟⎟⎠ ∈ R𝑚

— вектор, складений з правих частин.
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Отже, точка x0 = (𝑏10, 𝑏20, . . . , 𝑏𝑚0, 0, 0, . . . , 0) ∈ R𝑛 зображає базисний допу-
стимий розв’язок системи рiвнянь (14), який визначається цiєю канонiчною
формою (16).

Користуючись рiвнiстю (16) виразимо базиснi змiннi 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚, через не-
базиснi змiннi 𝑥𝑚+1, 𝑥𝑚+2, . . . , 𝑥𝑛, i пiдставимо цi вирази замiсть цих базисних
змiнних у функцiю (13). В результатi одержимо

c(x) =
𝑛∑︁

𝑞=𝑚+1

d𝑞𝑥𝑞 + d0, (17)

де

d𝑞 = c𝑞 −
𝑚∑︁
𝑗=1

c𝑗𝑏𝑗𝑞, 𝑞 = 𝑚+ 1, . . . , 𝑛.

Очевидно, d𝑞 = 0, 𝑞 = 1, 2, . . . ,𝑚. Рiвностi (16) i (17), разом, складають допу-
стиму канонiчну форму розглядуваної задачi лексикографiчної максимiзацiї. d0

— значення векторної функцiї c(x) в розглядуваному базисному розв’язку.
Легко показати, якщо виконуються лексикографiчнi нерiвностi

d𝑞 ≤𝐿 0, 𝑞 = 𝑚+ 1,𝑚+ 2, . . . , 𝑛, (18)

то цей базисний допустимий розв’язок x0 є розв’язком розглядуваної задачi,
тобто оптимальною альтернативою, а d0 — лексикографiчним максимумом ве-
кторної функцiї c(x) на допустимiй множинi 𝑋 [3, с. 192–203].

Нехай iснує iндекс 𝑙,𝑚 + 1 ≤ 𝑙 ≤ 𝑛, такий, що d𝑙 >
𝐿 0. Тодi, якщо b𝑙 ≤𝑃 0,

то, очевидно, задача оптимального розв’язку не має, так як векторна функцiя
c(x) на 𝑋 лексикографiчно необмежена зверху. В супротивному, тобто, якщо
b𝑙 мiстить хоча б одну додатну компоненту, здiйснюється перехiд до наступної
допустимої канонiчної форми (аналогiчно, як це робиться в звичайному сим-
плексному алгоритмi), яка визначає наступний допустимий базисний розв’язок.
Продовжуючи цей процес, або знайдеться оптимальний допустимий базисний
розв’язок, який є шуканою оптимальною альтернативою, або встановлюється
лексикографiчна необмеженiсть зверху векторної функцiї c(x) на 𝑋 [2, с. 1–3].

Якщо виконуються лексикографiчнi нерiвностi

c𝑗 −
𝑚∑︁
𝑖=1

c𝑖𝑏𝑖𝑗 ≤𝐿 0, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛, (19)

то базисний розв’язок x0 є оптимальним розв’язком задачi (13)–(15), тобто опти-
мальним розв’язком задачi лексикографiчної максимiзацiї лiнiйної векторної
функцiї (13), при умовах (14) i (15).

Задачу лексикографiчної мiнiмiзацiї лiнiйної векторної функцiї

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖0y𝑖, (20)

при умовах
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝑗y𝑖 ≥𝐿 c𝑗 , 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛, (21)

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика



ЛЕКСИКОГРАФIЧНА ЗГОРТКА БАГАТЬОХ КРИТЕРIЇВ ЯК НАДКРИТЕРIЙ ЇХ . . . 225

де y𝑖 ∈ R𝑘, 𝑖 = 1, 2 . . . ,𝑚, — невiдомi векторнi змiннi, назвемо двоїстою задачею
до задачi (13)–(15). Легко показати, що для будь-яких допустимих розв’язкiв
прямої задачi (13)–(15) i двоїстої задачi (20) i (21) виконується лексикографiчна
нерiвнiсть

𝑛∑︁
𝑗=1

c𝑗𝑥𝑗 ≤𝐿

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖0y𝑖. (22)

Теорема 2. Якщо пряма задача (13)–(15) має оптимальний розв’язок, то
i двоїста задача (20), (21) має оптимальний розв’язок, причому, оптимальнi
значення їх векторних цiльових функцiй спiвпадають.

Доведення. Нехай пряма задача розв’язана симплексним методом;

𝑚∑︁
𝑖=1

e𝑖𝑥𝑖 +
𝑛∑︁

𝑖=𝑚+1

b𝑖𝑥𝑖 = b0 (23)

— знайдена оптимальна канонiчна форма, де e𝑖 ∈ R𝑚 — одиничний вектор при
базиснiй змiннiй 𝑥𝑖 (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚), 𝑖-ва компонента якого дорiвнює 1, а всi iн-
шi компоненти дорiвнюють 0; x0 = (𝑏10, 𝑏20, . . . , 𝑏𝑚0, 0, 0, . . . , 0) — вiдповiдний
оптимальний базисний розв’язок задачi, який визначається канонiчною фор-
мою (23). Позначимо через 𝐵 матрицю порядку 𝑚 × 𝑚, складену з векторiв
a𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚, при базисних змiнних в системi рiвнянь (14). Цi вектори
утворюють базис в просторi R𝑚. Тодi, виконуються лексикографiчнi нерiвностi
(19). Але, так як b𝑗 = 𝐵−1a𝑗 , то

∑︀𝑚
𝑖=1 c𝑗𝑏𝑖𝑗 = (c1, c2, . . . ,c𝑚)𝐵−1a𝑗 як добутку

матрицi, складеної з вектор-стовпцiв c1, c2, . . . , c𝑚, на вектор-стовпець 𝐵
−1a𝑗 .

Отже, лексикографiчнi нерiвностi (1) запишуться так:

c𝑗 − (c1, c2, . . . , 𝑐𝑚)𝐵−1a𝑗 ≤𝐿 0, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛. (24)

Позначимо (y10, y20, . . . , y𝑚0) = (c1, c2, . . . , c𝑚)𝐵−1, де y𝑖0 ∈ R𝑘. Тодi, не-
рiвностi (24) запишуться так:

c𝑗 − (y10, y20, . . . , y𝑚0)a𝑗 = c𝑗 −
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝑗y𝑖0 ≤𝐿 0, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛,

тобто
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝑗y𝑖0 ≥𝐿 c𝑗 , 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛,

звiдки (y10, y20, . . . , y𝑚0) є допустимим розв’язком двоїстої задачi (20), (21).

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖0y𝑖0 = (y10, y20, . . . , y𝑚0)a0 = (c1, c2, . . . , c𝑚)𝐵−1a0 =

= (c1, c2, . . . , c𝑚)b0 =
𝑛∑︁

𝑗=1

c𝑗𝑥𝑗0,

тобто значення векторної функцiї (20) в допустимому розв’язку двоїстої задачi
(y10, y20, . . . , y𝑚0) дорiвнює оптимальному значенню векторної функцiї (14)
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прямої задачi. Так як, за умовою (22), повинна виконуватися лексикографiчна
нерiвнiсть

𝑛∑︁
𝑗=1

c𝑗𝑥𝑗0 ≤𝐿

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖0y𝑖0,

то
∑︀𝑚

𝑖=1 𝑎𝑖0y𝑖0 є лексикографiчним мiнiмумом функцiї (20), при умовах (21),
тобто (y10, y20, . . . , y𝑚0) є оптимальним розв’язком задачi (20), (21). Теорема
довдена.

Двоїста задача (20) i (21) є задачею лiнiйного програмування вiдносно ве-
кторних змiнних y𝑖 ∈ R𝑘, 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚.

Ввiвши допомiжнi лексикографiчно невiд’ємнi векторнi змiннi y𝑚+𝑗 , 𝑗 =
= 1, 2, . . . , 𝑛, запишемо цю задачу так: лексикографiчно мiнiмiзувати векторну
функцiю

𝑚+𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖0y𝑖, (25)

при умовах
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝑗y𝑖 − y𝑚+𝑗 = c𝑗 , 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛, (26)

y𝑚+𝑗 ≥𝐿 0, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛, (27)

де 𝑎𝑖0 = 0, 𝑖 = 𝑚+ 1, . . . ,𝑚+ 𝑛.
Ця задача також розв’язується симплексним методом. Припустимо, що си-

стема лiнiйних рiвнянь (26) з векторними змiнними y𝑖 ∈ R𝑘, 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚+ 𝑛,
записана в еквiвалентнiй допустимiй канонiчнiй формi

y𝑗 +
𝑚+𝑛∑︁
𝑖=𝑛+1

𝑑𝑖𝑗y𝑖 = g𝑗 , 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛, (28)

де y𝑗 , 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛 — базиснi векторнi змiннi, а y𝑖, 𝑖 = 𝑛 + 1, . . . , 𝑛 + 𝑚 —
небазиснi векторнi змiннi;

(y10, y20, . . . , y𝑛+𝑚,0) = (g1, g2, . . . , g𝑛, 0, 0, . . . , 0)

— вiдповiдний базисний допустимий розв’язок, який визначається канонiчною
формою (28). Легко показати, якщо виконуються умови

𝑎𝑖0 −
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑎𝑗0𝑑𝑗𝑖 = 0, 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚, (29)

𝑎𝑖0 −
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑎𝑗0𝑑𝑗𝑖 ≥ 0, 𝑖 = 𝑚+ 1, . . . ,𝑚+ 𝑛, (30)

то цей базисний допустимий розв’язок є оптимальним розв’язком задачi (25)–
(27). Якщо задача (25)–(27) має оптимальний розв’язок, то i задача (14)–(15)
має оптимальний розв’язок, причому, оптимальнi значення їх векторних цiльо-
вих функцiй спiвпадають. Якщо цi двi задачi допустимi, то кожна з них має
оптимальний розв’язок [2, с. 1–3].

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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5. Висновки. Побудовано новi моделi i запропонованi методи розв’язання
задач, до яких зводиться аналiз цих моделей. Вони, в сукупностi, вирiшують
як з теоретичної , так i з практичної точки зору, важливi проблеми багатокри-
терiального вибору, або, iнакше, важливi проблеми теорiї прийняття рiшень
за багатьма критерiями. Результати дають можливiсть формалiзувати процеси
прийняття рiшень в умовах, коли альтернативи оцiнюються за багатьма кри-
терiями, будь-яка пара з яких або є рiвноважливою, або є рiзноважливою при
оцiнцi альтернатив. Сформульована лексикографiчна задача багатокритерiаль-
ної оптимiзацiї, критерiєм в якiй є векторна згортка багатьох критерiїв, за умо-
ви, що множина цих критерiїв розбита на попарно рiзноважливi критерiї. Якщо
𝑋*(𝐿) — множина оптимальних альтернатив в лексикографiчнiй згортцi бага-
тьох критерiїв, 𝑋*(𝑃 ) — множина оптимальних альтернатив в їх паретiвськiй
згортцi, то 𝑋*(𝐿) ⊂ 𝑋*(𝑃 ). Показано, що багатокритерiальнi задачi оптимi-
зацiї, критерiями в яких є згортки, за умовами рiвної важливостi або рiзної
важливостi, або змiшаної важливостi критерiїв, зводяться до задач скалярної
оптимiзацiї або до задач векторної лексикографiчної оптимiзацiї. Для лiнiйних
задач лексикографiчної оптимiзацiї запропоновано варiант симплексного мето-
ду; побудована двоїста задача (як задача з векторними змiнними) i доведенi
вiдповiднi теореми двоїстостi.
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Chervak-Smerichko O. Yu. Lexicographic convolution of multiple criteria as a
supercriterion of their paretian convolution.

This article focuses on research, constructing new models, and developing methods
to solve problems that involve analyzing these models. They tackle essential concerns
regarding multiple criteria selection, considering both theoretical and practical aspects.
Introducing a concept known as the super criterion has improved the selection process.
This concept evaluates alternatives based on a shared set of options. Studies have demon-
strated that any substitute that satisfies the super criterion is also the best choice based on
the initial criteria for the identical range of alternatives. The choice is a significant aspect
of purposeful activity. Almost every complex practical problem of choice is multi-criteria.
Typically, it’s challenging to find an alternative that meets all the criteria. Combining
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various criteria into a single one with agreed-upon conditions by all parties involved is a
practical approach to simplify the process. Various conditions lead to different criteria con-
volutions, resulting in distinct challenges for multiple criteria optimization. A commonly
used method for evaluating alternatives is the Paretian convolution, which involves pairwise
balancing all the criteria. One way to combine multiple criteria into a single vector is by
assigning pairwise different levels of importance to each of them. The type of convolution
used in this context is called a lexicographic convolution.

It involves solving a lexicographic optimization problem to determine the best possible
alternative. Note that the criterion order given by this convolution is a complete order on
the set of options. The article considers the lexicographic convolution of multiple criteria
into one vector criterion. Studies have demonstrated that multiple criteria combination
results in a superior criterion compared to relying solely on the Paretian convolution.
This proof indicates that solving the problem of multi-criteria selection through Paretian
convolution can be simplified by solving lexicographic optimization issues instead. In op-
timization, one area of study is lexicographic linear programming, which involves creating
a dual problem that uses vector variables and is demonstrated as a linear programming
problem. Proofs related to duality have been presented within this framework. Further-
more, this article explains a version of the simplex algorithm used for lexicographic linear
programming.

Keywords: lexicographic convolution of multiple criteria, vector criterion, supercriterion
of the Paretian convolution of criteria.
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