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ВСТУП 

 

Питання підготовки фахівців інженерних спеціальностей, в тому числі і 

фахівців із комп’ютерної інженерії з точки зору технологій навчання є актуаль-

ним. Комп’ютерні технології навчання зараз успішно використовуються у ви-

щій школі, це дає змогу підвищити ефективність навчання математики на осно-

ві принципів індивідуалізації процесу навчання із врахуванням можливостей 

студента. 

Системи комп’ютерної математики представлені в основному великим 

західними фірмами (MathSoft, MathWorks, Waterloo Maple), ними розроблено 

велику кількість спеціальних та універсальних математичних пакетів.  

Для комп’ютерної підтримки вивчення математики ми пропонуємо вико-

ристовувати середовище MathCad. Нами розроблено методичні вказівки і за-

вдання до лабораторних робіт із курсів «Математичний аналіз. Основні розді-

ли», «Лінійна алгебра та аналітична геометрія» для студентів першого курсу 

напряму підготовки «комп’ютерна інженерія». Пакет MathCad є досить ефекти-

вним при розв’язування диференціальних рівнянь та вивченні функціональних 

рядів. Основна увага при викладенні матеріалу зосереджена не на використанні 

вбудованих функцій MathCad, а на побудові алгоритму розв’язання задачі засо-

бами MathCad. До кожної теми подаються короткі теоретичні відомості, зразки 

розв’язування задач в середовищі MathCad та звичайним способом.  
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Лабораторна робота № 1 

Тема: РОЗВ’ЯЗАННЯ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ 

ПЕРШОГО ПОРЯДКУ 

Мета роботи: Вивчення можливостей пакету MathCad для розв’язування 

деяких типів диференціальних рівнянь першого порядку. 

Зміст роботи: За допомогою засобів MathCad розв’язати: 

1. Рівняння з відокремлюваними змінними. 

2. Однорідне рівняння. 

3. Рівняння, яке зводиться до рівняння із відокремлюваними змінними або 

до однорідного рівняння. 

4. Використання вбудованих функцій MathCad для розв’язання диферен-

ціальних рівнянь першого порядку. 

Зміст звіту: Постановка індивідуальних завдань та результати їх вико-

нання за допомогою MathCad та вручну. 

Теоретичні відомості 

1
0
. Диференціальне рівняння вигляду 0)()(  dyyQdxxP  називається рів-

нянням з відокремленими змінними. Загальний інтеграл цього рівняння має 

вигляд: 

   CdxxQdxxP )()(
.     (1)

 

Рівняння вигляду 0)()()()( 2211  yxfdxyxf   називається рівнянням з відо-

кремлюваними змінними. Шляхом ділення рівняння на добуток 0)()( 21 xfy , 

воно зводиться до рівняння із відокремленими змінними. 

Введемо функції для розв’язання такого рівняння: 

c 2 c c

rozd_zm p q x y( ) xp





d yq





d c

perev1 F x y( )
x

F
d

d

y
F

d

d



perev2 p q F x y( )
x

F
d

d

y
F

d

d


p

q

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Відомо, що якщо рівняння 0),( yxF  неявно визначає функцію )(xfy  , то 

'

'

)(
y

x

F

F
xy  . Останню рівність можна записати у вигляді 0





dyFdxF yx  Застосо-

вуємо ці формулу для перевірки результатів.  

Функція perev1 визначає похідну функції )(xfy  . Функція perev2 

знаходить різницю між похідною отриманої функції F і похідною шуканої 

функції. Похідна шуканої функції за умовою дорівнює 
q

p
 . 

Приклад 1. Розв’язати диференціальне рівняння .0 yyx   

Розв’язання. Перетворимо дане рівняння до вигляду 0
y

dy

x

dx
. для 

отримання розв’язку  

використаємо функцію rozd_zm та для перевірки результату функції 

perev1 та perev2. Лістинг використання даних функцій має вигляд: 

rozd_zm
1

x

1

y
 x y








ln x( ) ln y( ) c

perev1 ln x( ) ln y( ) c x y( )
1

x
y

perev2
1

x

1

y
 ln x( ) ln y( ) c x y








0
 

Виконавши операцію perev1 дістанемо результат, що є правою частиною 

рівняння 
x

y
y  . Це означає, що ми отримали правильний розв’язок. 

Перевірити правильність розв’язку ми можемо і за допомогою функції 

perev2. в результаті виконання даної функції отримуємо значення 0, що свід-

чить про правильність знайденого розв’язку. 

2
0
. Функція ),( yxf  називається однорідною функцією своїх аргументів 

виміру n, якщо має місце тотожність  

),(),( yxfttytxf n .     (2) 

Розглянемо рівняння виду: 
),( yxfy  .      (3) 

Диференціальне рівняння (3) називається однорідним, якщо функція 

),( yxf  є однорідною нульового виміру. 

Для перевірки однорідності рівняння в програмі MathCad вводимо функ-

цію test_odn. Якщо в результаті виконання даної функції ми отримаємо 1, то це 

означає, що диференціальне рівняння однорідне (оскільки функція ),( yxf  одно-

рідна нульового виміру). 

test_odn f x y t( )
f x t y t( )

f x y( )


 



 6 

Для розв’язання однорідного диференціального рівняння вводиться нова 

шукана  функція 
x

y
u  . Тоді рівняння зводиться до рівняння з відокремлювани-

ми змінними: 

uuf
dx

du
x  ),1( . 

Для розв’язання однорідного рівняння введемо функцію odn, яка вказана 

на лістингу: 

y
y

x

odn p q x y( ) rozd_zm
1

x 1x

q

p q y
lim


 x y










. 

Приклад 2. Розв’язати рівняння 
2

22

x

xxyy
y


 . 

Розв’язання. Перевіримо рівняння на однорідність, використавши функ-

цію test_odn. Лістинг перевірки має вигляд: 

f x y( )
y

2
x y x

2


x
2



test_odn f x y t( ) simplify 1
 

Отже дане рівняння однорідне. 

Для розв’язання даного диференціального рівняння перетворимо його до 

вигляду 0)( 222  dyxdxxxyy  та використаємо функцію odn. Для перевірки 

розв’язку використаємо функцію perev2 (див. лістинг). 

odn y
2

x y x
2

 x
2

 x y  substitute y
y

x
 ln x( )

1

1
y

x










 c

perev2 y
2

x y x
2

 x
2

 ln x( )
1

1
y

x










 c x y









simplify 0

 

Відповідь: c

x

y
x 













1

1
)ln( . 

3
0
. Розглянемо рівняння, що зводиться до однорідного  

222

111

cybxa

cybxa

dx

dy




 .      (4) 

Введемо до розгляду визначник 
22

11

ba

ba
 . 
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1-й випадок. Якщо 0 , то для знаходження розв’язку необхідно зроби-

ти заміну zybxa  11  або zybxa  22 . Тоді рівняння (4) зводиться до рівняння, 

змінні якого відокремлюються.. 

2-й випадок. Нехай 0 . Тоді рівняння зводиться до однорідного за до-

помогою заміни змінних   vyux , , де  ,  знаходимо із системи рів-

нянь 








.0

,0

222

111

cba

cba




 

Приклад 3. Розв’язати рівняння 
124

148






yx

yx
y . 

Розв’язання. Обчислимо визначник 0
24

48
 . Оскільки 0 , то для 

знаходження розв’язку зробимо заміну zyx  24 , звідки 2
2

1
 zy . Виконавши 

відповідні заміни у вихідному рівнянні, дістанемо рівняння вигляду 

1

12
2






z

z
z  або 

1

1




z
z . Для одержання загального розв’язку останнє рівняння 

перепишемо у вигляді 0
2

1



 dz

z
dx  і використаємо функцію rozd_zm (у функ-

ції замість змінної z використовуємо змінну y, а потім проводимо заміну). Ліс-

тинг розв’язання даного рівняння має наступний вигляд: 

rozd_zm 1
y 1

2
 x y









x
1

4
y

2


1

2
y c

g x y( ) x
1

4
y

2


1

2
y c

g x y( ) substitute y 4 x 2 y x
1

4
4 x 2 y( )

2
 y c

x
1

4
4 x 2 y( )

2
 y c simplify x 4 x

2
 4 x y y

2
 y c

 

Відповідь: cyyxyxx  22 44 . 

Приклад 4. Розв’язати рівняння 0)1(2  yxyx . 

Розв’язання. Перепишемо рівняння у вигляді 
1

2






x

yx
y . Обчислимо 

визначник 1
01

11



 . Із системи 









,01

,02




   рівнянь знаходимо 1,1   . 

При заміні 1,1  vyux  вихідне рівняння зведеться до однорідного рівняння 

x

yx
y


 . Використаємо функцію odn (у функції замість змінних u,v використо-

вуємо змінні x, y, а потім проводимо заміну 1,1  vyxu ). Спосіб розв’язання 

вказаний на лістингу: 
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x 2 x x y 2 y y

odn x y x x y( ) substitute y
y

x
 ln x( )

1

2
ln 1 2

y

x










 c

perev2 x y x ln x( )
1

2
ln 1 2

y

x










 c x y








simplify 0

g x y( ) ln x( )
1

2
ln 1 2

y

x










 c 0

x x 1 y y 1

g x y( ) ln x 1( )
1

2
ln 1 2

y 1( )

x 1( )










 c 0

 

Відповідь: c
x

y
x 














1

1
21ln

2

1
)1ln( . 

4
0
. Задача знаходження розв’язку рівняння ),( yxfy  , який задовольняє 

початкову умову 00 )( yxy   називають задачею Коші. В програмі MathCad для 

цього використовується блок Given – Odesolve. Застосування функції Odesolve  

потребує запису обчислювального блоку, який складається з трьох частин: 

 Ключове слово Given. 

 Диференціальне рівняння та початкові умови. 

 Функція Odesolve(x,xk,n), x – ім’я змінної, відносно якої розв’язується 

рівняння, xk – кінець інтервалу інтегрування (початок інтервалу інтегрування 

вказується в початкових умовах), n – параметр, який визначає кількість кроків 

інтегрування, на яких обчислюється розв’язок диференціального рівняння (да-

ний параметр необов’язковий). 

Приклад 5. Розв’язати задачу Коші 1)1(  ,0  yyyx . Лістинг розв’язання 

даного рівняння має вигляд: 

Given

x
y x( )

d

d

y x( )

x

y 1( ) 1

y odesolve x 5( )

0 2.5 5

2.5

5

y x( )

x  



 9 

Приклад 6. Розв’язати задачу Коші 2)1(  ,
2

22
/ 


 g

x

xgxg
g . Лістинг 

розв’язання даного рівняння має вигляд: 

Given

x
g x( )

d

d

g x( )
2

g x( ) x x
2



x
2

g 1( ) 2

g Odesolve x 2( )

0 1 2

5

10

g x( )

x

 
 

Індивідуальні завдання 

Користуючись засобами MathCad та звичайним способом розв’язати ди-

ференціальні рівняння. 

Таблиця 1 

№ Завдання1. 

Рівняння з відокрем-

люваними змінними 

Завдання2. 

Однорідне рівняння 
Завдання3. 

Рівняння, що зводить-

ся до однорідного 

1 1)1(,022  yyyx  
x

y
yyx ln  

5

13






yx

yx
y  

2 xyy ln2  yxyyxy  22  
32

21






yx

xy
y  

3 12)( 2  yyxx  22 yxyyx   
42

52






yx

xy
y  

4 
11 










dy

dx
e x  

x

y
ey x

y

  
12

12






yx

yx
y  

5 
eyyyxy 










2
),lnsin(


 

x

y

y

x
y   

122

1






yx

yx
y  

6 
1)0(,

1

1
2

2





 y

x

y
y  x

x

y
yyx  sin)(  

4

2






xy

yx
y  

7 5 ytgxy  dyxyxdxxxyy )2()33( 222   
124

148






yx

yx
y  
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8 

4
)0(

,sincoscossin






y

xdxyxdyy

 
)ln(ln yxyyx   0)1(2  yxyx  

9 21 xyxy   0)2()( 22  dyxyxdxyxy  
324

12






yx

yx
y  

10 011 22  xyyyx  0)3(,cos2  y
x

y
xyyx  

0)2()(  dyyxdxyx

 

11 011 22  dyxydxy  0)1(,)(  yx
x

y
arctgyyx  

532

235






yx

yx
y  

12 
0

1

1
2

2







x

y
y  

1)0(,0)3( 22  yxydxdyxy  
4

2






yx

yx
y  

13 1)1(  ye y  dxxxyydyx )( 222   
122

12






yx

yx
y  

14 0)1()1( 22  dyxdxy  02  xxyyy  
122

1






yx

yx
y  

15 

2

1

4
,)12( 











yctgxyy  0)(  xdydxy

x

y
xctg  

12

12






yx

yx
y  
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Лабораторна робота № 2 

Тема: РОЗВ’ЯЗАННЯ ЛІНІЙНИХ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ 

ПЕРШОГО ПОРЯДКУ, РІВНЯНЬ У ПОВНИХ ДИФЕРЕНЦІАЛАХ ТА 

 РІВНЯНЬ ЛАГРАНЖА І КЛЕРО 

Мета роботи: Вивчення можливостей пакету MathCad для розв’язання 

лінійних диференціальних рівнянь першого порядку, рівнянь у повних дифере-

нціалах, рівнянь Лагранжа та Клеро. 

Зміст роботи: За допомогою засобів MathCad розв’язати диференціальні 

рівняння першого порядку: 

1. Лінійне рівняння. 

2. Рівняння Бернуллі. 

3. Рівняння в повних диференціалах. 

4. Рівняння, які зводяться до рівняння в повних диференціалах за допомо-

гою інтегрувальний множника. 

5. Рівняння Лагранжа та Клеро, побудувати однопараметричну сім’ю кри-

вих. 

Зміст звіту: Постановка індивідуальних завдань та результати їх вико-

нання за допомогою MathCad та вручну. 

Теоретичні відомості 

1
0
. Лінійним диференціальним рівнянням першого порядку назива-

ється рівняння, лінійне відносно невідомої функції та її похідної. 

Лінійне рівняння має вигляд:  

)()( xqyxpy  ,      (1) 

де )(xp  та )(xq  – задані функції від x, неперервні в тій області, в якій треба про-

інтегрувати рівняння. 

Розв’язок лінійного рівняння знаходиться за формулою 









 



dxxpdxxp

edxexqCy
)()(

)( , 

де С – довільна стала. 

Для знаходження загального розв’язку лінійного рівняння (1) опишемо 

функцію: 
c 2 c c

Lin_riv p q x y( ) y c xq e

xp






d










d















e

xp






d



 
Для перевірки результату введемо функцію 

per_Lin f p q x y( )
x
f

d

d
p f q

, 

де )(xff   знайдений розв’язок. 

Приклад 1. Розв’язати рівняння 
2

22 xxexyy   і перевірити чи знайдений 
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розв’язок задовольняє дане рівняння. 

Розв’язання. Для знаходження розв’язку лінійного рівняння використає-

мо функцію Lin_riv та його перевірки функцію per_Lin. Лістинг розв’язання да-

ного рівняння має вигляд: 

Lin_riv 2 x 2x e
x
2

 x y




 y c x

2
  exp x

2 

per_Lin c x
2

  exp x
2  2 x 2x e

x
2

 x y




 0

 
Відповідь: 

2

)( 2 xexcy  . 

2
0
. Рівняння Бернуллі має вигляд  

kyxqyxpy )()(  ,      (2) 

де 0k , 1k . (При 0k  та 1k  це рівняння є лінійним). 

За допомогою заміни змінної 
1

1



ky

z  рівняння Бернуллі зводиться до лі-

нійного рівняння вигляду )()1()()1( xqkzxpkz   й інтегрується як лінійне. 

Введемо функції, лістинг їх подання має вигляд: 

Bern p q k x y( ) Lin_riv 1 k( )p 1 k( ) q x y
1 k

 

per_Bern p q k f x y( )
x
f

d

d
p f q f

k


 

Приклад 2. Розв’язати рівняння 332 23 xyyxy   і перевірити чи знайде-

ний розв’язок задовольняє задане рівняння. 

Розв’язання. Перепишемо дане рівняння у вигляді 
2

2

33

2

y

x
y

x
y   і вико-

ристаємо функції Bern, per_Bern. Лістинг розв’язання даного рівняння має ви-

гляд: 

Bern
2

3 x

x
2

3
 2 x y









y
3

c x( ) x
2



per_Bern
2

3 x

x
2

3
 2 c x( ) x

2
 

1

3

 x y











simplify 0

 

Відповідь: 23 )( xxcy  . 

3
0
. Диференціальне рівняння вигляду 

 0),(),(  dyyxQdxyxP        (3) 

називається рівнянням в повних диференціалах, якщо його ліва частина є по-
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вним диференціалом деякої функції ),( yxU , тобто dy
dy

du
dx

dx

du
duQdyPdx  . 

Критерієм повного диференціала є рівність ''

xy QP   або 0''  xy QP . 

Розв’язок рівняння знаходиться наступним чином. З рівності ),( yxP
x

u





, 

шляхом інтегрування, знаходимо   )(),()(),(),( ycxfydxyxPyxu  .  

Далі, з умови ),()(),( // yxQyyxf
y

u
y 




 , знаходимо функцію  

  dyyxfyxQy y )),(),(()( / . 

Тоді загальний інтеграл можна записати у вигляді 

   cdyyxfyxQdxyxPyxu y )),(),((),(),( / . 

Розглянутий алгоритм знаходження загального інтеграла реалізовується 

за допомогою наступних двох кроків. 

1. Для перевірки чи дане рівняння є рівнянням в повних диференціалах 

вводимо тест-функцію вигляду: 

Test_PD p q x y( )
y

p
d

d x
q

d

d


 
2. Для знаходження загального інтеграла рівняння вводимо функцію 

c 3 c c

RPD p q x y( ) xp




d yq
y

xp




d
d

d


















d c

 

Приклад 3. Розв’язати рівняння 0)46()63( 3222  dyyyxdxxyx  і переві-

рити чи знайдений розв’язок задовольняє задане рівняння. 

Розв’язання. З’ясуємо чи дане рівняння у повних диференціалах. Для 

цього використаємо функцію Test_PD. Для знаходження загального інтеграла 

рівняння використаємо функцію RPD. 

Test_PD 3 x
2

 6 x y
2

 6 x
2

 y 4 y
3

 x y  12 x y 12 x y

RPD 3 x
2

 6 x y
2

 6 x
2

 y 4 y
3

 x y  x
3

3 x
2

 y
2

 y
4

 c
 

Відповідь: cyyxx  4223 3 . 

4
0
. В деяких випадках, коли рівняння 0),(),(  dyyxQdxyxP  не є рівнянням 

в повних диференціалах, можна підібрати функцію ),( yx  , після множення 

на яку ліва частина даного рівняння перетворюється в повний диференціал 

QdyPdxdu   . Така функція ),( yx   називається інтегруючим множником. 

Для знаходження інтегруючого множника можна використати функції 

користувача:  
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 1  

Int_Mx p q x y( )  e

x
y

p
d

d x
q

d

d










q








d



Int_My p q x y( )  e

y
y

p
d

d x
q

d

d










p








d

  

Приклад 4. Знайти інтегруючий множник рівняння  

 0)()2( 22  dyyxydxyxy . 

Розв'язання. Де 
x

Q

y

P

x

Q
xy

y

P



















  ,1  ,14 .  

Тоді )(
2

2

114
2

y
yyxy

xy

P

x

Q

y

P


















. 

Це означає, що для даного рівняння можна знайти інтегруючий множник, 

який є функцією від у. Для знаходження множника  використаємо функцію 

Int_My 2 x y
2

 y y
2

x y x y  
1

y
2



 

5
0
. Рівняння Лагранжа має вигляд:  

)()( yyxy   ,     (5) 

де ,  – відомі функції. 

Введемо заміну yt  , тоді рівняння (5) зведеться до лінійного рівняння 

)(

)(

)(

)(

tt

t
x

tt

t
x

















 . 

Якщо ),( ctx   – розв’язок цього рівняння, то розв’язок рівняння Лагра-

нжа знаходиться у параметричній формі: 









)()(),(

),,(

ttCty

ctx


 

6
0
. Рівняння Клеро має вигляд:  

).(yyxy        (6) 

Отже, рівняння Клеро є частинним випадком рівняння Лагранжа. Загаль-

ний розв’язок рівняння Клеро має вигляд: )(CCxy  . Таким чином, це рів-

няння легко розв’язується. 

Рівняння Лагранжа може мати особливий розв’язок, а рівняння Клеро йо-

го має завжди. 
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Особливий розв’язок рівняння Клеро задається в параметричному вигляді 









)()(

)(

ttty

tx




, де yt  . 

Для розв’язання рівняння Лагранжа засобами MathCad введемо функції, 

що вказані в наступному лістингу: 

c 1 c c x 1 x x y 1 y y

lin_riv u v t x( ) c tv e

tu






d










d















e

tu






d



LagrXY   t x  lin_riv
t


d

d

t 


t


d

d

t 
 t x













Rozv_LagrX   t x  x LagrXY   t x 

Rozv_LagrY   t x  y LagrXY   t x   
 

Зауваження: ці функції не придатні для розв’язання рівняння Клеро. 

Приклад 5. Розв’язати рівняння Лагранжа 2)()1( yyxy   та побудувати 

графік сім’ї кривих, яка є його загальним розв’язком у параметричному вигляді. 

Розв'язання.  Використаємо функції Rozv_LagrX та Rozv_LagrY, що вка-

зані на наступному лістингу: 

Rozv_LagrX 1 t t
2

 t x  x c 2 t exp t( ) 2 exp t( )( ) exp t( )

Rozv_LagrY 1 t t
2

 t x  y c 2 t exp t( ) 2 exp t( )( ) exp t( ) 1 t( ) t
2


 

Відповідь: ]2)1(),1(2[

.

2   tetcytcex tt

.
 

Розв’язок і графіки сім’ї кривих вказані на лістингу: 

c 1
x1 t( ) 1 2 t exp t( ) 2 exp t( )( ) exp t( ) y1 t( ) 1 2 t exp t( ) 2 exp t( )( ) exp t( ) 1 t( ) t

2
 

c 2
x2 t( ) 2 2 t exp t( ) 2 exp t( )( ) exp t( ) y2 t( ) 2 2 t exp t( ) 2 exp t( )( ) exp t( ) 1 t( ) t

2
 

c 3
x3 t( ) 3 2 t exp t( ) 2 exp t( )( ) exp t( ) y3 t( ) 3 2 t exp t( ) 2 exp t( )( ) exp t( ) 1 t( ) t

2
 

2 0 2 4 6

5

y1 t( )

y2 t( )

y3 t( )

x1 t( ) x2 t( ) x3 t( )  
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Приклад 6. Знайти загальний та особливий розв’язок рівняння Клеро 
2)(yyyxy   та побудувати графік сім’ї кривих. 

Розв'язання. Загальний розв’язок рівняння Клеро запишемо як 
2ccxcy  . Особливий розв’язок  – 2222 )()(   ,21)( ttttttytttx  . 

Звідки 
4

)1( 2


x
y . 

Побудуємо графіки особливого розв’язку та прямих ліній однопарамет-

ричної сім’ї (загального розв’язку). Лістинг розв’язку та побудови графіків має 

вигляд: 

 

c 1 c 2 c 3

y1 x( ) 1 x 1 1
2

 y2 x( ) 2 x 2 2
2

 y3 x( ) 3 x 3 3
2



y x( )
x 1( )

2

4


2 0 2

2

2

y1 x( )

y2 x( )

y3 x( )

y x( )

x



Індивідуальні завдання 

Користуючись засобами MathCad та звичайним способом розв’язати ди-

ференціальні рівняння. 

Таблиця 1 

№ Завдання 1 

Лінійне рівняння 
Завдання 2 

Рівняння Бернулі 
Завдання 3 

Рівняння в повних диференці-

алах 

1 
xyyy

y
y




ln2
 

33 yxxyy      dxxyx 232   02 23  dyyxy  

2 

0)0(

,2sincos





y

xxyxy
 

0123 32  xyyy  
dx

yx

y

yx

xdy














1

2222
 

3 xxyxxy ln3ln 3  xxyyyx ln2  0)2sin4()23( 22  dyyxydxyx  

4 1cossin  xyxy    xdyydxxy  2ln    02  dyyxedxe yy  

5 
0)1(,

1



 yx

x

y
yx  0cos2  xyytgxy     dxyxx 221  ydyyx 221   

6 xexyyx )1()( 2   

 xxy

xyy

sin1cos

cos

2 


 

    0132 2  dyxdxxy  

7  31
1

2



 xy

x
y  yx

x

xy
y 




21
  

0
32

4

22

3





y

dyxy

y

xdx
 

8  
  0812 32

3





xyx

yxx
 

xyxyy sin3sin3 4     dxyxx 23 2  

  032 2  dyyxy  

9 22
xey

x
y x  

222 xyxyy      dxyyx 323  

  03 23  dyxyx  

10 
5

25

x
y

x
y   

4sincos yxyxy   








 
 dx

yx

yx
x

2

22

2 dy
xy

yx
2

22 
 

11 xeyy   
222 xeyxyy   

y
y

xyxx 











2

32

1

1
32sin  

12 
01

21
2




 y
x

x
y  

y

x

x

y
xy

cos
ln2       02323  dyyxydxxyx  

13 
x

yctgxy
sin

1
2   xyytgxy cos2      0coscos2 2  dyyxedxexx yy  

 

14   arctgxyyx  21  
xy

x

y
xy cosln2 1    01

31

1 3

22











dyexdx

exx

y

y
 

15 
x

e

ye
y

x

x





1

  24 1
1

xyy
x

y   dyy
xy

x
dx

xy

y

x 
















 2

coscos

1
22

 

 

 

 

 

 

Таблиця 2 
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№ Завдання 4 
Рівняння, що зводиться до рівняння в повних диференціалах 

1   02222  ydydxxyx  9     0313 22  dyxydxyxy  

2 
021

2

2


















 dy

y

x

y

x
xydx

y

x
 

10 
dx

x

y
dx

x

y 23
1

2

2









  

3   032  dydxxxy  11   02sinsin 22  ydyxdxyx  

4     01 22  dyxyxdxyx  12   02  xdydxyx  

5   0557 42  yyyxyxy  13     04322 222  dyyxyxdxyxy  

6   02   dyyexdx y  14     0cossinsincos  dxyyxdyyyyx  

7   02  xdydxxyy  15     023 222  dyxxyydxxxy  

8   022  xydydxyx  16 
dy

x

y
dx

x

y 25
1

2

2









  

 

Таблиця 3 

№ Завдання 5 
Рівняння Лагранжа 

№ Завдання 6 
Рівняння Клеро 

1 )ln(2 yyxy   1 2yyxy   

2 yyxy  sin2  2 21 yyxy   

3 
y

yxy



12  3  yxyy  2

2

1
 

4 22 yyxy   4 yyxy   

5 22 yyxy   5 21 yyxy   

6 03  xyy  6    231 yxyy   

7 212 yyxy   7  yyxy  33  

8 22 1 yyxy   8 2yyxy   

9     092313 2  yyx  9 33yyxy   

10 22 yyxy   10 032  yyyx  

11 
y

yxy



23  11 02  yyyyx  

12  yxyy  2
2

1
 12 

y
yxy




1
 

13   21 yyxy   13   21 yyxy   

14 22 yyxy   14 
21

2

y

y
yxy




  

15 32 yyxy   16 2

2

1
yyxy   
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Лабораторна робота № 3 

Тема: ЛІНІЙНІ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНІ РІВНЯННЯ ДРУГОГО  

ПОРЯДКУ ІЗ СТАЛИМИ КОЕФІЦІЄНТАМИ.  

ДИФЕРЕНЦІАЛЬНІ РІВНЯННЯ ВИЩИХ ПОРЯДКІВ.  

СИСТЕМИ ЗВИЧАЙНИХ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ 

Мета роботи: Вивчення можливостей пакету MathCad для розв’язання 

лінійних неоднорідних диференціальних рівнянь другого порядку із сталими 

коефіцієнтами; диференціальних рівнянь вищих порядків та систем звичайних 

диференціальних рівнянь. Застосування диференціальних рівнянь другого по-

рядку для дослідження коливних процесів.  

Зміст роботи: За допомогою засобів MathCad: 

1. Розв’язати неоднорідне диференціальне рівняння другого порядку із 

сталими коефіцієнтами методом варіації сталих або методом невизначених ко-

ефіцієнтів. 

2. Дослідити власні та вимушені коливання, які описуються диференціа-

льними рівняннями другого порядку із сталими коефіцієнтами. 

3. Розв’язати диференціальне рівняння вищого порядку та розв’язати сис-

тему звичайних диференціальних рівнянь. 

Зміст звіту: Постановка індивідуальних завдань та результати їх вико-

нання за допомогою MathCad та вручну. 

Теоретичні відомості 

1
0
 Лінійні диференціальні рівняння другого порядку із сталими кое-

фіцієнтами 

Рівняння вигляду (1) називається лінійним однорідним рівнянням друго-

го порядку із сталими коефіцієнтами. 

0 qyypy ,      (1) 

де p і  q – деякі сталі. Рівняння вигляду 02  qpkk  називається характеристи-

чним рівнянням даного лінійного однорідного рівняння, а многочлен qpkk 2  

– його характеристичним многочленом. 

Під час розв’язування однорідного диференціального рівняння спочатку 

розв’язують відповідне йому характеристичне рівняння. Можливі три випадки: 

1. Характеристичне рівняння має різні дійсні корені k1  і  k2. Тоді функції 
xk

e 1  і xk
e 2  утворюють фундаментальну систему його розв’язків і загальний 

розв’язок даного рівняння має вигляд: xkxk
eCeCy 21

21  , де C1 і C2 – довільні ста-

лі. 

2. Корені характеристичного рівняння співпадають kkk  21 . Тоді фун-

даментальну систему функцій даного рівняння утворюють функції kxe  і kxxe , а 

його загальний розв’язок має вигляд:  xCCey
xk

21
1  .  
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3. Характеристичне рівняння має комплексні корені  i  і  i . Тоді 

фундаментальну систему розв’язків даного рівняння утворюють функції 

xe x  cos  і xe x  sin , а загальний розв’язок має вигляд:  xCxCey x  sincos 21  . 

Рівняння вигляду (2) називається лінійним неоднорідним рівнянням дру-

гого порядку із сталими коефіцієнтами. 

)(xfqyypy        (2) 

Його загальним розв’язком є сума загального розв’язку відповідного од-

норідного рівняння і якого-небудь частинного розв’язку неоднорідного рівнян-

ня.  

Для знаходження частинного розв’язку неоднорідного рівняння викорис-

товують два методи: метод варіації сталих та метод невизначених коефіцієнтів. 

Метод невизначених коефіцієнтів детально вивчається на практичних заняттях. 

У пакеті MathCad доцільно використати метод варіації сталих, згідно з яким ча-

стинний розв’язок неоднорідного рівняння шукають у вигляді: 

)()( 21 xvCxuCy  ,      (3) 

де u, v – фундаментальна система розв’язків відповідного однорідного рівнян-

ня, а С1(х), С2(х) – невідомі функції, які є розв’язками системи. 











)(

0

''

2

''

1

'

2

'

1

xfvCuC

vCuC
     (4) 

Ввівши до розгляду визначник Вронського 
'' vu

vu
w  , та скориставшись 

формулами Крамера, розв’язок системи можемо записати у вигляді: 

,, '

2

'

1
w

fu
C

w

fv
C





  звідки  





 2211

~
)(  ,

~
)( Cdx

w

fu
xCCdx

w

fv
xC . 

Тоді загальний розв’язок неоднорідного рівняння запишемо у вигляді 







 dx
w

fu
dx

w

fv
uvCuCy   v

~~
21 , 

де 
21

~
,

~
CC  – довільні сталі, які для зручності будемо позначати С, D. 

Введемо функції для розв’язання неоднорідного рівняння із сталими кое-

фіцієнтами (див. лістинг) 

Wron u v x( )

u

x
u

d

d

v

x
v

d

d











 c 1 c c d 1 d d

RozLin2Odn u v x y( ) y c u d v

RozLin2ch u v f x y( ) u x
f v

Wron u v x( )






d v x
f u

Wron u v x( )






d

RozLin2Neodn u v f x y( ) RozLin2Odn u v x y( ) RozLin2ch u v f x y( )
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Функція Wron  приймає значення, яке не дорівнює нулю, тоді і тільки то-

ді, коли функції u і v – лінійно незалежні (тобто утворюють фундаментальну 

систему функцій). 

Функція RozLin2Odn повертає загальний розв’язок однорідного дифере-

нціального рівняння, RozLin2ch повертає частинний розв’язок неоднорідного 

рівняння, RozLin2Nedn повертає загальний розв’язок неоднорідного рівняння, 

при умові, що u і v – фундаментальна система розв’язків даного диференціаль-

ного рівняння.  

Приклад 1. Розв’язати рівняння: 22 xeyy x  . 

Розв'язання. Знаходимо корені характеристичного рівняння  

.1,1012  kkk  Таким чином, фундаментальна система функцій даного 

рівняння складається із функцій xe  і xe . Можна переконатися в тому, що ці 

функції лінійно незалежні, якщо скористатися функцією Wron. Знайдемо зага-

льний розв’язок даного рівняння, як показано на лістингу: 

Wron e
x

e
x

 x  2 exp x( ) exp x( ) simplify 2

RozLin2Odn e
x

e
x

 x y  y c exp x( ) d exp x( )

RozLin2ch e
x

e
x

 2 e
x

 x
2

 x y  simplify x exp x( ) x
2

 2
1

2
exp x( )

RozLin2Neodn e
x

e
x

 2 e
x

 x
2

 x y  simplify y c exp 2 x( ) d( ) exp x( )[ ] x exp x( ) x
2

 2
1

2
exp x( )

 Відповідь: 2)2/1( 2  xDeecxy xx . 

2
0 
 Лінійні рівняння другого порядку з сталими коефіцієнтами і коли-

вні процеси 

Вільні коливання. Відомо, що рівняння вигляду 02 2  xxhx  , де 

)(txx   – невідома функція залежна від часу t, 0,0  h  – деякі параметри ( h  - 

коефіцієнт опору,   - коефіцієнт відновлення), описує вільні коливні процеси, 

тобто коливні процеси коли збурююча сила відсутня. 

Характеристичне рівняння для даного рівняння має вигляд 

02 22  hkk . Корені цього рівняння обчислюються за формулою 
22

2,1  hhk . Можливі такі випадки: 

а) Якщо h , то загальний розв’язок має затухаючий характер. 

Приклад 2. Для рівняння 046  xxx  знайти загальний розв’язок та до-

слідити його характер. 

Розв'язання. У даному  випадку   53,,2,3 2,1  khh  . Загальний 

розв’язок має вигляд 
t

DeCex t )53()53( 

  . Графік даного розв’язку  при С=1, 

D=1 наведено на лістингу: 
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x t( ) e
3 5  t

e
3 5  t



0 2 4

2

4

x t( )

t  

б) Якщо h ,то загальний розв’язок має вигляд )( DtCex ht   . При t  

розв’язок має затухаючий аперіодичний  характер. 

Приклад 3. Для рівняння 044  xxx  знайти загальний розв’язок та до-

слідити його характер. 

Розв'язання. У даному  випадку   2,,2,2 2,1  khh  . Загальний 

розв’язок має вигляд )(2 DtCex t   . Графік даного розв’язку  при С=1, D=1 на-

ведено на лістингу: 

x t( ) e
2 t

1 t( )

2 0 2 4

2

4

x t( )

t  

в) Якщо h , то загальний розв’язок має вигляд )sincos( tDtCex ht    , 

де 22 h  . Розв’язок має затухаючий періодичний  характер. 

Приклад 4. Для рівняння 0102  xxx  знайти загальний розв’язок та 

дослідити його характер. 

Розв'язання. У даному  випадку   3,,10,1   hh . Загальний 

розв’язок має вигляд )3sin3cos(2 tDtCex t   . Графік даного розв’язку  при С=1, 

D=1 наведено на  наступному лістингу. Він знаходиться між графіками двох 

функцій: 2,, 22   DCAAexAex tt . 
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x1 t( ) 2 e
t

 x2 t( ) 2 e
t



1 0 1 2 3 4

2

2

x t( )

x1 t( )

x2 t( )

t

 

г) Нехай 0h , тобто опір середовища відсутній. У цьому випадку загаль-

ний розв’язок має вигляд tDtCy  sincos   і описує незатухаючі періодичні 

коливання. 

Приклад 5. Для рівняння 025  xx  знайти загальний розв’язок та дослі-

дити його характер. 

Розв'язання. У даному  випадку   5,,25,0   hh . Загальний 

розв’язок має вигляд tDtCx 5sin5cos  . Графік даного розв’язку при С=1, D=1 

наведено на лістингу: 

x t( ) cos 5 t( ) sin 5 t( )

1 0 1 2 3 4

2

2

x t( )

t

 
Вимушені коливання. Будемо розглядати рівняння taxx 1

2 sin  . Це 

рівняння вимушених коливань, опір середовища відсутній, збурююча сила має 

синусоїдальний характер. Можливі два випадки: 11,   , де  – частота 

власних коливань системи, 1  – частота вимушених коливань (частота збурю-

ючої сили). 

а) Якщо 1  , то розв’язок описує незатухаючі періодичні коливання 

Приклад 6. Для рівняння txx sin4   знайти загальний розв’язок та дос-

лідити його характер. 
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Розв'язання. Загальний розв’язок знайдемо методом варіації сталих. Фу-

ндаментальна система розв’язків має вигляд tvtu 2sin,2cos  . Тоді загальний 

розв’язок має вигляд C
t

ttDtCx 
3

)sin(
)cos()sin(2)(cos2 2 . Графік даного 

розв’язку при С=1, D=1 наведено на лістингу: 

x t( ) 2 cos t( )
2

 2 sin t( ) cos t( )
sin t( )

3
 1

10 5 0 5 10

2

2

x t( )

t
 

б) Якщо 1  , то при t  спостерігається необмежене зростання амп-

літуди. Таке явище називається резонансом 

Приклад 7. Для рівняння txx 2sin4   знайти загальний розв’язок та дос-

лідити його характер. 

Загальний розв’язок знайдемо методом варіації сталих. Фундаментальна 

система розв’язків має вигляд tvtu 2sin,2cos  . Тоді загальний розв’язок має 

вигляд C
t

ttDt
t

Cx 


















4
)cos()sin(

4

3
2)(cos

2
2 2 . Графік даного розв’язку  при 

С=0, D=0 наведено на лістингу: 

x t( )
t

2
cos t( )

2


3

4
sin t( ) cos t( )

t

4


x1 t( )
t

4
 x2 t( )

t

4


0 5 10 15

x t( )

x1 t( )

x2 t( )

t  
Таким чином, якщо частота власних коливань співпадає з частотою ви-

мушених коливань, то при t  спостерігається необмежене зростання амплі-
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туди. Таке явище називається резонансом. Графік таких коливань знаходиться 

між графіками двох функцій: tt
a

xtt
a

x
4

1

2
,

4

1

2



. 

 

3
0
 Розв’язання задачі Коші для диференціальних рівнянь другого по-

рядку 

Диференціальні рівняння з заданою початковою умовою засобами 

MathCad можна розв’язати за допомогою вбудованого блоку операторів Given – 

Odesolve. Використання даного блоку вказано на лістингу: 

Given

2
t

y t( )
d

d

2

0.1
t
y t( )

d

d
 1 y t( ) 0

y 0( ) 0.1 y' 0( ) 0

y Odesolve t 50( )

0 20 40

0.1

y t( )

t  

4
0
 Диференціальні рівняння вищих порядків 

Розглянемо рівняння вигляду: 

0),..,,,( )(  nyyyxF ,      (6) 

де x  – змінна, )(xyy   – невідома функція, F  – відома функція. 

Рівняння (6) називають диференціальним рівнянням n -го порядку, як-

що )(ny  входить в це рівняння. 

Якщо рівняння (6) нерозв’язане відносно )(ny , то воно називається неяв-

ним диференціальним рівнянням.  

0),..,,,( )1()(  nn yyyxfy .     (7) 

Нормальним або явним диференціальним рівнянням n -го порядку нази-

вається рівняння (6) записане у вигляді (7). 

Розв’язком рівняння (7) на деякому проміжку ),( ba  називається n - разів 

диференційована  на цьому проміжку функція )(x , яка при підстановці в (7) 

перетворює його в тотожність. 

Графік розв’язку диференціального рівняння (6) або (7) називається інте-

гральною кривою. 

Задача Коші. Серед всіх розв’язків рівняння (7) знайти такий розв’язок 

)(xyy  , ),( bax , який при 0xx  , задовольняє початкові  умови 
)1(

00

)1(

0000 )(,..,)(,)(   nn yxyyxyyxy     (8) 
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У MathCad розв’язок диференціального рівняння вищого порядку можна 

отримати за допомогою обчислювального блоку Given – Odesolve, а також з 

використанням функцій rkfixed, Rkadapt, Bulstoer. 

Розглянемо використання цих функцій на прикладах. 

Приклад 8. Розв’язати рівняння: 02  yyy  при початкових умовах 

2)0(,1)0(,0)0(  yyy  

Розв'язання. Використаємо обчислювальний блок Given – Odesolve, що 

вказаний на лістингу: 

Given

3
x

y x( )
d

d

3

2
2

x

y x( )
d

d

2


x
y x( )

d

d
 0

y 0( ) 0 y' 0( ) 1 y'' 0( ) 2

y Odesolve x 10( )

0 2 4

2

4

y x( )

x

 

Використання функції Rkadapt показано на  наступному лістингу: 

0 2 4

2

4

y i

xi

y'' z
3 

y' z
2 

y z
1 

x z
0 



i 0 nz Rkadapt y x1 x2 n D( )

n 10x2 5x1 0

y
3

y'' 0( ) 2

D x y( )

y
1

y
2

2 y
2

 y
1















y' 0( ) 1y

0

1

2












y

2
y''

y 0( ) 0
y

1
y'

 

Тут y – вектор початкових умов; 

      x1 – початок інтегрування; x2 – кінець інтегрування; 

       n – кількість точок для обчислення; 

       D – вектор перших похідних в явному виді. 
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Функції rkfixed, Rkadapt реалізують метод Рунге-Кутта з сталим та змін-

ним кроком. Цей метод не є найскорішим, але майже завжди приводить до 

розв’язку рівняння. Ці функції розв’язують рівняння та системи тільки з почат-

ковими умовами, на відміну від функції Odesolve, яка розв’язує рівняння та си-

стеми будь-якого порядку, як з початковими умовами так і з крайовими умова-

ми. 

Приклад 9. Розв’язати рівняння: 0)sin(2)4(  xyyxy  при початкових 

умовах 3)0(,2)0(,1)0(,0)0(  yyyy . 

Розв'язання. Розв’язок даного рівняння представлений на лістингу: 

10 10.5 11 11.5

50

100

y i

y'i

y''i

y'''i

xi

y''' z
4 

y'' z
3 

y' z
2 

y z
1 

x z
0 



i 0 nz Rkadapt y x1 x2 n D( )

y
4

y''' 0( ) 3

y
3

y'''y'' 0( ) 2
D x y( )

y
1

y
2

y
3

2 x y
2

 sin x( ) y
0




















y

0

1

2

3
















y' 0( ) 1

y
2

y''

y 0( ) 0
y

1
y'

n 20x2 11x1 10

4
x

y x( )
d

d

4

2 x
2

x

y x( )
d

d

2

 sin x( ) y x( ) 0

 

5
0
 Системи диференціальних рівнянь 

Нормальною системою рівнянь називається система виду 























),...,,,(

...................................

),...,,,(

),...,,,(

21

212
2

211
1

nn
n

n

n

xxxtf
dt

dx

xxxtf
dt

dx

xxxtf
dt

dx

     (9) 

Одним із методів розв’язання системи є метод виключення. У програмі 

MathCad для розв’язання систем першого та другого порядку використовують-

ся функції rkfixed, Rkadapt. 
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Приклад 10. Розв’язати систему рівнянь: 0)0(,1)0(   , 














yxпри

ex
dt

dy

ty
dt

dx

t

. 

Розв'язання. Наступний лістинг представляє розв’язок системи диферен-

ціальних рівнянь. Зліва розв’язок представлений у параметричному вигляді, 

справа – явно. 

x
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




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

 D t x( )

x
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 n 10
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t F
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 x F
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 y F
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4
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Приклад 11. Розв’язати  систему рівнянь:  ,
24

2









uvv

vu
 при початкових 

умовах 1)0(,1)0(,5.1)0(,5.1)0(  vvuu . 

Розв'язання. Лістинг розв’язку системи диференціальних рівнянь має ви-

гляд: 
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Індивідуальні завдання 

1. Знайти загальний розв’язок неоднорідного рівняння методом варіації 

сталих або методом невизначених коефіцієнтів.  

2. Знайти загальний розв’язок однорідного рівняння, дослідити його ха-

рактер та побудувати графік. 

3. Знайти загальний розв’язок неоднорідного рівняння методом невизна-

чених коефіцієнтів, дослідити його характер та побудувати графік. 

4. Розв’язати диференціальне рівняння за допомогою вбудованих функцій 

MathCad. 

5. Розв’язати систему диференціальних рівнянь за допомогою вбудованих 

функцій MathCad та звичайним способом. 

Таблиця 1 

 Завдання 1 Завдання 2 Завдання 3 

1 xyyy 2cos2/1752   084  xxx  txx sin6   

2 xxyyy 2cos362sin1282   086  xxx  txx 3sin6   

3 xxyyy 2sin5323   096  xxx  txx 3sin4   

4 xxeyy x cos10052   0172  xxx  txx cos4   

5 61810102 2  xxyyy  0128  xxx  txx 2cos4   

6 xyyy 2sin8124   0208  xxx  txx 3cos4   

7 )3(2 2  xxeyy x  0168  xxx  txx cos2   

8 xexyyy  )712(65  0136  xxx  txx cos6   

9 396 2  xxyyy  0204  xxx  txx sin2   

10 xeyyy 31096   0252  xxx  txx 2sin2   

11 )2(sin244 xxyyy   02110  xxx  txx 2cos2   

12 xyyy 2cos1265   02610  xxx  txx 3cos6   

13 xxeyyy 252   02510  xxx  txx 3sin6   

14 xexyy  2sin  078  xxx  txx sin6   

15 532554 2  xxyyy  0328  xxx  txx 2sin8   

16 xyy 2cos52   03612  xxx  txx 4sin8   
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Таблиця 2 

 Завдання 4 Завдання 5 

1 

10)0(,6)0(

,034





yy

yyy
 















1)0(,1)0(

52

7

yx

yxy

xyx

t

t

 

2 

15)0(,0)0(

,0294





yy

yyy
 















1)0(,1)0(

3

3

yx

yxy

yxx

t

t

 

3 

0)0(,2)0(

,044





yy

yyy
 















2)0(,1)0(

4

yx

yxy

yxx

t
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4 

1)0(,0)0(,2)0(

,





yyy

yy
 















0)0(,1)0(

43

2

yx

yxy

yxx

t

t

 

5 

2)0(,1)0(

,0)0(,1)0(,0)0(

,






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V

yy

yyy

yy

 














1)0(,0)0(

2

53

yx

yxy

yxx

t

t

 

6 

1)0(,1)0(,2)0(

,022 2



 

yyy

eyyy x

 















2)0(,5)0( yx

yxy

xx

t

t

 

7 

1)0(,1)0(,1)0(

),2(3 2





yyy

xyy
 





















2)0(,1)0(,1)0(

2

zyx

yxz

zyxy

zyxx

t

t

t

 

8 

1)0(,1)0(,3)0(

,09





yyy

yy
 




















1)0(,0)0(

2

1

yx

yxy

y
xx

t
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1)0(,0)0(

,02





yy

yyy
 





















3)0(,2)0(,1)0(

3

32

2

zyx

zyxz

yxy

zyxx

t

t

t

 

10 

0)0(,4)0(

,025204





yy

yyy
 












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0)0(,0)0(

3

2
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11 

0)0(,1)0(,2)0(

,012





yyy

yy
 





















1)0(,3)0(,2)0(

5.02

5

4

zyx

zyxz

zyxy

zyxx

t
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t

 

12 

0)0(,1)0(

,2)0(,3)0(

,0






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




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
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
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t
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,
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3
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


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







5)0(,10)0(,1)0(

2
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Лабораторна робота № 4 

Тема: СТЕПЕНЕВІ РЯДИ ТЕЙЛОРА І МАКЛОРЕНА.  

РОЗКЛАД ФУНКЦІЇ В РЯД ФУР’Є 

Мета роботи: Розклад функції в ряд Тейлора та Маклорена. Застосування 

степеневих рядів до наближених обчислень. Вивчити основні правила розкладу 

функції в ряд Фур’є та ознайомитися з можливостями пакету MathCad щодо 

цієї операції. 

Зміст роботи: 

1. Розклад функції в степеневий ряд. 

2. Наближене обчислення значення функції. 

3. Наближене обчислення визначеного інтегралу. 

4. Розкласти функцію в ряд Фур’є. 

Зміст звіту: Постановка завдань та результати їх виконання за допомо-

гою засобів MathCad та вручну. 

Теоретичні відомості 

1
0
 Якщо функцію )(xf  в інтервалі  RxRx  00 ,  можна розкласти в степе-

невий ряд, то цей ряд є рядом Тейлора 

      ...
!

)(
...

!2

)(

!1

)(
)()( 0

0

)(
2

0
0

0
0

0 






n

n

xx
n

xf
xx

xf
xx

xf
xfxf  (1) 

При 00 x  отримаємо ряд Маклорена 

...
!

)0(
...

!2

)0(

!1

)0(
)0()(

)(
2 





 n

n

x
n

f
x

f
x

f
fxf     (2) 

Правило розкладання функції в ряд Маклорена 

1. Знайти похідні ,...,...,,, )(nffff   

2. Знайти похідні в точці 0x , ),...0(),...,0(),0(),0( )(nffff   

3. Записати ряд Маклорена та знайти інтервал збіжності. 

4. Визначити інтервал на якому залишковий член прямує до нуля при 

n . 

Приклад 1. Розкласти функцію xy sin  в ряд Маклорена. 

Розв’язання. 

1) 

...........................................

2
sin

..........................................

2
3sincos

2
2sinsin

2
sincos

),(,sin
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



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
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
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
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














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
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
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3) ...
)!12(

1
)1(....

!7

1

!5

1

!3

1

!1

1
sin 12753 


 nn x

n
xxxxx  















)!1)1(2(

1
)1(

)!12(

1
)1(

limlim
11

n

n

a

a
R

n

n

n
n

n

n

     (3) 

Отже, інтервал збіжності   , . 

Засобами MathCad  розклад даної функції в ряд Маклорена здійснюється 

за допомогою команди Символика/ Переменная/Расширение в сериях (или раз-

ложение в ряд). 

Правило розкладання функції в ряд Маклорена за  

допомогою MathCad 

1. Ввести вираз. 

2. Виділити значення змінної, по якій необхідно отримати розклад в ряд. 

3. Виконати команду Символика/Переменная/Расширение в сериях (или 

разложение в ряд). 

4. В діалоговому вікні вводимо необхідний порядок апроксимації. 

Зауваження  

1. Можна розкласти в ряд функцію і альтернативним способом зо допо-

могою оператора символьного виводу series. 

2.Розклад будується тільки в точці 0x , для розкладу в іншій точці ax   

необхідно замість змінної x  поставити ax   

На лістингу наведено декілька розкладів різних функцій в ряд Маклорена 

засобами MathCad. 

sin 2 x( ) series x 6 2 x
4

3
x
3


4

15
x
5

9.

ln x 1( ) series x 6 x
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2
x
2
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3
x
3


1

4
x
4
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x
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3

  series x 12 x
5


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2
x
8
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1

3
x
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arctan x( ) series x 10 x
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3
x
3
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x
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x
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1
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 O x
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2
0
 Наближені обчислення значення функції в точці 

Приклад 2. Знайти 









10
sin)18sin( 0 

 з точністю 0,001. 

Розв’язання. 
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
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

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
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На лістингу наведено наближене обчислення функцій у MathCad. 

1.
sin x( )

substitute x


10


series x 100

1

4
5

1

4
 0.309

2. sin x( ) series x 10 x
1

6
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x
5


1

5040
x
7


1

362880
x
9



y x( ) x
1

6
x
3


1

120
x
5


1

5040
x
7


1

362880
x
9



y


10









1

10


1

6000


3


1

12000000


5


1

50400000000


7


1

362880000000000


9
 0.309

3.

e
x series x 15

substitute x 1

47395032961

17435658240
 2.718

 

3
0
 Наближені обчислення визначеного інтегралу 

Приклад 3. Обчислити 


3
1

0

2

dxe x . 

Розв’язання. 

321,0...
37!3

1

35!2

1

3!1

1

3

1
...

7!35!23!1
...

!4!3!2!1
1

...
!4!3!2!1

1

754

3
1

0

3/1

0

7538642

8642
2












































xxx
xdx

xxxx

xxxx
e x

 

На лістингу наведено наближене обчислення інтегралу в MathCad. 

e
x
2


series x 10 1 x

2


1

2
x
4


1

6
x
6


1

24
x
8



y x( ) 1 x
2


1

2
x
4


1

6
x
6


1

24
x
8



0

1

3

xy x( )






d 0.321
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4
0
. Ряди Фур’є 

Розклад періодичних функцій в ряд Тейлора не є дуже ефективним мето-

дом, так як при цьому достатній рівень апроксимації буде досягнутий лише в 

околі точки розкладання. При цьому віддалені ж від неї наближення будуть по-

ганими. Очевидно, для того, щоб добре наближати періодичну функцію, апрок-

симуючий поліном сам повинен бути періодичною функцією з таким самим пе-

ріодом як і в апроксимованої функції. Щоб задовольнити цій умові, потрібно 

розкласти функцію не за степенями х, а за періодичними функціями. Отрима-

ний при цьому ряд називається рядом Фур’є. Він має наступний вигляд (для 

функцій з періодом 2 ): 

 





1

0 sincos
2

)(
n

nn nxbnxa
a

xf        (4) 

В математичному аналізі доведено, що похибка наближення функції ря-

дом Фур’є мінімальна тоді і тільки тоді, коли коефіцієнти nn baa ,,0  визначаються 

наступним чином: 











dxxfa )(
1

0 , 









nxdxxfan cos)(
1

, 









nxdxxfbn sin)(
1

.   (5) 

Для функцій з періодом l2  ряд Фур’є має вигляд: 
















1

0 sincos
2

)(
n

nn
l

xn
b

l

xn
a

a
xf


     (6) 

Коефіцієнти якого шукаються за формулами: 






l

l

dxxf
l

a )(
1

0 , 




l

l

n dx
l

xn
xf

l
a


cos)(

1
, 





l

l

n dx
l

xn
xf

l
b


sin)(

1
.  (7) 

Для парної функції всі коефіцієнти 0nb  і відповідний ряд Фур’є не міс-

тить синусів: 







1

0 cos
2

)(
n

n
l

xn
a

a
xf


, де ...2,1,0  ,cos)(

2

0

  ndx
l

xn
xf

l
a

l

n


  (8) 

Для непарної функції всі коефіцієнти 0na  і відповідний ряд Фур’є міс-

тить тільки синуси: 







1

sin)(
n

n
l

xn
bxf


, де ...3,2,1  ,sin)(

2

0

  ndx
l

xn
xf

l
b

l

n


   (9) 

Функцію )(xf , яка задана в інтервалі  l;0 , можна довільно продовжити в 

сусідній інтервал  0;l  і тому її можна представити різними рядами Фур’є. Ко-

ристуючись цим, таку функцію зазвичай представляють неповним рядом Фур’є, 

який містить лише синуси чи косинуси. 

У MathCad не має оператора подібного до series , за допомогою якого мо-

жна було б проводити розклад в ряд Фур’є. Однак це не значить, що цю про-

блему не можна розв’язати. На наступному лістингу покажемо розклад функції 

в ряд Фур’є. 

Приклад 4. Розкласти на проміжку від -  до   в ряд Фур’є функцію 

xxf )( . 

Розв'язання. 
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f x( ) x

Fourier x k( )
1

2  



xf x( )




d
1


1

k

n




xf x( ) cos n x( )




d cos n x( )





xf x( ) sin n x( )




d sin n x( )
















z x( ) Fourier x 9( ) factor 2 sin x( ) sin 2 x( )
2

3
sin 3 x( )

1

2
sin 4 x( )

2

5
sin 5 x( )

1

3
sin 6 x( )

2

7
sin 7 x( )

1

4
sin 8 x( )

2

9
sin 9 x( )

z 1( ) 0.9876473661

10 0 10

5

5

z x( )

x

Fourier 1 20( ) 0.9447021762 Fourier 1 100( ) 1.0003202214 Fourier 1 1000( ) 1.047505276

 

Тригонометричні ряди сходяться повільно, тому точність апроксимованої 

ним функції при сумуванні дев’яти членів буде погана. Це можна побачити на 

графіку функції, звернемо увагу на коливання, які здійснює крива. Збільшивши 

кількість членів до 20, 100, 1000 бажаної точності ми не отримаємо, причому 

для обчислення потрібен деякий час. 

Якщо задача полягає в тому, щоб апроксимувати функцію рядом Фур’є 

максимально точно, то необхідно вивести формулу загального члена і викорис-

тати її в комбінації з оператором суми. При цьому можна буде сумувати тисячі і 

навіть мільйони членів розкладу за секунди. 

В нашому випадку функцію подамо так: 









 

n

nxxx
xxf n sin

)1(...
3

3sin

2

2sin
sin2)( 1 . 

Очевидно цю суму можна записати, як показано на лістингу: 

F x k( ) 2

0

k

n

1( )
n 1

sin n x( )

n




F 1 1000( ) 0.9988664284

F 1 10000( ) 1.0000825759

F 1 10000000( ) 1.0000000075

10 0 10

5

5

F x 1000( )

x  

Додавання 1000 членів ряду Фур’є для функції xxf )(  дає достатню точ-

ність, щоб можна було намалювати «правильний» графік, що і бачимо на лісти-

нгу. 
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Приклад 5. Розкласти на проміжку від -1 до 1 в ряд Фур’є функцію 
2)( xxf  . 

Розв'язання. Так як функція парна на даному проміжку, то коефіцієнт nb  

дорівнює нулю, а коефіцієнт 

l

dxxf
l

a
0

0 )(
2

 і  









l

n dx
l

xn
xf

l
a

0

cos)(
2 

. Отже, 









 



 l

xn
a

a
xf

n

n


cos

2
)(

1

0 . 

f x( ) x
2

 L 1

a0
2

L
0

L

xf x( )




d an
2

L

0

L

xf x( ) cos
n  x

L
















d
n

a0
2

3
 an 2

n
2


2
 sin n   2 sin n   2 n  cos n   

n
3


3


 an substitute cos  n  1( )
n

 sin n   0
4

n
2


2


1( )
n



Fourier x k( )
a0

2
1

k

n

an cos
n  x

L






















 an

z x( ) Fourier x 6( )
1

3

4


2

cos  x 
1


2

cos 2  x 
4

9 
2



cos 3  x 
1

4 
2



cos 4  x 
4

25 
2



cos 5  x 
1

9 
2



cos 6  x 

2 0 2

0.5

1

z x( )

f x( )

x
 

Завдання до індивідуальної роботи 

1. Розкласти функцію в ряд Маклорена за змінною х (до 10 членів). 

2. Наближено обчислити значення функції з точністю 0,00001. 

3. Наближено обчислити визначений інтеграл з точністю 0,00001. 

4. Розкласти в ряд Фур’є дану функцію на вказаному проміжку та нама-

лювати її графік. 
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Індивідуальні завдання 

Таблиця 1 

№ Завдання 1 
)(xf  

Завдання 2 
)(af  

Завдання 3 


b

a

dxxf )(  

Завдання 4 
)(xf  

1 x3  )1cos( 0  
2/1

0

sin
dx

x

x
 )2;0(  ;

2
)( 

x
x   

2 )cos( 2x  )9(tg  
1

0

cosxdxx  









4x2  3x,

2x0    ,6
y  

3 )sin( 2x  )2,1ln(  
1

0

3 cosxdxx    2 0,  ;)( xex   

4 )arcsin(x  101000  


1

0
41

1
dx

x
 );(-  ;sin xu   

5 arctgx  )25,1ln(  


1

0

2

dxe x    хxxf - ;)( 2  

6 x2sin  
e

1
 

2/1

0

arcsin
dx

x

x
 20  ;

2
cos  x

x
u  

7 x2cos  e  
1

0

sin
dx

x

x
   2 0, ;)( xxf   

8 )2ln( x  4 19  
4

2

1

dxe x     ;-  ;sin)( xxx   

9 )(xtg  3 7   

4/1

0

21 dxx   ;11  ;)(  xxxf  

10 x1  )36sin( 0  
1

0

2cos dxx  22  ;)(  xexf x  

11 
x

1
 )1,1ln(  

5,0

0

2

4
cos dx

x
   xxxu 0  );(   

12 3 38 x  )3,0cos(   

25,0

0

)1ln( dxx    хxxf -  ;
6

5
sin)(  

13 )ln( xex   )2,0(arctg   

2,0

0

3 21 dxx  









2x1   x,-2

1x0   ,
)(

x
xf   

14 
x1

1
 3 30  

2

1

dx
x

ex

    ; ;cos  xxy   

15 xx ln3  4 17  


5,1

5,0
41 x

dx
 










2x1  x,-2

1x0    ,
)(

x
xf  

 

 

 



 39 

Лабораторна робота № 5 

Тема: Функція комплексної змінної.  

Ряди функції комплексної змінної. 

 

Завдання до роботи 

 Завдання 1. Дослідити функцію комплексної змінної  на аналітичність. 

 

№ )(zf  № )(zf  № )(zf  № )(zf  № )(zf  

1 zz 2  2 zcos  3 zz 2  4 2)21( zi  5 13 z  

6 z2cos  7 2)2( z

 

8 zz sincos  9 zz   10 ze2  

 

 Завдання 2. Обчислити інтеграл  від функції f(z), де L – ламана. що спо-

лучає точки 321 ,, zzz . 

 

№ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 


L

zf )(  3z  )Re(z

 
zz   )Im(zz 

 

)Im(z

 
zz /  )Re(2 zz 

 

zz 2

 
zz )Re(

 

zz )Im(

 

3

2

1

z

z

z

 

i

i

32

1

0



  

i

i

i

43

1

1







 
1

1

1

i

i





 
4

23

2

i

i





 

i

i

i

44

4

1







 
i

i

24

23

0



  

1

0

1 i

 

i

i

i







4

1

1

 
i

i

i

24

23

2







                                                                                                                                                                        

i

i





5

1

0

 

 

Завдання 3. Дослідити на збіжність ряд з комплексними членами. 

 

№  №  №  №  №  

1 







1

2

!

)1(

n

n

n

i
 

2 







1 5

)13(

n
n

nin

 

3  



















0 1715

1
1

n

n

n

i

n

 4 



 



0 1

23

n n

i
 

5 



 



0 1n n

in
 

6 







1

2)!(
n

nzin

 

7 








1 10

)3(

n
n

n

n

i
 

8  
















1
2 3

)1(
1

1

n

n

n

i

n

 

9 



 1 )!12(n

n

n

z
 

10 



 1
3 1n

n

n

z
 

 

Завдання 4. Розкласти функцію в ряд Тейлора в околі точки z=0 та 

знайти круг збіжності ряду. 

№ )(zf  № )(zf  № )(zf  № )(zf  № )(zf  

1 zsin  2 
2)1(

1

z
 3 arctgz  4 )1ln( z  5 ze2  

6 
26 )1(

1

z
 7 2cosz  8 

)2)(1(

1

 zz

 

9 
144

12
2 



zz

z

 

10 
21

1

z
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Завдання 5. Розкласти в ряд Лорана функцію )(zf  в околі точки z0=0. 

 

№ )(zf  № )(zf  № )(zf  № )(zf  № )(zf  

1 
65

1
2  zz

 

2 
682

1
2  zz

 

3 
23

1
2  zz

 4 
693

1
2  zz

 

5 
86

1
2  zz

 

6 
40284

1
2  zz

 

7 
127

1
2  zz

 

8 
46

1
2  zz

 9 
45

1
2  zz

 10 
10155

1
2  zz
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