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Íåõàé m i n

� äåÿêi íàòóðàëüíi ÷èñëà. Ìíîæèíó âñiõ m× n-ìàòðèöü
ç äiéñíèìè åëåìåíòàìè áóäåìî ïîçíà÷àòè ñèìâîëîì Rm×n.
Ðîçãëÿíåìî äåÿêó m× n-ìàòðèöþ

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a1n
...

...
. . .

...
am1 am2 . . . amn

 ,

åëåìåíòàìè ÿêî¨ ¹ äiéñíi ÷èñëà, òîáòî äåÿêèé åëåìåíò ìíîæèíè Rm×n.
Íàäàëi ìàòðèöþ A áóäåìî êîìïàêòíî ïîçíà÷àòè ñèìâîëîì ∥aij∥m×n

àáî êîðîòêî ∥aij∥, ÿêùî çðîçóìiëî iç êîíòåêñòó, ïðî ìàòðèöþ ÿêèõ
ðîçìiðiâ éäå ìîâà.
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Ïðèêëàäè ìàòðèöü
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Îçíà÷åííÿ 1

Ìàòðèöi A = ∥aij∥

i B = ∥bij∥ iç Rm×n íàçèâàþòüñÿ ðiâíèìè, ÿêùî
aij = bij äëÿ âñiõ i ∈ {1, 2, . . . ,m} òà äëÿ âñiõ j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Ðiâíiñòü ìàòðèöü A i B ïîçíà÷àþòü òðàäèöiéíèì ÷èíîì: A = B.

Ïîðiâíÿëüíèé ïðèêëàä ðiâíîñòi ìàòðèöü, ðàöiîíàëüíèõ äðîáiâ i äiéñíèõ
÷èñåë:(

−2 1 0
3 −7 5

)
=

(
−2 1 0
3 −7 5

)
,

1

2
=

3

6
, 0, 9999 . . . = 1.

Ðiâíiñòü ìàòðèöü ¹ âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi, çàäàíèì íà ìíîæèíi
Rm×n. Iíàêøå êàæó÷è, ðiâíiñòü ìàòðèöü çàäîâîëüíÿ¹:

ðåôëåêñèâíié âëàñòèâîñòi,
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÷èñåë:(
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)
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2
=

3

6
, 0, 9999 . . . = 1.
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òðàíçèòèâíié âëàñòèâîñòi.
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òðàíçèòèâíié âëàñòèâîñòi.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîäàâàííÿ ìàòðèöü
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Îçíà÷åííÿ ñóìè ìàòðèöü çàäà¹ âiäïîâiäíiñòü

+ : Rm×n ×Rm×n → Rm×n
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Òåîðåìà 1

Îïåðàöiÿ äîäàâàííÿ ìàòðèöü

çàäîâîëüíÿ¹ êîìóòàòèâíié i àñîöiàòèâíié

âëàñòèâîñòÿì, òîáòî äëÿ äîâiëüíèõ ìàòðèöü A, B, C ∈ Rm×n ñïðàâ-

äæóþòüñÿ íàñòóïíi ðiâíîñòi:

1) A+B = B +A,

2) (A+B) + C = A+ (B + C).

Äîâåäåííÿ

Íåõàé A = ∥aij∥, B = ∥bij∥ � äîâiëüíi m×n-ìàòðèöi. Çà îçíà÷åííÿì
ñóìè ìàòðèöü:

A+B = ∥aij + bij∥, B +A = ∥bij + aij∥.
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2, . . . , n}. Îòæå,

∥aij + bij∥ = ∥bij + aij∥,

òîáòî A+B = B +A. Ïiäêðåñëèìî, ùî îñòàííÿ ðiâíiñòü ¹ ïðàâèëüíà
äëÿ äîâiëüíèõ äiéñíèõ m× n-ìàòðèöü A i B.
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Äîâåäåííÿ (ïðîäîâæåííÿ)

Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ àñîöiàòèâíà âëàñòèâiñòü îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ
ìàòðèöü.

Íåõàé A = ∥aij∥, B = ∥bij∥, C = ∥cij∥ � äîâiëüíi äiéñíi
m × n-ìàòðèöi. Çà îçíà÷åííÿìè ðiâíîñòi ìàòðèöü i ñóìè ìàòðèöü ¹
ïðàâèëüíèìè ðiâíîñòi:

(A+B) + C = ∥aij + bij∥+ ∥cij∥ =
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m × n-ìàòðèöi. Çà îçíà÷åííÿìè ðiâíîñòi ìàòðèöü i ñóìè ìàòðèöü ¹
ïðàâèëüíèìè ðiâíîñòi:

(A+B) + C =

∥aij + bij∥+ ∥cij∥ =

= ∥(aij + bij) + cij∥ = ∥aij + (bij + cij)∥ =

= ∥aij∥+ ∥bij + cij∥ = A+ (B + C).

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ (ïðîäîâæåííÿ)

Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ àñîöiàòèâíà âëàñòèâiñòü îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ
ìàòðèöü. Íåõàé A = ∥aij∥, B = ∥bij∥, C = ∥cij∥ � äîâiëüíi äiéñíi
m × n-ìàòðèöi. Çà îçíà÷åííÿìè ðiâíîñòi ìàòðèöü i ñóìè ìàòðèöü ¹
ïðàâèëüíèìè ðiâíîñòi:

(A+B) + C = ∥aij + bij∥+ ∥cij∥

=

= ∥(aij + bij) + cij∥ = ∥aij + (bij + cij)∥ =

= ∥aij∥+ ∥bij + cij∥ = A+ (B + C).

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ (ïðîäîâæåííÿ)

Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ àñîöiàòèâíà âëàñòèâiñòü îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ
ìàòðèöü. Íåõàé A = ∥aij∥, B = ∥bij∥, C = ∥cij∥ � äîâiëüíi äiéñíi
m × n-ìàòðèöi. Çà îçíà÷åííÿìè ðiâíîñòi ìàòðèöü i ñóìè ìàòðèöü ¹
ïðàâèëüíèìè ðiâíîñòi:

(A+B) + C = ∥aij + bij∥+ ∥cij∥ =

= ∥(aij + bij) + cij∥

= ∥aij + (bij + cij)∥ =

= ∥aij∥+ ∥bij + cij∥ = A+ (B + C).

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ (ïðîäîâæåííÿ)

Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ àñîöiàòèâíà âëàñòèâiñòü îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ
ìàòðèöü. Íåõàé A = ∥aij∥, B = ∥bij∥, C = ∥cij∥ � äîâiëüíi äiéñíi
m × n-ìàòðèöi. Çà îçíà÷åííÿìè ðiâíîñòi ìàòðèöü i ñóìè ìàòðèöü ¹
ïðàâèëüíèìè ðiâíîñòi:

(A+B) + C = ∥aij + bij∥+ ∥cij∥ =

= ∥(aij + bij) + cij∥ = ∥aij + (bij + cij)∥

=

= ∥aij∥+ ∥bij + cij∥ = A+ (B + C).

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ (ïðîäîâæåííÿ)

Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ àñîöiàòèâíà âëàñòèâiñòü îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ
ìàòðèöü. Íåõàé A = ∥aij∥, B = ∥bij∥, C = ∥cij∥ � äîâiëüíi äiéñíi
m × n-ìàòðèöi. Çà îçíà÷åííÿìè ðiâíîñòi ìàòðèöü i ñóìè ìàòðèöü ¹
ïðàâèëüíèìè ðiâíîñòi:

(A+B) + C = ∥aij + bij∥+ ∥cij∥ =

= ∥(aij + bij) + cij∥ = ∥aij + (bij + cij)∥ =

= ∥aij∥+ ∥bij + cij∥

= A+ (B + C).

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ (ïðîäîâæåííÿ)

Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ àñîöiàòèâíà âëàñòèâiñòü îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ
ìàòðèöü. Íåõàé A = ∥aij∥, B = ∥bij∥, C = ∥cij∥ � äîâiëüíi äiéñíi
m × n-ìàòðèöi. Çà îçíà÷åííÿìè ðiâíîñòi ìàòðèöü i ñóìè ìàòðèöü ¹
ïðàâèëüíèìè ðiâíîñòi:

(A+B) + C = ∥aij + bij∥+ ∥cij∥ =

= ∥(aij + bij) + cij∥ = ∥aij + (bij + cij)∥ =

= ∥aij∥+ ∥bij + cij∥ = A+ (B + C).

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ (ïðîäîâæåííÿ)

Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ àñîöiàòèâíà âëàñòèâiñòü îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ
ìàòðèöü. Íåõàé A = ∥aij∥, B = ∥bij∥, C = ∥cij∥ � äîâiëüíi äiéñíi
m × n-ìàòðèöi. Çà îçíà÷åííÿìè ðiâíîñòi ìàòðèöü i ñóìè ìàòðèöü ¹
ïðàâèëüíèìè ðiâíîñòi:

(A+B) + C = ∥aij + bij∥+ ∥cij∥ =

= ∥(aij + bij) + cij∥ = ∥aij + (bij + cij)∥ =

= ∥aij∥+ ∥bij + cij∥ = A+ (B + C).

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Îçíà÷åííÿ 3

Ìàòðèöÿ O ∈ Rm×n

íàçèâà¹òüñÿ íóëüîâîþ ìàòðèöåþ, ÿêùî äëÿ äî-
âiëüíî¨ ìàòðèöi A ∈ Rm×n ðiâíiñòü O +A = A ¹ ïðàâèëüíà.

Òåîðåìà 2
m× n-ìàòðèöÿ 

0 0 . . . 0
0 0 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . 0

 ,

âñi åëåìåíòè ÿêî¨ ¹ íóëÿìè, ¹ íóëüîâîþ ìàòðèöåþ. Ïðè÷îìó öÿ ìàòðè-

öÿ ¹ ¹äèíîþ íóëüîâîþ m× n-ìàòðèöåþ.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Îçíà÷åííÿ 3

Ìàòðèöÿ O ∈ Rm×n íàçèâà¹òüñÿ íóëüîâîþ ìàòðèöåþ,

ÿêùî äëÿ äî-
âiëüíî¨ ìàòðèöi A ∈ Rm×n ðiâíiñòü O +A = A ¹ ïðàâèëüíà.

Òåîðåìà 2
m× n-ìàòðèöÿ 

0 0 . . . 0
0 0 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . 0

 ,

âñi åëåìåíòè ÿêî¨ ¹ íóëÿìè, ¹ íóëüîâîþ ìàòðèöåþ. Ïðè÷îìó öÿ ìàòðè-

öÿ ¹ ¹äèíîþ íóëüîâîþ m× n-ìàòðèöåþ.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Îçíà÷åííÿ 3

Ìàòðèöÿ O ∈ Rm×n íàçèâà¹òüñÿ íóëüîâîþ ìàòðèöåþ, ÿêùî äëÿ äî-
âiëüíî¨ ìàòðèöi A ∈ Rm×n

ðiâíiñòü O +A = A ¹ ïðàâèëüíà.

Òåîðåìà 2
m× n-ìàòðèöÿ 

0 0 . . . 0
0 0 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . 0

 ,

âñi åëåìåíòè ÿêî¨ ¹ íóëÿìè, ¹ íóëüîâîþ ìàòðèöåþ. Ïðè÷îìó öÿ ìàòðè-

öÿ ¹ ¹äèíîþ íóëüîâîþ m× n-ìàòðèöåþ.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Îçíà÷åííÿ 3

Ìàòðèöÿ O ∈ Rm×n íàçèâà¹òüñÿ íóëüîâîþ ìàòðèöåþ, ÿêùî äëÿ äî-
âiëüíî¨ ìàòðèöi A ∈ Rm×n ðiâíiñòü O +A = A ¹ ïðàâèëüíà.

Òåîðåìà 2
m× n-ìàòðèöÿ 

0 0 . . . 0
0 0 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . 0

 ,

âñi åëåìåíòè ÿêî¨ ¹ íóëÿìè, ¹ íóëüîâîþ ìàòðèöåþ. Ïðè÷îìó öÿ ìàòðè-

öÿ ¹ ¹äèíîþ íóëüîâîþ m× n-ìàòðèöåþ.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Îçíà÷åííÿ 3

Ìàòðèöÿ O ∈ Rm×n íàçèâà¹òüñÿ íóëüîâîþ ìàòðèöåþ, ÿêùî äëÿ äî-
âiëüíî¨ ìàòðèöi A ∈ Rm×n ðiâíiñòü O +A = A ¹ ïðàâèëüíà.

Òåîðåìà 2
m× n-ìàòðèöÿ 

0 0 . . . 0
0 0 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . 0

 ,

âñi åëåìåíòè ÿêî¨ ¹ íóëÿìè, ¹ íóëüîâîþ ìàòðèöåþ. Ïðè÷îìó öÿ ìàòðè-

öÿ ¹ ¹äèíîþ íóëüîâîþ m× n-ìàòðèöåþ.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Îçíà÷åííÿ 3

Ìàòðèöÿ O ∈ Rm×n íàçèâà¹òüñÿ íóëüîâîþ ìàòðèöåþ, ÿêùî äëÿ äî-
âiëüíî¨ ìàòðèöi A ∈ Rm×n ðiâíiñòü O +A = A ¹ ïðàâèëüíà.

Òåîðåìà 2
m× n-ìàòðèöÿ 

0 0 . . . 0
0 0 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . 0

 ,

âñi åëåìåíòè ÿêî¨ ¹ íóëÿìè,

¹ íóëüîâîþ ìàòðèöåþ. Ïðè÷îìó öÿ ìàòðè-

öÿ ¹ ¹äèíîþ íóëüîâîþ m× n-ìàòðèöåþ.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Îçíà÷åííÿ 3

Ìàòðèöÿ O ∈ Rm×n íàçèâà¹òüñÿ íóëüîâîþ ìàòðèöåþ, ÿêùî äëÿ äî-
âiëüíî¨ ìàòðèöi A ∈ Rm×n ðiâíiñòü O +A = A ¹ ïðàâèëüíà.

Òåîðåìà 2
m× n-ìàòðèöÿ 

0 0 . . . 0
0 0 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . 0

 ,

âñi åëåìåíòè ÿêî¨ ¹ íóëÿìè, ¹ íóëüîâîþ ìàòðèöåþ.

Ïðè÷îìó öÿ ìàòðè-

öÿ ¹ ¹äèíîþ íóëüîâîþ m× n-ìàòðèöåþ.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Îçíà÷åííÿ 3

Ìàòðèöÿ O ∈ Rm×n íàçèâà¹òüñÿ íóëüîâîþ ìàòðèöåþ, ÿêùî äëÿ äî-
âiëüíî¨ ìàòðèöi A ∈ Rm×n ðiâíiñòü O +A = A ¹ ïðàâèëüíà.

Òåîðåìà 2
m× n-ìàòðèöÿ 

0 0 . . . 0
0 0 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . 0

 ,

âñi åëåìåíòè ÿêî¨ ¹ íóëÿìè, ¹ íóëüîâîþ ìàòðèöåþ. Ïðè÷îìó öÿ ìàòðè-

öÿ ¹ ¹äèíîþ íóëüîâîþ m× n-ìàòðèöåþ.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ

Ðîçãëÿíåìî m× n-ìàòðèöþ

O =


0 0 . . . 0
0 0 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 0

 ,

âñi åëåìåíòè ÿêî¨ ¹ íóëÿìè. Íåõàé A = ∥aij∥ � áóäü-ÿêà ìàòðèöÿ iç
Rm×n. Çà îçíà÷åííÿì ñóìè ìàòðèöü

O +A = ∥0 + aij∥ = ∥aij∥ = A.

Öå îçíà÷à¹, ùî O ¹ íóëüîâîþ ìàòðèöåþ.
Äîâåäåìî ¹äèíiñòü íóëüîâî¨ ìàòðèöi iç ìíîæèíè Rm×n. Íåõàé O′ �
òàêîæ äåÿêà íóëüîâà m × n-ìàòðèöÿ. Îñêiëüêè O i O′ ¹ íóëüîâèìè
ìàòðèöÿìè, òî ç îäíîãî áîêó O′ + O = O, à ç iíøîãî O′ + O =
= O +O′ = O′. Òîìó O′ = O, ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ

Ðîçãëÿíåìî m× n-ìàòðèöþ

O =


0 0 . . . 0
0 0 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 0

 ,

âñi åëåìåíòè ÿêî¨ ¹ íóëÿìè.

Íåõàé A = ∥aij∥ � áóäü-ÿêà ìàòðèöÿ iç
Rm×n. Çà îçíà÷åííÿì ñóìè ìàòðèöü

O +A = ∥0 + aij∥ = ∥aij∥ = A.

Öå îçíà÷à¹, ùî O ¹ íóëüîâîþ ìàòðèöåþ.
Äîâåäåìî ¹äèíiñòü íóëüîâî¨ ìàòðèöi iç ìíîæèíè Rm×n. Íåõàé O′ �
òàêîæ äåÿêà íóëüîâà m × n-ìàòðèöÿ. Îñêiëüêè O i O′ ¹ íóëüîâèìè
ìàòðèöÿìè, òî ç îäíîãî áîêó O′ + O = O, à ç iíøîãî O′ + O =
= O +O′ = O′. Òîìó O′ = O, ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ

Ðîçãëÿíåìî m× n-ìàòðèöþ

O =


0 0 . . . 0
0 0 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 0

 ,

âñi åëåìåíòè ÿêî¨ ¹ íóëÿìè. Íåõàé A = ∥aij∥ � áóäü-ÿêà ìàòðèöÿ iç
Rm×n.

Çà îçíà÷åííÿì ñóìè ìàòðèöü

O +A = ∥0 + aij∥ = ∥aij∥ = A.

Öå îçíà÷à¹, ùî O ¹ íóëüîâîþ ìàòðèöåþ.
Äîâåäåìî ¹äèíiñòü íóëüîâî¨ ìàòðèöi iç ìíîæèíè Rm×n. Íåõàé O′ �
òàêîæ äåÿêà íóëüîâà m × n-ìàòðèöÿ. Îñêiëüêè O i O′ ¹ íóëüîâèìè
ìàòðèöÿìè, òî ç îäíîãî áîêó O′ + O = O, à ç iíøîãî O′ + O =
= O +O′ = O′. Òîìó O′ = O, ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ

Ðîçãëÿíåìî m× n-ìàòðèöþ

O =


0 0 . . . 0
0 0 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 0

 ,

âñi åëåìåíòè ÿêî¨ ¹ íóëÿìè. Íåõàé A = ∥aij∥ � áóäü-ÿêà ìàòðèöÿ iç
Rm×n. Çà îçíà÷åííÿì ñóìè ìàòðèöü

O +A =

∥0 + aij∥ = ∥aij∥ = A.

Öå îçíà÷à¹, ùî O ¹ íóëüîâîþ ìàòðèöåþ.
Äîâåäåìî ¹äèíiñòü íóëüîâî¨ ìàòðèöi iç ìíîæèíè Rm×n. Íåõàé O′ �
òàêîæ äåÿêà íóëüîâà m × n-ìàòðèöÿ. Îñêiëüêè O i O′ ¹ íóëüîâèìè
ìàòðèöÿìè, òî ç îäíîãî áîêó O′ + O = O, à ç iíøîãî O′ + O =
= O +O′ = O′. Òîìó O′ = O, ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ

Ðîçãëÿíåìî m× n-ìàòðèöþ

O =


0 0 . . . 0
0 0 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 0

 ,

âñi åëåìåíòè ÿêî¨ ¹ íóëÿìè. Íåõàé A = ∥aij∥ � áóäü-ÿêà ìàòðèöÿ iç
Rm×n. Çà îçíà÷åííÿì ñóìè ìàòðèöü

O +A = ∥0 + aij∥

= ∥aij∥ = A.

Öå îçíà÷à¹, ùî O ¹ íóëüîâîþ ìàòðèöåþ.
Äîâåäåìî ¹äèíiñòü íóëüîâî¨ ìàòðèöi iç ìíîæèíè Rm×n. Íåõàé O′ �
òàêîæ äåÿêà íóëüîâà m × n-ìàòðèöÿ. Îñêiëüêè O i O′ ¹ íóëüîâèìè
ìàòðèöÿìè, òî ç îäíîãî áîêó O′ + O = O, à ç iíøîãî O′ + O =
= O +O′ = O′. Òîìó O′ = O, ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ

Ðîçãëÿíåìî m× n-ìàòðèöþ

O =


0 0 . . . 0
0 0 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 0

 ,

âñi åëåìåíòè ÿêî¨ ¹ íóëÿìè. Íåõàé A = ∥aij∥ � áóäü-ÿêà ìàòðèöÿ iç
Rm×n. Çà îçíà÷åííÿì ñóìè ìàòðèöü

O +A = ∥0 + aij∥ = ∥aij∥

= A.

Öå îçíà÷à¹, ùî O ¹ íóëüîâîþ ìàòðèöåþ.
Äîâåäåìî ¹äèíiñòü íóëüîâî¨ ìàòðèöi iç ìíîæèíè Rm×n. Íåõàé O′ �
òàêîæ äåÿêà íóëüîâà m × n-ìàòðèöÿ. Îñêiëüêè O i O′ ¹ íóëüîâèìè
ìàòðèöÿìè, òî ç îäíîãî áîêó O′ + O = O, à ç iíøîãî O′ + O =
= O +O′ = O′. Òîìó O′ = O, ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ

Ðîçãëÿíåìî m× n-ìàòðèöþ

O =


0 0 . . . 0
0 0 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 0

 ,

âñi åëåìåíòè ÿêî¨ ¹ íóëÿìè. Íåõàé A = ∥aij∥ � áóäü-ÿêà ìàòðèöÿ iç
Rm×n. Çà îçíà÷åííÿì ñóìè ìàòðèöü

O +A = ∥0 + aij∥ = ∥aij∥ = A.

Öå îçíà÷à¹, ùî O ¹ íóëüîâîþ ìàòðèöåþ.
Äîâåäåìî ¹äèíiñòü íóëüîâî¨ ìàòðèöi iç ìíîæèíè Rm×n. Íåõàé O′ �
òàêîæ äåÿêà íóëüîâà m × n-ìàòðèöÿ. Îñêiëüêè O i O′ ¹ íóëüîâèìè
ìàòðèöÿìè, òî ç îäíîãî áîêó O′ + O = O, à ç iíøîãî O′ + O =
= O +O′ = O′. Òîìó O′ = O, ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ

Ðîçãëÿíåìî m× n-ìàòðèöþ

O =


0 0 . . . 0
0 0 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 0

 ,

âñi åëåìåíòè ÿêî¨ ¹ íóëÿìè. Íåõàé A = ∥aij∥ � áóäü-ÿêà ìàòðèöÿ iç
Rm×n. Çà îçíà÷åííÿì ñóìè ìàòðèöü

O +A = ∥0 + aij∥ = ∥aij∥ = A.

Öå îçíà÷à¹, ùî O ¹ íóëüîâîþ ìàòðèöåþ.

Äîâåäåìî ¹äèíiñòü íóëüîâî¨ ìàòðèöi iç ìíîæèíè Rm×n. Íåõàé O′ �
òàêîæ äåÿêà íóëüîâà m × n-ìàòðèöÿ. Îñêiëüêè O i O′ ¹ íóëüîâèìè
ìàòðèöÿìè, òî ç îäíîãî áîêó O′ + O = O, à ç iíøîãî O′ + O =
= O +O′ = O′. Òîìó O′ = O, ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ

Ðîçãëÿíåìî m× n-ìàòðèöþ

O =


0 0 . . . 0
0 0 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 0

 ,

âñi åëåìåíòè ÿêî¨ ¹ íóëÿìè. Íåõàé A = ∥aij∥ � áóäü-ÿêà ìàòðèöÿ iç
Rm×n. Çà îçíà÷åííÿì ñóìè ìàòðèöü

O +A = ∥0 + aij∥ = ∥aij∥ = A.

Öå îçíà÷à¹, ùî O ¹ íóëüîâîþ ìàòðèöåþ.
Äîâåäåìî ¹äèíiñòü íóëüîâî¨ ìàòðèöi

iç ìíîæèíè Rm×n. Íåõàé O′ �
òàêîæ äåÿêà íóëüîâà m × n-ìàòðèöÿ. Îñêiëüêè O i O′ ¹ íóëüîâèìè
ìàòðèöÿìè, òî ç îäíîãî áîêó O′ + O = O, à ç iíøîãî O′ + O =
= O +O′ = O′. Òîìó O′ = O, ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ

Ðîçãëÿíåìî m× n-ìàòðèöþ

O =


0 0 . . . 0
0 0 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 0

 ,

âñi åëåìåíòè ÿêî¨ ¹ íóëÿìè. Íåõàé A = ∥aij∥ � áóäü-ÿêà ìàòðèöÿ iç
Rm×n. Çà îçíà÷åííÿì ñóìè ìàòðèöü

O +A = ∥0 + aij∥ = ∥aij∥ = A.

Öå îçíà÷à¹, ùî O ¹ íóëüîâîþ ìàòðèöåþ.
Äîâåäåìî ¹äèíiñòü íóëüîâî¨ ìàòðèöi iç ìíîæèíè Rm×n.

Íåõàé O′ �
òàêîæ äåÿêà íóëüîâà m × n-ìàòðèöÿ. Îñêiëüêè O i O′ ¹ íóëüîâèìè
ìàòðèöÿìè, òî ç îäíîãî áîêó O′ + O = O, à ç iíøîãî O′ + O =
= O +O′ = O′. Òîìó O′ = O, ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ

Ðîçãëÿíåìî m× n-ìàòðèöþ

O =


0 0 . . . 0
0 0 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 0

 ,

âñi åëåìåíòè ÿêî¨ ¹ íóëÿìè. Íåõàé A = ∥aij∥ � áóäü-ÿêà ìàòðèöÿ iç
Rm×n. Çà îçíà÷åííÿì ñóìè ìàòðèöü

O +A = ∥0 + aij∥ = ∥aij∥ = A.

Öå îçíà÷à¹, ùî O ¹ íóëüîâîþ ìàòðèöåþ.
Äîâåäåìî ¹äèíiñòü íóëüîâî¨ ìàòðèöi iç ìíîæèíè Rm×n. Íåõàé O′ �
òàêîæ äåÿêà íóëüîâà m × n-ìàòðèöÿ.

Îñêiëüêè O i O′ ¹ íóëüîâèìè
ìàòðèöÿìè, òî ç îäíîãî áîêó O′ + O = O, à ç iíøîãî O′ + O =
= O +O′ = O′. Òîìó O′ = O, ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ

Ðîçãëÿíåìî m× n-ìàòðèöþ

O =


0 0 . . . 0
0 0 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 0

 ,

âñi åëåìåíòè ÿêî¨ ¹ íóëÿìè. Íåõàé A = ∥aij∥ � áóäü-ÿêà ìàòðèöÿ iç
Rm×n. Çà îçíà÷åííÿì ñóìè ìàòðèöü

O +A = ∥0 + aij∥ = ∥aij∥ = A.

Öå îçíà÷à¹, ùî O ¹ íóëüîâîþ ìàòðèöåþ.
Äîâåäåìî ¹äèíiñòü íóëüîâî¨ ìàòðèöi iç ìíîæèíè Rm×n. Íåõàé O′ �
òàêîæ äåÿêà íóëüîâà m × n-ìàòðèöÿ. Îñêiëüêè O i O′ ¹ íóëüîâèìè
ìàòðèöÿìè,

òî ç îäíîãî áîêó O′ + O = O, à ç iíøîãî O′ + O =
= O +O′ = O′. Òîìó O′ = O, ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ

Ðîçãëÿíåìî m× n-ìàòðèöþ

O =


0 0 . . . 0
0 0 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 0

 ,

âñi åëåìåíòè ÿêî¨ ¹ íóëÿìè. Íåõàé A = ∥aij∥ � áóäü-ÿêà ìàòðèöÿ iç
Rm×n. Çà îçíà÷åííÿì ñóìè ìàòðèöü

O +A = ∥0 + aij∥ = ∥aij∥ = A.

Öå îçíà÷à¹, ùî O ¹ íóëüîâîþ ìàòðèöåþ.
Äîâåäåìî ¹äèíiñòü íóëüîâî¨ ìàòðèöi iç ìíîæèíè Rm×n. Íåõàé O′ �
òàêîæ äåÿêà íóëüîâà m × n-ìàòðèöÿ. Îñêiëüêè O i O′ ¹ íóëüîâèìè
ìàòðèöÿìè, òî ç îäíîãî áîêó O′ + O = O,

à ç iíøîãî O′ + O =
= O +O′ = O′. Òîìó O′ = O, ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ

Ðîçãëÿíåìî m× n-ìàòðèöþ

O =


0 0 . . . 0
0 0 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 0

 ,

âñi åëåìåíòè ÿêî¨ ¹ íóëÿìè. Íåõàé A = ∥aij∥ � áóäü-ÿêà ìàòðèöÿ iç
Rm×n. Çà îçíà÷åííÿì ñóìè ìàòðèöü

O +A = ∥0 + aij∥ = ∥aij∥ = A.

Öå îçíà÷à¹, ùî O ¹ íóëüîâîþ ìàòðèöåþ.
Äîâåäåìî ¹äèíiñòü íóëüîâî¨ ìàòðèöi iç ìíîæèíè Rm×n. Íåõàé O′ �
òàêîæ äåÿêà íóëüîâà m × n-ìàòðèöÿ. Îñêiëüêè O i O′ ¹ íóëüîâèìè
ìàòðèöÿìè, òî ç îäíîãî áîêó O′ + O = O, à ç iíøîãî O′ + O =
= O +O′ = O′.

Òîìó O′ = O, ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ

Ðîçãëÿíåìî m× n-ìàòðèöþ

O =


0 0 . . . 0
0 0 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 0

 ,

âñi åëåìåíòè ÿêî¨ ¹ íóëÿìè. Íåõàé A = ∥aij∥ � áóäü-ÿêà ìàòðèöÿ iç
Rm×n. Çà îçíà÷åííÿì ñóìè ìàòðèöü

O +A = ∥0 + aij∥ = ∥aij∥ = A.

Öå îçíà÷à¹, ùî O ¹ íóëüîâîþ ìàòðèöåþ.
Äîâåäåìî ¹äèíiñòü íóëüîâî¨ ìàòðèöi iç ìíîæèíè Rm×n. Íåõàé O′ �
òàêîæ äåÿêà íóëüîâà m × n-ìàòðèöÿ. Îñêiëüêè O i O′ ¹ íóëüîâèìè
ìàòðèöÿìè, òî ç îäíîãî áîêó O′ + O = O, à ç iíøîãî O′ + O =
= O +O′ = O′. Òîìó O′ = O,

ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ

Ðîçãëÿíåìî m× n-ìàòðèöþ

O =


0 0 . . . 0
0 0 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 0

 ,

âñi åëåìåíòè ÿêî¨ ¹ íóëÿìè. Íåõàé A = ∥aij∥ � áóäü-ÿêà ìàòðèöÿ iç
Rm×n. Çà îçíà÷åííÿì ñóìè ìàòðèöü

O +A = ∥0 + aij∥ = ∥aij∥ = A.

Öå îçíà÷à¹, ùî O ¹ íóëüîâîþ ìàòðèöåþ.
Äîâåäåìî ¹äèíiñòü íóëüîâî¨ ìàòðèöi iç ìíîæèíè Rm×n. Íåõàé O′ �
òàêîæ äåÿêà íóëüîâà m × n-ìàòðèöÿ. Îñêiëüêè O i O′ ¹ íóëüîâèìè
ìàòðèöÿìè, òî ç îäíîãî áîêó O′ + O = O, à ç iíøîãî O′ + O =
= O +O′ = O′. Òîìó O′ = O, ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Îçíà÷åííÿ 4

m×n-ìàòðèöÿ B

íàçèâà¹òüñÿ ïðîòèëåæíîþ äîm×n-ìàòðèöi A, ÿêùî
A+B = O, äå O � íóëüîâà m× n-ìàòðèöÿ.

Íàïðèêëàä, ìàòðèöÿ (
3 −4 0

−2 1 1

)
¹ ïðîòèëåæíîþ äî ìàòðèöi(

−3 4 0
2 −1 −1

)
,

áî (
−3 4 0
2 −1 −1

)
+

(
3 −4 0

−2 1 1

)
=

(
0 0 0
0 0 0

)
.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Îçíà÷åííÿ 4

m×n-ìàòðèöÿ B íàçèâà¹òüñÿ ïðîòèëåæíîþ äîm×n-ìàòðèöi A,

ÿêùî
A+B = O, äå O � íóëüîâà m× n-ìàòðèöÿ.

Íàïðèêëàä, ìàòðèöÿ (
3 −4 0

−2 1 1

)
¹ ïðîòèëåæíîþ äî ìàòðèöi(

−3 4 0
2 −1 −1

)
,

áî (
−3 4 0
2 −1 −1

)
+

(
3 −4 0

−2 1 1

)
=

(
0 0 0
0 0 0

)
.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Îçíà÷åííÿ 4

m×n-ìàòðèöÿ B íàçèâà¹òüñÿ ïðîòèëåæíîþ äîm×n-ìàòðèöi A, ÿêùî
A+B = O,

äå O � íóëüîâà m× n-ìàòðèöÿ.

Íàïðèêëàä, ìàòðèöÿ (
3 −4 0

−2 1 1

)
¹ ïðîòèëåæíîþ äî ìàòðèöi(

−3 4 0
2 −1 −1

)
,

áî (
−3 4 0
2 −1 −1

)
+

(
3 −4 0

−2 1 1

)
=

(
0 0 0
0 0 0

)
.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Îçíà÷åííÿ 4

m×n-ìàòðèöÿ B íàçèâà¹òüñÿ ïðîòèëåæíîþ äîm×n-ìàòðèöi A, ÿêùî
A+B = O, äå O � íóëüîâà m× n-ìàòðèöÿ.

Íàïðèêëàä, ìàòðèöÿ (
3 −4 0

−2 1 1

)
¹ ïðîòèëåæíîþ äî ìàòðèöi(

−3 4 0
2 −1 −1

)
,

áî (
−3 4 0
2 −1 −1

)
+

(
3 −4 0

−2 1 1

)
=

(
0 0 0
0 0 0

)
.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Îçíà÷åííÿ 4

m×n-ìàòðèöÿ B íàçèâà¹òüñÿ ïðîòèëåæíîþ äîm×n-ìàòðèöi A, ÿêùî
A+B = O, äå O � íóëüîâà m× n-ìàòðèöÿ.

Íàïðèêëàä, ìàòðèöÿ (
3 −4 0

−2 1 1

)

¹ ïðîòèëåæíîþ äî ìàòðèöi(
−3 4 0
2 −1 −1

)
,

áî (
−3 4 0
2 −1 −1

)
+

(
3 −4 0

−2 1 1

)
=

(
0 0 0
0 0 0

)
.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Îçíà÷åííÿ 4

m×n-ìàòðèöÿ B íàçèâà¹òüñÿ ïðîòèëåæíîþ äîm×n-ìàòðèöi A, ÿêùî
A+B = O, äå O � íóëüîâà m× n-ìàòðèöÿ.

Íàïðèêëàä, ìàòðèöÿ (
3 −4 0

−2 1 1

)
¹ ïðîòèëåæíîþ äî ìàòðèöi(

−3 4 0
2 −1 −1

)
,

áî (
−3 4 0
2 −1 −1

)
+

(
3 −4 0

−2 1 1

)
=

(
0 0 0
0 0 0

)
.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Îçíà÷åííÿ 4

m×n-ìàòðèöÿ B íàçèâà¹òüñÿ ïðîòèëåæíîþ äîm×n-ìàòðèöi A, ÿêùî
A+B = O, äå O � íóëüîâà m× n-ìàòðèöÿ.

Íàïðèêëàä, ìàòðèöÿ (
3 −4 0

−2 1 1

)
¹ ïðîòèëåæíîþ äî ìàòðèöi(

−3 4 0
2 −1 −1

)
,

áî (
−3 4 0
2 −1 −1

)
+

(
3 −4 0

−2 1 1

)
=

(
0 0 0
0 0 0

)
.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Òåîðåìà 3

Íåõàé A = ∥aij∥

� áóäü-ÿêà ìàòðèöÿ iç Rm×n. Ìàòðèöÿ ∥ − aij∥ ¹

ïðîòèëåæíîþ äî ìàòðèöi A, ïðè÷îìó öå ¹äèíà ïðîòèëåæíà ìàòðèöÿ

äî ìàòðèöi A.

Äîâåäåííÿ

Íåõàé A = ∥aij∥ � äîâiëüíà ìàòðèöÿ iç Rm×n. Ðîçãëÿíåìî m × n-
ìàòðèöþ A′ = ∥ − aij∥. Çà îçíà÷åííÿì ñóìè ìàòðèöü

A+A′ = ∥aij + (−aij)∥ = ∥0∥ = O.

Òàêèì ÷èíîì, ìàòðèöÿ A′ = ∥ − aij∥ ¹ ïðîòèëåæíîþ äî ìàòðèöi A.
�äèíiñòü ïðîòèëåæíî¨ ìàòðèöi äî äàíî¨ ìàòðèöi A âèïëèâà¹ iç íàñòó-
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1 7 3
5 0 1
2 4 6

 ·

2 4
1 7
0 4

 =

=


2 · 2 + 4 · 1 + 5 · 0 2 · 4 + 4 · 7 + 5 · 4
1 · 2 + 7 · 1 + 3 · 0 1 · 4 + 7 · 7 + 3 · 4
5 · 2 + 0 · 1 + 1 · 0 5 · 4 + 0 · 7 + 1 · 4
2 · 2 + 4 · 1 + 6 · 0 2 · 4 + 4 · 7 + 6 · 4

 =

=


8 56
9 65
10 24
8 60

 ,

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Ïðèêëàäè äîáóòêiâ ìàòðèöü

1 2 3
0 4 5
0 0 6

 ·

1 0 0
2 3 0
4 5 6



=

17 21 18
28 37 30
24 30 36

 ,

1 0 0
2 3 0
4 5 6

 ·

1 2 3
0 4 5
0 0 6

 =

1 2 3
2 16 21
4 28 73

 ,

(
−1 0 5 8

)
·


3

−5
4
2

 =
(
33
)
,


3

−5
4
2

 ·
(
−1 0 5 8

)
=


−3 0 15 24
5 0 −25 −40

−4 0 20 32
−2 0 10 16

 .

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Ïðèêëàäè äîáóòêiâ ìàòðèöü

1 2 3
0 4 5
0 0 6

 ·

1 0 0
2 3 0
4 5 6

 =

17 21 18
28 37 30
24 30 36

 ,

1 0 0
2 3 0
4 5 6

 ·

1 2 3
0 4 5
0 0 6

 =

1 2 3
2 16 21
4 28 73

 ,

(
−1 0 5 8

)
·


3

−5
4
2

 =
(
33
)
,


3

−5
4
2

 ·
(
−1 0 5 8

)
=


−3 0 15 24
5 0 −25 −40

−4 0 20 32
−2 0 10 16

 .

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Ïðèêëàäè äîáóòêiâ ìàòðèöü

1 2 3
0 4 5
0 0 6

 ·

1 0 0
2 3 0
4 5 6

 =

17 21 18
28 37 30
24 30 36

 ,

1 0 0
2 3 0
4 5 6

 ·

1 2 3
0 4 5
0 0 6



=

1 2 3
2 16 21
4 28 73

 ,

(
−1 0 5 8

)
·


3

−5
4
2

 =
(
33
)
,


3

−5
4
2

 ·
(
−1 0 5 8

)
=


−3 0 15 24
5 0 −25 −40

−4 0 20 32
−2 0 10 16

 .

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Ïðèêëàäè äîáóòêiâ ìàòðèöü

1 2 3
0 4 5
0 0 6

 ·

1 0 0
2 3 0
4 5 6

 =

17 21 18
28 37 30
24 30 36

 ,

1 0 0
2 3 0
4 5 6

 ·

1 2 3
0 4 5
0 0 6

 =

1 2 3
2 16 21
4 28 73

 ,

(
−1 0 5 8

)
·


3

−5
4
2

 =
(
33
)
,


3

−5
4
2

 ·
(
−1 0 5 8

)
=


−3 0 15 24
5 0 −25 −40

−4 0 20 32
−2 0 10 16

 .

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Ïðèêëàäè äîáóòêiâ ìàòðèöü

1 2 3
0 4 5
0 0 6

 ·

1 0 0
2 3 0
4 5 6

 =

17 21 18
28 37 30
24 30 36

 ,

1 0 0
2 3 0
4 5 6

 ·

1 2 3
0 4 5
0 0 6

 =

1 2 3
2 16 21
4 28 73

 ,

(
−1 0 5 8

)
·


3

−5
4
2



=
(
33
)
,


3

−5
4
2

 ·
(
−1 0 5 8

)
=


−3 0 15 24
5 0 −25 −40

−4 0 20 32
−2 0 10 16

 .

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Ïðèêëàäè äîáóòêiâ ìàòðèöü

1 2 3
0 4 5
0 0 6

 ·

1 0 0
2 3 0
4 5 6

 =

17 21 18
28 37 30
24 30 36

 ,

1 0 0
2 3 0
4 5 6

 ·

1 2 3
0 4 5
0 0 6

 =

1 2 3
2 16 21
4 28 73

 ,

(
−1 0 5 8

)
·


3

−5
4
2

 =
(
33
)
,


3

−5
4
2

 ·
(
−1 0 5 8

)
=


−3 0 15 24
5 0 −25 −40

−4 0 20 32
−2 0 10 16

 .

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Ïðèêëàäè äîáóòêiâ ìàòðèöü

1 2 3
0 4 5
0 0 6

 ·

1 0 0
2 3 0
4 5 6

 =

17 21 18
28 37 30
24 30 36

 ,

1 0 0
2 3 0
4 5 6

 ·

1 2 3
0 4 5
0 0 6

 =

1 2 3
2 16 21
4 28 73

 ,

(
−1 0 5 8

)
·


3

−5
4
2

 =
(
33
)
,


3

−5
4
2

 ·
(
−1 0 5 8

)

=


−3 0 15 24
5 0 −25 −40

−4 0 20 32
−2 0 10 16

 .

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Ïðèêëàäè äîáóòêiâ ìàòðèöü

1 2 3
0 4 5
0 0 6

 ·

1 0 0
2 3 0
4 5 6

 =

17 21 18
28 37 30
24 30 36

 ,

1 0 0
2 3 0
4 5 6

 ·

1 2 3
0 4 5
0 0 6

 =

1 2 3
2 16 21
4 28 73

 ,

(
−1 0 5 8

)
·


3

−5
4
2

 =
(
33
)
,


3

−5
4
2

 ·
(
−1 0 5 8

)
=


−3 0 15 24
5 0 −25 −40

−4 0 20 32
−2 0 10 16

 .

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Çíàê ñóìè
∑

òà éîãî íàéïðîñòiøi âëàñòèâîñòi

Íåõàé n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî.

Ðîçãëÿíåìî n äåÿêèõ äiéñíèõ ÷è-
ñåë a1, a2, a3, . . . , an. Äîìîâèìîñÿ ñóìó öèõ ÷èñåë

a1 + a2 + a3 + · · ·+ an

ïîçíà÷àòè ñèìâîëîì
n∑

k=1

ak.

Ïðèêëàäè âèêîðèñòàííÿ çíàêà ñóìè:

102 + 112 + 122 + · · ·+ 992 + 1002 =

100∑
l=10

l2.

cij = ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ ainbnj =

n∑
k=1

aikbkj ,

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Çíàê ñóìè
∑

òà éîãî íàéïðîñòiøi âëàñòèâîñòi

Íåõàé n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî. Ðîçãëÿíåìî n äåÿêèõ äiéñíèõ ÷è-
ñåë

a1, a2, a3, . . . , an. Äîìîâèìîñÿ ñóìó öèõ ÷èñåë

a1 + a2 + a3 + · · ·+ an

ïîçíà÷àòè ñèìâîëîì
n∑

k=1

ak.

Ïðèêëàäè âèêîðèñòàííÿ çíàêà ñóìè:

102 + 112 + 122 + · · ·+ 992 + 1002 =

100∑
l=10

l2.

cij = ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ ainbnj =

n∑
k=1

aikbkj ,

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Çíàê ñóìè
∑

òà éîãî íàéïðîñòiøi âëàñòèâîñòi

Íåõàé n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî. Ðîçãëÿíåìî n äåÿêèõ äiéñíèõ ÷è-
ñåë a1,

a2, a3, . . . , an. Äîìîâèìîñÿ ñóìó öèõ ÷èñåë

a1 + a2 + a3 + · · ·+ an

ïîçíà÷àòè ñèìâîëîì
n∑

k=1

ak.

Ïðèêëàäè âèêîðèñòàííÿ çíàêà ñóìè:

102 + 112 + 122 + · · ·+ 992 + 1002 =

100∑
l=10

l2.

cij = ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ ainbnj =

n∑
k=1

aikbkj ,

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Çíàê ñóìè
∑

òà éîãî íàéïðîñòiøi âëàñòèâîñòi

Íåõàé n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî. Ðîçãëÿíåìî n äåÿêèõ äiéñíèõ ÷è-
ñåë a1, a2,

a3, . . . , an. Äîìîâèìîñÿ ñóìó öèõ ÷èñåë

a1 + a2 + a3 + · · ·+ an

ïîçíà÷àòè ñèìâîëîì
n∑

k=1

ak.

Ïðèêëàäè âèêîðèñòàííÿ çíàêà ñóìè:

102 + 112 + 122 + · · ·+ 992 + 1002 =

100∑
l=10

l2.

cij = ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ ainbnj =

n∑
k=1

aikbkj ,

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Çíàê ñóìè
∑

òà éîãî íàéïðîñòiøi âëàñòèâîñòi

Íåõàé n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî. Ðîçãëÿíåìî n äåÿêèõ äiéñíèõ ÷è-
ñåë a1, a2, a3,

. . . , an. Äîìîâèìîñÿ ñóìó öèõ ÷èñåë

a1 + a2 + a3 + · · ·+ an

ïîçíà÷àòè ñèìâîëîì
n∑

k=1

ak.

Ïðèêëàäè âèêîðèñòàííÿ çíàêà ñóìè:

102 + 112 + 122 + · · ·+ 992 + 1002 =

100∑
l=10

l2.

cij = ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ ainbnj =

n∑
k=1

aikbkj ,

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Çíàê ñóìè
∑

òà éîãî íàéïðîñòiøi âëàñòèâîñòi

Íåõàé n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî. Ðîçãëÿíåìî n äåÿêèõ äiéñíèõ ÷è-
ñåë a1, a2, a3, . . . ,

an. Äîìîâèìîñÿ ñóìó öèõ ÷èñåë

a1 + a2 + a3 + · · ·+ an

ïîçíà÷àòè ñèìâîëîì
n∑

k=1

ak.

Ïðèêëàäè âèêîðèñòàííÿ çíàêà ñóìè:

102 + 112 + 122 + · · ·+ 992 + 1002 =

100∑
l=10

l2.

cij = ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ ainbnj =

n∑
k=1

aikbkj ,

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Çíàê ñóìè
∑

òà éîãî íàéïðîñòiøi âëàñòèâîñòi

Íåõàé n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî. Ðîçãëÿíåìî n äåÿêèõ äiéñíèõ ÷è-
ñåë a1, a2, a3, . . . , an.

Äîìîâèìîñÿ ñóìó öèõ ÷èñåë

a1 + a2 + a3 + · · ·+ an

ïîçíà÷àòè ñèìâîëîì
n∑

k=1

ak.

Ïðèêëàäè âèêîðèñòàííÿ çíàêà ñóìè:

102 + 112 + 122 + · · ·+ 992 + 1002 =

100∑
l=10

l2.

cij = ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ ainbnj =

n∑
k=1

aikbkj ,

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Çíàê ñóìè
∑

òà éîãî íàéïðîñòiøi âëàñòèâîñòi

Íåõàé n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî. Ðîçãëÿíåìî n äåÿêèõ äiéñíèõ ÷è-
ñåë a1, a2, a3, . . . , an. Äîìîâèìîñÿ ñóìó öèõ ÷èñåë

a1 + a2 + a3 + · · ·+ an

ïîçíà÷àòè ñèìâîëîì
n∑

k=1

ak.

Ïðèêëàäè âèêîðèñòàííÿ çíàêà ñóìè:

102 + 112 + 122 + · · ·+ 992 + 1002 =

100∑
l=10

l2.

cij = ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ ainbnj =

n∑
k=1

aikbkj ,

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Çíàê ñóìè
∑

òà éîãî íàéïðîñòiøi âëàñòèâîñòi

Íåõàé n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî. Ðîçãëÿíåìî n äåÿêèõ äiéñíèõ ÷è-
ñåë a1, a2, a3, . . . , an. Äîìîâèìîñÿ ñóìó öèõ ÷èñåë

a1 + a2 + a3 + · · ·+ an

ïîçíà÷àòè ñèìâîëîì
n∑

k=1

ak.

Ïðèêëàäè âèêîðèñòàííÿ çíàêà ñóìè:

102 + 112 + 122 + · · ·+ 992 + 1002 =

100∑
l=10

l2.

cij = ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ ainbnj =

n∑
k=1

aikbkj ,

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Çíàê ñóìè
∑

òà éîãî íàéïðîñòiøi âëàñòèâîñòi

Íåõàé n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî. Ðîçãëÿíåìî n äåÿêèõ äiéñíèõ ÷è-
ñåë a1, a2, a3, . . . , an. Äîìîâèìîñÿ ñóìó öèõ ÷èñåë

a1 + a2 + a3 + · · ·+ an

ïîçíà÷àòè ñèìâîëîì
n∑

k=1

ak.

Ïðèêëàäè âèêîðèñòàííÿ çíàêà ñóìè:

102 + 112 + 122 + · · ·+ 992 + 1002 =

100∑
l=10

l2.

cij = ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ ainbnj =

n∑
k=1

aikbkj ,

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Çíàê ñóìè
∑

òà éîãî íàéïðîñòiøi âëàñòèâîñòi

Íåõàé n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî. Ðîçãëÿíåìî n äåÿêèõ äiéñíèõ ÷è-
ñåë a1, a2, a3, . . . , an. Äîìîâèìîñÿ ñóìó öèõ ÷èñåë

a1 + a2 + a3 + · · ·+ an

ïîçíà÷àòè ñèìâîëîì
n∑

k=1

ak.

Ïðèêëàäè âèêîðèñòàííÿ çíàêà ñóìè:

102 + 112 + 122 + · · ·+ 992 + 1002 =

100∑
l=10

l2.

cij = ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ ainbnj =

n∑
k=1

aikbkj ,

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Çíàê ñóìè
∑

òà éîãî íàéïðîñòiøi âëàñòèâîñòi

Íåõàé n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî. Ðîçãëÿíåìî n äåÿêèõ äiéñíèõ ÷è-
ñåë a1, a2, a3, . . . , an. Äîìîâèìîñÿ ñóìó öèõ ÷èñåë

a1 + a2 + a3 + · · ·+ an

ïîçíà÷àòè ñèìâîëîì
n∑

k=1

ak.

Ïðèêëàäè âèêîðèñòàííÿ çíàêà ñóìè:

102 + 112 + 122 + · · ·+ 992 + 1002 =

100∑
l=10

l2.

cij = ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ ainbnj =

n∑
k=1

aikbkj ,

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Çíàê ñóìè
∑

òà éîãî íàéïðîñòiøi âëàñòèâîñòi

Íåõàé n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî. Ðîçãëÿíåìî n äåÿêèõ äiéñíèõ ÷è-
ñåë a1, a2, a3, . . . , an. Äîìîâèìîñÿ ñóìó öèõ ÷èñåë

a1 + a2 + a3 + · · ·+ an

ïîçíà÷àòè ñèìâîëîì
n∑

k=1

ak.

Ïðèêëàäè âèêîðèñòàííÿ çíàêà ñóìè:

102 + 112 + 122 + · · ·+ 992 + 1002 =

100∑
l=10

l2.

cij = ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ ainbnj =

n∑
k=1

aikbkj ,

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Çíàê ñóìè
∑

òà éîãî íàéïðîñòiøi âëàñòèâîñòi

Íåõàé n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî. Ðîçãëÿíåìî n äåÿêèõ äiéñíèõ ÷è-
ñåë a1, a2, a3, . . . , an. Äîìîâèìîñÿ ñóìó öèõ ÷èñåë

a1 + a2 + a3 + · · ·+ an

ïîçíà÷àòè ñèìâîëîì
n∑

k=1

ak.

Ïðèêëàäè âèêîðèñòàííÿ çíàêà ñóìè:

102 + 112 + 122 + · · ·+ 992 + 1002 =

100∑
l=10

l2.

cij = ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ ainbnj

=

n∑
k=1

aikbkj ,

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Çíàê ñóìè
∑

òà éîãî íàéïðîñòiøi âëàñòèâîñòi

Íåõàé n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî. Ðîçãëÿíåìî n äåÿêèõ äiéñíèõ ÷è-
ñåë a1, a2, a3, . . . , an. Äîìîâèìîñÿ ñóìó öèõ ÷èñåë

a1 + a2 + a3 + · · ·+ an

ïîçíà÷àòè ñèìâîëîì
n∑

k=1

ak.

Ïðèêëàäè âèêîðèñòàííÿ çíàêà ñóìè:

102 + 112 + 122 + · · ·+ 992 + 1002 =

100∑
l=10

l2.

cij = ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ ainbnj =

n∑
k=1

aikbkj ,

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Çíàê ñóìè
∑
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Òåîðåìà 4

Îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ ìàòðèöü

çàäîâîëüíÿ¹ àñîöiàòèâíié âëàñòèâîñòi,

òîáòî äëÿ äîâiëüíèõ ìàòðèöüA ∈ Rm×n,B ∈ Rn×r, C ∈ Rr×s ðiâíiñòü

(AB)C = A(BC) ¹ ïðàâèëüíà.

Äîâåäåííÿ

Íåõàé A = ∥aij∥m×n, B = ∥bij∥n×r, C = ∥cij∥r×s � äîâiëüíî âèáðàíi
ìàòðèöi, âêàçàíèõ ðîçìiðiâ. Ââåäåìî òàêi ïîçíà÷åííÿ:

AB = U = ∥uij∥m×r, UC = V = ∥vij∥m×s,

BC = X = ∥xij∥n×s, AX = Y = ∥yij∥m×s.

Äîâåäåìî, ùî (AB)C = A(BC), òîáòî ùî V = Y . Äëÿ öüîãî çíàéäåìî
vij i yij (i = 1, 2, . . . , m; j = 1, 2, . . . , s) i ïîðiâíÿ¹ìî ¨õ.
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Òåîðåìà 4

Îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ ìàòðèöü çàäîâîëüíÿ¹ àñîöiàòèâíié âëàñòèâîñòi,

òîáòî äëÿ äîâiëüíèõ ìàòðèöüA ∈ Rm×n,B ∈ Rn×r, C ∈ Rr×s

ðiâíiñòü

(AB)C = A(BC) ¹ ïðàâèëüíà.

Äîâåäåííÿ

Íåõàé A = ∥aij∥m×n, B = ∥bij∥n×r, C = ∥cij∥r×s � äîâiëüíî âèáðàíi
ìàòðèöi, âêàçàíèõ ðîçìiðiâ. Ââåäåìî òàêi ïîçíà÷åííÿ:

AB = U = ∥uij∥m×r, UC = V = ∥vij∥m×s,

BC = X = ∥xij∥n×s, AX = Y = ∥yij∥m×s.

Äîâåäåìî, ùî (AB)C = A(BC), òîáòî ùî V = Y . Äëÿ öüîãî çíàéäåìî
vij i yij (i = 1, 2, . . . , m; j = 1, 2, . . . , s) i ïîðiâíÿ¹ìî ¨õ.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Òåîðåìà 4

Îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ ìàòðèöü çàäîâîëüíÿ¹ àñîöiàòèâíié âëàñòèâîñòi,

òîáòî äëÿ äîâiëüíèõ ìàòðèöüA ∈ Rm×n,B ∈ Rn×r, C ∈ Rr×s ðiâíiñòü

(AB)C = A(BC) ¹ ïðàâèëüíà.

Äîâåäåííÿ

Íåõàé A = ∥aij∥m×n, B = ∥bij∥n×r, C = ∥cij∥r×s � äîâiëüíî âèáðàíi
ìàòðèöi, âêàçàíèõ ðîçìiðiâ. Ââåäåìî òàêi ïîçíà÷åííÿ:

AB = U = ∥uij∥m×r, UC = V = ∥vij∥m×s,

BC = X = ∥xij∥n×s, AX = Y = ∥yij∥m×s.

Äîâåäåìî, ùî (AB)C = A(BC), òîáòî ùî V = Y . Äëÿ öüîãî çíàéäåìî
vij i yij (i = 1, 2, . . . , m; j = 1, 2, . . . , s) i ïîðiâíÿ¹ìî ¨õ.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Òåîðåìà 4

Îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ ìàòðèöü çàäîâîëüíÿ¹ àñîöiàòèâíié âëàñòèâîñòi,

òîáòî äëÿ äîâiëüíèõ ìàòðèöüA ∈ Rm×n,B ∈ Rn×r, C ∈ Rr×s ðiâíiñòü

(AB)C = A(BC) ¹ ïðàâèëüíà.

Äîâåäåííÿ

Íåõàé A = ∥aij∥m×n,

B = ∥bij∥n×r, C = ∥cij∥r×s � äîâiëüíî âèáðàíi
ìàòðèöi, âêàçàíèõ ðîçìiðiâ. Ââåäåìî òàêi ïîçíà÷åííÿ:

AB = U = ∥uij∥m×r, UC = V = ∥vij∥m×s,

BC = X = ∥xij∥n×s, AX = Y = ∥yij∥m×s.

Äîâåäåìî, ùî (AB)C = A(BC), òîáòî ùî V = Y . Äëÿ öüîãî çíàéäåìî
vij i yij (i = 1, 2, . . . , m; j = 1, 2, . . . , s) i ïîðiâíÿ¹ìî ¨õ.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Òåîðåìà 4

Îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ ìàòðèöü çàäîâîëüíÿ¹ àñîöiàòèâíié âëàñòèâîñòi,

òîáòî äëÿ äîâiëüíèõ ìàòðèöüA ∈ Rm×n,B ∈ Rn×r, C ∈ Rr×s ðiâíiñòü

(AB)C = A(BC) ¹ ïðàâèëüíà.

Äîâåäåííÿ

Íåõàé A = ∥aij∥m×n, B = ∥bij∥n×r,

C = ∥cij∥r×s � äîâiëüíî âèáðàíi
ìàòðèöi, âêàçàíèõ ðîçìiðiâ. Ââåäåìî òàêi ïîçíà÷åííÿ:

AB = U = ∥uij∥m×r, UC = V = ∥vij∥m×s,

BC = X = ∥xij∥n×s, AX = Y = ∥yij∥m×s.

Äîâåäåìî, ùî (AB)C = A(BC), òîáòî ùî V = Y . Äëÿ öüîãî çíàéäåìî
vij i yij (i = 1, 2, . . . , m; j = 1, 2, . . . , s) i ïîðiâíÿ¹ìî ¨õ.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Òåîðåìà 4

Îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ ìàòðèöü çàäîâîëüíÿ¹ àñîöiàòèâíié âëàñòèâîñòi,

òîáòî äëÿ äîâiëüíèõ ìàòðèöüA ∈ Rm×n,B ∈ Rn×r, C ∈ Rr×s ðiâíiñòü

(AB)C = A(BC) ¹ ïðàâèëüíà.

Äîâåäåííÿ

Íåõàé A = ∥aij∥m×n, B = ∥bij∥n×r, C = ∥cij∥r×s

� äîâiëüíî âèáðàíi
ìàòðèöi, âêàçàíèõ ðîçìiðiâ. Ââåäåìî òàêi ïîçíà÷åííÿ:

AB = U = ∥uij∥m×r, UC = V = ∥vij∥m×s,

BC = X = ∥xij∥n×s, AX = Y = ∥yij∥m×s.

Äîâåäåìî, ùî (AB)C = A(BC), òîáòî ùî V = Y . Äëÿ öüîãî çíàéäåìî
vij i yij (i = 1, 2, . . . , m; j = 1, 2, . . . , s) i ïîðiâíÿ¹ìî ¨õ.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Òåîðåìà 4

Îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ ìàòðèöü çàäîâîëüíÿ¹ àñîöiàòèâíié âëàñòèâîñòi,

òîáòî äëÿ äîâiëüíèõ ìàòðèöüA ∈ Rm×n,B ∈ Rn×r, C ∈ Rr×s ðiâíiñòü

(AB)C = A(BC) ¹ ïðàâèëüíà.

Äîâåäåííÿ

Íåõàé A = ∥aij∥m×n, B = ∥bij∥n×r, C = ∥cij∥r×s � äîâiëüíî âèáðàíi
ìàòðèöi,

âêàçàíèõ ðîçìiðiâ. Ââåäåìî òàêi ïîçíà÷åííÿ:

AB = U = ∥uij∥m×r, UC = V = ∥vij∥m×s,

BC = X = ∥xij∥n×s, AX = Y = ∥yij∥m×s.

Äîâåäåìî, ùî (AB)C = A(BC), òîáòî ùî V = Y . Äëÿ öüîãî çíàéäåìî
vij i yij (i = 1, 2, . . . , m; j = 1, 2, . . . , s) i ïîðiâíÿ¹ìî ¨õ.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Òåîðåìà 4

Îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ ìàòðèöü çàäîâîëüíÿ¹ àñîöiàòèâíié âëàñòèâîñòi,

òîáòî äëÿ äîâiëüíèõ ìàòðèöüA ∈ Rm×n,B ∈ Rn×r, C ∈ Rr×s ðiâíiñòü

(AB)C = A(BC) ¹ ïðàâèëüíà.

Äîâåäåííÿ

Íåõàé A = ∥aij∥m×n, B = ∥bij∥n×r, C = ∥cij∥r×s � äîâiëüíî âèáðàíi
ìàòðèöi, âêàçàíèõ ðîçìiðiâ.

Ââåäåìî òàêi ïîçíà÷åííÿ:

AB = U = ∥uij∥m×r, UC = V = ∥vij∥m×s,

BC = X = ∥xij∥n×s, AX = Y = ∥yij∥m×s.

Äîâåäåìî, ùî (AB)C = A(BC), òîáòî ùî V = Y . Äëÿ öüîãî çíàéäåìî
vij i yij (i = 1, 2, . . . , m; j = 1, 2, . . . , s) i ïîðiâíÿ¹ìî ¨õ.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Òåîðåìà 4

Îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ ìàòðèöü çàäîâîëüíÿ¹ àñîöiàòèâíié âëàñòèâîñòi,

òîáòî äëÿ äîâiëüíèõ ìàòðèöüA ∈ Rm×n,B ∈ Rn×r, C ∈ Rr×s ðiâíiñòü

(AB)C = A(BC) ¹ ïðàâèëüíà.

Äîâåäåííÿ

Íåõàé A = ∥aij∥m×n, B = ∥bij∥n×r, C = ∥cij∥r×s � äîâiëüíî âèáðàíi
ìàòðèöi, âêàçàíèõ ðîçìiðiâ. Ââåäåìî òàêi ïîçíà÷åííÿ:

AB = U = ∥uij∥m×r, UC = V = ∥vij∥m×s,

BC = X = ∥xij∥n×s, AX = Y = ∥yij∥m×s.

Äîâåäåìî, ùî (AB)C = A(BC), òîáòî ùî V = Y . Äëÿ öüîãî çíàéäåìî
vij i yij (i = 1, 2, . . . , m; j = 1, 2, . . . , s) i ïîðiâíÿ¹ìî ¨õ.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Òåîðåìà 4

Îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ ìàòðèöü çàäîâîëüíÿ¹ àñîöiàòèâíié âëàñòèâîñòi,

òîáòî äëÿ äîâiëüíèõ ìàòðèöüA ∈ Rm×n,B ∈ Rn×r, C ∈ Rr×s ðiâíiñòü

(AB)C = A(BC) ¹ ïðàâèëüíà.

Äîâåäåííÿ

Íåõàé A = ∥aij∥m×n, B = ∥bij∥n×r, C = ∥cij∥r×s � äîâiëüíî âèáðàíi
ìàòðèöi, âêàçàíèõ ðîçìiðiâ. Ââåäåìî òàêi ïîçíà÷åííÿ:

AB = U

= ∥uij∥m×r, UC = V = ∥vij∥m×s,

BC = X = ∥xij∥n×s, AX = Y = ∥yij∥m×s.

Äîâåäåìî, ùî (AB)C = A(BC), òîáòî ùî V = Y . Äëÿ öüîãî çíàéäåìî
vij i yij (i = 1, 2, . . . , m; j = 1, 2, . . . , s) i ïîðiâíÿ¹ìî ¨õ.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Òåîðåìà 4

Îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ ìàòðèöü çàäîâîëüíÿ¹ àñîöiàòèâíié âëàñòèâîñòi,

òîáòî äëÿ äîâiëüíèõ ìàòðèöüA ∈ Rm×n,B ∈ Rn×r, C ∈ Rr×s ðiâíiñòü

(AB)C = A(BC) ¹ ïðàâèëüíà.

Äîâåäåííÿ

Íåõàé A = ∥aij∥m×n, B = ∥bij∥n×r, C = ∥cij∥r×s � äîâiëüíî âèáðàíi
ìàòðèöi, âêàçàíèõ ðîçìiðiâ. Ââåäåìî òàêi ïîçíà÷åííÿ:

AB = U = ∥uij∥m×r,

UC = V = ∥vij∥m×s,

BC = X = ∥xij∥n×s, AX = Y = ∥yij∥m×s.

Äîâåäåìî, ùî (AB)C = A(BC), òîáòî ùî V = Y . Äëÿ öüîãî çíàéäåìî
vij i yij (i = 1, 2, . . . , m; j = 1, 2, . . . , s) i ïîðiâíÿ¹ìî ¨õ.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Òåîðåìà 4

Îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ ìàòðèöü çàäîâîëüíÿ¹ àñîöiàòèâíié âëàñòèâîñòi,

òîáòî äëÿ äîâiëüíèõ ìàòðèöüA ∈ Rm×n,B ∈ Rn×r, C ∈ Rr×s ðiâíiñòü

(AB)C = A(BC) ¹ ïðàâèëüíà.

Äîâåäåííÿ

Íåõàé A = ∥aij∥m×n, B = ∥bij∥n×r, C = ∥cij∥r×s � äîâiëüíî âèáðàíi
ìàòðèöi, âêàçàíèõ ðîçìiðiâ. Ââåäåìî òàêi ïîçíà÷åííÿ:

AB = U = ∥uij∥m×r, UC = V

= ∥vij∥m×s,

BC = X = ∥xij∥n×s, AX = Y = ∥yij∥m×s.

Äîâåäåìî, ùî (AB)C = A(BC), òîáòî ùî V = Y . Äëÿ öüîãî çíàéäåìî
vij i yij (i = 1, 2, . . . , m; j = 1, 2, . . . , s) i ïîðiâíÿ¹ìî ¨õ.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Òåîðåìà 4

Îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ ìàòðèöü çàäîâîëüíÿ¹ àñîöiàòèâíié âëàñòèâîñòi,

òîáòî äëÿ äîâiëüíèõ ìàòðèöüA ∈ Rm×n,B ∈ Rn×r, C ∈ Rr×s ðiâíiñòü

(AB)C = A(BC) ¹ ïðàâèëüíà.

Äîâåäåííÿ

Íåõàé A = ∥aij∥m×n, B = ∥bij∥n×r, C = ∥cij∥r×s � äîâiëüíî âèáðàíi
ìàòðèöi, âêàçàíèõ ðîçìiðiâ. Ââåäåìî òàêi ïîçíà÷åííÿ:

AB = U = ∥uij∥m×r, UC = V = ∥vij∥m×s,

BC = X = ∥xij∥n×s, AX = Y = ∥yij∥m×s.

Äîâåäåìî, ùî (AB)C = A(BC), òîáòî ùî V = Y . Äëÿ öüîãî çíàéäåìî
vij i yij (i = 1, 2, . . . , m; j = 1, 2, . . . , s) i ïîðiâíÿ¹ìî ¨õ.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Òåîðåìà 4

Îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ ìàòðèöü çàäîâîëüíÿ¹ àñîöiàòèâíié âëàñòèâîñòi,

òîáòî äëÿ äîâiëüíèõ ìàòðèöüA ∈ Rm×n,B ∈ Rn×r, C ∈ Rr×s ðiâíiñòü

(AB)C = A(BC) ¹ ïðàâèëüíà.

Äîâåäåííÿ

Íåõàé A = ∥aij∥m×n, B = ∥bij∥n×r, C = ∥cij∥r×s � äîâiëüíî âèáðàíi
ìàòðèöi, âêàçàíèõ ðîçìiðiâ. Ââåäåìî òàêi ïîçíà÷åííÿ:

AB = U = ∥uij∥m×r, UC = V = ∥vij∥m×s,

BC = X

= ∥xij∥n×s, AX = Y = ∥yij∥m×s.

Äîâåäåìî, ùî (AB)C = A(BC), òîáòî ùî V = Y . Äëÿ öüîãî çíàéäåìî
vij i yij (i = 1, 2, . . . , m; j = 1, 2, . . . , s) i ïîðiâíÿ¹ìî ¨õ.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Òåîðåìà 4

Îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ ìàòðèöü çàäîâîëüíÿ¹ àñîöiàòèâíié âëàñòèâîñòi,

òîáòî äëÿ äîâiëüíèõ ìàòðèöüA ∈ Rm×n,B ∈ Rn×r, C ∈ Rr×s ðiâíiñòü

(AB)C = A(BC) ¹ ïðàâèëüíà.

Äîâåäåííÿ

Íåõàé A = ∥aij∥m×n, B = ∥bij∥n×r, C = ∥cij∥r×s � äîâiëüíî âèáðàíi
ìàòðèöi, âêàçàíèõ ðîçìiðiâ. Ââåäåìî òàêi ïîçíà÷åííÿ:

AB = U = ∥uij∥m×r, UC = V = ∥vij∥m×s,

BC = X = ∥xij∥n×s,

AX = Y = ∥yij∥m×s.

Äîâåäåìî, ùî (AB)C = A(BC), òîáòî ùî V = Y . Äëÿ öüîãî çíàéäåìî
vij i yij (i = 1, 2, . . . , m; j = 1, 2, . . . , s) i ïîðiâíÿ¹ìî ¨õ.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Òåîðåìà 4

Îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ ìàòðèöü çàäîâîëüíÿ¹ àñîöiàòèâíié âëàñòèâîñòi,

òîáòî äëÿ äîâiëüíèõ ìàòðèöüA ∈ Rm×n,B ∈ Rn×r, C ∈ Rr×s ðiâíiñòü

(AB)C = A(BC) ¹ ïðàâèëüíà.

Äîâåäåííÿ

Íåõàé A = ∥aij∥m×n, B = ∥bij∥n×r, C = ∥cij∥r×s � äîâiëüíî âèáðàíi
ìàòðèöi, âêàçàíèõ ðîçìiðiâ. Ââåäåìî òàêi ïîçíà÷åííÿ:

AB = U = ∥uij∥m×r, UC = V = ∥vij∥m×s,

BC = X = ∥xij∥n×s, AX = Y

= ∥yij∥m×s.

Äîâåäåìî, ùî (AB)C = A(BC), òîáòî ùî V = Y . Äëÿ öüîãî çíàéäåìî
vij i yij (i = 1, 2, . . . , m; j = 1, 2, . . . , s) i ïîðiâíÿ¹ìî ¨õ.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Òåîðåìà 4

Îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ ìàòðèöü çàäîâîëüíÿ¹ àñîöiàòèâíié âëàñòèâîñòi,

òîáòî äëÿ äîâiëüíèõ ìàòðèöüA ∈ Rm×n,B ∈ Rn×r, C ∈ Rr×s ðiâíiñòü

(AB)C = A(BC) ¹ ïðàâèëüíà.

Äîâåäåííÿ

Íåõàé A = ∥aij∥m×n, B = ∥bij∥n×r, C = ∥cij∥r×s � äîâiëüíî âèáðàíi
ìàòðèöi, âêàçàíèõ ðîçìiðiâ. Ââåäåìî òàêi ïîçíà÷åííÿ:

AB = U = ∥uij∥m×r, UC = V = ∥vij∥m×s,

BC = X = ∥xij∥n×s, AX = Y = ∥yij∥m×s.
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Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ
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Çâiäñè i ïîïåðåäíiõ ðiâíîñòåé ñëiäó¹, ùî vij = yij äëÿ äîâiëüíèõ i ∈ {1,
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Òåîðåìà 5

Îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ ìàòðèöü

¹ äèñòðèáóòèâíîþ âiäíîñíî îïåðàöi¨ äî-

äàâàííÿ ìàòðèöü, òîáòî äëÿ äîâiëüíèõ ìàòðèöü A, A′, B′ ∈ Rm×n, B,

C, C ′ ∈ Rn×r ¹ ïðàâèëüíèìè íàñòóïíi ðiâíîñòi:

A(B + C) = AB +AC, (A′ +B′)C ′ = A′C ′ +B′C ′.

Äîâåäåííÿ

Íåõàé A = ∥aij∥m×n, B = ∥bij∥n×r, C = ∥cij∥n×r � äîâiëüíî âèáðàíi
ìàòðèöi, âêàçàíèõ ðîçìiðiâ. Ââåäåìî òàêi ïîçíà÷åííÿ:

B + C = U = ∥uij∥n×r, AU = V = ∥vij∥m×r,

AB = X = ∥xij∥m×r, AC = Y = ∥yij∥m×r,

X + Y = Z = ∥zij∥m×r .

Äîâåäåìî, ùî V = Z, òîáòî ùî vij = zij äëÿ äîâiëüíèõ i ∈ {1, 2, . . . ,
m} òà j ∈ {1, 2, . . . , r}.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ
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A(B + C) = AB +AC, (A′ +B′)C ′ = A′C ′ +B′C ′.

Äîâåäåííÿ
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Êâàäðàòíi ìàòðèöi

Îçíà÷åííÿ 6

Ìàòðèöÿ E ∈ Rn×n

íàçèâà¹òüñÿ îäèíè÷íîþ ìàòðèöåþ ïîðÿäêó n,
ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ ìàòðèöi A ∈ Rn×n ¹ ïðàâèëüíèìè ðiâíîñòi

EA = A, AE = A.

Òåîðåìà 6

Ìàòðèöÿ

E =


1 0 . . . 0 0
0 1 . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . 1 0
0 0 . . . 0 1

 .
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Òåîðåìà 7

Äåòåðìiíàíò äîáóòêó ìàòðèöü ïîðÿäêó n

äîðiâíþ¹ äîáóòêó äåòåðìi-

íàíòiâ öèõ ìàòðèöü.

Äîâåäåííÿ

Íåõàé A = ∥aij∥ òà B = ∥bij∥ � äîâiëüíi ìàòðèöi n-ãî ïîðÿäêó ç
åëåìåíòàìè iç ìíîæèíè äiéñíèõ ÷èñåë i íåõàé AB = C = ∥cij∥. Ðîç-
ãëÿíåìî òàêèé äåòåðìiíàíò ∆ ïîðÿäêó 2n:

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n 0 0 . . . 0
a21 a22 . . . a2n 0 0 . . . 0
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann 0 0 . . . 0
−1 0 . . . 0 b11 b12 . . . b1n
0 −1 . . . 0 b21 b22 . . . b2n
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...
0 0 . . . −1 bn1 bn2 . . . bnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (1)

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ
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a11 a12 . . . a1n 0 0 . . . 0
a21 a22 . . . a2n 0 0 . . . 0
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann 0 0 . . . 0
−1 0 . . . 0 b11 b12 . . . b1n
0 −1 . . . 0 b21 b22 . . . b2n
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...
0 0 . . . −1 bn1 bn2 . . . bnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (1)

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Êâàäðàòíi ìàòðèöi

Òåîðåìà 7

Äåòåðìiíàíò äîáóòêó ìàòðèöü ïîðÿäêó n äîðiâíþ¹ äîáóòêó äåòåðìi-

íàíòiâ öèõ ìàòðèöü.
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Êâàäðàòíi ìàòðèöi

Òåîðåìà 7
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Íåõàé A = ∥aij∥ òà B = ∥bij∥ � äîâiëüíi ìàòðèöi n-ãî ïîðÿäêó ç
åëåìåíòàìè iç ìíîæèíè äiéñíèõ ÷èñåë i íåõàé AB = C = ∥cij∥. Ðîç-
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Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ (ïðîäîâæåííÿ)

Îá÷èñëèìî öåé äåòåðìiíàíò çà òåîðåìîþ Ëàïëàñà,

çàôiêñóâàâøè ïðè
öüîìó ïåðøi n ðÿäêiâ. Ìiíîð n-ãî ïîðÿäêó, ùî çíàõîäèòüñÿ ó öèõ ðÿä-
êàõ òà ïåðøèõ n ñòîâïöÿõ äîðiâíþ¹ |A|, à àëãåáðà¨÷íå äîïîâíåííÿ äî
íüîãî äîðiâíþ¹

(−1)2(1+2+···+n)|B| = |B|.

Áóäü-ÿêèé ìiíîð n-ãî ïîðÿäêó, ùî çíàõîäèòüñÿ ó öèõ ðÿäêàõ i âiäìií-
íèé âiä ìiíîðó |A|, äîðiâíþ¹ íóëþ, îñêiëüêè ìiñòèòü íóëüîâèé ñòîâ-
ïåöü. À òîìó çà òåîðåìîþ Ëàïëàñà

∆ = |A| · |B|. (2)

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ (ïðîäîâæåííÿ)

Îá÷èñëèìî öåé äåòåðìiíàíò çà òåîðåìîþ Ëàïëàñà, çàôiêñóâàâøè ïðè
öüîìó ïåðøi n ðÿäêiâ.

Ìiíîð n-ãî ïîðÿäêó, ùî çíàõîäèòüñÿ ó öèõ ðÿä-
êàõ òà ïåðøèõ n ñòîâïöÿõ äîðiâíþ¹ |A|, à àëãåáðà¨÷íå äîïîâíåííÿ äî
íüîãî äîðiâíþ¹

(−1)2(1+2+···+n)|B| = |B|.

Áóäü-ÿêèé ìiíîð n-ãî ïîðÿäêó, ùî çíàõîäèòüñÿ ó öèõ ðÿäêàõ i âiäìií-
íèé âiä ìiíîðó |A|, äîðiâíþ¹ íóëþ, îñêiëüêè ìiñòèòü íóëüîâèé ñòîâ-
ïåöü. À òîìó çà òåîðåìîþ Ëàïëàñà

∆ = |A| · |B|. (2)

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ (ïðîäîâæåííÿ)

Îá÷èñëèìî öåé äåòåðìiíàíò çà òåîðåìîþ Ëàïëàñà, çàôiêñóâàâøè ïðè
öüîìó ïåðøi n ðÿäêiâ. Ìiíîð n-ãî ïîðÿäêó,

ùî çíàõîäèòüñÿ ó öèõ ðÿä-
êàõ òà ïåðøèõ n ñòîâïöÿõ äîðiâíþ¹ |A|, à àëãåáðà¨÷íå äîïîâíåííÿ äî
íüîãî äîðiâíþ¹

(−1)2(1+2+···+n)|B| = |B|.

Áóäü-ÿêèé ìiíîð n-ãî ïîðÿäêó, ùî çíàõîäèòüñÿ ó öèõ ðÿäêàõ i âiäìií-
íèé âiä ìiíîðó |A|, äîðiâíþ¹ íóëþ, îñêiëüêè ìiñòèòü íóëüîâèé ñòîâ-
ïåöü. À òîìó çà òåîðåìîþ Ëàïëàñà

∆ = |A| · |B|. (2)

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ (ïðîäîâæåííÿ)

Îá÷èñëèìî öåé äåòåðìiíàíò çà òåîðåìîþ Ëàïëàñà, çàôiêñóâàâøè ïðè
öüîìó ïåðøi n ðÿäêiâ. Ìiíîð n-ãî ïîðÿäêó, ùî çíàõîäèòüñÿ ó öèõ ðÿä-
êàõ òà ïåðøèõ n ñòîâïöÿõ

äîðiâíþ¹ |A|, à àëãåáðà¨÷íå äîïîâíåííÿ äî
íüîãî äîðiâíþ¹

(−1)2(1+2+···+n)|B| = |B|.

Áóäü-ÿêèé ìiíîð n-ãî ïîðÿäêó, ùî çíàõîäèòüñÿ ó öèõ ðÿäêàõ i âiäìií-
íèé âiä ìiíîðó |A|, äîðiâíþ¹ íóëþ, îñêiëüêè ìiñòèòü íóëüîâèé ñòîâ-
ïåöü. À òîìó çà òåîðåìîþ Ëàïëàñà

∆ = |A| · |B|. (2)

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ (ïðîäîâæåííÿ)

Îá÷èñëèìî öåé äåòåðìiíàíò çà òåîðåìîþ Ëàïëàñà, çàôiêñóâàâøè ïðè
öüîìó ïåðøi n ðÿäêiâ. Ìiíîð n-ãî ïîðÿäêó, ùî çíàõîäèòüñÿ ó öèõ ðÿä-
êàõ òà ïåðøèõ n ñòîâïöÿõ äîðiâíþ¹ |A|,

à àëãåáðà¨÷íå äîïîâíåííÿ äî
íüîãî äîðiâíþ¹

(−1)2(1+2+···+n)|B| = |B|.

Áóäü-ÿêèé ìiíîð n-ãî ïîðÿäêó, ùî çíàõîäèòüñÿ ó öèõ ðÿäêàõ i âiäìií-
íèé âiä ìiíîðó |A|, äîðiâíþ¹ íóëþ, îñêiëüêè ìiñòèòü íóëüîâèé ñòîâ-
ïåöü. À òîìó çà òåîðåìîþ Ëàïëàñà

∆ = |A| · |B|. (2)

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ (ïðîäîâæåííÿ)

Îá÷èñëèìî öåé äåòåðìiíàíò çà òåîðåìîþ Ëàïëàñà, çàôiêñóâàâøè ïðè
öüîìó ïåðøi n ðÿäêiâ. Ìiíîð n-ãî ïîðÿäêó, ùî çíàõîäèòüñÿ ó öèõ ðÿä-
êàõ òà ïåðøèõ n ñòîâïöÿõ äîðiâíþ¹ |A|, à àëãåáðà¨÷íå äîïîâíåííÿ äî
íüîãî äîðiâíþ¹

(−1)2(1+2+···+n)|B| = |B|.

Áóäü-ÿêèé ìiíîð n-ãî ïîðÿäêó, ùî çíàõîäèòüñÿ ó öèõ ðÿäêàõ i âiäìií-
íèé âiä ìiíîðó |A|, äîðiâíþ¹ íóëþ, îñêiëüêè ìiñòèòü íóëüîâèé ñòîâ-
ïåöü. À òîìó çà òåîðåìîþ Ëàïëàñà

∆ = |A| · |B|. (2)

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ (ïðîäîâæåííÿ)

Îá÷èñëèìî öåé äåòåðìiíàíò çà òåîðåìîþ Ëàïëàñà, çàôiêñóâàâøè ïðè
öüîìó ïåðøi n ðÿäêiâ. Ìiíîð n-ãî ïîðÿäêó, ùî çíàõîäèòüñÿ ó öèõ ðÿä-
êàõ òà ïåðøèõ n ñòîâïöÿõ äîðiâíþ¹ |A|, à àëãåáðà¨÷íå äîïîâíåííÿ äî
íüîãî äîðiâíþ¹

(−1)2(1+2+···+n)|B| = |B|.

Áóäü-ÿêèé ìiíîð n-ãî ïîðÿäêó,

ùî çíàõîäèòüñÿ ó öèõ ðÿäêàõ i âiäìií-
íèé âiä ìiíîðó |A|, äîðiâíþ¹ íóëþ, îñêiëüêè ìiñòèòü íóëüîâèé ñòîâ-
ïåöü. À òîìó çà òåîðåìîþ Ëàïëàñà

∆ = |A| · |B|. (2)

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ (ïðîäîâæåííÿ)

Îá÷èñëèìî öåé äåòåðìiíàíò çà òåîðåìîþ Ëàïëàñà, çàôiêñóâàâøè ïðè
öüîìó ïåðøi n ðÿäêiâ. Ìiíîð n-ãî ïîðÿäêó, ùî çíàõîäèòüñÿ ó öèõ ðÿä-
êàõ òà ïåðøèõ n ñòîâïöÿõ äîðiâíþ¹ |A|, à àëãåáðà¨÷íå äîïîâíåííÿ äî
íüîãî äîðiâíþ¹

(−1)2(1+2+···+n)|B| = |B|.

Áóäü-ÿêèé ìiíîð n-ãî ïîðÿäêó, ùî çíàõîäèòüñÿ ó öèõ ðÿäêàõ i âiäìií-
íèé âiä ìiíîðó |A|,

äîðiâíþ¹ íóëþ, îñêiëüêè ìiñòèòü íóëüîâèé ñòîâ-
ïåöü. À òîìó çà òåîðåìîþ Ëàïëàñà

∆ = |A| · |B|. (2)

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ (ïðîäîâæåííÿ)

Îá÷èñëèìî öåé äåòåðìiíàíò çà òåîðåìîþ Ëàïëàñà, çàôiêñóâàâøè ïðè
öüîìó ïåðøi n ðÿäêiâ. Ìiíîð n-ãî ïîðÿäêó, ùî çíàõîäèòüñÿ ó öèõ ðÿä-
êàõ òà ïåðøèõ n ñòîâïöÿõ äîðiâíþ¹ |A|, à àëãåáðà¨÷íå äîïîâíåííÿ äî
íüîãî äîðiâíþ¹

(−1)2(1+2+···+n)|B| = |B|.

Áóäü-ÿêèé ìiíîð n-ãî ïîðÿäêó, ùî çíàõîäèòüñÿ ó öèõ ðÿäêàõ i âiäìií-
íèé âiä ìiíîðó |A|, äîðiâíþ¹ íóëþ,

îñêiëüêè ìiñòèòü íóëüîâèé ñòîâ-
ïåöü. À òîìó çà òåîðåìîþ Ëàïëàñà

∆ = |A| · |B|. (2)

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ (ïðîäîâæåííÿ)

Îá÷èñëèìî öåé äåòåðìiíàíò çà òåîðåìîþ Ëàïëàñà, çàôiêñóâàâøè ïðè
öüîìó ïåðøi n ðÿäêiâ. Ìiíîð n-ãî ïîðÿäêó, ùî çíàõîäèòüñÿ ó öèõ ðÿä-
êàõ òà ïåðøèõ n ñòîâïöÿõ äîðiâíþ¹ |A|, à àëãåáðà¨÷íå äîïîâíåííÿ äî
íüîãî äîðiâíþ¹

(−1)2(1+2+···+n)|B| = |B|.

Áóäü-ÿêèé ìiíîð n-ãî ïîðÿäêó, ùî çíàõîäèòüñÿ ó öèõ ðÿäêàõ i âiäìií-
íèé âiä ìiíîðó |A|, äîðiâíþ¹ íóëþ, îñêiëüêè ìiñòèòü íóëüîâèé ñòîâ-
ïåöü.

À òîìó çà òåîðåìîþ Ëàïëàñà

∆ = |A| · |B|. (2)

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ (ïðîäîâæåííÿ)

Îá÷èñëèìî öåé äåòåðìiíàíò çà òåîðåìîþ Ëàïëàñà, çàôiêñóâàâøè ïðè
öüîìó ïåðøi n ðÿäêiâ. Ìiíîð n-ãî ïîðÿäêó, ùî çíàõîäèòüñÿ ó öèõ ðÿä-
êàõ òà ïåðøèõ n ñòîâïöÿõ äîðiâíþ¹ |A|, à àëãåáðà¨÷íå äîïîâíåííÿ äî
íüîãî äîðiâíþ¹

(−1)2(1+2+···+n)|B| = |B|.

Áóäü-ÿêèé ìiíîð n-ãî ïîðÿäêó, ùî çíàõîäèòüñÿ ó öèõ ðÿäêàõ i âiäìií-
íèé âiä ìiíîðó |A|, äîðiâíþ¹ íóëþ, îñêiëüêè ìiñòèòü íóëüîâèé ñòîâ-
ïåöü. À òîìó çà òåîðåìîþ Ëàïëàñà

∆ = |A| · |B|. (2)

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ (ïðîäîâæåííÿ)

Îá÷èñëèìî äåòåðìiíàíò ∆ iíøèì ñïîñîáîì.

Âèêîíà¹ìî íàñòóïíi ïåðå-
òâîðåííÿ ðÿäêiâ äåòåðìiíàíòà (1), íå çìiíþþ÷è ïðè öüîìó éîãî çíà-
÷åííÿ: äîäàìî äî ïåðøîãî ðÿäêà (n+1)-é ðÿäîê, ïîìíîæåíèé íà a11,
äàëi (n+2)-é ðÿäîê, ïîìíîæåíèé íà a12 i ò. ä., îñòàííié ðÿäîê, ïîìíî-
æåíèé íà a1n. Ó ðåçóëüòàòi öèõ ïåðåòâîðåíü ìè îäåðæèìî äåòåðìiíàíò,
ïåðøi n åëåìåíòiâ ïåðøîãî ðÿäêà ÿêîãî äîðiâíþþòü íóëþ, à íàñòóïíi
n åëåìåíòiâ öüîãî ðÿäêà áóäóòü òàêèìè:

n∑
k=1

a1kbk1,

n∑
k=1
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÷åííÿ: äîäàìî äî ïåðøîãî ðÿäêà (n+1)-é ðÿäîê, ïîìíîæåíèé íà a11,
äàëi (n+2)-é ðÿäîê, ïîìíîæåíèé íà a12 i ò. ä., îñòàííié ðÿäîê, ïîìíî-
æåíèé íà a1n. Ó ðåçóëüòàòi öèõ ïåðåòâîðåíü ìè îäåðæèìî äåòåðìiíàíò,
ïåðøi n åëåìåíòiâ ïåðøîãî ðÿäêà ÿêîãî äîðiâíþþòü íóëþ, à íàñòóïíi
n åëåìåíòiâ öüîãî ðÿäêà áóäóòü òàêèìè:

n∑
k=1

a1kbk1,

n∑
k=1

a1kbk2, . . . ,

n∑
k=1

a1kbkn.

Àíàëîãi÷íî äëÿ êîæíîãî i ∈ {2, 3, . . . , n} äî i-ãî ðÿäêà äåòåðìiíàíòà
(1) äîäàìî (n+ 1)-é ðÿäîê, ïîìíîæåíèé íà ai1, äàëi (n+ 2)-é ðÿäîê,
ïîìíîæåíèé íà ai2 i ò. ä.,

îñòàííié ðÿäîê, ïîìíîæåíèé íà ain. Òîäi i-é
ðÿäîê íàáåðå âèãëÿäó

0, 0, . . . , 0,
n∑

k=1

aikbk1,
n∑

k=1

aikbk2, . . . ,
n∑

k=1

aikbkn.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ (ïðîäîâæåííÿ)

Îá÷èñëèìî äåòåðìiíàíò ∆ iíøèì ñïîñîáîì. Âèêîíà¹ìî íàñòóïíi ïåðå-
òâîðåííÿ ðÿäêiâ äåòåðìiíàíòà (1), íå çìiíþþ÷è ïðè öüîìó éîãî çíà-
÷åííÿ: äîäàìî äî ïåðøîãî ðÿäêà (n+1)-é ðÿäîê, ïîìíîæåíèé íà a11,
äàëi (n+2)-é ðÿäîê, ïîìíîæåíèé íà a12 i ò. ä., îñòàííié ðÿäîê, ïîìíî-
æåíèé íà a1n. Ó ðåçóëüòàòi öèõ ïåðåòâîðåíü ìè îäåðæèìî äåòåðìiíàíò,
ïåðøi n åëåìåíòiâ ïåðøîãî ðÿäêà ÿêîãî äîðiâíþþòü íóëþ, à íàñòóïíi
n åëåìåíòiâ öüîãî ðÿäêà áóäóòü òàêèìè:

n∑
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a1kbk1,

n∑
k=1

a1kbk2, . . . ,

n∑
k=1

a1kbkn.

Àíàëîãi÷íî äëÿ êîæíîãî i ∈ {2, 3, . . . , n} äî i-ãî ðÿäêà äåòåðìiíàíòà
(1) äîäàìî (n+ 1)-é ðÿäîê, ïîìíîæåíèé íà ai1, äàëi (n+ 2)-é ðÿäîê,
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Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ
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÷åííÿ: äîäàìî äî ïåðøîãî ðÿäêà (n+1)-é ðÿäîê, ïîìíîæåíèé íà a11,
äàëi (n+2)-é ðÿäîê, ïîìíîæåíèé íà a12 i ò. ä., îñòàííié ðÿäîê, ïîìíî-
æåíèé íà a1n. Ó ðåçóëüòàòi öèõ ïåðåòâîðåíü ìè îäåðæèìî äåòåðìiíàíò,
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Àíàëîãi÷íî äëÿ êîæíîãî i ∈ {2, 3, . . . , n} äî i-ãî ðÿäêà äåòåðìiíàíòà
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ïîìíîæåíèé íà ai2 i ò. ä., îñòàííié ðÿäîê, ïîìíîæåíèé íà ain. Òîäi i-é
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n∑
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Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ (ïðîäîâæåííÿ)

Òàêèì ÷èíîì, ïiñëÿ âêàçàíèõ âèùå ïåðåòâîðåíü äåòåðìiíàíòà (1), âií
íàáóäå âèãëÿäó

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 . . . 0 c11 c12 . . . c1n
0 0 . . . 0 c21 c22 . . . c2n
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...
0 0 . . . 0 cn1 cn2 . . . cnn
−1 0 . . . 0 b11 b12 . . . b1n
0 −1 . . . 0 b21 b22 . . . b2n
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...
0 0 . . . −1 bn1 bn2 . . . bnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (3)

äå

cij =

n∑
k=1

aikbkj (i, j = 1, 2, . . . , n).

Îòæå, C = A ·B.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ (ïðîäîâæåííÿ)
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Äîâåäåííÿ (ïðîäîâæåííÿ)

Òàêèì ÷èíîì, ïiñëÿ âêàçàíèõ âèùå ïåðåòâîðåíü äåòåðìiíàíòà (1), âií
íàáóäå âèãëÿäó

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 . . . 0 c11 c12 . . . c1n
0 0 . . . 0 c21 c22 . . . c2n
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...
0 0 . . . 0 cn1 cn2 . . . cnn
−1 0 . . . 0 b11 b12 . . . b1n
0 −1 . . . 0 b21 b22 . . . b2n
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. . .

...
...
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. . .

...
0 0 . . . −1 bn1 bn2 . . . bnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (3)

äå

cij =
n∑

k=1

aikbkj (i, j = 1, 2, . . . , n).

Îòæå, C = A ·B.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ (ïðîäîâæåííÿ)

Îá÷èñëèìî äåòåðìiíàíò, ùî ñòî¨òü ó ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (3) çà òåî-
ðåìîþ Ëàïëàñà,

çàôiêñóâàâøè ïðè öüîìó ïåðøi n ðÿäêiâ. Ïîäiáíî, ÿê
ïðè îá÷èñëåííi äåòåðìiíàíòà (1), ìiíîð n-ãî ïîðÿäêó, ùî çíàõîäèòüñÿ
ó öèõ ðÿäêàõ i îñòàííiõ n ñòîâïöÿõ äîðiâíþ¹ |C|, à iíøi ìiíîðè n-ãî
ïîðÿäêó, ùî çíàõîäÿòüñÿ ó öèõ ðÿäêàõ, äîðiâíþþòü íóëþ. Àëãåáðà¨÷íå
äîïîâíåííÿ äî ìiíîðó |C| ó äåòåðìiíàíòi (3) äîðiâíþ¹

(−1)1+2+·+n+(n+1)+···+2n|−E| =(−1)
1+2n

2 ·2n ·(−1)n= (−1)2(n+n2) =1,

äå E � öå îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n. Òîìó çà òåîðåìîþ Ëàïëàñà

∆ = |C|. (4)

Ïðèðiâíÿâøè òåïåð ïðàâi ÷àñòèíè ðiâíîñòåé (2) i (4), îäåðæèìî

|A| · |B| = |C| = |A ·B|,

òîáòî äåòåðìiíàíò äîáóòêó ìàòðèöü A i B äîðiâíþ¹ äîáóòêó äåòåðìi-
íàíòiâ |A| i |B| öèõ ìàòðèöü. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ (ïðîäîâæåííÿ)

Îá÷èñëèìî äåòåðìiíàíò, ùî ñòî¨òü ó ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (3) çà òåî-
ðåìîþ Ëàïëàñà, çàôiêñóâàâøè ïðè öüîìó ïåðøi n ðÿäêiâ.

Ïîäiáíî, ÿê
ïðè îá÷èñëåííi äåòåðìiíàíòà (1), ìiíîð n-ãî ïîðÿäêó, ùî çíàõîäèòüñÿ
ó öèõ ðÿäêàõ i îñòàííiõ n ñòîâïöÿõ äîðiâíþ¹ |C|, à iíøi ìiíîðè n-ãî
ïîðÿäêó, ùî çíàõîäÿòüñÿ ó öèõ ðÿäêàõ, äîðiâíþþòü íóëþ. Àëãåáðà¨÷íå
äîïîâíåííÿ äî ìiíîðó |C| ó äåòåðìiíàíòi (3) äîðiâíþ¹

(−1)1+2+·+n+(n+1)+···+2n|−E| =(−1)
1+2n

2 ·2n ·(−1)n= (−1)2(n+n2) =1,

äå E � öå îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n. Òîìó çà òåîðåìîþ Ëàïëàñà

∆ = |C|. (4)

Ïðèðiâíÿâøè òåïåð ïðàâi ÷àñòèíè ðiâíîñòåé (2) i (4), îäåðæèìî

|A| · |B| = |C| = |A ·B|,

òîáòî äåòåðìiíàíò äîáóòêó ìàòðèöü A i B äîðiâíþ¹ äîáóòêó äåòåðìi-
íàíòiâ |A| i |B| öèõ ìàòðèöü. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ (ïðîäîâæåííÿ)

Îá÷èñëèìî äåòåðìiíàíò, ùî ñòî¨òü ó ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (3) çà òåî-
ðåìîþ Ëàïëàñà, çàôiêñóâàâøè ïðè öüîìó ïåðøi n ðÿäêiâ. Ïîäiáíî, ÿê
ïðè îá÷èñëåííi äåòåðìiíàíòà (1),

ìiíîð n-ãî ïîðÿäêó, ùî çíàõîäèòüñÿ
ó öèõ ðÿäêàõ i îñòàííiõ n ñòîâïöÿõ äîðiâíþ¹ |C|, à iíøi ìiíîðè n-ãî
ïîðÿäêó, ùî çíàõîäÿòüñÿ ó öèõ ðÿäêàõ, äîðiâíþþòü íóëþ. Àëãåáðà¨÷íå
äîïîâíåííÿ äî ìiíîðó |C| ó äåòåðìiíàíòi (3) äîðiâíþ¹

(−1)1+2+·+n+(n+1)+···+2n|−E| =(−1)
1+2n

2 ·2n ·(−1)n= (−1)2(n+n2) =1,

äå E � öå îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n. Òîìó çà òåîðåìîþ Ëàïëàñà

∆ = |C|. (4)

Ïðèðiâíÿâøè òåïåð ïðàâi ÷àñòèíè ðiâíîñòåé (2) i (4), îäåðæèìî

|A| · |B| = |C| = |A ·B|,

òîáòî äåòåðìiíàíò äîáóòêó ìàòðèöü A i B äîðiâíþ¹ äîáóòêó äåòåðìi-
íàíòiâ |A| i |B| öèõ ìàòðèöü. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ (ïðîäîâæåííÿ)

Îá÷èñëèìî äåòåðìiíàíò, ùî ñòî¨òü ó ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (3) çà òåî-
ðåìîþ Ëàïëàñà, çàôiêñóâàâøè ïðè öüîìó ïåðøi n ðÿäêiâ. Ïîäiáíî, ÿê
ïðè îá÷èñëåííi äåòåðìiíàíòà (1), ìiíîð n-ãî ïîðÿäêó, ùî çíàõîäèòüñÿ
ó öèõ ðÿäêàõ i îñòàííiõ n ñòîâïöÿõ äîðiâíþ¹ |C|,

à iíøi ìiíîðè n-ãî
ïîðÿäêó, ùî çíàõîäÿòüñÿ ó öèõ ðÿäêàõ, äîðiâíþþòü íóëþ. Àëãåáðà¨÷íå
äîïîâíåííÿ äî ìiíîðó |C| ó äåòåðìiíàíòi (3) äîðiâíþ¹

(−1)1+2+·+n+(n+1)+···+2n|−E| =(−1)
1+2n

2 ·2n ·(−1)n= (−1)2(n+n2) =1,

äå E � öå îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n. Òîìó çà òåîðåìîþ Ëàïëàñà

∆ = |C|. (4)

Ïðèðiâíÿâøè òåïåð ïðàâi ÷àñòèíè ðiâíîñòåé (2) i (4), îäåðæèìî

|A| · |B| = |C| = |A ·B|,

òîáòî äåòåðìiíàíò äîáóòêó ìàòðèöü A i B äîðiâíþ¹ äîáóòêó äåòåðìi-
íàíòiâ |A| i |B| öèõ ìàòðèöü. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ (ïðîäîâæåííÿ)

Îá÷èñëèìî äåòåðìiíàíò, ùî ñòî¨òü ó ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (3) çà òåî-
ðåìîþ Ëàïëàñà, çàôiêñóâàâøè ïðè öüîìó ïåðøi n ðÿäêiâ. Ïîäiáíî, ÿê
ïðè îá÷èñëåííi äåòåðìiíàíòà (1), ìiíîð n-ãî ïîðÿäêó, ùî çíàõîäèòüñÿ
ó öèõ ðÿäêàõ i îñòàííiõ n ñòîâïöÿõ äîðiâíþ¹ |C|, à iíøi ìiíîðè n-ãî
ïîðÿäêó, ùî çíàõîäÿòüñÿ ó öèõ ðÿäêàõ, äîðiâíþþòü íóëþ.

Àëãåáðà¨÷íå
äîïîâíåííÿ äî ìiíîðó |C| ó äåòåðìiíàíòi (3) äîðiâíþ¹

(−1)1+2+·+n+(n+1)+···+2n|−E| =(−1)
1+2n

2 ·2n ·(−1)n= (−1)2(n+n2) =1,

äå E � öå îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n. Òîìó çà òåîðåìîþ Ëàïëàñà

∆ = |C|. (4)

Ïðèðiâíÿâøè òåïåð ïðàâi ÷àñòèíè ðiâíîñòåé (2) i (4), îäåðæèìî

|A| · |B| = |C| = |A ·B|,

òîáòî äåòåðìiíàíò äîáóòêó ìàòðèöü A i B äîðiâíþ¹ äîáóòêó äåòåðìi-
íàíòiâ |A| i |B| öèõ ìàòðèöü. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ (ïðîäîâæåííÿ)

Îá÷èñëèìî äåòåðìiíàíò, ùî ñòî¨òü ó ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (3) çà òåî-
ðåìîþ Ëàïëàñà, çàôiêñóâàâøè ïðè öüîìó ïåðøi n ðÿäêiâ. Ïîäiáíî, ÿê
ïðè îá÷èñëåííi äåòåðìiíàíòà (1), ìiíîð n-ãî ïîðÿäêó, ùî çíàõîäèòüñÿ
ó öèõ ðÿäêàõ i îñòàííiõ n ñòîâïöÿõ äîðiâíþ¹ |C|, à iíøi ìiíîðè n-ãî
ïîðÿäêó, ùî çíàõîäÿòüñÿ ó öèõ ðÿäêàõ, äîðiâíþþòü íóëþ. Àëãåáðà¨÷íå
äîïîâíåííÿ äî ìiíîðó |C| ó äåòåðìiíàíòi (3) äîðiâíþ¹

(−1)1+2+·+n+(n+1)+···+2n|−E|

=(−1)
1+2n

2 ·2n ·(−1)n= (−1)2(n+n2) =1,

äå E � öå îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n. Òîìó çà òåîðåìîþ Ëàïëàñà

∆ = |C|. (4)

Ïðèðiâíÿâøè òåïåð ïðàâi ÷àñòèíè ðiâíîñòåé (2) i (4), îäåðæèìî

|A| · |B| = |C| = |A ·B|,

òîáòî äåòåðìiíàíò äîáóòêó ìàòðèöü A i B äîðiâíþ¹ äîáóòêó äåòåðìi-
íàíòiâ |A| i |B| öèõ ìàòðèöü. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ (ïðîäîâæåííÿ)

Îá÷èñëèìî äåòåðìiíàíò, ùî ñòî¨òü ó ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (3) çà òåî-
ðåìîþ Ëàïëàñà, çàôiêñóâàâøè ïðè öüîìó ïåðøi n ðÿäêiâ. Ïîäiáíî, ÿê
ïðè îá÷èñëåííi äåòåðìiíàíòà (1), ìiíîð n-ãî ïîðÿäêó, ùî çíàõîäèòüñÿ
ó öèõ ðÿäêàõ i îñòàííiõ n ñòîâïöÿõ äîðiâíþ¹ |C|, à iíøi ìiíîðè n-ãî
ïîðÿäêó, ùî çíàõîäÿòüñÿ ó öèõ ðÿäêàõ, äîðiâíþþòü íóëþ. Àëãåáðà¨÷íå
äîïîâíåííÿ äî ìiíîðó |C| ó äåòåðìiíàíòi (3) äîðiâíþ¹

(−1)1+2+·+n+(n+1)+···+2n|−E| =(−1)
1+2n

2 ·2n ·(−1)n

= (−1)2(n+n2) =1,

äå E � öå îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n. Òîìó çà òåîðåìîþ Ëàïëàñà

∆ = |C|. (4)

Ïðèðiâíÿâøè òåïåð ïðàâi ÷àñòèíè ðiâíîñòåé (2) i (4), îäåðæèìî

|A| · |B| = |C| = |A ·B|,

òîáòî äåòåðìiíàíò äîáóòêó ìàòðèöü A i B äîðiâíþ¹ äîáóòêó äåòåðìi-
íàíòiâ |A| i |B| öèõ ìàòðèöü. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ (ïðîäîâæåííÿ)

Îá÷èñëèìî äåòåðìiíàíò, ùî ñòî¨òü ó ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (3) çà òåî-
ðåìîþ Ëàïëàñà, çàôiêñóâàâøè ïðè öüîìó ïåðøi n ðÿäêiâ. Ïîäiáíî, ÿê
ïðè îá÷èñëåííi äåòåðìiíàíòà (1), ìiíîð n-ãî ïîðÿäêó, ùî çíàõîäèòüñÿ
ó öèõ ðÿäêàõ i îñòàííiõ n ñòîâïöÿõ äîðiâíþ¹ |C|, à iíøi ìiíîðè n-ãî
ïîðÿäêó, ùî çíàõîäÿòüñÿ ó öèõ ðÿäêàõ, äîðiâíþþòü íóëþ. Àëãåáðà¨÷íå
äîïîâíåííÿ äî ìiíîðó |C| ó äåòåðìiíàíòi (3) äîðiâíþ¹

(−1)1+2+·+n+(n+1)+···+2n|−E| =(−1)
1+2n

2 ·2n ·(−1)n= (−1)2(n+n2)

=1,

äå E � öå îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n. Òîìó çà òåîðåìîþ Ëàïëàñà

∆ = |C|. (4)

Ïðèðiâíÿâøè òåïåð ïðàâi ÷àñòèíè ðiâíîñòåé (2) i (4), îäåðæèìî

|A| · |B| = |C| = |A ·B|,

òîáòî äåòåðìiíàíò äîáóòêó ìàòðèöü A i B äîðiâíþ¹ äîáóòêó äåòåðìi-
íàíòiâ |A| i |B| öèõ ìàòðèöü. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ (ïðîäîâæåííÿ)

Îá÷èñëèìî äåòåðìiíàíò, ùî ñòî¨òü ó ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (3) çà òåî-
ðåìîþ Ëàïëàñà, çàôiêñóâàâøè ïðè öüîìó ïåðøi n ðÿäêiâ. Ïîäiáíî, ÿê
ïðè îá÷èñëåííi äåòåðìiíàíòà (1), ìiíîð n-ãî ïîðÿäêó, ùî çíàõîäèòüñÿ
ó öèõ ðÿäêàõ i îñòàííiõ n ñòîâïöÿõ äîðiâíþ¹ |C|, à iíøi ìiíîðè n-ãî
ïîðÿäêó, ùî çíàõîäÿòüñÿ ó öèõ ðÿäêàõ, äîðiâíþþòü íóëþ. Àëãåáðà¨÷íå
äîïîâíåííÿ äî ìiíîðó |C| ó äåòåðìiíàíòi (3) äîðiâíþ¹

(−1)1+2+·+n+(n+1)+···+2n|−E| =(−1)
1+2n

2 ·2n ·(−1)n= (−1)2(n+n2) =1,

äå E � öå îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n. Òîìó çà òåîðåìîþ Ëàïëàñà

∆ = |C|. (4)

Ïðèðiâíÿâøè òåïåð ïðàâi ÷àñòèíè ðiâíîñòåé (2) i (4), îäåðæèìî

|A| · |B| = |C| = |A ·B|,

òîáòî äåòåðìiíàíò äîáóòêó ìàòðèöü A i B äîðiâíþ¹ äîáóòêó äåòåðìi-
íàíòiâ |A| i |B| öèõ ìàòðèöü. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ (ïðîäîâæåííÿ)

Îá÷èñëèìî äåòåðìiíàíò, ùî ñòî¨òü ó ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (3) çà òåî-
ðåìîþ Ëàïëàñà, çàôiêñóâàâøè ïðè öüîìó ïåðøi n ðÿäêiâ. Ïîäiáíî, ÿê
ïðè îá÷èñëåííi äåòåðìiíàíòà (1), ìiíîð n-ãî ïîðÿäêó, ùî çíàõîäèòüñÿ
ó öèõ ðÿäêàõ i îñòàííiõ n ñòîâïöÿõ äîðiâíþ¹ |C|, à iíøi ìiíîðè n-ãî
ïîðÿäêó, ùî çíàõîäÿòüñÿ ó öèõ ðÿäêàõ, äîðiâíþþòü íóëþ. Àëãåáðà¨÷íå
äîïîâíåííÿ äî ìiíîðó |C| ó äåòåðìiíàíòi (3) äîðiâíþ¹

(−1)1+2+·+n+(n+1)+···+2n|−E| =(−1)
1+2n

2 ·2n ·(−1)n= (−1)2(n+n2) =1,

äå E � öå îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n.

Òîìó çà òåîðåìîþ Ëàïëàñà

∆ = |C|. (4)

Ïðèðiâíÿâøè òåïåð ïðàâi ÷àñòèíè ðiâíîñòåé (2) i (4), îäåðæèìî

|A| · |B| = |C| = |A ·B|,

òîáòî äåòåðìiíàíò äîáóòêó ìàòðèöü A i B äîðiâíþ¹ äîáóòêó äåòåðìi-
íàíòiâ |A| i |B| öèõ ìàòðèöü. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ (ïðîäîâæåííÿ)

Îá÷èñëèìî äåòåðìiíàíò, ùî ñòî¨òü ó ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (3) çà òåî-
ðåìîþ Ëàïëàñà, çàôiêñóâàâøè ïðè öüîìó ïåðøi n ðÿäêiâ. Ïîäiáíî, ÿê
ïðè îá÷èñëåííi äåòåðìiíàíòà (1), ìiíîð n-ãî ïîðÿäêó, ùî çíàõîäèòüñÿ
ó öèõ ðÿäêàõ i îñòàííiõ n ñòîâïöÿõ äîðiâíþ¹ |C|, à iíøi ìiíîðè n-ãî
ïîðÿäêó, ùî çíàõîäÿòüñÿ ó öèõ ðÿäêàõ, äîðiâíþþòü íóëþ. Àëãåáðà¨÷íå
äîïîâíåííÿ äî ìiíîðó |C| ó äåòåðìiíàíòi (3) äîðiâíþ¹

(−1)1+2+·+n+(n+1)+···+2n|−E| =(−1)
1+2n

2 ·2n ·(−1)n= (−1)2(n+n2) =1,

äå E � öå îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n. Òîìó çà òåîðåìîþ Ëàïëàñà

∆ = |C|. (4)

Ïðèðiâíÿâøè òåïåð ïðàâi ÷àñòèíè ðiâíîñòåé (2) i (4), îäåðæèìî

|A| · |B| = |C| = |A ·B|,

òîáòî äåòåðìiíàíò äîáóòêó ìàòðèöü A i B äîðiâíþ¹ äîáóòêó äåòåðìi-
íàíòiâ |A| i |B| öèõ ìàòðèöü. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ (ïðîäîâæåííÿ)

Îá÷èñëèìî äåòåðìiíàíò, ùî ñòî¨òü ó ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (3) çà òåî-
ðåìîþ Ëàïëàñà, çàôiêñóâàâøè ïðè öüîìó ïåðøi n ðÿäêiâ. Ïîäiáíî, ÿê
ïðè îá÷èñëåííi äåòåðìiíàíòà (1), ìiíîð n-ãî ïîðÿäêó, ùî çíàõîäèòüñÿ
ó öèõ ðÿäêàõ i îñòàííiõ n ñòîâïöÿõ äîðiâíþ¹ |C|, à iíøi ìiíîðè n-ãî
ïîðÿäêó, ùî çíàõîäÿòüñÿ ó öèõ ðÿäêàõ, äîðiâíþþòü íóëþ. Àëãåáðà¨÷íå
äîïîâíåííÿ äî ìiíîðó |C| ó äåòåðìiíàíòi (3) äîðiâíþ¹

(−1)1+2+·+n+(n+1)+···+2n|−E| =(−1)
1+2n

2 ·2n ·(−1)n= (−1)2(n+n2) =1,

äå E � öå îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n. Òîìó çà òåîðåìîþ Ëàïëàñà

∆ = |C|. (4)

Ïðèðiâíÿâøè òåïåð ïðàâi ÷àñòèíè ðiâíîñòåé (2) i (4),

îäåðæèìî

|A| · |B| = |C| = |A ·B|,

òîáòî äåòåðìiíàíò äîáóòêó ìàòðèöü A i B äîðiâíþ¹ äîáóòêó äåòåðìi-
íàíòiâ |A| i |B| öèõ ìàòðèöü. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ (ïðîäîâæåííÿ)

Îá÷èñëèìî äåòåðìiíàíò, ùî ñòî¨òü ó ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (3) çà òåî-
ðåìîþ Ëàïëàñà, çàôiêñóâàâøè ïðè öüîìó ïåðøi n ðÿäêiâ. Ïîäiáíî, ÿê
ïðè îá÷èñëåííi äåòåðìiíàíòà (1), ìiíîð n-ãî ïîðÿäêó, ùî çíàõîäèòüñÿ
ó öèõ ðÿäêàõ i îñòàííiõ n ñòîâïöÿõ äîðiâíþ¹ |C|, à iíøi ìiíîðè n-ãî
ïîðÿäêó, ùî çíàõîäÿòüñÿ ó öèõ ðÿäêàõ, äîðiâíþþòü íóëþ. Àëãåáðà¨÷íå
äîïîâíåííÿ äî ìiíîðó |C| ó äåòåðìiíàíòi (3) äîðiâíþ¹

(−1)1+2+·+n+(n+1)+···+2n|−E| =(−1)
1+2n

2 ·2n ·(−1)n= (−1)2(n+n2) =1,

äå E � öå îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n. Òîìó çà òåîðåìîþ Ëàïëàñà

∆ = |C|. (4)

Ïðèðiâíÿâøè òåïåð ïðàâi ÷àñòèíè ðiâíîñòåé (2) i (4), îäåðæèìî

|A| · |B| = |C|

= |A ·B|,

òîáòî äåòåðìiíàíò äîáóòêó ìàòðèöü A i B äîðiâíþ¹ äîáóòêó äåòåðìi-
íàíòiâ |A| i |B| öèõ ìàòðèöü. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ (ïðîäîâæåííÿ)

Îá÷èñëèìî äåòåðìiíàíò, ùî ñòî¨òü ó ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (3) çà òåî-
ðåìîþ Ëàïëàñà, çàôiêñóâàâøè ïðè öüîìó ïåðøi n ðÿäêiâ. Ïîäiáíî, ÿê
ïðè îá÷èñëåííi äåòåðìiíàíòà (1), ìiíîð n-ãî ïîðÿäêó, ùî çíàõîäèòüñÿ
ó öèõ ðÿäêàõ i îñòàííiõ n ñòîâïöÿõ äîðiâíþ¹ |C|, à iíøi ìiíîðè n-ãî
ïîðÿäêó, ùî çíàõîäÿòüñÿ ó öèõ ðÿäêàõ, äîðiâíþþòü íóëþ. Àëãåáðà¨÷íå
äîïîâíåííÿ äî ìiíîðó |C| ó äåòåðìiíàíòi (3) äîðiâíþ¹

(−1)1+2+·+n+(n+1)+···+2n|−E| =(−1)
1+2n

2 ·2n ·(−1)n= (−1)2(n+n2) =1,

äå E � öå îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n. Òîìó çà òåîðåìîþ Ëàïëàñà

∆ = |C|. (4)

Ïðèðiâíÿâøè òåïåð ïðàâi ÷àñòèíè ðiâíîñòåé (2) i (4), îäåðæèìî

|A| · |B| = |C| = |A ·B|,

òîáòî äåòåðìiíàíò äîáóòêó ìàòðèöü A i B äîðiâíþ¹ äîáóòêó äåòåðìi-
íàíòiâ |A| i |B| öèõ ìàòðèöü. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ (ïðîäîâæåííÿ)

Îá÷èñëèìî äåòåðìiíàíò, ùî ñòî¨òü ó ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (3) çà òåî-
ðåìîþ Ëàïëàñà, çàôiêñóâàâøè ïðè öüîìó ïåðøi n ðÿäêiâ. Ïîäiáíî, ÿê
ïðè îá÷èñëåííi äåòåðìiíàíòà (1), ìiíîð n-ãî ïîðÿäêó, ùî çíàõîäèòüñÿ
ó öèõ ðÿäêàõ i îñòàííiõ n ñòîâïöÿõ äîðiâíþ¹ |C|, à iíøi ìiíîðè n-ãî
ïîðÿäêó, ùî çíàõîäÿòüñÿ ó öèõ ðÿäêàõ, äîðiâíþþòü íóëþ. Àëãåáðà¨÷íå
äîïîâíåííÿ äî ìiíîðó |C| ó äåòåðìiíàíòi (3) äîðiâíþ¹

(−1)1+2+·+n+(n+1)+···+2n|−E| =(−1)
1+2n

2 ·2n ·(−1)n= (−1)2(n+n2) =1,

äå E � öå îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n. Òîìó çà òåîðåìîþ Ëàïëàñà

∆ = |C|. (4)

Ïðèðiâíÿâøè òåïåð ïðàâi ÷àñòèíè ðiâíîñòåé (2) i (4), îäåðæèìî

|A| · |B| = |C| = |A ·B|,

òîáòî äåòåðìiíàíò äîáóòêó ìàòðèöü A i B äîðiâíþ¹ äîáóòêó äåòåðìi-
íàíòiâ |A| i |B| öèõ ìàòðèöü.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ (ïðîäîâæåííÿ)

Îá÷èñëèìî äåòåðìiíàíò, ùî ñòî¨òü ó ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (3) çà òåî-
ðåìîþ Ëàïëàñà, çàôiêñóâàâøè ïðè öüîìó ïåðøi n ðÿäêiâ. Ïîäiáíî, ÿê
ïðè îá÷èñëåííi äåòåðìiíàíòà (1), ìiíîð n-ãî ïîðÿäêó, ùî çíàõîäèòüñÿ
ó öèõ ðÿäêàõ i îñòàííiõ n ñòîâïöÿõ äîðiâíþ¹ |C|, à iíøi ìiíîðè n-ãî
ïîðÿäêó, ùî çíàõîäÿòüñÿ ó öèõ ðÿäêàõ, äîðiâíþþòü íóëþ. Àëãåáðà¨÷íå
äîïîâíåííÿ äî ìiíîðó |C| ó äåòåðìiíàíòi (3) äîðiâíþ¹

(−1)1+2+·+n+(n+1)+···+2n|−E| =(−1)
1+2n

2 ·2n ·(−1)n= (−1)2(n+n2) =1,
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|A| · |B| = |C| = |A ·B|,
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0. À òîìó |AB| = |A| · |B| ≠ 0, òîáòî ìàòðèöÿ AB ¹ íåâèðîäæåíîþ.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Êâàäðàòíi ìàòðèöi

Îçíà÷åííÿ 7

Ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n íàçèâà¹òüñÿ íåâèðîäæåíîþ, ÿêùî ¨¨ äåòåðìiíàíò
íå äîðiâíþ¹ íóëþ.

Òåîðåìà 8

Äîáóòîê ìàòðèöü ïîðÿäêó n ¹ íåâèðîäæåíîþ ìàòðèöåþ òîäi i òiëüêè

òîäi, êîëè êîæíà iç ïåðåìíîæóâàíèõ ìàòðèöü ¹ íåâèðîäæåíîþ.

Äîâåäåííÿ

Äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè âèïëèâà¹ îäðàçó iç ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè.

Äié-
ñíî, ÿêùî A i B � ìàòðèöi n-ãî ïîðÿäêó òàêi, ùî AB ¹ íåâèðîäæåíîþ
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i |B| ≠ 0. Îòæå, A
i B ¹ íåâèðîäæåíèìè ìàòðèöÿìè.
Íàâïàêè, ÿêùî A i B ¹ íåâèðîäæåíèìè ìàòðèöÿìè, òî |A| ≠ 0 i |B| ≠
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0. À òîìó |AB| = |A| · |B| ≠ 0, òîáòî ìàòðèöÿ AB ¹ íåâèðîäæåíîþ.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ
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Îçíà÷åííÿ 7

Ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n íàçèâà¹òüñÿ íåâèðîäæåíîþ, ÿêùî ¨¨ äåòåðìiíàíò
íå äîðiâíþ¹ íóëþ.

Òåîðåìà 8

Äîáóòîê ìàòðèöü ïîðÿäêó n ¹ íåâèðîäæåíîþ ìàòðèöåþ òîäi i òiëüêè

òîäi, êîëè êîæíà iç ïåðåìíîæóâàíèõ ìàòðèöü ¹ íåâèðîäæåíîþ.

Äîâåäåííÿ

Äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè âèïëèâà¹ îäðàçó iç ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè. Äié-
ñíî, ÿêùî A i B � ìàòðèöi n-ãî ïîðÿäêó òàêi, ùî AB ¹ íåâèðîäæåíîþ
ìàòðèöåþ, òî |A| · |B| = |AB| ≠ 0. À òîìó |A| ̸= 0 i |B| ≠ 0. Îòæå, A
i B ¹ íåâèðîäæåíèìè ìàòðèöÿìè.
Íàâïàêè, ÿêùî A i B ¹ íåâèðîäæåíèìè ìàòðèöÿìè, òî |A| ≠ 0

i |B| ≠
0. À òîìó |AB| = |A| · |B| ≠ 0, òîáòî ìàòðèöÿ AB ¹ íåâèðîäæåíîþ.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ
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Ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n íàçèâà¹òüñÿ íåâèðîäæåíîþ, ÿêùî ¨¨ äåòåðìiíàíò
íå äîðiâíþ¹ íóëþ.

Òåîðåìà 8

Äîáóòîê ìàòðèöü ïîðÿäêó n ¹ íåâèðîäæåíîþ ìàòðèöåþ òîäi i òiëüêè

òîäi, êîëè êîæíà iç ïåðåìíîæóâàíèõ ìàòðèöü ¹ íåâèðîäæåíîþ.

Äîâåäåííÿ

Äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè âèïëèâà¹ îäðàçó iç ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè. Äié-
ñíî, ÿêùî A i B � ìàòðèöi n-ãî ïîðÿäêó òàêi, ùî AB ¹ íåâèðîäæåíîþ
ìàòðèöåþ, òî |A| · |B| = |AB| ≠ 0. À òîìó |A| ̸= 0 i |B| ≠ 0. Îòæå, A
i B ¹ íåâèðîäæåíèìè ìàòðèöÿìè.
Íàâïàêè, ÿêùî A i B ¹ íåâèðîäæåíèìè ìàòðèöÿìè, òî |A| ≠ 0 i |B| ≠
0.

À òîìó |AB| = |A| · |B| ≠ 0, òîáòî ìàòðèöÿ AB ¹ íåâèðîäæåíîþ.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ
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Ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n íàçèâà¹òüñÿ íåâèðîäæåíîþ, ÿêùî ¨¨ äåòåðìiíàíò
íå äîðiâíþ¹ íóëþ.

Òåîðåìà 8

Äîáóòîê ìàòðèöü ïîðÿäêó n ¹ íåâèðîäæåíîþ ìàòðèöåþ òîäi i òiëüêè

òîäi, êîëè êîæíà iç ïåðåìíîæóâàíèõ ìàòðèöü ¹ íåâèðîäæåíîþ.

Äîâåäåííÿ

Äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè âèïëèâà¹ îäðàçó iç ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè. Äié-
ñíî, ÿêùî A i B � ìàòðèöi n-ãî ïîðÿäêó òàêi, ùî AB ¹ íåâèðîäæåíîþ
ìàòðèöåþ, òî |A| · |B| = |AB| ≠ 0. À òîìó |A| ̸= 0 i |B| ≠ 0. Îòæå, A
i B ¹ íåâèðîäæåíèìè ìàòðèöÿìè.
Íàâïàêè, ÿêùî A i B ¹ íåâèðîäæåíèìè ìàòðèöÿìè, òî |A| ≠ 0 i |B| ≠
0. À òîìó |AB| = |A| · |B| ≠ 0,

òîáòî ìàòðèöÿ AB ¹ íåâèðîäæåíîþ.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ
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Ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n íàçèâà¹òüñÿ íåâèðîäæåíîþ, ÿêùî ¨¨ äåòåðìiíàíò
íå äîðiâíþ¹ íóëþ.

Òåîðåìà 8

Äîáóòîê ìàòðèöü ïîðÿäêó n ¹ íåâèðîäæåíîþ ìàòðèöåþ òîäi i òiëüêè

òîäi, êîëè êîæíà iç ïåðåìíîæóâàíèõ ìàòðèöü ¹ íåâèðîäæåíîþ.

Äîâåäåííÿ

Äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè âèïëèâà¹ îäðàçó iç ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè. Äié-
ñíî, ÿêùî A i B � ìàòðèöi n-ãî ïîðÿäêó òàêi, ùî AB ¹ íåâèðîäæåíîþ
ìàòðèöåþ, òî |A| · |B| = |AB| ≠ 0. À òîìó |A| ̸= 0 i |B| ≠ 0. Îòæå, A
i B ¹ íåâèðîäæåíèìè ìàòðèöÿìè.
Íàâïàêè, ÿêùî A i B ¹ íåâèðîäæåíèìè ìàòðèöÿìè, òî |A| ≠ 0 i |B| ≠
0. À òîìó |AB| = |A| · |B| ≠ 0, òîáòî ìàòðèöÿ AB ¹ íåâèðîäæåíîþ.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ
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Äîáóòêîì äiéñíîãî ÷èñëà γ

íà ìàòðèöþ A = ∥aij∥ ∈ Rm×n íàçèâà¹-
òüñÿ òàêà ìàòðèöÿ D = ∥dij∥ ∈ Rm×n, ùî

dij = γaij

äëÿ âñiõ i ∈ {1, 2, . . . ,m} òà j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Äîáóòîê ÷èñëà γ íà ìàòðèöþ A ïîçíà÷àþòü γA.

Òåîðåìà 9

Äëÿ äîâiëüíèõ äiéñíèõ ÷èñåë α, β, γ òà äîâiëüíèõ ìàòðèöü A, B,

C ∈ Rm×n, D ∈ Rn×r ¹ ïðàâèëüíèìè íàñòóïíi ðiâíîñòi:

1) (α+ β)C = αC + βC;

2) γ(A+B) = γA+ γB;

3) α(βC) = (αβ)C;

4) α(CD) = (αC)D = C(αD);

5) 1 ·A = A.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ
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Äîáóòêîì äiéñíîãî ÷èñëà γ íà ìàòðèöþ A = ∥aij∥ ∈ Rm×n

íàçèâà¹-
òüñÿ òàêà ìàòðèöÿ D = ∥dij∥ ∈ Rm×n, ùî

dij = γaij

äëÿ âñiõ i ∈ {1, 2, . . . ,m} òà j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Äîáóòîê ÷èñëà γ íà ìàòðèöþ A ïîçíà÷àþòü γA.

Òåîðåìà 9

Äëÿ äîâiëüíèõ äiéñíèõ ÷èñåë α, β, γ òà äîâiëüíèõ ìàòðèöü A, B,

C ∈ Rm×n, D ∈ Rn×r ¹ ïðàâèëüíèìè íàñòóïíi ðiâíîñòi:

1) (α+ β)C = αC + βC;

2) γ(A+B) = γA+ γB;

3) α(βC) = (αβ)C;

4) α(CD) = (αC)D = C(αD);

5) 1 ·A = A.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ
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Äîáóòêîì äiéñíîãî ÷èñëà γ íà ìàòðèöþ A = ∥aij∥ ∈ Rm×n íàçèâà¹-
òüñÿ òàêà ìàòðèöÿ D = ∥dij∥ ∈ Rm×n,

ùî

dij = γaij

äëÿ âñiõ i ∈ {1, 2, . . . ,m} òà j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Äîáóòîê ÷èñëà γ íà ìàòðèöþ A ïîçíà÷àþòü γA.

Òåîðåìà 9

Äëÿ äîâiëüíèõ äiéñíèõ ÷èñåë α, β, γ òà äîâiëüíèõ ìàòðèöü A, B,

C ∈ Rm×n, D ∈ Rn×r ¹ ïðàâèëüíèìè íàñòóïíi ðiâíîñòi:

1) (α+ β)C = αC + βC;

2) γ(A+B) = γA+ γB;

3) α(βC) = (αβ)C;

4) α(CD) = (αC)D = C(αD);

5) 1 ·A = A.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ
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Äîáóòêîì äiéñíîãî ÷èñëà γ íà ìàòðèöþ A = ∥aij∥ ∈ Rm×n íàçèâà¹-
òüñÿ òàêà ìàòðèöÿ D = ∥dij∥ ∈ Rm×n, ùî

dij = γaij

äëÿ âñiõ i ∈ {1, 2, . . . ,m} òà j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Äîáóòîê ÷èñëà γ íà ìàòðèöþ A ïîçíà÷àþòü γA.

Òåîðåìà 9

Äëÿ äîâiëüíèõ äiéñíèõ ÷èñåë α, β, γ òà äîâiëüíèõ ìàòðèöü A, B,

C ∈ Rm×n, D ∈ Rn×r ¹ ïðàâèëüíèìè íàñòóïíi ðiâíîñòi:

1) (α+ β)C = αC + βC;

2) γ(A+B) = γA+ γB;

3) α(βC) = (αβ)C;

4) α(CD) = (αC)D = C(αD);

5) 1 ·A = A.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ
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Äîáóòêîì äiéñíîãî ÷èñëà γ íà ìàòðèöþ A = ∥aij∥ ∈ Rm×n íàçèâà¹-
òüñÿ òàêà ìàòðèöÿ D = ∥dij∥ ∈ Rm×n, ùî

dij = γaij

äëÿ âñiõ i ∈ {1, 2, . . . ,m} òà j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Äîáóòîê ÷èñëà γ íà ìàòðèöþ A ïîçíà÷àþòü γA.

Òåîðåìà 9

Äëÿ äîâiëüíèõ äiéñíèõ ÷èñåë α, β, γ òà äîâiëüíèõ ìàòðèöü A, B,

C ∈ Rm×n, D ∈ Rn×r ¹ ïðàâèëüíèìè íàñòóïíi ðiâíîñòi:

1) (α+ β)C = αC + βC;

2) γ(A+B) = γA+ γB;

3) α(βC) = (αβ)C;

4) α(CD) = (αC)D = C(αD);

5) 1 ·A = A.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ
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Äîáóòêîì äiéñíîãî ÷èñëà γ íà ìàòðèöþ A = ∥aij∥ ∈ Rm×n íàçèâà¹-
òüñÿ òàêà ìàòðèöÿ D = ∥dij∥ ∈ Rm×n, ùî

dij = γaij

äëÿ âñiõ i ∈ {1, 2, . . . ,m} òà j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Äîáóòîê ÷èñëà γ íà ìàòðèöþ A ïîçíà÷àþòü

γA.

Òåîðåìà 9

Äëÿ äîâiëüíèõ äiéñíèõ ÷èñåë α, β, γ òà äîâiëüíèõ ìàòðèöü A, B,

C ∈ Rm×n, D ∈ Rn×r ¹ ïðàâèëüíèìè íàñòóïíi ðiâíîñòi:

1) (α+ β)C = αC + βC;

2) γ(A+B) = γA+ γB;

3) α(βC) = (αβ)C;

4) α(CD) = (αC)D = C(αD);

5) 1 ·A = A.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ
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Äîáóòêîì äiéñíîãî ÷èñëà γ íà ìàòðèöþ A = ∥aij∥ ∈ Rm×n íàçèâà¹-
òüñÿ òàêà ìàòðèöÿ D = ∥dij∥ ∈ Rm×n, ùî

dij = γaij

äëÿ âñiõ i ∈ {1, 2, . . . ,m} òà j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Äîáóòîê ÷èñëà γ íà ìàòðèöþ A ïîçíà÷àþòü γA.

Òåîðåìà 9

Äëÿ äîâiëüíèõ äiéñíèõ ÷èñåë α, β, γ òà äîâiëüíèõ ìàòðèöü A, B,

C ∈ Rm×n, D ∈ Rn×r ¹ ïðàâèëüíèìè íàñòóïíi ðiâíîñòi:

1) (α+ β)C = αC + βC;

2) γ(A+B) = γA+ γB;

3) α(βC) = (αβ)C;

4) α(CD) = (αC)D = C(αD);

5) 1 ·A = A.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ
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Äîáóòêîì äiéñíîãî ÷èñëà γ íà ìàòðèöþ A = ∥aij∥ ∈ Rm×n íàçèâà¹-
òüñÿ òàêà ìàòðèöÿ D = ∥dij∥ ∈ Rm×n, ùî

dij = γaij

äëÿ âñiõ i ∈ {1, 2, . . . ,m} òà j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Äîáóòîê ÷èñëà γ íà ìàòðèöþ A ïîçíà÷àþòü γA.

Òåîðåìà 9

Äëÿ äîâiëüíèõ äiéñíèõ ÷èñåë α, β, γ

òà äîâiëüíèõ ìàòðèöü A, B,

C ∈ Rm×n, D ∈ Rn×r ¹ ïðàâèëüíèìè íàñòóïíi ðiâíîñòi:

1) (α+ β)C = αC + βC;

2) γ(A+B) = γA+ γB;

3) α(βC) = (αβ)C;

4) α(CD) = (αC)D = C(αD);

5) 1 ·A = A.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ
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Äîáóòêîì äiéñíîãî ÷èñëà γ íà ìàòðèöþ A = ∥aij∥ ∈ Rm×n íàçèâà¹-
òüñÿ òàêà ìàòðèöÿ D = ∥dij∥ ∈ Rm×n, ùî

dij = γaij

äëÿ âñiõ i ∈ {1, 2, . . . ,m} òà j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Äîáóòîê ÷èñëà γ íà ìàòðèöþ A ïîçíà÷àþòü γA.

Òåîðåìà 9

Äëÿ äîâiëüíèõ äiéñíèõ ÷èñåë α, β, γ òà äîâiëüíèõ ìàòðèöü A, B,

C ∈ Rm×n,

D ∈ Rn×r ¹ ïðàâèëüíèìè íàñòóïíi ðiâíîñòi:

1) (α+ β)C = αC + βC;

2) γ(A+B) = γA+ γB;

3) α(βC) = (αβ)C;

4) α(CD) = (αC)D = C(αD);

5) 1 ·A = A.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ
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Äîáóòêîì äiéñíîãî ÷èñëà γ íà ìàòðèöþ A = ∥aij∥ ∈ Rm×n íàçèâà¹-
òüñÿ òàêà ìàòðèöÿ D = ∥dij∥ ∈ Rm×n, ùî

dij = γaij

äëÿ âñiõ i ∈ {1, 2, . . . ,m} òà j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Äîáóòîê ÷èñëà γ íà ìàòðèöþ A ïîçíà÷àþòü γA.

Òåîðåìà 9

Äëÿ äîâiëüíèõ äiéñíèõ ÷èñåë α, β, γ òà äîâiëüíèõ ìàòðèöü A, B,

C ∈ Rm×n, D ∈ Rn×r

¹ ïðàâèëüíèìè íàñòóïíi ðiâíîñòi:

1) (α+ β)C = αC + βC;

2) γ(A+B) = γA+ γB;

3) α(βC) = (αβ)C;

4) α(CD) = (αC)D = C(αD);

5) 1 ·A = A.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ
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Äîáóòêîì äiéñíîãî ÷èñëà γ íà ìàòðèöþ A = ∥aij∥ ∈ Rm×n íàçèâà¹-
òüñÿ òàêà ìàòðèöÿ D = ∥dij∥ ∈ Rm×n, ùî

dij = γaij

äëÿ âñiõ i ∈ {1, 2, . . . ,m} òà j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Äîáóòîê ÷èñëà γ íà ìàòðèöþ A ïîçíà÷àþòü γA.

Òåîðåìà 9

Äëÿ äîâiëüíèõ äiéñíèõ ÷èñåë α, β, γ òà äîâiëüíèõ ìàòðèöü A, B,

C ∈ Rm×n, D ∈ Rn×r ¹ ïðàâèëüíèìè íàñòóïíi ðiâíîñòi:

1) (α+ β)C = αC + βC;

2) γ(A+B) = γA+ γB;

3) α(βC) = (αβ)C;
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Äîâåäåííÿ

Äîâåäåìî ïåðøó òà ÷åòâåðòi âëàñòèâîñòi.
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∥∥∥∥ n∑
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∥∥∥∥ = ∥cij∥ · ∥αdij∥ = ∥cij∥ · (α∥dij∥) = C(αD).
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Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ
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Äîâåäåìî ïåðøó òà ÷åòâåðòi âëàñòèâîñòi. Íåõàé α òà β � äåÿêi äiéñíi
÷èñëà, à C = ∥cij∥m×n, D = ∥dij∥n×r � äîâiëüíî âèáðàíi ìàòðèöi
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Ìàòðèöÿ B ∈ Rn×n

íàçèâà¹òüñÿ ëiâîþ îáåðíåíîþ äëÿ ìàòðèöi A ∈
Rn×n, ÿêùî BA = E, äå E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n.

Îçíà÷åííÿ 10

Ìàòðèöÿ B ∈ Rn×n íàçèâà¹òüñÿ ïðàâîþ îáåðíåíîþ äëÿ ìàòðèöi A ∈
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...
...

. . .
...

A1n A2n . . . Ann

 ,

äå Aij � àëãåáðà¨÷íå äîïîâíåííÿ äî åëåìåíòà aij ó äåòåðìiíàíòi ìà-
òðèöi A äëÿ âñiõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ

Ïðèïóñòèìî, ùî ìàòðèöÿ A ïîðÿäêó n ¹ îáîðîòíîþ. Öå îçíà÷à¹, ùî
iñíó¹ îáåðíåíà ìàòðèöÿ B äëÿ ìàòðèöi A. Îñêiëüêè äîáóòîê ìàòðèöü
A i B äîðiâíþ¹ îäèíè÷íié ìàòðèöi, ÿêà ¹ íåâèðîäæåíîþ ìàòðèöåþ, òî
çà òåîðåìîþ ïðî äîáóòîê íåâèðîäæåíèõ ìàòðèöü A òàêîæ ¹ íåâèðî-
äæåíîþ. Òàêèì ÷èíîì íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.

Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî ìàòðèöÿ A ïîðÿäêó n ¹ íåâèðîäæåíîþ, òîáòî
ùî |A| ≠ 0, i íåõàé A = ∥aij∥. Ðîçãëÿíåìî ìàòðèöþ

A∗ =


A11 A21 . . . An1

A12 A22 . . . An2

...
...

. . .
...

A1n A2n . . . Ann

 ,

äå Aij � àëãåáðà¨÷íå äîïîâíåííÿ äî åëåìåíòà aij ó äåòåðìiíàíòi ìà-
òðèöi A äëÿ âñiõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ

Ïðèïóñòèìî, ùî ìàòðèöÿ A ïîðÿäêó n ¹ îáîðîòíîþ. Öå îçíà÷à¹, ùî
iñíó¹ îáåðíåíà ìàòðèöÿ B äëÿ ìàòðèöi A. Îñêiëüêè äîáóòîê ìàòðèöü
A i B äîðiâíþ¹ îäèíè÷íié ìàòðèöi, ÿêà ¹ íåâèðîäæåíîþ ìàòðèöåþ, òî
çà òåîðåìîþ ïðî äîáóòîê íåâèðîäæåíèõ ìàòðèöü A òàêîæ ¹ íåâèðî-
äæåíîþ. Òàêèì ÷èíîì íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.
Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî ìàòðèöÿ A ïîðÿäêó n ¹ íåâèðîäæåíîþ,

òîáòî
ùî |A| ≠ 0, i íåõàé A = ∥aij∥. Ðîçãëÿíåìî ìàòðèöþ

A∗ =


A11 A21 . . . An1

A12 A22 . . . An2

...
...

. . .
...

A1n A2n . . . Ann

 ,

äå Aij � àëãåáðà¨÷íå äîïîâíåííÿ äî åëåìåíòà aij ó äåòåðìiíàíòi ìà-
òðèöi A äëÿ âñiõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ

Ïðèïóñòèìî, ùî ìàòðèöÿ A ïîðÿäêó n ¹ îáîðîòíîþ. Öå îçíà÷à¹, ùî
iñíó¹ îáåðíåíà ìàòðèöÿ B äëÿ ìàòðèöi A. Îñêiëüêè äîáóòîê ìàòðèöü
A i B äîðiâíþ¹ îäèíè÷íié ìàòðèöi, ÿêà ¹ íåâèðîäæåíîþ ìàòðèöåþ, òî
çà òåîðåìîþ ïðî äîáóòîê íåâèðîäæåíèõ ìàòðèöü A òàêîæ ¹ íåâèðî-
äæåíîþ. Òàêèì ÷èíîì íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.
Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî ìàòðèöÿ A ïîðÿäêó n ¹ íåâèðîäæåíîþ, òîáòî
ùî |A| ≠ 0,

i íåõàé A = ∥aij∥. Ðîçãëÿíåìî ìàòðèöþ

A∗ =


A11 A21 . . . An1

A12 A22 . . . An2

...
...

. . .
...

A1n A2n . . . Ann

 ,

äå Aij � àëãåáðà¨÷íå äîïîâíåííÿ äî åëåìåíòà aij ó äåòåðìiíàíòi ìà-
òðèöi A äëÿ âñiõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ

Ïðèïóñòèìî, ùî ìàòðèöÿ A ïîðÿäêó n ¹ îáîðîòíîþ. Öå îçíà÷à¹, ùî
iñíó¹ îáåðíåíà ìàòðèöÿ B äëÿ ìàòðèöi A. Îñêiëüêè äîáóòîê ìàòðèöü
A i B äîðiâíþ¹ îäèíè÷íié ìàòðèöi, ÿêà ¹ íåâèðîäæåíîþ ìàòðèöåþ, òî
çà òåîðåìîþ ïðî äîáóòîê íåâèðîäæåíèõ ìàòðèöü A òàêîæ ¹ íåâèðî-
äæåíîþ. Òàêèì ÷èíîì íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.
Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî ìàòðèöÿ A ïîðÿäêó n ¹ íåâèðîäæåíîþ, òîáòî
ùî |A| ≠ 0, i íåõàé A = ∥aij∥.

Ðîçãëÿíåìî ìàòðèöþ

A∗ =


A11 A21 . . . An1

A12 A22 . . . An2

...
...

. . .
...

A1n A2n . . . Ann

 ,

äå Aij � àëãåáðà¨÷íå äîïîâíåííÿ äî åëåìåíòà aij ó äåòåðìiíàíòi ìà-
òðèöi A äëÿ âñiõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ

Ïðèïóñòèìî, ùî ìàòðèöÿ A ïîðÿäêó n ¹ îáîðîòíîþ. Öå îçíà÷à¹, ùî
iñíó¹ îáåðíåíà ìàòðèöÿ B äëÿ ìàòðèöi A. Îñêiëüêè äîáóòîê ìàòðèöü
A i B äîðiâíþ¹ îäèíè÷íié ìàòðèöi, ÿêà ¹ íåâèðîäæåíîþ ìàòðèöåþ, òî
çà òåîðåìîþ ïðî äîáóòîê íåâèðîäæåíèõ ìàòðèöü A òàêîæ ¹ íåâèðî-
äæåíîþ. Òàêèì ÷èíîì íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.
Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî ìàòðèöÿ A ïîðÿäêó n ¹ íåâèðîäæåíîþ, òîáòî
ùî |A| ≠ 0, i íåõàé A = ∥aij∥. Ðîçãëÿíåìî ìàòðèöþ

A∗ =


A11 A21 . . . An1

A12 A22 . . . An2

...
...

. . .
...

A1n A2n . . . Ann

 ,

äå Aij � àëãåáðà¨÷íå äîïîâíåííÿ äî åëåìåíòà aij ó äåòåðìiíàíòi ìà-
òðèöi A äëÿ âñiõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ

Ïðèïóñòèìî, ùî ìàòðèöÿ A ïîðÿäêó n ¹ îáîðîòíîþ. Öå îçíà÷à¹, ùî
iñíó¹ îáåðíåíà ìàòðèöÿ B äëÿ ìàòðèöi A. Îñêiëüêè äîáóòîê ìàòðèöü
A i B äîðiâíþ¹ îäèíè÷íié ìàòðèöi, ÿêà ¹ íåâèðîäæåíîþ ìàòðèöåþ, òî
çà òåîðåìîþ ïðî äîáóòîê íåâèðîäæåíèõ ìàòðèöü A òàêîæ ¹ íåâèðî-
äæåíîþ. Òàêèì ÷èíîì íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.
Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî ìàòðèöÿ A ïîðÿäêó n ¹ íåâèðîäæåíîþ, òîáòî
ùî |A| ≠ 0, i íåõàé A = ∥aij∥. Ðîçãëÿíåìî ìàòðèöþ

A∗ =


A11 A21 . . . An1

A12 A22 . . . An2

...
...

. . .
...

A1n A2n . . . Ann

 ,

äå Aij � àëãåáðà¨÷íå äîïîâíåííÿ äî åëåìåíòà aij

ó äåòåðìiíàíòi ìà-
òðèöi A äëÿ âñiõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ

Ïðèïóñòèìî, ùî ìàòðèöÿ A ïîðÿäêó n ¹ îáîðîòíîþ. Öå îçíà÷à¹, ùî
iñíó¹ îáåðíåíà ìàòðèöÿ B äëÿ ìàòðèöi A. Îñêiëüêè äîáóòîê ìàòðèöü
A i B äîðiâíþ¹ îäèíè÷íié ìàòðèöi, ÿêà ¹ íåâèðîäæåíîþ ìàòðèöåþ, òî
çà òåîðåìîþ ïðî äîáóòîê íåâèðîäæåíèõ ìàòðèöü A òàêîæ ¹ íåâèðî-
äæåíîþ. Òàêèì ÷èíîì íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.
Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî ìàòðèöÿ A ïîðÿäêó n ¹ íåâèðîäæåíîþ, òîáòî
ùî |A| ≠ 0, i íåõàé A = ∥aij∥. Ðîçãëÿíåìî ìàòðèöþ

A∗ =


A11 A21 . . . An1

A12 A22 . . . An2

...
...

. . .
...

A1n A2n . . . Ann

 ,

äå Aij � àëãåáðà¨÷íå äîïîâíåííÿ äî åëåìåíòà aij ó äåòåðìiíàíòi ìà-
òðèöi A

äëÿ âñiõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ

Ïðèïóñòèìî, ùî ìàòðèöÿ A ïîðÿäêó n ¹ îáîðîòíîþ. Öå îçíà÷à¹, ùî
iñíó¹ îáåðíåíà ìàòðèöÿ B äëÿ ìàòðèöi A. Îñêiëüêè äîáóòîê ìàòðèöü
A i B äîðiâíþ¹ îäèíè÷íié ìàòðèöi, ÿêà ¹ íåâèðîäæåíîþ ìàòðèöåþ, òî
çà òåîðåìîþ ïðî äîáóòîê íåâèðîäæåíèõ ìàòðèöü A òàêîæ ¹ íåâèðî-
äæåíîþ. Òàêèì ÷èíîì íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.
Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî ìàòðèöÿ A ïîðÿäêó n ¹ íåâèðîäæåíîþ, òîáòî
ùî |A| ≠ 0, i íåõàé A = ∥aij∥. Ðîçãëÿíåìî ìàòðèöþ

A∗ =


A11 A21 . . . An1

A12 A22 . . . An2

...
...

. . .
...

A1n A2n . . . Ann

 ,

äå Aij � àëãåáðà¨÷íå äîïîâíåííÿ äî åëåìåíòà aij ó äåòåðìiíàíòi ìà-
òðèöi A äëÿ âñiõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ (ïðîäîâæåííÿ)

Áåðó÷è äî óâàãè íàñëiäêè iç òåîðåìè Ëàïëàñà,

îá÷èñëèìî äîáóòîê ìà-
òðèöü

A ·A∗ =



n∑
k=1

a1kA1k

n∑
k=1

a1kA2k . . .
n∑

k=1

a1kAnk

n∑
k=1

a2kA1k

n∑
k=1

a2kA2k . . .
n∑

k=1

a2kAnk

...
...

. . .
...

n∑
k=1

ankA1k

n∑
k=1

ankA2k . . .
n∑

k=1

ankAnk


=

=


|A| 0 . . . 0
0 |A| . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . |A|

 .

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ (ïðîäîâæåííÿ)

Áåðó÷è äî óâàãè íàñëiäêè iç òåîðåìè Ëàïëàñà, îá÷èñëèìî äîáóòîê ìà-
òðèöü

A ·A∗ =



n∑
k=1

a1kA1k

n∑
k=1

a1kA2k . . .
n∑

k=1

a1kAnk

n∑
k=1

a2kA1k

n∑
k=1

a2kA2k . . .
n∑

k=1

a2kAnk

...
...

. . .
...

n∑
k=1

ankA1k

n∑
k=1

ankA2k . . .
n∑

k=1

ankAnk


=

=


|A| 0 . . . 0
0 |A| . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . |A|

 .

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ (ïðîäîâæåííÿ)

Áåðó÷è äî óâàãè íàñëiäêè iç òåîðåìè Ëàïëàñà, îá÷èñëèìî äîáóòîê ìà-
òðèöü

A ·A∗ =



n∑
k=1

a1kA1k

n∑
k=1

a1kA2k . . .
n∑

k=1

a1kAnk

n∑
k=1

a2kA1k

n∑
k=1

a2kA2k . . .
n∑

k=1

a2kAnk

...
...

. . .
...

n∑
k=1

ankA1k

n∑
k=1

ankA2k . . .
n∑

k=1

ankAnk


=

=


|A| 0 . . . 0
0 |A| . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . |A|

 .

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ (ïðîäîâæåííÿ)

Áåðó÷è äî óâàãè íàñëiäêè iç òåîðåìè Ëàïëàñà, îá÷èñëèìî äîáóòîê ìà-
òðèöü

A ·A∗ =



n∑
k=1

a1kA1k

n∑
k=1

a1kA2k . . .
n∑

k=1

a1kAnk

n∑
k=1

a2kA1k

n∑
k=1

a2kA2k . . .
n∑

k=1

a2kAnk

...
...

. . .
...

n∑
k=1

ankA1k

n∑
k=1

ankA2k . . .
n∑

k=1

ankAnk


=

=


|A| 0 . . . 0
0 |A| . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . |A|

 .

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ (ïðîäîâæåííÿ)

Àíàëîãi÷íî

A∗ ·A =


|A| 0 . . . 0
0 |A| . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . |A|

 .

Çâiäñè i âëàñòèâîñòåé îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ ÷èñëà íà ìàòðèöþ ñëiäó¹, ùî
ìàòðèöÿ

1

|A|
A∗ =


A11

|A|
A21

|A| . . . An1

|A|
A12

|A|
A22

|A| . . . An2

|A|
...

...
. . .

...
A1n

|A|
A2n

|A| . . . Ann

|A|


¹ îáåðíåíîþ äî ìàòðèöi A.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ (ïðîäîâæåííÿ)

Àíàëîãi÷íî

A∗ ·A =


|A| 0 . . . 0
0 |A| . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . |A|

 .

Çâiäñè i âëàñòèâîñòåé îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ ÷èñëà íà ìàòðèöþ ñëiäó¹, ùî
ìàòðèöÿ

1

|A|
A∗ =


A11

|A|
A21

|A| . . . An1

|A|
A12

|A|
A22

|A| . . . An2

|A|
...

...
. . .

...
A1n

|A|
A2n

|A| . . . Ann

|A|


¹ îáåðíåíîþ äî ìàòðèöi A.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ (ïðîäîâæåííÿ)

Àíàëîãi÷íî

A∗ ·A =


|A| 0 . . . 0
0 |A| . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . |A|

 .

Çâiäñè i âëàñòèâîñòåé îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ ÷èñëà íà ìàòðèöþ ñëiäó¹, ùî
ìàòðèöÿ

1

|A|
A∗ =


A11

|A|
A21

|A| . . . An1

|A|
A12

|A|
A22

|A| . . . An2

|A|
...

...
. . .

...
A1n

|A|
A2n

|A| . . . Ann

|A|


¹ îáåðíåíîþ äî ìàòðèöi A.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ (ïðîäîâæåííÿ)

Äiéñíî,

A

(
1

|A|
A∗
)

=
1

|A|
(AA∗) =

1

|A|


|A| 0 . . . 0
0 |A| . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . |A|

 = E,

äå E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n. Àíàëîãi÷íî
(

1
|A|A

∗
)
A = E.

Íàðåøòi, çàëèøèëîñÿ äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ íåâèðîäæåíî¨ ìàòðèöi
A iñíó¹ òiëüêè îäíà îáåðíåíà ìàòðèöÿ. Ñïðàâäi, ÿêùî ìàòðèöÿ B i
C ¹ îáåðíåíèìè ìàòðèöÿìè äëÿ ìàòðèöi A, òî AC = CA = E i
AB = BA = E. Òîìó

B = BE = B(AC) = (BA)C = EC = C.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Íàäàëi îáåðíåíó ìàòðèöþ äëÿ íåâèðîäæåíî¨ ìàòðèöi A áóäåìî ïîçíà-
÷àòè A−1.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ
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)
A = E.

Íàðåøòi, çàëèøèëîñÿ äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ íåâèðîäæåíî¨ ìàòðèöi
A iñíó¹ òiëüêè îäíà îáåðíåíà ìàòðèöÿ. Ñïðàâäi, ÿêùî ìàòðèöÿ B i
C ¹ îáåðíåíèìè ìàòðèöÿìè äëÿ ìàòðèöi A, òî AC = CA = E i
AB = BA = E. Òîìó

B = BE = B(AC) = (BA)C = EC = C.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Íàäàëi îáåðíåíó ìàòðèöþ äëÿ íåâèðîäæåíî¨ ìàòðèöi A áóäåìî ïîçíà-
÷àòè A−1.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ
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äå E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n. Àíàëîãi÷íî
(
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)
A = E.

Íàðåøòi, çàëèøèëîñÿ äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ íåâèðîäæåíî¨ ìàòðèöi
A iñíó¹ òiëüêè îäíà îáåðíåíà ìàòðèöÿ. Ñïðàâäi, ÿêùî ìàòðèöÿ B i
C ¹ îáåðíåíèìè ìàòðèöÿìè äëÿ ìàòðèöi A, òî AC = CA = E i
AB = BA = E. Òîìó

B = BE = B(AC) = (BA)C = EC = C.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Íàäàëi îáåðíåíó ìàòðèöþ äëÿ íåâèðîäæåíî¨ ìàòðèöi A áóäåìî ïîçíà-
÷àòè A−1.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ
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)
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ùî äëÿ äîâiëüíî¨ íåâèðîäæåíî¨ ìàòðèöi
A iñíó¹ òiëüêè îäíà îáåðíåíà ìàòðèöÿ. Ñïðàâäi, ÿêùî ìàòðèöÿ B i
C ¹ îáåðíåíèìè ìàòðèöÿìè äëÿ ìàòðèöi A, òî AC = CA = E i
AB = BA = E. Òîìó

B = BE = B(AC) = (BA)C = EC = C.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Íàäàëi îáåðíåíó ìàòðèöþ äëÿ íåâèðîäæåíî¨ ìàòðèöi A áóäåìî ïîçíà-
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äå E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n. Àíàëîãi÷íî
(
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)
A = E.

Íàðåøòi, çàëèøèëîñÿ äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ íåâèðîäæåíî¨ ìàòðèöi
A iñíó¹ òiëüêè îäíà îáåðíåíà ìàòðèöÿ.

Ñïðàâäi, ÿêùî ìàòðèöÿ B i
C ¹ îáåðíåíèìè ìàòðèöÿìè äëÿ ìàòðèöi A, òî AC = CA = E i
AB = BA = E. Òîìó

B = BE = B(AC) = (BA)C = EC = C.

Òåîðåìà äîâåäåíà.
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äå E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n. Àíàëîãi÷íî
(
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)
A = E.

Íàðåøòi, çàëèøèëîñÿ äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ íåâèðîäæåíî¨ ìàòðèöi
A iñíó¹ òiëüêè îäíà îáåðíåíà ìàòðèöÿ. Ñïðàâäi, ÿêùî ìàòðèöÿ B i
C ¹ îáåðíåíèìè ìàòðèöÿìè äëÿ ìàòðèöi A,

òî AC = CA = E i
AB = BA = E. Òîìó

B = BE = B(AC) = (BA)C = EC = C.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Íàäàëi îáåðíåíó ìàòðèöþ äëÿ íåâèðîäæåíî¨ ìàòðèöi A áóäåìî ïîçíà-
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äå E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n. Àíàëîãi÷íî
(
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)
A = E.

Íàðåøòi, çàëèøèëîñÿ äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ íåâèðîäæåíî¨ ìàòðèöi
A iñíó¹ òiëüêè îäíà îáåðíåíà ìàòðèöÿ. Ñïðàâäi, ÿêùî ìàòðèöÿ B i
C ¹ îáåðíåíèìè ìàòðèöÿìè äëÿ ìàòðèöi A, òî AC = CA = E

i
AB = BA = E. Òîìó

B = BE = B(AC) = (BA)C = EC = C.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Íàäàëi îáåðíåíó ìàòðèöþ äëÿ íåâèðîäæåíî¨ ìàòðèöi A áóäåìî ïîçíà-
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)
A = E.

Íàðåøòi, çàëèøèëîñÿ äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ íåâèðîäæåíî¨ ìàòðèöi
A iñíó¹ òiëüêè îäíà îáåðíåíà ìàòðèöÿ. Ñïðàâäi, ÿêùî ìàòðèöÿ B i
C ¹ îáåðíåíèìè ìàòðèöÿìè äëÿ ìàòðèöi A, òî AC = CA = E i
AB = BA = E.

Òîìó

B = BE = B(AC) = (BA)C = EC = C.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Íàäàëi îáåðíåíó ìàòðèöþ äëÿ íåâèðîäæåíî¨ ìàòðèöi A áóäåìî ïîçíà-
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äå E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n. Àíàëîãi÷íî
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)
A = E.

Íàðåøòi, çàëèøèëîñÿ äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ íåâèðîäæåíî¨ ìàòðèöi
A iñíó¹ òiëüêè îäíà îáåðíåíà ìàòðèöÿ. Ñïðàâäi, ÿêùî ìàòðèöÿ B i
C ¹ îáåðíåíèìè ìàòðèöÿìè äëÿ ìàòðèöi A, òî AC = CA = E i
AB = BA = E. Òîìó

B = BE

= B(AC) = (BA)C = EC = C.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Íàäàëi îáåðíåíó ìàòðèöþ äëÿ íåâèðîäæåíî¨ ìàòðèöi A áóäåìî ïîçíà-
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äå E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n. Àíàëîãi÷íî
(

1
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)
A = E.

Íàðåøòi, çàëèøèëîñÿ äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ íåâèðîäæåíî¨ ìàòðèöi
A iñíó¹ òiëüêè îäíà îáåðíåíà ìàòðèöÿ. Ñïðàâäi, ÿêùî ìàòðèöÿ B i
C ¹ îáåðíåíèìè ìàòðèöÿìè äëÿ ìàòðèöi A, òî AC = CA = E i
AB = BA = E. Òîìó

B = BE = B(AC)

= (BA)C = EC = C.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Íàäàëi îáåðíåíó ìàòðèöþ äëÿ íåâèðîäæåíî¨ ìàòðèöi A áóäåìî ïîçíà-
÷àòè A−1.
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Äîâåäåííÿ (ïðîäîâæåííÿ)

Äiéñíî,

A

(
1

|A|
A∗
)

=
1

|A|
(AA∗) =

1

|A|


|A| 0 . . . 0
0 |A| . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . |A|

 = E,

äå E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n. Àíàëîãi÷íî
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)
A = E.

Íàðåøòi, çàëèøèëîñÿ äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ íåâèðîäæåíî¨ ìàòðèöi
A iñíó¹ òiëüêè îäíà îáåðíåíà ìàòðèöÿ. Ñïðàâäi, ÿêùî ìàòðèöÿ B i
C ¹ îáåðíåíèìè ìàòðèöÿìè äëÿ ìàòðèöi A, òî AC = CA = E i
AB = BA = E. Òîìó

B = BE = B(AC) = (BA)C

= EC = C.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Íàäàëi îáåðíåíó ìàòðèöþ äëÿ íåâèðîäæåíî¨ ìàòðèöi A áóäåìî ïîçíà-
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Íàðåøòi, çàëèøèëîñÿ äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ íåâèðîäæåíî¨ ìàòðèöi
A iñíó¹ òiëüêè îäíà îáåðíåíà ìàòðèöÿ. Ñïðàâäi, ÿêùî ìàòðèöÿ B i
C ¹ îáåðíåíèìè ìàòðèöÿìè äëÿ ìàòðèöi A, òî AC = CA = E i
AB = BA = E. Òîìó

B = BE = B(AC) = (BA)C = EC

= C.

Òåîðåìà äîâåäåíà.
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(

1
|A|A

∗
)
A = E.

Íàðåøòi, çàëèøèëîñÿ äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ íåâèðîäæåíî¨ ìàòðèöi
A iñíó¹ òiëüêè îäíà îáåðíåíà ìàòðèöÿ. Ñïðàâäi, ÿêùî ìàòðèöÿ B i
C ¹ îáåðíåíèìè ìàòðèöÿìè äëÿ ìàòðèöi A, òî AC = CA = E i
AB = BA = E. Òîìó

B = BE = B(AC) = (BA)C = EC = C.

Òåîðåìà äîâåäåíà.
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Íàðåøòi, çàëèøèëîñÿ äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ íåâèðîäæåíî¨ ìàòðèöi
A iñíó¹ òiëüêè îäíà îáåðíåíà ìàòðèöÿ. Ñïðàâäi, ÿêùî ìàòðèöÿ B i
C ¹ îáåðíåíèìè ìàòðèöÿìè äëÿ ìàòðèöi A, òî AC = CA = E i
AB = BA = E. Òîìó

B = BE = B(AC) = (BA)C = EC = C.

Òåîðåìà äîâåäåíà.
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A iñíó¹ òiëüêè îäíà îáåðíåíà ìàòðèöÿ. Ñïðàâäi, ÿêùî ìàòðèöÿ B i
C ¹ îáåðíåíèìè ìàòðèöÿìè äëÿ ìàòðèöi A, òî AC = CA = E i
AB = BA = E. Òîìó
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Òåîðåìà äîâåäåíà.
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(

1
|A|A

∗
)
A = E.
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B = BE = B(AC) = (BA)C = EC = C.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Íàäàëi îáåðíåíó ìàòðèöþ äëÿ íåâèðîäæåíî¨ ìàòðèöi A áóäåìî ïîçíà-
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3) (AB)−1 = B−1A−1.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ

Íåõàé A

� äîâiëüíà îáîðîòíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n. Òîäi ç îäíîãî áîêó
|AA−1| = |A| · |A−1|, à ç iíøîãî çà îçíà÷åííÿì îáåðíåíî¨ ìàòðèöi
|AA−1| = |E| = 1. Òàêèì ÷èíîì, |A| · |A−1| = 1, îòæå |A−1| = |A|−1.
Äîâåäåííÿ äðóãî¨ ðiâíîñòi âèïëèâà¹ iç òèõ ìiðêóâàíü, ùî îñêiëüêè

AA−1 = A−1A = E,

òî ìàòðèöÿ A ¹ îáåðíåíîþ äëÿ ìàòðèöi A−1, òîáòî (A−1)−1 = A.
Íàðåøòi, íåõàé B � òàêîæ äîâiëüíî âèáðàíà îáîðîòíà ìàòðèöÿ ïî-
ðÿäêó n. Îá÷èñëèìî äîáóòêè:

(AB)(B−1A−1) = A(BB−1)A−1 = AEA−1 = AA−1 = E,

(B−1A−1)(AB) = B(AA−1)B−1 = BEB−1 = BB−1 = E.

Çâiäñè ñëiäó¹, ùî
(AB)−1 = B−1A−1.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ

Íåõàé A � äîâiëüíà îáîðîòíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n.

Òîäi ç îäíîãî áîêó
|AA−1| = |A| · |A−1|, à ç iíøîãî çà îçíà÷åííÿì îáåðíåíî¨ ìàòðèöi
|AA−1| = |E| = 1. Òàêèì ÷èíîì, |A| · |A−1| = 1, îòæå |A−1| = |A|−1.
Äîâåäåííÿ äðóãî¨ ðiâíîñòi âèïëèâà¹ iç òèõ ìiðêóâàíü, ùî îñêiëüêè

AA−1 = A−1A = E,

òî ìàòðèöÿ A ¹ îáåðíåíîþ äëÿ ìàòðèöi A−1, òîáòî (A−1)−1 = A.
Íàðåøòi, íåõàé B � òàêîæ äîâiëüíî âèáðàíà îáîðîòíà ìàòðèöÿ ïî-
ðÿäêó n. Îá÷èñëèìî äîáóòêè:

(AB)(B−1A−1) = A(BB−1)A−1 = AEA−1 = AA−1 = E,

(B−1A−1)(AB) = B(AA−1)B−1 = BEB−1 = BB−1 = E.

Çâiäñè ñëiäó¹, ùî
(AB)−1 = B−1A−1.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ

Íåõàé A � äîâiëüíà îáîðîòíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n. Òîäi ç îäíîãî áîêó
|AA−1| =

|A| · |A−1|, à ç iíøîãî çà îçíà÷åííÿì îáåðíåíî¨ ìàòðèöi
|AA−1| = |E| = 1. Òàêèì ÷èíîì, |A| · |A−1| = 1, îòæå |A−1| = |A|−1.
Äîâåäåííÿ äðóãî¨ ðiâíîñòi âèïëèâà¹ iç òèõ ìiðêóâàíü, ùî îñêiëüêè

AA−1 = A−1A = E,

òî ìàòðèöÿ A ¹ îáåðíåíîþ äëÿ ìàòðèöi A−1, òîáòî (A−1)−1 = A.
Íàðåøòi, íåõàé B � òàêîæ äîâiëüíî âèáðàíà îáîðîòíà ìàòðèöÿ ïî-
ðÿäêó n. Îá÷èñëèìî äîáóòêè:

(AB)(B−1A−1) = A(BB−1)A−1 = AEA−1 = AA−1 = E,

(B−1A−1)(AB) = B(AA−1)B−1 = BEB−1 = BB−1 = E.

Çâiäñè ñëiäó¹, ùî
(AB)−1 = B−1A−1.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ

Íåõàé A � äîâiëüíà îáîðîòíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n. Òîäi ç îäíîãî áîêó
|AA−1| = |A| · |A−1|,

à ç iíøîãî çà îçíà÷åííÿì îáåðíåíî¨ ìàòðèöi
|AA−1| = |E| = 1. Òàêèì ÷èíîì, |A| · |A−1| = 1, îòæå |A−1| = |A|−1.
Äîâåäåííÿ äðóãî¨ ðiâíîñòi âèïëèâà¹ iç òèõ ìiðêóâàíü, ùî îñêiëüêè

AA−1 = A−1A = E,

òî ìàòðèöÿ A ¹ îáåðíåíîþ äëÿ ìàòðèöi A−1, òîáòî (A−1)−1 = A.
Íàðåøòi, íåõàé B � òàêîæ äîâiëüíî âèáðàíà îáîðîòíà ìàòðèöÿ ïî-
ðÿäêó n. Îá÷èñëèìî äîáóòêè:

(AB)(B−1A−1) = A(BB−1)A−1 = AEA−1 = AA−1 = E,

(B−1A−1)(AB) = B(AA−1)B−1 = BEB−1 = BB−1 = E.

Çâiäñè ñëiäó¹, ùî
(AB)−1 = B−1A−1.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ

Íåõàé A � äîâiëüíà îáîðîòíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n. Òîäi ç îäíîãî áîêó
|AA−1| = |A| · |A−1|, à ç iíøîãî çà îçíà÷åííÿì îáåðíåíî¨ ìàòðèöi

|AA−1| = |E| = 1. Òàêèì ÷èíîì, |A| · |A−1| = 1, îòæå |A−1| = |A|−1.
Äîâåäåííÿ äðóãî¨ ðiâíîñòi âèïëèâà¹ iç òèõ ìiðêóâàíü, ùî îñêiëüêè

AA−1 = A−1A = E,

òî ìàòðèöÿ A ¹ îáåðíåíîþ äëÿ ìàòðèöi A−1, òîáòî (A−1)−1 = A.
Íàðåøòi, íåõàé B � òàêîæ äîâiëüíî âèáðàíà îáîðîòíà ìàòðèöÿ ïî-
ðÿäêó n. Îá÷èñëèìî äîáóòêè:

(AB)(B−1A−1) = A(BB−1)A−1 = AEA−1 = AA−1 = E,

(B−1A−1)(AB) = B(AA−1)B−1 = BEB−1 = BB−1 = E.

Çâiäñè ñëiäó¹, ùî
(AB)−1 = B−1A−1.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ

Íåõàé A � äîâiëüíà îáîðîòíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n. Òîäi ç îäíîãî áîêó
|AA−1| = |A| · |A−1|, à ç iíøîãî çà îçíà÷åííÿì îáåðíåíî¨ ìàòðèöi
|AA−1| =

|E| = 1. Òàêèì ÷èíîì, |A| · |A−1| = 1, îòæå |A−1| = |A|−1.
Äîâåäåííÿ äðóãî¨ ðiâíîñòi âèïëèâà¹ iç òèõ ìiðêóâàíü, ùî îñêiëüêè

AA−1 = A−1A = E,

òî ìàòðèöÿ A ¹ îáåðíåíîþ äëÿ ìàòðèöi A−1, òîáòî (A−1)−1 = A.
Íàðåøòi, íåõàé B � òàêîæ äîâiëüíî âèáðàíà îáîðîòíà ìàòðèöÿ ïî-
ðÿäêó n. Îá÷èñëèìî äîáóòêè:

(AB)(B−1A−1) = A(BB−1)A−1 = AEA−1 = AA−1 = E,

(B−1A−1)(AB) = B(AA−1)B−1 = BEB−1 = BB−1 = E.

Çâiäñè ñëiäó¹, ùî
(AB)−1 = B−1A−1.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ

Íåõàé A � äîâiëüíà îáîðîòíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n. Òîäi ç îäíîãî áîêó
|AA−1| = |A| · |A−1|, à ç iíøîãî çà îçíà÷åííÿì îáåðíåíî¨ ìàòðèöi
|AA−1| = |E|

= 1. Òàêèì ÷èíîì, |A| · |A−1| = 1, îòæå |A−1| = |A|−1.
Äîâåäåííÿ äðóãî¨ ðiâíîñòi âèïëèâà¹ iç òèõ ìiðêóâàíü, ùî îñêiëüêè

AA−1 = A−1A = E,

òî ìàòðèöÿ A ¹ îáåðíåíîþ äëÿ ìàòðèöi A−1, òîáòî (A−1)−1 = A.
Íàðåøòi, íåõàé B � òàêîæ äîâiëüíî âèáðàíà îáîðîòíà ìàòðèöÿ ïî-
ðÿäêó n. Îá÷èñëèìî äîáóòêè:

(AB)(B−1A−1) = A(BB−1)A−1 = AEA−1 = AA−1 = E,

(B−1A−1)(AB) = B(AA−1)B−1 = BEB−1 = BB−1 = E.

Çâiäñè ñëiäó¹, ùî
(AB)−1 = B−1A−1.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ

Íåõàé A � äîâiëüíà îáîðîòíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n. Òîäi ç îäíîãî áîêó
|AA−1| = |A| · |A−1|, à ç iíøîãî çà îçíà÷åííÿì îáåðíåíî¨ ìàòðèöi
|AA−1| = |E| = 1.

Òàêèì ÷èíîì, |A| · |A−1| = 1, îòæå |A−1| = |A|−1.
Äîâåäåííÿ äðóãî¨ ðiâíîñòi âèïëèâà¹ iç òèõ ìiðêóâàíü, ùî îñêiëüêè

AA−1 = A−1A = E,

òî ìàòðèöÿ A ¹ îáåðíåíîþ äëÿ ìàòðèöi A−1, òîáòî (A−1)−1 = A.
Íàðåøòi, íåõàé B � òàêîæ äîâiëüíî âèáðàíà îáîðîòíà ìàòðèöÿ ïî-
ðÿäêó n. Îá÷èñëèìî äîáóòêè:

(AB)(B−1A−1) = A(BB−1)A−1 = AEA−1 = AA−1 = E,

(B−1A−1)(AB) = B(AA−1)B−1 = BEB−1 = BB−1 = E.

Çâiäñè ñëiäó¹, ùî
(AB)−1 = B−1A−1.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ

Íåõàé A � äîâiëüíà îáîðîòíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n. Òîäi ç îäíîãî áîêó
|AA−1| = |A| · |A−1|, à ç iíøîãî çà îçíà÷åííÿì îáåðíåíî¨ ìàòðèöi
|AA−1| = |E| = 1. Òàêèì ÷èíîì, |A| · |A−1| = 1,

îòæå |A−1| = |A|−1.
Äîâåäåííÿ äðóãî¨ ðiâíîñòi âèïëèâà¹ iç òèõ ìiðêóâàíü, ùî îñêiëüêè

AA−1 = A−1A = E,

òî ìàòðèöÿ A ¹ îáåðíåíîþ äëÿ ìàòðèöi A−1, òîáòî (A−1)−1 = A.
Íàðåøòi, íåõàé B � òàêîæ äîâiëüíî âèáðàíà îáîðîòíà ìàòðèöÿ ïî-
ðÿäêó n. Îá÷èñëèìî äîáóòêè:

(AB)(B−1A−1) = A(BB−1)A−1 = AEA−1 = AA−1 = E,

(B−1A−1)(AB) = B(AA−1)B−1 = BEB−1 = BB−1 = E.

Çâiäñè ñëiäó¹, ùî
(AB)−1 = B−1A−1.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ

Íåõàé A � äîâiëüíà îáîðîòíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n. Òîäi ç îäíîãî áîêó
|AA−1| = |A| · |A−1|, à ç iíøîãî çà îçíà÷åííÿì îáåðíåíî¨ ìàòðèöi
|AA−1| = |E| = 1. Òàêèì ÷èíîì, |A| · |A−1| = 1, îòæå |A−1| = |A|−1.

Äîâåäåííÿ äðóãî¨ ðiâíîñòi âèïëèâà¹ iç òèõ ìiðêóâàíü, ùî îñêiëüêè

AA−1 = A−1A = E,

òî ìàòðèöÿ A ¹ îáåðíåíîþ äëÿ ìàòðèöi A−1, òîáòî (A−1)−1 = A.
Íàðåøòi, íåõàé B � òàêîæ äîâiëüíî âèáðàíà îáîðîòíà ìàòðèöÿ ïî-
ðÿäêó n. Îá÷èñëèìî äîáóòêè:

(AB)(B−1A−1) = A(BB−1)A−1 = AEA−1 = AA−1 = E,

(B−1A−1)(AB) = B(AA−1)B−1 = BEB−1 = BB−1 = E.

Çâiäñè ñëiäó¹, ùî
(AB)−1 = B−1A−1.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ

Íåõàé A � äîâiëüíà îáîðîòíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n. Òîäi ç îäíîãî áîêó
|AA−1| = |A| · |A−1|, à ç iíøîãî çà îçíà÷åííÿì îáåðíåíî¨ ìàòðèöi
|AA−1| = |E| = 1. Òàêèì ÷èíîì, |A| · |A−1| = 1, îòæå |A−1| = |A|−1.
Äîâåäåííÿ äðóãî¨ ðiâíîñòi

âèïëèâà¹ iç òèõ ìiðêóâàíü, ùî îñêiëüêè

AA−1 = A−1A = E,

òî ìàòðèöÿ A ¹ îáåðíåíîþ äëÿ ìàòðèöi A−1, òîáòî (A−1)−1 = A.
Íàðåøòi, íåõàé B � òàêîæ äîâiëüíî âèáðàíà îáîðîòíà ìàòðèöÿ ïî-
ðÿäêó n. Îá÷èñëèìî äîáóòêè:

(AB)(B−1A−1) = A(BB−1)A−1 = AEA−1 = AA−1 = E,

(B−1A−1)(AB) = B(AA−1)B−1 = BEB−1 = BB−1 = E.

Çâiäñè ñëiäó¹, ùî
(AB)−1 = B−1A−1.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ

Íåõàé A � äîâiëüíà îáîðîòíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n. Òîäi ç îäíîãî áîêó
|AA−1| = |A| · |A−1|, à ç iíøîãî çà îçíà÷åííÿì îáåðíåíî¨ ìàòðèöi
|AA−1| = |E| = 1. Òàêèì ÷èíîì, |A| · |A−1| = 1, îòæå |A−1| = |A|−1.
Äîâåäåííÿ äðóãî¨ ðiâíîñòi âèïëèâà¹ iç òèõ ìiðêóâàíü, ùî îñêiëüêè

AA−1 = A−1A = E,

òî ìàòðèöÿ A ¹ îáåðíåíîþ äëÿ ìàòðèöi A−1, òîáòî (A−1)−1 = A.
Íàðåøòi, íåõàé B � òàêîæ äîâiëüíî âèáðàíà îáîðîòíà ìàòðèöÿ ïî-
ðÿäêó n. Îá÷èñëèìî äîáóòêè:

(AB)(B−1A−1) = A(BB−1)A−1 = AEA−1 = AA−1 = E,

(B−1A−1)(AB) = B(AA−1)B−1 = BEB−1 = BB−1 = E.

Çâiäñè ñëiäó¹, ùî
(AB)−1 = B−1A−1.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ

Íåõàé A � äîâiëüíà îáîðîòíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n. Òîäi ç îäíîãî áîêó
|AA−1| = |A| · |A−1|, à ç iíøîãî çà îçíà÷åííÿì îáåðíåíî¨ ìàòðèöi
|AA−1| = |E| = 1. Òàêèì ÷èíîì, |A| · |A−1| = 1, îòæå |A−1| = |A|−1.
Äîâåäåííÿ äðóãî¨ ðiâíîñòi âèïëèâà¹ iç òèõ ìiðêóâàíü, ùî îñêiëüêè

AA−1 =

A−1A = E,

òî ìàòðèöÿ A ¹ îáåðíåíîþ äëÿ ìàòðèöi A−1, òîáòî (A−1)−1 = A.
Íàðåøòi, íåõàé B � òàêîæ äîâiëüíî âèáðàíà îáîðîòíà ìàòðèöÿ ïî-
ðÿäêó n. Îá÷èñëèìî äîáóòêè:

(AB)(B−1A−1) = A(BB−1)A−1 = AEA−1 = AA−1 = E,

(B−1A−1)(AB) = B(AA−1)B−1 = BEB−1 = BB−1 = E.

Çâiäñè ñëiäó¹, ùî
(AB)−1 = B−1A−1.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ

Íåõàé A � äîâiëüíà îáîðîòíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n. Òîäi ç îäíîãî áîêó
|AA−1| = |A| · |A−1|, à ç iíøîãî çà îçíà÷åííÿì îáåðíåíî¨ ìàòðèöi
|AA−1| = |E| = 1. Òàêèì ÷èíîì, |A| · |A−1| = 1, îòæå |A−1| = |A|−1.
Äîâåäåííÿ äðóãî¨ ðiâíîñòi âèïëèâà¹ iç òèõ ìiðêóâàíü, ùî îñêiëüêè

AA−1 = A−1A

= E,

òî ìàòðèöÿ A ¹ îáåðíåíîþ äëÿ ìàòðèöi A−1, òîáòî (A−1)−1 = A.
Íàðåøòi, íåõàé B � òàêîæ äîâiëüíî âèáðàíà îáîðîòíà ìàòðèöÿ ïî-
ðÿäêó n. Îá÷èñëèìî äîáóòêè:

(AB)(B−1A−1) = A(BB−1)A−1 = AEA−1 = AA−1 = E,

(B−1A−1)(AB) = B(AA−1)B−1 = BEB−1 = BB−1 = E.

Çâiäñè ñëiäó¹, ùî
(AB)−1 = B−1A−1.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ

Íåõàé A � äîâiëüíà îáîðîòíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n. Òîäi ç îäíîãî áîêó
|AA−1| = |A| · |A−1|, à ç iíøîãî çà îçíà÷åííÿì îáåðíåíî¨ ìàòðèöi
|AA−1| = |E| = 1. Òàêèì ÷èíîì, |A| · |A−1| = 1, îòæå |A−1| = |A|−1.
Äîâåäåííÿ äðóãî¨ ðiâíîñòi âèïëèâà¹ iç òèõ ìiðêóâàíü, ùî îñêiëüêè

AA−1 = A−1A = E,

òî ìàòðèöÿ A ¹ îáåðíåíîþ äëÿ ìàòðèöi A−1, òîáòî (A−1)−1 = A.
Íàðåøòi, íåõàé B � òàêîæ äîâiëüíî âèáðàíà îáîðîòíà ìàòðèöÿ ïî-
ðÿäêó n. Îá÷èñëèìî äîáóòêè:

(AB)(B−1A−1) = A(BB−1)A−1 = AEA−1 = AA−1 = E,

(B−1A−1)(AB) = B(AA−1)B−1 = BEB−1 = BB−1 = E.

Çâiäñè ñëiäó¹, ùî
(AB)−1 = B−1A−1.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ

Íåõàé A � äîâiëüíà îáîðîòíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n. Òîäi ç îäíîãî áîêó
|AA−1| = |A| · |A−1|, à ç iíøîãî çà îçíà÷åííÿì îáåðíåíî¨ ìàòðèöi
|AA−1| = |E| = 1. Òàêèì ÷èíîì, |A| · |A−1| = 1, îòæå |A−1| = |A|−1.
Äîâåäåííÿ äðóãî¨ ðiâíîñòi âèïëèâà¹ iç òèõ ìiðêóâàíü, ùî îñêiëüêè

AA−1 = A−1A = E,

òî ìàòðèöÿ A ¹ îáåðíåíîþ

äëÿ ìàòðèöi A−1, òîáòî (A−1)−1 = A.
Íàðåøòi, íåõàé B � òàêîæ äîâiëüíî âèáðàíà îáîðîòíà ìàòðèöÿ ïî-
ðÿäêó n. Îá÷èñëèìî äîáóòêè:

(AB)(B−1A−1) = A(BB−1)A−1 = AEA−1 = AA−1 = E,

(B−1A−1)(AB) = B(AA−1)B−1 = BEB−1 = BB−1 = E.

Çâiäñè ñëiäó¹, ùî
(AB)−1 = B−1A−1.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ

Íåõàé A � äîâiëüíà îáîðîòíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n. Òîäi ç îäíîãî áîêó
|AA−1| = |A| · |A−1|, à ç iíøîãî çà îçíà÷åííÿì îáåðíåíî¨ ìàòðèöi
|AA−1| = |E| = 1. Òàêèì ÷èíîì, |A| · |A−1| = 1, îòæå |A−1| = |A|−1.
Äîâåäåííÿ äðóãî¨ ðiâíîñòi âèïëèâà¹ iç òèõ ìiðêóâàíü, ùî îñêiëüêè

AA−1 = A−1A = E,

òî ìàòðèöÿ A ¹ îáåðíåíîþ äëÿ ìàòðèöi A−1,

òîáòî (A−1)−1 = A.
Íàðåøòi, íåõàé B � òàêîæ äîâiëüíî âèáðàíà îáîðîòíà ìàòðèöÿ ïî-
ðÿäêó n. Îá÷èñëèìî äîáóòêè:

(AB)(B−1A−1) = A(BB−1)A−1 = AEA−1 = AA−1 = E,

(B−1A−1)(AB) = B(AA−1)B−1 = BEB−1 = BB−1 = E.

Çâiäñè ñëiäó¹, ùî
(AB)−1 = B−1A−1.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ

Íåõàé A � äîâiëüíà îáîðîòíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n. Òîäi ç îäíîãî áîêó
|AA−1| = |A| · |A−1|, à ç iíøîãî çà îçíà÷åííÿì îáåðíåíî¨ ìàòðèöi
|AA−1| = |E| = 1. Òàêèì ÷èíîì, |A| · |A−1| = 1, îòæå |A−1| = |A|−1.
Äîâåäåííÿ äðóãî¨ ðiâíîñòi âèïëèâà¹ iç òèõ ìiðêóâàíü, ùî îñêiëüêè

AA−1 = A−1A = E,

òî ìàòðèöÿ A ¹ îáåðíåíîþ äëÿ ìàòðèöi A−1, òîáòî (A−1)−1 = A.

Íàðåøòi, íåõàé B � òàêîæ äîâiëüíî âèáðàíà îáîðîòíà ìàòðèöÿ ïî-
ðÿäêó n. Îá÷èñëèìî äîáóòêè:

(AB)(B−1A−1) = A(BB−1)A−1 = AEA−1 = AA−1 = E,

(B−1A−1)(AB) = B(AA−1)B−1 = BEB−1 = BB−1 = E.

Çâiäñè ñëiäó¹, ùî
(AB)−1 = B−1A−1.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ

Íåõàé A � äîâiëüíà îáîðîòíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n. Òîäi ç îäíîãî áîêó
|AA−1| = |A| · |A−1|, à ç iíøîãî çà îçíà÷åííÿì îáåðíåíî¨ ìàòðèöi
|AA−1| = |E| = 1. Òàêèì ÷èíîì, |A| · |A−1| = 1, îòæå |A−1| = |A|−1.
Äîâåäåííÿ äðóãî¨ ðiâíîñòi âèïëèâà¹ iç òèõ ìiðêóâàíü, ùî îñêiëüêè

AA−1 = A−1A = E,

òî ìàòðèöÿ A ¹ îáåðíåíîþ äëÿ ìàòðèöi A−1, òîáòî (A−1)−1 = A.
Íàðåøòi, íåõàé B

� òàêîæ äîâiëüíî âèáðàíà îáîðîòíà ìàòðèöÿ ïî-
ðÿäêó n. Îá÷èñëèìî äîáóòêè:

(AB)(B−1A−1) = A(BB−1)A−1 = AEA−1 = AA−1 = E,

(B−1A−1)(AB) = B(AA−1)B−1 = BEB−1 = BB−1 = E.

Çâiäñè ñëiäó¹, ùî
(AB)−1 = B−1A−1.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ

Íåõàé A � äîâiëüíà îáîðîòíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n. Òîäi ç îäíîãî áîêó
|AA−1| = |A| · |A−1|, à ç iíøîãî çà îçíà÷åííÿì îáåðíåíî¨ ìàòðèöi
|AA−1| = |E| = 1. Òàêèì ÷èíîì, |A| · |A−1| = 1, îòæå |A−1| = |A|−1.
Äîâåäåííÿ äðóãî¨ ðiâíîñòi âèïëèâà¹ iç òèõ ìiðêóâàíü, ùî îñêiëüêè

AA−1 = A−1A = E,

òî ìàòðèöÿ A ¹ îáåðíåíîþ äëÿ ìàòðèöi A−1, òîáòî (A−1)−1 = A.
Íàðåøòi, íåõàé B � òàêîæ äîâiëüíî âèáðàíà îáîðîòíà ìàòðèöÿ ïî-
ðÿäêó n.

Îá÷èñëèìî äîáóòêè:

(AB)(B−1A−1) = A(BB−1)A−1 = AEA−1 = AA−1 = E,

(B−1A−1)(AB) = B(AA−1)B−1 = BEB−1 = BB−1 = E.

Çâiäñè ñëiäó¹, ùî
(AB)−1 = B−1A−1.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ

Íåõàé A � äîâiëüíà îáîðîòíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n. Òîäi ç îäíîãî áîêó
|AA−1| = |A| · |A−1|, à ç iíøîãî çà îçíà÷åííÿì îáåðíåíî¨ ìàòðèöi
|AA−1| = |E| = 1. Òàêèì ÷èíîì, |A| · |A−1| = 1, îòæå |A−1| = |A|−1.
Äîâåäåííÿ äðóãî¨ ðiâíîñòi âèïëèâà¹ iç òèõ ìiðêóâàíü, ùî îñêiëüêè

AA−1 = A−1A = E,

òî ìàòðèöÿ A ¹ îáåðíåíîþ äëÿ ìàòðèöi A−1, òîáòî (A−1)−1 = A.
Íàðåøòi, íåõàé B � òàêîæ äîâiëüíî âèáðàíà îáîðîòíà ìàòðèöÿ ïî-
ðÿäêó n. Îá÷èñëèìî äîáóòêè:

(AB)(B−1A−1) = A(BB−1)A−1 = AEA−1 = AA−1 = E,

(B−1A−1)(AB) = B(AA−1)B−1 = BEB−1 = BB−1 = E.

Çâiäñè ñëiäó¹, ùî
(AB)−1 = B−1A−1.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ

Íåõàé A � äîâiëüíà îáîðîòíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n. Òîäi ç îäíîãî áîêó
|AA−1| = |A| · |A−1|, à ç iíøîãî çà îçíà÷åííÿì îáåðíåíî¨ ìàòðèöi
|AA−1| = |E| = 1. Òàêèì ÷èíîì, |A| · |A−1| = 1, îòæå |A−1| = |A|−1.
Äîâåäåííÿ äðóãî¨ ðiâíîñòi âèïëèâà¹ iç òèõ ìiðêóâàíü, ùî îñêiëüêè

AA−1 = A−1A = E,

òî ìàòðèöÿ A ¹ îáåðíåíîþ äëÿ ìàòðèöi A−1, òîáòî (A−1)−1 = A.
Íàðåøòi, íåõàé B � òàêîæ äîâiëüíî âèáðàíà îáîðîòíà ìàòðèöÿ ïî-
ðÿäêó n. Îá÷èñëèìî äîáóòêè:

(AB)(B−1A−1) =

A(BB−1)A−1 = AEA−1 = AA−1 = E,

(B−1A−1)(AB) = B(AA−1)B−1 = BEB−1 = BB−1 = E.

Çâiäñè ñëiäó¹, ùî
(AB)−1 = B−1A−1.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ

Íåõàé A � äîâiëüíà îáîðîòíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n. Òîäi ç îäíîãî áîêó
|AA−1| = |A| · |A−1|, à ç iíøîãî çà îçíà÷åííÿì îáåðíåíî¨ ìàòðèöi
|AA−1| = |E| = 1. Òàêèì ÷èíîì, |A| · |A−1| = 1, îòæå |A−1| = |A|−1.
Äîâåäåííÿ äðóãî¨ ðiâíîñòi âèïëèâà¹ iç òèõ ìiðêóâàíü, ùî îñêiëüêè

AA−1 = A−1A = E,

òî ìàòðèöÿ A ¹ îáåðíåíîþ äëÿ ìàòðèöi A−1, òîáòî (A−1)−1 = A.
Íàðåøòi, íåõàé B � òàêîæ äîâiëüíî âèáðàíà îáîðîòíà ìàòðèöÿ ïî-
ðÿäêó n. Îá÷èñëèìî äîáóòêè:

(AB)(B−1A−1) = A(BB−1)A−1

= AEA−1 = AA−1 = E,

(B−1A−1)(AB) = B(AA−1)B−1 = BEB−1 = BB−1 = E.

Çâiäñè ñëiäó¹, ùî
(AB)−1 = B−1A−1.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ

Íåõàé A � äîâiëüíà îáîðîòíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n. Òîäi ç îäíîãî áîêó
|AA−1| = |A| · |A−1|, à ç iíøîãî çà îçíà÷åííÿì îáåðíåíî¨ ìàòðèöi
|AA−1| = |E| = 1. Òàêèì ÷èíîì, |A| · |A−1| = 1, îòæå |A−1| = |A|−1.
Äîâåäåííÿ äðóãî¨ ðiâíîñòi âèïëèâà¹ iç òèõ ìiðêóâàíü, ùî îñêiëüêè

AA−1 = A−1A = E,

òî ìàòðèöÿ A ¹ îáåðíåíîþ äëÿ ìàòðèöi A−1, òîáòî (A−1)−1 = A.
Íàðåøòi, íåõàé B � òàêîæ äîâiëüíî âèáðàíà îáîðîòíà ìàòðèöÿ ïî-
ðÿäêó n. Îá÷èñëèìî äîáóòêè:

(AB)(B−1A−1) = A(BB−1)A−1 = AEA−1

= AA−1 = E,

(B−1A−1)(AB) = B(AA−1)B−1 = BEB−1 = BB−1 = E.

Çâiäñè ñëiäó¹, ùî
(AB)−1 = B−1A−1.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ

Íåõàé A � äîâiëüíà îáîðîòíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n. Òîäi ç îäíîãî áîêó
|AA−1| = |A| · |A−1|, à ç iíøîãî çà îçíà÷åííÿì îáåðíåíî¨ ìàòðèöi
|AA−1| = |E| = 1. Òàêèì ÷èíîì, |A| · |A−1| = 1, îòæå |A−1| = |A|−1.
Äîâåäåííÿ äðóãî¨ ðiâíîñòi âèïëèâà¹ iç òèõ ìiðêóâàíü, ùî îñêiëüêè

AA−1 = A−1A = E,

òî ìàòðèöÿ A ¹ îáåðíåíîþ äëÿ ìàòðèöi A−1, òîáòî (A−1)−1 = A.
Íàðåøòi, íåõàé B � òàêîæ äîâiëüíî âèáðàíà îáîðîòíà ìàòðèöÿ ïî-
ðÿäêó n. Îá÷èñëèìî äîáóòêè:

(AB)(B−1A−1) = A(BB−1)A−1 = AEA−1 = AA−1

= E,

(B−1A−1)(AB) = B(AA−1)B−1 = BEB−1 = BB−1 = E.

Çâiäñè ñëiäó¹, ùî
(AB)−1 = B−1A−1.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ

Íåõàé A � äîâiëüíà îáîðîòíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n. Òîäi ç îäíîãî áîêó
|AA−1| = |A| · |A−1|, à ç iíøîãî çà îçíà÷åííÿì îáåðíåíî¨ ìàòðèöi
|AA−1| = |E| = 1. Òàêèì ÷èíîì, |A| · |A−1| = 1, îòæå |A−1| = |A|−1.
Äîâåäåííÿ äðóãî¨ ðiâíîñòi âèïëèâà¹ iç òèõ ìiðêóâàíü, ùî îñêiëüêè

AA−1 = A−1A = E,

òî ìàòðèöÿ A ¹ îáåðíåíîþ äëÿ ìàòðèöi A−1, òîáòî (A−1)−1 = A.
Íàðåøòi, íåõàé B � òàêîæ äîâiëüíî âèáðàíà îáîðîòíà ìàòðèöÿ ïî-
ðÿäêó n. Îá÷èñëèìî äîáóòêè:

(AB)(B−1A−1) = A(BB−1)A−1 = AEA−1 = AA−1 = E,

(B−1A−1)(AB) = B(AA−1)B−1 = BEB−1 = BB−1 = E.

Çâiäñè ñëiäó¹, ùî
(AB)−1 = B−1A−1.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ

Íåõàé A � äîâiëüíà îáîðîòíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n. Òîäi ç îäíîãî áîêó
|AA−1| = |A| · |A−1|, à ç iíøîãî çà îçíà÷åííÿì îáåðíåíî¨ ìàòðèöi
|AA−1| = |E| = 1. Òàêèì ÷èíîì, |A| · |A−1| = 1, îòæå |A−1| = |A|−1.
Äîâåäåííÿ äðóãî¨ ðiâíîñòi âèïëèâà¹ iç òèõ ìiðêóâàíü, ùî îñêiëüêè

AA−1 = A−1A = E,

òî ìàòðèöÿ A ¹ îáåðíåíîþ äëÿ ìàòðèöi A−1, òîáòî (A−1)−1 = A.
Íàðåøòi, íåõàé B � òàêîæ äîâiëüíî âèáðàíà îáîðîòíà ìàòðèöÿ ïî-
ðÿäêó n. Îá÷èñëèìî äîáóòêè:

(AB)(B−1A−1) = A(BB−1)A−1 = AEA−1 = AA−1 = E,

(B−1A−1)(AB) = B(AA−1)B−1 = BEB−1 = BB−1 = E.

Çâiäñè ñëiäó¹, ùî
(AB)−1 = B−1A−1.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Äîâåäåííÿ

Íåõàé A � äîâiëüíà îáîðîòíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n. Òîäi ç îäíîãî áîêó
|AA−1| = |A| · |A−1|, à ç iíøîãî çà îçíà÷åííÿì îáåðíåíî¨ ìàòðèöi
|AA−1| = |E| = 1. Òàêèì ÷èíîì, |A| · |A−1| = 1, îòæå |A−1| = |A|−1.
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Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

1. Çíàéòè âñi ìàòðèöi, ÿêi êîìóòóþòü ç ìàòðèöåþ

A =

(
0 1
1 1

)
.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïîòðiáíî çíàéòè âñi òàêi ìàòðèöi X, ùî AX = XA.
Iç îçíà÷åííÿ äîáóòêó ìàòðèöü âèïëèâà¹, ùî X ìà¹ áóòè êâàäðàòíîþ
ìàòðèöåþ äðóãîãî ïîðÿäêó. Íåõàé

X =

(
x1 x2

x3 x4

)
,

äå x1, x2, x3, x4 � äåÿêi äiéñíi ÷èñëà. Òîäi óìîâà AX = XA íàáóâà¹
âèãëÿäó (

0 1
1 1
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·
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x1 x2

x3 x4

)
=
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x1 x2

x3 x4
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·
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0 1
1 1

)
.
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)
·
(

0 1
1 1

)
.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

1. Çíàéòè âñi ìàòðèöi, ÿêi êîìóòóþòü ç ìàòðèöåþ

A =

(
0 1
1 1

)
.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïîòðiáíî çíàéòè âñi òàêi ìàòðèöi X, ùî AX = XA.
Iç îçíà÷åííÿ äîáóòêó ìàòðèöü âèïëèâà¹, ùî X ìà¹ áóòè êâàäðàòíîþ
ìàòðèöåþ äðóãîãî ïîðÿäêó. Íåõàé

X =

(
x1 x2

x3 x4

)
,

äå x1, x2, x3, x4 � äåÿêi äiéñíi ÷èñëà. Òîäi óìîâà AX = XA íàáóâà¹
âèãëÿäó (

0 1
1 1

)
·
(

x1 x2

x3 x4

)
=

(
x1 x2

x3 x4

)
·
(

0 1
1 1

)
.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

Çâiäñè (
x3 x4

x1 + x3 x2 + x4

)
=

(
x2 x1 + x2

x4 x3 + x4

)
.

Iç îçíà÷åííÿ ðiâíîñòi ìàòðèöü ñëiäó¹, ùî
x3 = x2,
x4 = x1 + x2,

x1 + x3 = x4,
x2 + x4 = x3 + x4.

Òàêèì ÷èíîì åëåìåíòè x1, x2, x3, x4 ìàòðèöi X óòâîðþþòü ñèñòåìó
÷èñåë, ÿêà ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

− x2 + x3 = 0,
−x1 − x2 + x4 = 0,
x1 + x3 − x4 = 0,

x2 − x3 = 0.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

Çâiäñè (
x3 x4

x1 + x3 x2 + x4

)
=

(
x2 x1 + x2

x4 x3 + x4

)
.

Iç îçíà÷åííÿ ðiâíîñòi ìàòðèöü ñëiäó¹, ùî
x3 = x2,
x4 = x1 + x2,

x1 + x3 = x4,
x2 + x4 = x3 + x4.

Òàêèì ÷èíîì åëåìåíòè x1, x2, x3, x4 ìàòðèöi X óòâîðþþòü ñèñòåìó
÷èñåë, ÿêà ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

− x2 + x3 = 0,
−x1 − x2 + x4 = 0,
x1 + x3 − x4 = 0,

x2 − x3 = 0.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

Çâiäñè (
x3 x4

x1 + x3 x2 + x4

)
=

(
x2 x1 + x2

x4 x3 + x4

)
.

Iç îçíà÷åííÿ ðiâíîñòi ìàòðèöü ñëiäó¹, ùî
x3 = x2,
x4 = x1 + x2,

x1 + x3 = x4,
x2 + x4 = x3 + x4.

Òàêèì ÷èíîì åëåìåíòè x1, x2, x3, x4

ìàòðèöi X óòâîðþþòü ñèñòåìó
÷èñåë, ÿêà ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

− x2 + x3 = 0,
−x1 − x2 + x4 = 0,
x1 + x3 − x4 = 0,

x2 − x3 = 0.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

Çâiäñè (
x3 x4

x1 + x3 x2 + x4

)
=

(
x2 x1 + x2

x4 x3 + x4

)
.

Iç îçíà÷åííÿ ðiâíîñòi ìàòðèöü ñëiäó¹, ùî
x3 = x2,
x4 = x1 + x2,

x1 + x3 = x4,
x2 + x4 = x3 + x4.

Òàêèì ÷èíîì åëåìåíòè x1, x2, x3, x4 ìàòðèöi X óòâîðþþòü ñèñòåìó
÷èñåë,

ÿêà ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü
− x2 + x3 = 0,

−x1 − x2 + x4 = 0,
x1 + x3 − x4 = 0,

x2 − x3 = 0.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

Çâiäñè (
x3 x4

x1 + x3 x2 + x4

)
=

(
x2 x1 + x2

x4 x3 + x4

)
.

Iç îçíà÷åííÿ ðiâíîñòi ìàòðèöü ñëiäó¹, ùî
x3 = x2,
x4 = x1 + x2,

x1 + x3 = x4,
x2 + x4 = x3 + x4.

Òàêèì ÷èíîì åëåìåíòè x1, x2, x3, x4 ìàòðèöi X óòâîðþþòü ñèñòåìó
÷èñåë, ÿêà ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü


− x2 + x3 = 0,

−x1 − x2 + x4 = 0,
x1 + x3 − x4 = 0,

x2 − x3 = 0.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

Çâiäñè (
x3 x4

x1 + x3 x2 + x4

)
=

(
x2 x1 + x2

x4 x3 + x4

)
.

Iç îçíà÷åííÿ ðiâíîñòi ìàòðèöü ñëiäó¹, ùî
x3 = x2,
x4 = x1 + x2,

x1 + x3 = x4,
x2 + x4 = x3 + x4.

Òàêèì ÷èíîì åëåìåíòè x1, x2, x3, x4 ìàòðèöi X óòâîðþþòü ñèñòåìó
÷èñåë, ÿêà ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

− x2 + x3 = 0,
−x1 − x2 + x4 = 0,
x1 + x3 − x4 = 0,

x2 − x3 = 0.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

I íàâïàêè, êîæåí ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ ñèñòåìè âèçíà÷à¹ ìàòðèöþ äðóãîãî
ïîðÿäêó, ùî êîìóòó¹ ç ìàòðèöåþ A.

Ðîçâ'ÿçàâøè öþ ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ìåòîäîì �àóññà, îäåðæèìî,
ùî (b− a, a, a, b), äå a, b ∈ R), ¹ ¨ ¨ çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì.
Îòæå, êîæíà ìàòðèöÿ íàñòóïíîãî âèãëÿäó i òiëüêè òàêîãî âèãëÿäó

X =

(
b− a a
a b

)
äëÿ äîâiëüíèõ äiéñíèõ çíà÷åíü a i b, êîìóòó¹ ç ìàòðèöåþ A.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

I íàâïàêè, êîæåí ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ ñèñòåìè âèçíà÷à¹ ìàòðèöþ äðóãîãî
ïîðÿäêó, ùî êîìóòó¹ ç ìàòðèöåþ A.
Ðîçâ'ÿçàâøè öþ ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ìåòîäîì �àóññà,

îäåðæèìî,
ùî (b− a, a, a, b), äå a, b ∈ R), ¹ ¨ ¨ çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì.
Îòæå, êîæíà ìàòðèöÿ íàñòóïíîãî âèãëÿäó i òiëüêè òàêîãî âèãëÿäó

X =

(
b− a a
a b

)
äëÿ äîâiëüíèõ äiéñíèõ çíà÷åíü a i b, êîìóòó¹ ç ìàòðèöåþ A.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

I íàâïàêè, êîæåí ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ ñèñòåìè âèçíà÷à¹ ìàòðèöþ äðóãîãî
ïîðÿäêó, ùî êîìóòó¹ ç ìàòðèöåþ A.
Ðîçâ'ÿçàâøè öþ ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ìåòîäîì �àóññà, îäåðæèìî,
ùî (b− a, a, a, b),

äå a, b ∈ R), ¹ ¨ ¨ çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì.
Îòæå, êîæíà ìàòðèöÿ íàñòóïíîãî âèãëÿäó i òiëüêè òàêîãî âèãëÿäó

X =

(
b− a a
a b

)
äëÿ äîâiëüíèõ äiéñíèõ çíà÷åíü a i b, êîìóòó¹ ç ìàòðèöåþ A.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

I íàâïàêè, êîæåí ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ ñèñòåìè âèçíà÷à¹ ìàòðèöþ äðóãîãî
ïîðÿäêó, ùî êîìóòó¹ ç ìàòðèöåþ A.
Ðîçâ'ÿçàâøè öþ ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ìåòîäîì �àóññà, îäåðæèìî,
ùî (b− a, a, a, b), äå a, b ∈ R),

¹ ¨ ¨ çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì.
Îòæå, êîæíà ìàòðèöÿ íàñòóïíîãî âèãëÿäó i òiëüêè òàêîãî âèãëÿäó

X =

(
b− a a
a b

)
äëÿ äîâiëüíèõ äiéñíèõ çíà÷åíü a i b, êîìóòó¹ ç ìàòðèöåþ A.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

I íàâïàêè, êîæåí ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ ñèñòåìè âèçíà÷à¹ ìàòðèöþ äðóãîãî
ïîðÿäêó, ùî êîìóòó¹ ç ìàòðèöåþ A.
Ðîçâ'ÿçàâøè öþ ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ìåòîäîì �àóññà, îäåðæèìî,
ùî (b− a, a, a, b), äå a, b ∈ R), ¹ ¨ ¨ çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì.

Îòæå, êîæíà ìàòðèöÿ íàñòóïíîãî âèãëÿäó i òiëüêè òàêîãî âèãëÿäó

X =

(
b− a a
a b

)
äëÿ äîâiëüíèõ äiéñíèõ çíà÷åíü a i b, êîìóòó¹ ç ìàòðèöåþ A.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

I íàâïàêè, êîæåí ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ ñèñòåìè âèçíà÷à¹ ìàòðèöþ äðóãîãî
ïîðÿäêó, ùî êîìóòó¹ ç ìàòðèöåþ A.
Ðîçâ'ÿçàâøè öþ ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ìåòîäîì �àóññà, îäåðæèìî,
ùî (b− a, a, a, b), äå a, b ∈ R), ¹ ¨ ¨ çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì.
Îòæå, êîæíà ìàòðèöÿ íàñòóïíîãî âèãëÿäó

i òiëüêè òàêîãî âèãëÿäó

X =

(
b− a a
a b

)
äëÿ äîâiëüíèõ äiéñíèõ çíà÷åíü a i b, êîìóòó¹ ç ìàòðèöåþ A.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

I íàâïàêè, êîæåí ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ ñèñòåìè âèçíà÷à¹ ìàòðèöþ äðóãîãî
ïîðÿäêó, ùî êîìóòó¹ ç ìàòðèöåþ A.
Ðîçâ'ÿçàâøè öþ ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ìåòîäîì �àóññà, îäåðæèìî,
ùî (b− a, a, a, b), äå a, b ∈ R), ¹ ¨ ¨ çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì.
Îòæå, êîæíà ìàòðèöÿ íàñòóïíîãî âèãëÿäó i òiëüêè òàêîãî âèãëÿäó

X =

(
b− a a
a b

)

äëÿ äîâiëüíèõ äiéñíèõ çíà÷åíü a i b, êîìóòó¹ ç ìàòðèöåþ A.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

I íàâïàêè, êîæåí ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ ñèñòåìè âèçíà÷à¹ ìàòðèöþ äðóãîãî
ïîðÿäêó, ùî êîìóòó¹ ç ìàòðèöåþ A.
Ðîçâ'ÿçàâøè öþ ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ìåòîäîì �àóññà, îäåðæèìî,
ùî (b− a, a, a, b), äå a, b ∈ R), ¹ ¨ ¨ çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì.
Îòæå, êîæíà ìàòðèöÿ íàñòóïíîãî âèãëÿäó i òiëüêè òàêîãî âèãëÿäó

X =

(
b− a a
a b

)
äëÿ äîâiëüíèõ äiéñíèõ çíà÷åíü a i b,

êîìóòó¹ ç ìàòðèöåþ A.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

I íàâïàêè, êîæåí ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ ñèñòåìè âèçíà÷à¹ ìàòðèöþ äðóãîãî
ïîðÿäêó, ùî êîìóòó¹ ç ìàòðèöåþ A.
Ðîçâ'ÿçàâøè öþ ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ìåòîäîì �àóññà, îäåðæèìî,
ùî (b− a, a, a, b), äå a, b ∈ R), ¹ ¨ ¨ çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì.
Îòæå, êîæíà ìàòðèöÿ íàñòóïíîãî âèãëÿäó i òiëüêè òàêîãî âèãëÿäó

X =

(
b− a a
a b

)
äëÿ äîâiëüíèõ äiéñíèõ çíà÷åíü a i b, êîìóòó¹ ç ìàòðèöåþ A.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

2. Çíàéòè îáåðíåíó ìàòðèöþ äëÿ ìàòðèöi

A =

 2 2 3
1 −1 0

−1 2 1

 .

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Îá÷èñëèìî ñïî÷àòêó äåòåðìiíàíò ìàòðèöi A

|A| =

∣∣∣∣∣∣
2 2 3
1 −1 0

−1 2 1

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣

5 −4 0
1 −1 0

−1 2 1

∣∣∣∣∣∣ = −1.

Òàêèì ÷èíîì ìàòðèöÿ A ¹ íåâèðîäæåíîþ i çà îçíàêîþ îáîðîòíî¨ ìà-
òðèöi iñíó¹ îáåðíåíà ìàòðèöÿ A−1. Çíàéäåìî ¨¨.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

2. Çíàéòè îáåðíåíó ìàòðèöþ äëÿ ìàòðèöi

A =

 2 2 3
1 −1 0

−1 2 1

 .

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Îá÷èñëèìî ñïî÷àòêó äåòåðìiíàíò ìàòðèöi A

|A| =
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2 2 3
1 −1 0

−1 2 1

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣

5 −4 0
1 −1 0

−1 2 1

∣∣∣∣∣∣ = −1.

Òàêèì ÷èíîì ìàòðèöÿ A ¹ íåâèðîäæåíîþ i çà îçíàêîþ îáîðîòíî¨ ìà-
òðèöi iñíó¹ îáåðíåíà ìàòðèöÿ A−1. Çíàéäåìî ¨¨.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ



Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

2. Çíàéòè îáåðíåíó ìàòðèöþ äëÿ ìàòðèöi

A =

 2 2 3
1 −1 0

−1 2 1

 .

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Îá÷èñëèìî ñïî÷àòêó äåòåðìiíàíò ìàòðèöi A

|A| =

∣∣∣∣∣∣
2 2 3
1 −1 0

−1 2 1

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
5 −4 0
1 −1 0

−1 2 1

∣∣∣∣∣∣ = −1.

Òàêèì ÷èíîì ìàòðèöÿ A ¹ íåâèðîäæåíîþ i çà îçíàêîþ îáîðîòíî¨ ìà-
òðèöi iñíó¹ îáåðíåíà ìàòðèöÿ A−1. Çíàéäåìî ¨¨.
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Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ
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Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

Òîäi

A−1 = |A|−1

 A11 A21 A31

A12 A22 A32

A13 A23 A33

 =

 1 −4 −3
1 −5 −3

−1 6 4

 .

Äëÿ òîãî, ùîá ïåðåêîíàòèñÿ, ùî çíàéäåíà ìàòðèöÿ ¹ øóêàíîþ îáåð-
íåíîþ ìàòðèöåþ, îá÷èñëèìî äîáóòîê 2 2 3

1 −1 0
−1 2 1

 ·

 1 −4 −3
1 −5 −3

−1 6 4

 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 .
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