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� äåÿêà s×n-ìàòðèöÿ ç åëåìåíòàìè iç ìíîæèíè R äiéñíèõ ÷èñåë, äå
s i n � äåÿêi íàòóðàëüíi ÷èñëà.
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Îçíà÷åííÿ 1

Ðàíãîì ìàòðèöi A íàçèâà¹òüñÿ ðàíã ñèñòåìè âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ öi¹¨ ìà-
òðèöi, òîáòî ðàíã ñèñòåìè âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn.

Ðàíã ìàòðèöi A áóäåìî ïîçíà÷àòè ñèìâîëîì rankA.
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Çàóâàæåííÿ 1

Íåõàé M � äåÿêèé ìiíîð ìàòðèöi A,

à M ′ � ìiíîð äåòåðìiíàíòà M .
Òîäi M ′ ¹ ìiíîðîì ìàòðèöi A.

Ïðèêëàä.

A =


a11 a12 a13 a14 a15
a21 a22 a23 a24 a25
a31 a32 a33 a34 a35
a41 a42 a43 a44 a45
a51 a52 a53 a54 a55


M =

∣∣∣∣∣∣
a21 a23 a25
a41 a43 a45
a51 a53 a55

∣∣∣∣∣∣ , M ′ =

∣∣∣∣ a23 a25
a53 a55

∣∣∣∣ .

Òåîðåìà 1

ßêùî âñi ìiíîðè k-ãî ïîðÿäêó ìàòðèöi A äîðiâíþþòü íóëþ, òîäi ðiâíi

íóëþ i âñi ìiíîðè ìàòðèöi A, ïîðÿäêè ÿêèõ áiëüøi çà k.
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a11 . . . a1 k a1 k+1 . . . a1n
... M

...
...

. . .
...

ak1 . . . ak k ak k+1 . . . akn
ak+1 1 . . . ak+1 k ak+1 k+1 . . . ak+1n

...
. . .

...
...

. . .
...

as1 . . . ask as k+1 . . . asn


.
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Íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi ìiðêóâàíü, ìîæíà ââàæàòè, ùî
ìiíîð M çíàõîäèòüñÿ ó ëiâîìó âåðõíüîìó êóòêó ìàòðèöi
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...
...

. . .
...

ak1 . . . ak k ak k+1 . . . akn
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...
. . .

...
...

. . .
...
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óòâîðþþòü ëiíiéíî íåçàëåæíó ñèñòåìó
âåêòîðiâ. Îñêiëüêè ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó ëiíiéíî çàëåæíîþ áóëà á
ñèñòåìà âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ ìiíîðó M . Äiéñíî, ÿêùî
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...
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...
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, . . . , vk =
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...
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,
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 a12
...
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 ,
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Äîâåäåííÿ.

òî ç ðiâíîñòi
γ1v1 + γ2v2 + · · ·+ γkvk = 0̄ ∈ Rs,

äëÿ äåÿêèõ äiéñíèõ ÷èñåë γ1, γ2, . . . , γk, õî÷à á îäíå ç ÿêèõ íå äîðiâíþ¹
íóëþ, ñëiäó¹ ðiâíiñòü

γ1v
′
1 + γ2v

′
2 + · · ·+ γkv

′
k = 0̄ ∈ Rk.

Öå â ñâîþ ÷åðãó îçíà÷àëî á, ùî îäèí iç ñòîâïöiâ ìiíîðó M ¹ ëiíiéíîþ
êîìáiíàöi¹þ iíøèõ, à òîìó ìiíîð M äîðiâíþâàâ áè íóëþ (öå ñóïåðå-
÷èòü òîìó, ùî M ̸= 0).
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êîìáiíàöi¹þ iíøèõ, à òîìó ìiíîð M äîðiâíþâàâ áè íóëþ (öå ñóïåðå-
÷èòü òîìó, ùî M ̸= 0).

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Äîâåäåííÿ.

òî ç ðiâíîñòi
γ1v1 + γ2v2 + · · ·+ γkvk = 0̄ ∈ Rs,

äëÿ äåÿêèõ äiéñíèõ ÷èñåë γ1, γ2, . . . , γk, õî÷à á îäíå ç ÿêèõ íå äîðiâíþ¹
íóëþ, ñëiäó¹ ðiâíiñòü

γ1v
′
1 + γ2v

′
2 + · · ·+ γkv

′
k = 0̄ ∈ Rk.

Öå â ñâîþ ÷åðãó îçíà÷àëî á, ùî îäèí iç ñòîâïöiâ ìiíîðó M ¹ ëiíiéíîþ
êîìáiíàöi¹þ iíøèõ,

à òîìó ìiíîð M äîðiâíþâàâ áè íóëþ (öå ñóïåðå-
÷èòü òîìó, ùî M ̸= 0).

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Äîâåäåííÿ.

òî ç ðiâíîñòi
γ1v1 + γ2v2 + · · ·+ γkvk = 0̄ ∈ Rs,

äëÿ äåÿêèõ äiéñíèõ ÷èñåë γ1, γ2, . . . , γk, õî÷à á îäíå ç ÿêèõ íå äîðiâíþ¹
íóëþ, ñëiäó¹ ðiâíiñòü

γ1v
′
1 + γ2v

′
2 + · · ·+ γkv

′
k = 0̄ ∈ Rk.

Öå â ñâîþ ÷åðãó îçíà÷àëî á, ùî îäèí iç ñòîâïöiâ ìiíîðó M ¹ ëiíiéíîþ
êîìáiíàöi¹þ iíøèõ, à òîìó ìiíîð M äîðiâíþâàâ áè íóëþ (öå ñóïåðå-
÷èòü òîìó, ùî M ̸= 0).

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Äîâåäåííÿ.

Ïîêàæåìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî l ∈ {k + 1, . . . , n}

l-é ñòîâïåöü ìàòðèöi
A ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ïåðøèõ k ñòîâïöiâ ìàòðèöi A. Íåõàé i �
äîâiëüíå ÷èñëî ç ìíîæèíè {1, 2 . . . , s}. Ðîçãëÿíåìî äåòåðìiíàíò

∆i =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1k a1l
...

. . .
...

...
ak1 . . . akk akl
ai1 . . . aik ail

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .

Çâåðòà¹ìî óâàãó, ùî äåòåðìiíàíò ∆i îäåðæàíèé iç ìiíîðó M øëÿõîì
ïðè¹äíàííÿ îñòàííüîãî (k + 1)-ãî ñòîâïöÿ âiäïîâiäíèìè åëåìåíòàìè
l-ãî ñòîâïöÿ ìàòðèöi A òà îñòàííüîãî (k + 1)-ãî ðÿäêà âiäïîâiäíèìè
åëåìåíòàìè i-ãî ðÿäêà öi¹¨ ìàòðèöi. Òîìó, ÿêùî i ≥ k+1, òî äåòåðìi-
íàíò ∆i ¹ ìiíîðîì k + 1 ïîðÿäêó ìàòðèöi A. Çà óìîâîþ òåîðåìè âñi
ìiíîðè k + 1 ïîðÿäêó ìàòðèöi A äîðiâíþþòü íóëþ, à îòæå, ∆i = 0.
ßêùî æ i ≤ k, òî äåòåðìiíàíò ∆i ìà¹ äâà îäíàêîâi ðÿäêè, à ñàìå i-é
òà (k+1)-é. Öå â ñâîþ ÷åðãó òàêîæ îçíà÷à¹, ùî ∆i = 0. Òàêèì ÷èíîì
äåòåðìiíàíò ∆i äîðiâíþ¹ íóëþ äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, . . . , s}.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Äîâåäåííÿ.

Ïîêàæåìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî l ∈ {k + 1, . . . , n} l-é ñòîâïåöü ìàòðèöi
A

¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ïåðøèõ k ñòîâïöiâ ìàòðèöi A. Íåõàé i �
äîâiëüíå ÷èñëî ç ìíîæèíè {1, 2 . . . , s}. Ðîçãëÿíåìî äåòåðìiíàíò

∆i =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1k a1l
...

. . .
...

...
ak1 . . . akk akl
ai1 . . . aik ail

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .

Çâåðòà¹ìî óâàãó, ùî äåòåðìiíàíò ∆i îäåðæàíèé iç ìiíîðó M øëÿõîì
ïðè¹äíàííÿ îñòàííüîãî (k + 1)-ãî ñòîâïöÿ âiäïîâiäíèìè åëåìåíòàìè
l-ãî ñòîâïöÿ ìàòðèöi A òà îñòàííüîãî (k + 1)-ãî ðÿäêà âiäïîâiäíèìè
åëåìåíòàìè i-ãî ðÿäêà öi¹¨ ìàòðèöi. Òîìó, ÿêùî i ≥ k+1, òî äåòåðìi-
íàíò ∆i ¹ ìiíîðîì k + 1 ïîðÿäêó ìàòðèöi A. Çà óìîâîþ òåîðåìè âñi
ìiíîðè k + 1 ïîðÿäêó ìàòðèöi A äîðiâíþþòü íóëþ, à îòæå, ∆i = 0.
ßêùî æ i ≤ k, òî äåòåðìiíàíò ∆i ìà¹ äâà îäíàêîâi ðÿäêè, à ñàìå i-é
òà (k+1)-é. Öå â ñâîþ ÷åðãó òàêîæ îçíà÷à¹, ùî ∆i = 0. Òàêèì ÷èíîì
äåòåðìiíàíò ∆i äîðiâíþ¹ íóëþ äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, . . . , s}.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Äîâåäåííÿ.

Ïîêàæåìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî l ∈ {k + 1, . . . , n} l-é ñòîâïåöü ìàòðèöi
A ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ïåðøèõ k ñòîâïöiâ ìàòðèöi A.

Íåõàé i �
äîâiëüíå ÷èñëî ç ìíîæèíè {1, 2 . . . , s}. Ðîçãëÿíåìî äåòåðìiíàíò

∆i =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1k a1l
...

. . .
...

...
ak1 . . . akk akl
ai1 . . . aik ail

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .

Çâåðòà¹ìî óâàãó, ùî äåòåðìiíàíò ∆i îäåðæàíèé iç ìiíîðó M øëÿõîì
ïðè¹äíàííÿ îñòàííüîãî (k + 1)-ãî ñòîâïöÿ âiäïîâiäíèìè åëåìåíòàìè
l-ãî ñòîâïöÿ ìàòðèöi A òà îñòàííüîãî (k + 1)-ãî ðÿäêà âiäïîâiäíèìè
åëåìåíòàìè i-ãî ðÿäêà öi¹¨ ìàòðèöi. Òîìó, ÿêùî i ≥ k+1, òî äåòåðìi-
íàíò ∆i ¹ ìiíîðîì k + 1 ïîðÿäêó ìàòðèöi A. Çà óìîâîþ òåîðåìè âñi
ìiíîðè k + 1 ïîðÿäêó ìàòðèöi A äîðiâíþþòü íóëþ, à îòæå, ∆i = 0.
ßêùî æ i ≤ k, òî äåòåðìiíàíò ∆i ìà¹ äâà îäíàêîâi ðÿäêè, à ñàìå i-é
òà (k+1)-é. Öå â ñâîþ ÷åðãó òàêîæ îçíà÷à¹, ùî ∆i = 0. Òàêèì ÷èíîì
äåòåðìiíàíò ∆i äîðiâíþ¹ íóëþ äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, . . . , s}.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Äîâåäåííÿ.

Ïîêàæåìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî l ∈ {k + 1, . . . , n} l-é ñòîâïåöü ìàòðèöi
A ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ïåðøèõ k ñòîâïöiâ ìàòðèöi A. Íåõàé i �
äîâiëüíå ÷èñëî ç ìíîæèíè {1, 2 . . . , s}.

Ðîçãëÿíåìî äåòåðìiíàíò

∆i =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1k a1l
...

. . .
...

...
ak1 . . . akk akl
ai1 . . . aik ail

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .

Çâåðòà¹ìî óâàãó, ùî äåòåðìiíàíò ∆i îäåðæàíèé iç ìiíîðó M øëÿõîì
ïðè¹äíàííÿ îñòàííüîãî (k + 1)-ãî ñòîâïöÿ âiäïîâiäíèìè åëåìåíòàìè
l-ãî ñòîâïöÿ ìàòðèöi A òà îñòàííüîãî (k + 1)-ãî ðÿäêà âiäïîâiäíèìè
åëåìåíòàìè i-ãî ðÿäêà öi¹¨ ìàòðèöi. Òîìó, ÿêùî i ≥ k+1, òî äåòåðìi-
íàíò ∆i ¹ ìiíîðîì k + 1 ïîðÿäêó ìàòðèöi A. Çà óìîâîþ òåîðåìè âñi
ìiíîðè k + 1 ïîðÿäêó ìàòðèöi A äîðiâíþþòü íóëþ, à îòæå, ∆i = 0.
ßêùî æ i ≤ k, òî äåòåðìiíàíò ∆i ìà¹ äâà îäíàêîâi ðÿäêè, à ñàìå i-é
òà (k+1)-é. Öå â ñâîþ ÷åðãó òàêîæ îçíà÷à¹, ùî ∆i = 0. Òàêèì ÷èíîì
äåòåðìiíàíò ∆i äîðiâíþ¹ íóëþ äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, . . . , s}.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Äîâåäåííÿ.

Ïîêàæåìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî l ∈ {k + 1, . . . , n} l-é ñòîâïåöü ìàòðèöi
A ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ïåðøèõ k ñòîâïöiâ ìàòðèöi A. Íåõàé i �
äîâiëüíå ÷èñëî ç ìíîæèíè {1, 2 . . . , s}. Ðîçãëÿíåìî äåòåðìiíàíò

∆i =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1k a1l
...

. . .
...

...
ak1 . . . akk akl
ai1 . . . aik ail

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .

Çâåðòà¹ìî óâàãó, ùî äåòåðìiíàíò ∆i îäåðæàíèé iç ìiíîðó M øëÿõîì
ïðè¹äíàííÿ îñòàííüîãî (k + 1)-ãî ñòîâïöÿ âiäïîâiäíèìè åëåìåíòàìè
l-ãî ñòîâïöÿ ìàòðèöi A òà îñòàííüîãî (k + 1)-ãî ðÿäêà âiäïîâiäíèìè
åëåìåíòàìè i-ãî ðÿäêà öi¹¨ ìàòðèöi. Òîìó, ÿêùî i ≥ k+1, òî äåòåðìi-
íàíò ∆i ¹ ìiíîðîì k + 1 ïîðÿäêó ìàòðèöi A. Çà óìîâîþ òåîðåìè âñi
ìiíîðè k + 1 ïîðÿäêó ìàòðèöi A äîðiâíþþòü íóëþ, à îòæå, ∆i = 0.
ßêùî æ i ≤ k, òî äåòåðìiíàíò ∆i ìà¹ äâà îäíàêîâi ðÿäêè, à ñàìå i-é
òà (k+1)-é. Öå â ñâîþ ÷åðãó òàêîæ îçíà÷à¹, ùî ∆i = 0. Òàêèì ÷èíîì
äåòåðìiíàíò ∆i äîðiâíþ¹ íóëþ äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, . . . , s}.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Äîâåäåííÿ.

Ïîêàæåìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî l ∈ {k + 1, . . . , n} l-é ñòîâïåöü ìàòðèöi
A ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ïåðøèõ k ñòîâïöiâ ìàòðèöi A. Íåõàé i �
äîâiëüíå ÷èñëî ç ìíîæèíè {1, 2 . . . , s}. Ðîçãëÿíåìî äåòåðìiíàíò

∆i =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1k a1l
...

. . .
...

...
ak1 . . . akk akl
ai1 . . . aik ail

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .

Çâåðòà¹ìî óâàãó,

ùî äåòåðìiíàíò ∆i îäåðæàíèé iç ìiíîðó M øëÿõîì
ïðè¹äíàííÿ îñòàííüîãî (k + 1)-ãî ñòîâïöÿ âiäïîâiäíèìè åëåìåíòàìè
l-ãî ñòîâïöÿ ìàòðèöi A òà îñòàííüîãî (k + 1)-ãî ðÿäêà âiäïîâiäíèìè
åëåìåíòàìè i-ãî ðÿäêà öi¹¨ ìàòðèöi. Òîìó, ÿêùî i ≥ k+1, òî äåòåðìi-
íàíò ∆i ¹ ìiíîðîì k + 1 ïîðÿäêó ìàòðèöi A. Çà óìîâîþ òåîðåìè âñi
ìiíîðè k + 1 ïîðÿäêó ìàòðèöi A äîðiâíþþòü íóëþ, à îòæå, ∆i = 0.
ßêùî æ i ≤ k, òî äåòåðìiíàíò ∆i ìà¹ äâà îäíàêîâi ðÿäêè, à ñàìå i-é
òà (k+1)-é. Öå â ñâîþ ÷åðãó òàêîæ îçíà÷à¹, ùî ∆i = 0. Òàêèì ÷èíîì
äåòåðìiíàíò ∆i äîðiâíþ¹ íóëþ äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, . . . , s}.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Äîâåäåííÿ.

Ïîêàæåìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî l ∈ {k + 1, . . . , n} l-é ñòîâïåöü ìàòðèöi
A ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ïåðøèõ k ñòîâïöiâ ìàòðèöi A. Íåõàé i �
äîâiëüíå ÷èñëî ç ìíîæèíè {1, 2 . . . , s}. Ðîçãëÿíåìî äåòåðìiíàíò

∆i =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1k a1l
...

. . .
...

...
ak1 . . . akk akl
ai1 . . . aik ail

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .

Çâåðòà¹ìî óâàãó, ùî äåòåðìiíàíò ∆i îäåðæàíèé iç ìiíîðó M

øëÿõîì
ïðè¹äíàííÿ îñòàííüîãî (k + 1)-ãî ñòîâïöÿ âiäïîâiäíèìè åëåìåíòàìè
l-ãî ñòîâïöÿ ìàòðèöi A òà îñòàííüîãî (k + 1)-ãî ðÿäêà âiäïîâiäíèìè
åëåìåíòàìè i-ãî ðÿäêà öi¹¨ ìàòðèöi. Òîìó, ÿêùî i ≥ k+1, òî äåòåðìi-
íàíò ∆i ¹ ìiíîðîì k + 1 ïîðÿäêó ìàòðèöi A. Çà óìîâîþ òåîðåìè âñi
ìiíîðè k + 1 ïîðÿäêó ìàòðèöi A äîðiâíþþòü íóëþ, à îòæå, ∆i = 0.
ßêùî æ i ≤ k, òî äåòåðìiíàíò ∆i ìà¹ äâà îäíàêîâi ðÿäêè, à ñàìå i-é
òà (k+1)-é. Öå â ñâîþ ÷åðãó òàêîæ îçíà÷à¹, ùî ∆i = 0. Òàêèì ÷èíîì
äåòåðìiíàíò ∆i äîðiâíþ¹ íóëþ äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, . . . , s}.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Äîâåäåííÿ.

Ïîêàæåìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî l ∈ {k + 1, . . . , n} l-é ñòîâïåöü ìàòðèöi
A ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ïåðøèõ k ñòîâïöiâ ìàòðèöi A. Íåõàé i �
äîâiëüíå ÷èñëî ç ìíîæèíè {1, 2 . . . , s}. Ðîçãëÿíåìî äåòåðìiíàíò

∆i =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1k a1l
...

. . .
...

...
ak1 . . . akk akl
ai1 . . . aik ail

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .

Çâåðòà¹ìî óâàãó, ùî äåòåðìiíàíò ∆i îäåðæàíèé iç ìiíîðó M øëÿõîì
ïðè¹äíàííÿ îñòàííüîãî (k + 1)-ãî ñòîâïöÿ

âiäïîâiäíèìè åëåìåíòàìè
l-ãî ñòîâïöÿ ìàòðèöi A òà îñòàííüîãî (k + 1)-ãî ðÿäêà âiäïîâiäíèìè
åëåìåíòàìè i-ãî ðÿäêà öi¹¨ ìàòðèöi. Òîìó, ÿêùî i ≥ k+1, òî äåòåðìi-
íàíò ∆i ¹ ìiíîðîì k + 1 ïîðÿäêó ìàòðèöi A. Çà óìîâîþ òåîðåìè âñi
ìiíîðè k + 1 ïîðÿäêó ìàòðèöi A äîðiâíþþòü íóëþ, à îòæå, ∆i = 0.
ßêùî æ i ≤ k, òî äåòåðìiíàíò ∆i ìà¹ äâà îäíàêîâi ðÿäêè, à ñàìå i-é
òà (k+1)-é. Öå â ñâîþ ÷åðãó òàêîæ îçíà÷à¹, ùî ∆i = 0. Òàêèì ÷èíîì
äåòåðìiíàíò ∆i äîðiâíþ¹ íóëþ äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, . . . , s}.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Äîâåäåííÿ.

Ïîêàæåìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî l ∈ {k + 1, . . . , n} l-é ñòîâïåöü ìàòðèöi
A ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ïåðøèõ k ñòîâïöiâ ìàòðèöi A. Íåõàé i �
äîâiëüíå ÷èñëî ç ìíîæèíè {1, 2 . . . , s}. Ðîçãëÿíåìî äåòåðìiíàíò

∆i =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1k a1l
...

. . .
...

...
ak1 . . . akk akl
ai1 . . . aik ail
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íàíò ∆i ¹ ìiíîðîì k + 1 ïîðÿäêó ìàòðèöi A. Çà óìîâîþ òåîðåìè âñi
ìiíîðè k + 1 ïîðÿäêó ìàòðèöi A äîðiâíþþòü íóëþ, à îòæå, ∆i = 0.
ßêùî æ i ≤ k, òî äåòåðìiíàíò ∆i ìà¹ äâà îäíàêîâi ðÿäêè, à ñàìå i-é
òà (k+1)-é. Öå â ñâîþ ÷åðãó òàêîæ îçíà÷à¹, ùî ∆i = 0.

Òàêèì ÷èíîì
äåòåðìiíàíò ∆i äîðiâíþ¹ íóëþ äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, . . . , s}.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Äîâåäåííÿ.

Ïîêàæåìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî l ∈ {k + 1, . . . , n} l-é ñòîâïåöü ìàòðèöi
A ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ïåðøèõ k ñòîâïöiâ ìàòðèöi A. Íåõàé i �
äîâiëüíå ÷èñëî ç ìíîæèíè {1, 2 . . . , s}. Ðîçãëÿíåìî äåòåðìiíàíò

∆i =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1k a1l
...

. . .
...

...
ak1 . . . akk akl
ai1 . . . aik ail

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .

Çâåðòà¹ìî óâàãó, ùî äåòåðìiíàíò ∆i îäåðæàíèé iç ìiíîðó M øëÿõîì
ïðè¹äíàííÿ îñòàííüîãî (k + 1)-ãî ñòîâïöÿ âiäïîâiäíèìè åëåìåíòàìè
l-ãî ñòîâïöÿ ìàòðèöi A òà îñòàííüîãî (k + 1)-ãî ðÿäêà âiäïîâiäíèìè
åëåìåíòàìè i-ãî ðÿäêà öi¹¨ ìàòðèöi. Òîìó, ÿêùî i ≥ k+1, òî äåòåðìi-
íàíò ∆i ¹ ìiíîðîì k + 1 ïîðÿäêó ìàòðèöi A. Çà óìîâîþ òåîðåìè âñi
ìiíîðè k + 1 ïîðÿäêó ìàòðèöi A äîðiâíþþòü íóëþ, à îòæå, ∆i = 0.
ßêùî æ i ≤ k, òî äåòåðìiíàíò ∆i ìà¹ äâà îäíàêîâi ðÿäêè, à ñàìå i-é
òà (k+1)-é. Öå â ñâîþ ÷åðãó òàêîæ îçíà÷à¹, ùî ∆i = 0. Òàêèì ÷èíîì
äåòåðìiíàíò ∆i äîðiâíþ¹ íóëþ äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, . . . , s}.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Äîâåäåííÿ.

Îá÷èñëèìî, òåïåð, äåòåðìiíàíò

∆i =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1k a1l
...

. . .
...

...
ak1 . . . akk akl
ai1 . . . aik ail

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
çà òåîðåìîþ Ëàïëàñà,

ðîçêëàâøè éîãî çà îñòàííiì ðÿäêîì. Àëãå-
áðà¨÷íèì äîïîâíåííÿì äî åëåìåíòà aij öüîãî ðÿäêà ó âèïàäêó, êîëè
1 ≤ j ≤ k, ¹ ÷èñëî

Aj = (−1)k+1+j

∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1 j−1 a1 j+1 . . . a1k
...

. . .
...

...
. . .

...
ak1 . . . ak j−1 ak j+1 . . . akk

∣∣∣∣∣∣∣ .
À àëãåáðà¨÷íèì äîïîâíåííÿì äî åëåìåíòà ail îñòàííüîãî ðÿäêà ¹ ìi-
íîð M . Î÷åâèäíî, ÷èñëà Aj (1 ≤ j ≤ k) òà M íå çàëåæàòü âiä âèáîðó
÷èñëà i. Òîäi çà òåîðåìîþ Ëàïëàñà

∆i = ai1A1 + ai2A2 + · · ·+ aikAk + ailM = 0.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi
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ai1 . . . aik ail

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
çà òåîðåìîþ Ëàïëàñà, ðîçêëàâøè éîãî çà îñòàííiì ðÿäêîì.

Àëãå-
áðà¨÷íèì äîïîâíåííÿì äî åëåìåíòà aij öüîãî ðÿäêà ó âèïàäêó, êîëè
1 ≤ j ≤ k, ¹ ÷èñëî

Aj = (−1)k+1+j

∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1 j−1 a1 j+1 . . . a1k
...

. . .
...

...
. . .

...
ak1 . . . ak j−1 ak j+1 . . . akk

∣∣∣∣∣∣∣ .
À àëãåáðà¨÷íèì äîïîâíåííÿì äî åëåìåíòà ail îñòàííüîãî ðÿäêà ¹ ìi-
íîð M . Î÷åâèäíî, ÷èñëà Aj (1 ≤ j ≤ k) òà M íå çàëåæàòü âiä âèáîðó
÷èñëà i. Òîäi çà òåîðåìîþ Ëàïëàñà

∆i = ai1A1 + ai2A2 + · · ·+ aikAk + ailM = 0.
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...
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ak1 . . . akk akl
ai1 . . . aik ail

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
çà òåîðåìîþ Ëàïëàñà, ðîçêëàâøè éîãî çà îñòàííiì ðÿäêîì. Àëãå-
áðà¨÷íèì äîïîâíåííÿì äî åëåìåíòà aij öüîãî ðÿäêà ó âèïàäêó,

êîëè
1 ≤ j ≤ k, ¹ ÷èñëî

Aj = (−1)k+1+j

∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1 j−1 a1 j+1 . . . a1k
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. . .
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. . .
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ak1 . . . ak j−1 ak j+1 . . . akk

∣∣∣∣∣∣∣ .
À àëãåáðà¨÷íèì äîïîâíåííÿì äî åëåìåíòà ail îñòàííüîãî ðÿäêà ¹ ìi-
íîð M . Î÷åâèäíî, ÷èñëà Aj (1 ≤ j ≤ k) òà M íå çàëåæàòü âiä âèáîðó
÷èñëà i. Òîäi çà òåîðåìîþ Ëàïëàñà

∆i = ai1A1 + ai2A2 + · · ·+ aikAk + ailM = 0.
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∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
çà òåîðåìîþ Ëàïëàñà, ðîçêëàâøè éîãî çà îñòàííiì ðÿäêîì. Àëãå-
áðà¨÷íèì äîïîâíåííÿì äî åëåìåíòà aij öüîãî ðÿäêà ó âèïàäêó, êîëè
1 ≤ j ≤ k,

¹ ÷èñëî

Aj = (−1)k+1+j

∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1 j−1 a1 j+1 . . . a1k
...

. . .
...

...
. . .

...
ak1 . . . ak j−1 ak j+1 . . . akk

∣∣∣∣∣∣∣ .
À àëãåáðà¨÷íèì äîïîâíåííÿì äî åëåìåíòà ail îñòàííüîãî ðÿäêà ¹ ìi-
íîð M . Î÷åâèäíî, ÷èñëà Aj (1 ≤ j ≤ k) òà M íå çàëåæàòü âiä âèáîðó
÷èñëà i. Òîäi çà òåîðåìîþ Ëàïëàñà
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. . .
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ai1 . . . aik ail

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
çà òåîðåìîþ Ëàïëàñà, ðîçêëàâøè éîãî çà îñòàííiì ðÿäêîì. Àëãå-
áðà¨÷íèì äîïîâíåííÿì äî åëåìåíòà aij öüîãî ðÿäêà ó âèïàäêó, êîëè
1 ≤ j ≤ k, ¹ ÷èñëî

Aj = (−1)k+1+j

∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1 j−1 a1 j+1 . . . a1k
...

. . .
...

...
. . .

...
ak1 . . . ak j−1 ak j+1 . . . akk

∣∣∣∣∣∣∣ .

À àëãåáðà¨÷íèì äîïîâíåííÿì äî åëåìåíòà ail îñòàííüîãî ðÿäêà ¹ ìi-
íîð M . Î÷åâèäíî, ÷èñëà Aj (1 ≤ j ≤ k) òà M íå çàëåæàòü âiä âèáîðó
÷èñëà i. Òîäi çà òåîðåìîþ Ëàïëàñà

∆i = ai1A1 + ai2A2 + · · ·+ aikAk + ailM = 0.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Äîâåäåííÿ.

Îá÷èñëèìî, òåïåð, äåòåðìiíàíò

∆i =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1k a1l
...

. . .
...

...
ak1 . . . akk akl
ai1 . . . aik ail

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
çà òåîðåìîþ Ëàïëàñà, ðîçêëàâøè éîãî çà îñòàííiì ðÿäêîì. Àëãå-
áðà¨÷íèì äîïîâíåííÿì äî åëåìåíòà aij öüîãî ðÿäêà ó âèïàäêó, êîëè
1 ≤ j ≤ k, ¹ ÷èñëî

Aj = (−1)k+1+j

∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1 j−1 a1 j+1 . . . a1k
...

. . .
...

...
. . .

...
ak1 . . . ak j−1 ak j+1 . . . akk

∣∣∣∣∣∣∣ .
À àëãåáðà¨÷íèì äîïîâíåííÿì äî åëåìåíòà ail îñòàííüîãî ðÿäêà

¹ ìi-
íîð M . Î÷åâèäíî, ÷èñëà Aj (1 ≤ j ≤ k) òà M íå çàëåæàòü âiä âèáîðó
÷èñëà i. Òîäi çà òåîðåìîþ Ëàïëàñà

∆i = ai1A1 + ai2A2 + · · ·+ aikAk + ailM = 0.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Äîâåäåííÿ.

Îá÷èñëèìî, òåïåð, äåòåðìiíàíò

∆i =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1k a1l
...

. . .
...

...
ak1 . . . akk akl
ai1 . . . aik ail

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
çà òåîðåìîþ Ëàïëàñà, ðîçêëàâøè éîãî çà îñòàííiì ðÿäêîì. Àëãå-
áðà¨÷íèì äîïîâíåííÿì äî åëåìåíòà aij öüîãî ðÿäêà ó âèïàäêó, êîëè
1 ≤ j ≤ k, ¹ ÷èñëî

Aj = (−1)k+1+j

∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1 j−1 a1 j+1 . . . a1k
...

. . .
...

...
. . .

...
ak1 . . . ak j−1 ak j+1 . . . akk

∣∣∣∣∣∣∣ .
À àëãåáðà¨÷íèì äîïîâíåííÿì äî åëåìåíòà ail îñòàííüîãî ðÿäêà ¹ ìi-
íîð M .

Î÷åâèäíî, ÷èñëà Aj (1 ≤ j ≤ k) òà M íå çàëåæàòü âiä âèáîðó
÷èñëà i. Òîäi çà òåîðåìîþ Ëàïëàñà

∆i = ai1A1 + ai2A2 + · · ·+ aikAk + ailM = 0.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi
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∆i =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1k a1l
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. . .
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ak1 . . . akk akl
ai1 . . . aik ail

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
çà òåîðåìîþ Ëàïëàñà, ðîçêëàâøè éîãî çà îñòàííiì ðÿäêîì. Àëãå-
áðà¨÷íèì äîïîâíåííÿì äî åëåìåíòà aij öüîãî ðÿäêà ó âèïàäêó, êîëè
1 ≤ j ≤ k, ¹ ÷èñëî

Aj = (−1)k+1+j

∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1 j−1 a1 j+1 . . . a1k
...

. . .
...

...
. . .

...
ak1 . . . ak j−1 ak j+1 . . . akk

∣∣∣∣∣∣∣ .
À àëãåáðà¨÷íèì äîïîâíåííÿì äî åëåìåíòà ail îñòàííüîãî ðÿäêà ¹ ìi-
íîð M . Î÷åâèäíî, ÷èñëà Aj (1 ≤ j ≤ k)

òà M íå çàëåæàòü âiä âèáîðó
÷èñëà i. Òîäi çà òåîðåìîþ Ëàïëàñà

∆i = ai1A1 + ai2A2 + · · ·+ aikAk + ailM = 0.
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...

. . .
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∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
çà òåîðåìîþ Ëàïëàñà, ðîçêëàâøè éîãî çà îñòàííiì ðÿäêîì. Àëãå-
áðà¨÷íèì äîïîâíåííÿì äî åëåìåíòà aij öüîãî ðÿäêà ó âèïàäêó, êîëè
1 ≤ j ≤ k, ¹ ÷èñëî
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a11 . . . a1 j−1 a1 j+1 . . . a1k
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. . .
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. . .
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ak1 . . . ak j−1 ak j+1 . . . akk

∣∣∣∣∣∣∣ .
À àëãåáðà¨÷íèì äîïîâíåííÿì äî åëåìåíòà ail îñòàííüîãî ðÿäêà ¹ ìi-
íîð M . Î÷åâèäíî, ÷èñëà Aj (1 ≤ j ≤ k) òà M

íå çàëåæàòü âiä âèáîðó
÷èñëà i. Òîäi çà òåîðåìîþ Ëàïëàñà

∆i = ai1A1 + ai2A2 + · · ·+ aikAk + ailM = 0.
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çà òåîðåìîþ Ëàïëàñà, ðîçêëàâøè éîãî çà îñòàííiì ðÿäêîì. Àëãå-
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À àëãåáðà¨÷íèì äîïîâíåííÿì äî åëåìåíòà ail îñòàííüîãî ðÿäêà ¹ ìi-
íîð M . Î÷åâèäíî, ÷èñëà Aj (1 ≤ j ≤ k) òà M íå çàëåæàòü âiä âèáîðó
÷èñëà i.

Òîäi çà òåîðåìîþ Ëàïëàñà
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Aj = (−1)k+1+j

∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1 j−1 a1 j+1 . . . a1k
...

. . .
...

...
. . .

...
ak1 . . . ak j−1 ak j+1 . . . akk

∣∣∣∣∣∣∣ .
À àëãåáðà¨÷íèì äîïîâíåííÿì äî åëåìåíòà ail îñòàííüîãî ðÿäêà ¹ ìi-
íîð M . Î÷åâèäíî, ÷èñëà Aj (1 ≤ j ≤ k) òà M íå çàëåæàòü âiä âèáîðó
÷èñëà i. Òîäi çà òåîðåìîþ Ëàïëàñà

∆i = ai1A1 + ai2A2 + · · ·+ aikAk + ailM = 0.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Äîâåäåííÿ.

Îñêiëüêè M ̸= 0, òî iç öi¹¨ ðiâíîñòi îäåðæó¹ìî, ùî

ail = −A1

M
ai1 −

A2

M
ai2 − · · · − Ak

M
aik

äëÿ äîâiëüíîãî ÷èñëà i ∈ {1, 2, . . . , s}.
Öå îçíà÷à¹, ùî

vl = −A1

M
v1 −

A2

M
v2 − · · · − Ak

M
vk,

òîáòî l-é ñòîâïåöü ìàòðèöi A ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ïåðøèõ k ñòîâ-
ïöiâ öi¹¨ ìàòðèöi âiäïîâiäíî ç êîåôiöi¹íòàìè

−A1

M
, −A2

M
, . . . , −Ak

M
.

Òàêèì ÷èíîì ïåðøi k ñòîâïöiâ ìàòðèöi A ¹ áàçèñîì ñèñòåìè âåêòîðiâ-
ñòîâïöiâ ìàòðèöi A, òîìó ðàíã ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ k. Òåîðåìó äîâå-
äåíî.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Äîâåäåííÿ.

Îñêiëüêè M ̸= 0, òî iç öi¹¨ ðiâíîñòi îäåðæó¹ìî, ùî
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ïöiâ öi¹¨ ìàòðèöi âiäïîâiäíî ç êîåôiöi¹íòàìè

−A1

M
, −A2

M
, . . . , −Ak

M
.

Òàêèì ÷èíîì ïåðøi k ñòîâïöiâ ìàòðèöi A ¹ áàçèñîì ñèñòåìè âåêòîðiâ-
ñòîâïöiâ ìàòðèöi A, òîìó ðàíã ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ k. Òåîðåìó äîâå-
äåíî.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Äîâåäåííÿ.
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äåíî.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi
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Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi
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Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Äîâåäåííÿ.
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ñòîâïöiâ ìàòðèöi A, òîìó ðàíã ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ k. Òåîðåìó äîâå-
äåíî.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Äîâåäåííÿ.
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äåíî.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Äîâåäåííÿ.
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Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Äîâåäåííÿ.
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äåíî.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Äîâåäåííÿ.
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Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Áåçïîñåðåäíüî iç äîâåäåííÿ òåîðåìè âèïëèâà¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Íàñëiäîê 1

Íåõàé M � íåíóëüîâèé ìiíîð k-ãî ïîðÿäêó ìàòðèöi A, ïðè÷îìó âñi

îáâiäíi ìiíîðè (k + 1)-ãî ïîðÿäêó ìiíîðó M äîðiâíþþòü íóëþ. Òîäi

ðàíã ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ k.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi
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Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi
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Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Áåçïîñåðåäíüî iç äîâåäåííÿ òåîðåìè âèïëèâà¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.
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Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Áåçïîñåðåäíüî iç äîâåäåííÿ òåîðåìè âèïëèâà¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.
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ðàíã ìàòðèöi A

äîðiâíþ¹ k.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Áåçïîñåðåäíüî iç äîâåäåííÿ òåîðåìè âèïëèâà¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Íàñëiäîê 1
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Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Òåîðåìà 3

Äåòåðìiíàíò n-ãî ïîðÿäêó

äîðiâíþ¹ íóëþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè éîãî

ñòîâïöi óòâîðþþòü ëiíiéíî çàëåæíó ñèñòåìó âåêòîðiâ.

Äîâåäåííÿ.

Äîñòàòíiñòü òåîðåìè îäðàçó ñëiäó¹ iç îçíàêè ëiíiéíî¨ çàëåæíîñòi ñè-
ñòåìè âåêòîðiâ i âëàñòèâîñòåé äåòåðìiíàíòà:

ÿêùî ñòîâïöi äåòåðìiíàíòà∆ óòâîðþþòü ëiíiéíî çàëåæíó ñèñòåìó
âåêòîðiâ, òî îäèí iç ñòîâïöiâ ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ iíøèõ;

ÿêùî îäèí iç ñòîâïöiâ äåòåðìiíàíòà ∆ ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ
iíøèõ, òî öåé äåòåðìiíàíò äîðiâíþ¹ íóëþ.

Äîâåäåìî íåîáõiäíiñòü. Ðîçãëÿíåìî äåÿêèé äåòåðìiíàíò

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1n
...

. . .
...

an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣ ,
ùî äîðiâíþ¹ íóëþ.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Òåîðåìà 3

Äåòåðìiíàíò n-ãî ïîðÿäêó äîðiâíþ¹ íóëþ

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè éîãî
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Äîñòàòíiñòü òåîðåìè îäðàçó ñëiäó¹ iç îçíàêè ëiíiéíî¨ çàëåæíîñòi ñè-
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 ,

à îòæå, ðàíã ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ n.

Çà òåîðåìîþ ïðî ðàíã ìàòðèöiöå
îçíà÷à¹, ùî ¹äèíèé ìiíîð n-ãî ïîðÿäêó ìàòðèöi A íå äîðiâíþ¹ íóëþ.
Öå ñóïåðå÷èòü óìîâi, îñêiëüêè ¹äèíèì ìiíîðîì n-ãî ïîðÿäêó ìàòðèöi
A ¹ äåòåðìiíàíò ∆.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Äîâåäåííÿ.

Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå, íåõàé ñòîâïöi äåòåðìiíàíòà ∆ óòâîðþþòü ëi-
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íiéíî íåçàëåæíó ñèñòåìó. Òîäi öÿ ñèñòåìà âåêòîðiâ ¹ áàçèñîì ñèñòåìè
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Òåîðåìà 4

Ðàíã ñèñòåìè âåêòîðiâ-ðÿäêiâ ìàòðèöi A

äîðiâíþ¹ ðàíãó ñèñòåìè ¨¨

âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ, òîáòî äîðiâíþ¹ ðàíãó ìàòðèöi A.

Äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó s× n-ìàòðèöþ

A =

 a11 . . . a1n
...

. . .
...

as1 . . . asn


ç äiéñíèìè åëåìåíòàìè. Íåõàé ðàíã ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ k. Òîäi ðàíã
òðàíñïîíîâàíî¨ ìàòðèöi AT äî ìàòðèöi A òàêîæ äîðiâíþ¹ k. Äiéñíî,
äîâiëüíèé ìiíîð r-ãî ïîðÿäêó ìàòðèöi AT , ùî çíàõîäèòüñÿ ó ðÿäêàõ
ç íîìåðàìè i1, . . . , ir òà ñòîâïöÿõ ç íîìåðàìè j1, . . . , jr ¹ òðàíñïî-
íîâàíèì äî ìiíîðó ìàòðèöi A, ùî çíàõîäèòüñÿ ó ðÿäêàõ ç íîìåðàìè
j1, . . . , jr òà ñòîâïöÿõ ç íîìåðàìè i1, . . . , ir i íàâïàêè. Îñêiëüêè çà
âëàñòèâiñòþ äåòåðìiíàíòà öi ìiíîðè ðiâíi, òî íàéâèùèé ïîðÿäîê âiä-
ìiííèõ âiä íóëÿ ìiíîðiâ ìàòðèöi AT ñïiâïàäà¹ ç íàéâèùèì ïîðÿäêîì
âiäìiííèõ âiä íóëÿ ìiíîðiâ ìàòðèöi A. À îòæå, rankAT = rankA.
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íîâàíèì äî ìiíîðó ìàòðèöi A, ùî çíàõîäèòüñÿ ó ðÿäêàõ ç íîìåðàìè
j1, . . . , jr òà ñòîâïöÿõ ç íîìåðàìè i1, . . . , ir i íàâïàêè. Îñêiëüêè çà
âëàñòèâiñòþ äåòåðìiíàíòà öi ìiíîðè ðiâíi, òî íàéâèùèé ïîðÿäîê âiä-
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j1, . . . , jr òà ñòîâïöÿõ ç íîìåðàìè i1, . . . , ir i íàâïàêè. Îñêiëüêè çà
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j1, . . . , jr òà ñòîâïöÿõ ç íîìåðàìè i1, . . . , ir i íàâïàêè. Îñêiëüêè çà
âëàñòèâiñòþ äåòåðìiíàíòà öi ìiíîðè ðiâíi, òî íàéâèùèé ïîðÿäîê âiä-
ìiííèõ âiä íóëÿ ìiíîðiâ ìàòðèöi AT ñïiâïàäà¹ ç íàéâèùèì ïîðÿäêîì
âiäìiííèõ âiä íóëÿ ìiíîðiâ ìàòðèöi A. À îòæå, rankAT = rankA.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Òåîðåìà 4

Ðàíã ñèñòåìè âåêòîðiâ-ðÿäêiâ ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ ðàíãó ñèñòåìè ¨¨

âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ, òîáòî äîðiâíþ¹ ðàíãó ìàòðèöi A.

Äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó s× n-ìàòðèöþ

A =

 a11 . . . a1n
...

. . .
...

as1 . . . asn


ç äiéñíèìè åëåìåíòàìè. Íåõàé ðàíã ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ k. Òîäi ðàíã
òðàíñïîíîâàíî¨ ìàòðèöi AT äî ìàòðèöi A òàêîæ äîðiâíþ¹ k. Äiéñíî,
äîâiëüíèé ìiíîð r-ãî ïîðÿäêó ìàòðèöi AT , ùî çíàõîäèòüñÿ ó ðÿäêàõ
ç íîìåðàìè i1, . . . , ir

òà ñòîâïöÿõ ç íîìåðàìè j1, . . . , jr ¹ òðàíñïî-
íîâàíèì äî ìiíîðó ìàòðèöi A, ùî çíàõîäèòüñÿ ó ðÿäêàõ ç íîìåðàìè
j1, . . . , jr òà ñòîâïöÿõ ç íîìåðàìè i1, . . . , ir i íàâïàêè. Îñêiëüêè çà
âëàñòèâiñòþ äåòåðìiíàíòà öi ìiíîðè ðiâíi, òî íàéâèùèé ïîðÿäîê âiä-
ìiííèõ âiä íóëÿ ìiíîðiâ ìàòðèöi AT ñïiâïàäà¹ ç íàéâèùèì ïîðÿäêîì
âiäìiííèõ âiä íóëÿ ìiíîðiâ ìàòðèöi A. À îòæå, rankAT = rankA.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Òåîðåìà 4

Ðàíã ñèñòåìè âåêòîðiâ-ðÿäêiâ ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ ðàíãó ñèñòåìè ¨¨

âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ, òîáòî äîðiâíþ¹ ðàíãó ìàòðèöi A.

Äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó s× n-ìàòðèöþ

A =

 a11 . . . a1n
...

. . .
...

as1 . . . asn


ç äiéñíèìè åëåìåíòàìè. Íåõàé ðàíã ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ k. Òîäi ðàíã
òðàíñïîíîâàíî¨ ìàòðèöi AT äî ìàòðèöi A òàêîæ äîðiâíþ¹ k. Äiéñíî,
äîâiëüíèé ìiíîð r-ãî ïîðÿäêó ìàòðèöi AT , ùî çíàõîäèòüñÿ ó ðÿäêàõ
ç íîìåðàìè i1, . . . , ir òà ñòîâïöÿõ ç íîìåðàìè j1, . . . , jr

¹ òðàíñïî-
íîâàíèì äî ìiíîðó ìàòðèöi A, ùî çíàõîäèòüñÿ ó ðÿäêàõ ç íîìåðàìè
j1, . . . , jr òà ñòîâïöÿõ ç íîìåðàìè i1, . . . , ir i íàâïàêè. Îñêiëüêè çà
âëàñòèâiñòþ äåòåðìiíàíòà öi ìiíîðè ðiâíi, òî íàéâèùèé ïîðÿäîê âiä-
ìiííèõ âiä íóëÿ ìiíîðiâ ìàòðèöi AT ñïiâïàäà¹ ç íàéâèùèì ïîðÿäêîì
âiäìiííèõ âiä íóëÿ ìiíîðiâ ìàòðèöi A. À îòæå, rankAT = rankA.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Òåîðåìà 4

Ðàíã ñèñòåìè âåêòîðiâ-ðÿäêiâ ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ ðàíãó ñèñòåìè ¨¨

âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ, òîáòî äîðiâíþ¹ ðàíãó ìàòðèöi A.

Äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó s× n-ìàòðèöþ

A =

 a11 . . . a1n
...

. . .
...

as1 . . . asn


ç äiéñíèìè åëåìåíòàìè. Íåõàé ðàíã ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ k. Òîäi ðàíã
òðàíñïîíîâàíî¨ ìàòðèöi AT äî ìàòðèöi A òàêîæ äîðiâíþ¹ k. Äiéñíî,
äîâiëüíèé ìiíîð r-ãî ïîðÿäêó ìàòðèöi AT , ùî çíàõîäèòüñÿ ó ðÿäêàõ
ç íîìåðàìè i1, . . . , ir òà ñòîâïöÿõ ç íîìåðàìè j1, . . . , jr ¹ òðàíñïî-
íîâàíèì äî ìiíîðó ìàòðèöi A,

ùî çíàõîäèòüñÿ ó ðÿäêàõ ç íîìåðàìè
j1, . . . , jr òà ñòîâïöÿõ ç íîìåðàìè i1, . . . , ir i íàâïàêè. Îñêiëüêè çà
âëàñòèâiñòþ äåòåðìiíàíòà öi ìiíîðè ðiâíi, òî íàéâèùèé ïîðÿäîê âiä-
ìiííèõ âiä íóëÿ ìiíîðiâ ìàòðèöi AT ñïiâïàäà¹ ç íàéâèùèì ïîðÿäêîì
âiäìiííèõ âiä íóëÿ ìiíîðiâ ìàòðèöi A. À îòæå, rankAT = rankA.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Òåîðåìà 4

Ðàíã ñèñòåìè âåêòîðiâ-ðÿäêiâ ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ ðàíãó ñèñòåìè ¨¨

âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ, òîáòî äîðiâíþ¹ ðàíãó ìàòðèöi A.

Äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó s× n-ìàòðèöþ

A =

 a11 . . . a1n
...

. . .
...

as1 . . . asn


ç äiéñíèìè åëåìåíòàìè. Íåõàé ðàíã ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ k. Òîäi ðàíã
òðàíñïîíîâàíî¨ ìàòðèöi AT äî ìàòðèöi A òàêîæ äîðiâíþ¹ k. Äiéñíî,
äîâiëüíèé ìiíîð r-ãî ïîðÿäêó ìàòðèöi AT , ùî çíàõîäèòüñÿ ó ðÿäêàõ
ç íîìåðàìè i1, . . . , ir òà ñòîâïöÿõ ç íîìåðàìè j1, . . . , jr ¹ òðàíñïî-
íîâàíèì äî ìiíîðó ìàòðèöi A, ùî çíàõîäèòüñÿ ó ðÿäêàõ ç íîìåðàìè
j1, . . . , jr òà ñòîâïöÿõ ç íîìåðàìè i1, . . . , ir i íàâïàêè.

Îñêiëüêè çà
âëàñòèâiñòþ äåòåðìiíàíòà öi ìiíîðè ðiâíi, òî íàéâèùèé ïîðÿäîê âiä-
ìiííèõ âiä íóëÿ ìiíîðiâ ìàòðèöi AT ñïiâïàäà¹ ç íàéâèùèì ïîðÿäêîì
âiäìiííèõ âiä íóëÿ ìiíîðiâ ìàòðèöi A. À îòæå, rankAT = rankA.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Òåîðåìà 4

Ðàíã ñèñòåìè âåêòîðiâ-ðÿäêiâ ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ ðàíãó ñèñòåìè ¨¨

âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ, òîáòî äîðiâíþ¹ ðàíãó ìàòðèöi A.

Äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó s× n-ìàòðèöþ

A =

 a11 . . . a1n
...

. . .
...

as1 . . . asn


ç äiéñíèìè åëåìåíòàìè. Íåõàé ðàíã ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ k. Òîäi ðàíã
òðàíñïîíîâàíî¨ ìàòðèöi AT äî ìàòðèöi A òàêîæ äîðiâíþ¹ k. Äiéñíî,
äîâiëüíèé ìiíîð r-ãî ïîðÿäêó ìàòðèöi AT , ùî çíàõîäèòüñÿ ó ðÿäêàõ
ç íîìåðàìè i1, . . . , ir òà ñòîâïöÿõ ç íîìåðàìè j1, . . . , jr ¹ òðàíñïî-
íîâàíèì äî ìiíîðó ìàòðèöi A, ùî çíàõîäèòüñÿ ó ðÿäêàõ ç íîìåðàìè
j1, . . . , jr òà ñòîâïöÿõ ç íîìåðàìè i1, . . . , ir i íàâïàêè. Îñêiëüêè çà
âëàñòèâiñòþ äåòåðìiíàíòà öi ìiíîðè ðiâíi,

òî íàéâèùèé ïîðÿäîê âiä-
ìiííèõ âiä íóëÿ ìiíîðiâ ìàòðèöi AT ñïiâïàäà¹ ç íàéâèùèì ïîðÿäêîì
âiäìiííèõ âiä íóëÿ ìiíîðiâ ìàòðèöi A. À îòæå, rankAT = rankA.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Òåîðåìà 4

Ðàíã ñèñòåìè âåêòîðiâ-ðÿäêiâ ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ ðàíãó ñèñòåìè ¨¨

âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ, òîáòî äîðiâíþ¹ ðàíãó ìàòðèöi A.

Äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó s× n-ìàòðèöþ

A =

 a11 . . . a1n
...

. . .
...

as1 . . . asn


ç äiéñíèìè åëåìåíòàìè. Íåõàé ðàíã ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ k. Òîäi ðàíã
òðàíñïîíîâàíî¨ ìàòðèöi AT äî ìàòðèöi A òàêîæ äîðiâíþ¹ k. Äiéñíî,
äîâiëüíèé ìiíîð r-ãî ïîðÿäêó ìàòðèöi AT , ùî çíàõîäèòüñÿ ó ðÿäêàõ
ç íîìåðàìè i1, . . . , ir òà ñòîâïöÿõ ç íîìåðàìè j1, . . . , jr ¹ òðàíñïî-
íîâàíèì äî ìiíîðó ìàòðèöi A, ùî çíàõîäèòüñÿ ó ðÿäêàõ ç íîìåðàìè
j1, . . . , jr òà ñòîâïöÿõ ç íîìåðàìè i1, . . . , ir i íàâïàêè. Îñêiëüêè çà
âëàñòèâiñòþ äåòåðìiíàíòà öi ìiíîðè ðiâíi, òî íàéâèùèé ïîðÿäîê âiä-
ìiííèõ âiä íóëÿ ìiíîðiâ ìàòðèöi AT ñïiâïàäà¹ ç íàéâèùèì ïîðÿäêîì

âiäìiííèõ âiä íóëÿ ìiíîðiâ ìàòðèöi A. À îòæå, rankAT = rankA.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Òåîðåìà 4

Ðàíã ñèñòåìè âåêòîðiâ-ðÿäêiâ ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ ðàíãó ñèñòåìè ¨¨

âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ, òîáòî äîðiâíþ¹ ðàíãó ìàòðèöi A.

Äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó s× n-ìàòðèöþ

A =

 a11 . . . a1n
...

. . .
...

as1 . . . asn


ç äiéñíèìè åëåìåíòàìè. Íåõàé ðàíã ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ k. Òîäi ðàíã
òðàíñïîíîâàíî¨ ìàòðèöi AT äî ìàòðèöi A òàêîæ äîðiâíþ¹ k. Äiéñíî,
äîâiëüíèé ìiíîð r-ãî ïîðÿäêó ìàòðèöi AT , ùî çíàõîäèòüñÿ ó ðÿäêàõ
ç íîìåðàìè i1, . . . , ir òà ñòîâïöÿõ ç íîìåðàìè j1, . . . , jr ¹ òðàíñïî-
íîâàíèì äî ìiíîðó ìàòðèöi A, ùî çíàõîäèòüñÿ ó ðÿäêàõ ç íîìåðàìè
j1, . . . , jr òà ñòîâïöÿõ ç íîìåðàìè i1, . . . , ir i íàâïàêè. Îñêiëüêè çà
âëàñòèâiñòþ äåòåðìiíàíòà öi ìiíîðè ðiâíi, òî íàéâèùèé ïîðÿäîê âiä-
ìiííèõ âiä íóëÿ ìiíîðiâ ìàòðèöi AT ñïiâïàäà¹ ç íàéâèùèì ïîðÿäêîì
âiäìiííèõ âiä íóëÿ ìiíîðiâ ìàòðèöi A.

À îòæå, rankAT = rankA.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Òåîðåìà 4

Ðàíã ñèñòåìè âåêòîðiâ-ðÿäêiâ ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ ðàíãó ñèñòåìè ¨¨

âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ, òîáòî äîðiâíþ¹ ðàíãó ìàòðèöi A.

Äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó s× n-ìàòðèöþ

A =

 a11 . . . a1n
...

. . .
...

as1 . . . asn


ç äiéñíèìè åëåìåíòàìè. Íåõàé ðàíã ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ k. Òîäi ðàíã
òðàíñïîíîâàíî¨ ìàòðèöi AT äî ìàòðèöi A òàêîæ äîðiâíþ¹ k. Äiéñíî,
äîâiëüíèé ìiíîð r-ãî ïîðÿäêó ìàòðèöi AT , ùî çíàõîäèòüñÿ ó ðÿäêàõ
ç íîìåðàìè i1, . . . , ir òà ñòîâïöÿõ ç íîìåðàìè j1, . . . , jr ¹ òðàíñïî-
íîâàíèì äî ìiíîðó ìàòðèöi A, ùî çíàõîäèòüñÿ ó ðÿäêàõ ç íîìåðàìè
j1, . . . , jr òà ñòîâïöÿõ ç íîìåðàìè i1, . . . , ir i íàâïàêè. Îñêiëüêè çà
âëàñòèâiñòþ äåòåðìiíàíòà öi ìiíîðè ðiâíi, òî íàéâèùèé ïîðÿäîê âiä-
ìiííèõ âiä íóëÿ ìiíîðiâ ìàòðèöi AT ñïiâïàäà¹ ç íàéâèùèì ïîðÿäêîì
âiäìiííèõ âiä íóëÿ ìiíîðiâ ìàòðèöi A. À îòæå, rankAT = rankA.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Áóäåìî ãîâîðèòè,

ùî ìàòðèöÿ B îòðèìàíà iç ìàòðèöi A çà äîïîìîãîþ
åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ òèïó (I), ÿêùî âñi ðÿäêè (ñòîâïöi) ìàòðè-
öi B, êðiì i-ãî òà j-ãî, òàêi æ ÿê âiäïîâiäíi ðÿäêè (ñòîâïöi) ìàòðèöi
A, à i-èé òà j-èé ðÿäêè (ñòîâïöi) ïîìiíÿëèñÿ ìiñöÿìè.

ßêùî â ìàòðèöi B âñi ðÿäêè (ñòîâïöi), êðiì i-ãî, òi æ ñàìi, ùî i â
ìàòðèöi A, à i-èé ðÿäîê (ñòîâïåöü) ìàòðèöi B ¹ ñóìîþ i-ãî ðÿäêà
(ñòîâïöÿ) ìàòðèöi A òà äåÿêîãî ¨¨ iíøîãî ðÿäêà (ñòîâïöÿ) ïîìíîæåíîãî
íà äåÿêå äiéñíå ÷èñëî, òî áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ìàòðèöÿ B îòðèìàíà
iç ìàòðèöi A çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ òèïó (II).

Íàðåøòi, áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ìàòðèöÿ B îòðèìàíà iç ìàòðèöi A çà
äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ òèïó (III), ÿêùî âñi ðÿäêè
(ñòîâïöi) ìàòðèöi B, êðiì i-ãî, òàêi æ ÿê âiäïîâiäíi ðÿäêè (ñòîâïöi)
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Îçíà÷åííÿ 2

Ìàòðèöÿ B íàçèâà¹òüñÿ åêâiâàëåíòíîþ

ìàòðèöi A, ÿêùî ¨¨ ìîæíà
îäåðæàòè iç ìàòðèöi A øëÿõîì ñêií÷åííîãî ÷èñëà åëåìåíòàðíèõ ïå-
ðåòâîðåíü íàä ðÿäêàìè àáî ñòîâïöÿìè ìàòðèöi A.

ßêùî ìàòðèöi A i B åêâiâàëåíòíi, òî ïèñàòèìåìî A ∼ B.

Òåîðåìà 5

Áóäü-ÿêå åëåìåíòàðíå ïåðåòâîðåííÿ ìàòðèöi íå çìiíþ¹ ¨¨ ðàíãó.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé A � äåÿêà ìàòðèöÿ iç Rs×n, à B � ìàòðèöÿ, îäåðæàíà øëÿõîì
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Íåõàé a1, a2, . . . , as � ðÿäêè ìàòðèöi A, à b1, b2, . . . , bs � ðÿäêè
ìàòðèöi B. Çà òåîðåìîþ 4 ðàíã ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ ðàíãó ñèñòåìi
âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as, à ðàíã ìàòðèöi B äîðiâíþ¹ ðàíãó ñèñòåìi âå-
êòîðiâ b1, b2, . . . , bs. Òîìó äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè íåîáõiäíî äîâåñòè,
ðàíãè ñèñòåì âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as òà b1, b2, . . . , bs � ðiâíi.
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òðèöi A. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ íàä ðÿäêà-
ìè ìàòðèöi A. Äîâåäåííÿ æ âèïàäêó åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ íàä
ñòîâïöÿìè ìàòðèöi A ¹ àíàëîãi÷íèì.
Íåõàé a1, a2, . . . , as � ðÿäêè ìàòðèöi A, à b1, b2, . . . , bs � ðÿäêè
ìàòðèöi B. Çà òåîðåìîþ 4 ðàíã ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ ðàíãó ñèñòåìi
âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as, à ðàíã ìàòðèöi B äîðiâíþ¹ ðàíãó ñèñòåìi âå-
êòîðiâ b1, b2, . . . , bs. Òîìó äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè íåîáõiäíî äîâåñòè,
ðàíãè ñèñòåì âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as òà b1, b2, . . . , bs � ðiâíi.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Îçíà÷åííÿ 2

Ìàòðèöÿ B íàçèâà¹òüñÿ åêâiâàëåíòíîþ ìàòðèöi A, ÿêùî ¨¨ ìîæíà
îäåðæàòè iç ìàòðèöi A øëÿõîì ñêií÷åííîãî ÷èñëà åëåìåíòàðíèõ ïå-
ðåòâîðåíü íàä ðÿäêàìè àáî ñòîâïöÿìè ìàòðèöi A.

ßêùî ìàòðèöi A i B åêâiâàëåíòíi, òî ïèñàòèìåìî A ∼ B.

Òåîðåìà 5

Áóäü-ÿêå åëåìåíòàðíå ïåðåòâîðåííÿ ìàòðèöi íå çìiíþ¹ ¨¨ ðàíãó.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé A � äåÿêà ìàòðèöÿ iç Rs×n, à B � ìàòðèöÿ, îäåðæàíà øëÿõîì
îäíîãî åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ íàä ðÿäêàìè ÷è ñòîâïöÿìè ìà-
òðèöi A. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ íàä ðÿäêà-
ìè ìàòðèöi A. Äîâåäåííÿ æ âèïàäêó åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ íàä
ñòîâïöÿìè ìàòðèöi A ¹ àíàëîãi÷íèì.
Íåõàé a1, a2, . . . , as � ðÿäêè ìàòðèöi A, à b1, b2, . . . , bs � ðÿäêè
ìàòðèöi B. Çà òåîðåìîþ 4 ðàíã ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ ðàíãó ñèñòåìi
âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as, à ðàíã ìàòðèöi B äîðiâíþ¹ ðàíãó ñèñòåìi âå-
êòîðiâ b1, b2, . . . , bs. Òîìó äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè íåîáõiäíî äîâåñòè,
ðàíãè ñèñòåì âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as òà b1, b2, . . . , bs � ðiâíi.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Îçíà÷åííÿ 2

Ìàòðèöÿ B íàçèâà¹òüñÿ åêâiâàëåíòíîþ ìàòðèöi A, ÿêùî ¨¨ ìîæíà
îäåðæàòè iç ìàòðèöi A øëÿõîì ñêií÷åííîãî ÷èñëà åëåìåíòàðíèõ ïå-
ðåòâîðåíü íàä ðÿäêàìè àáî ñòîâïöÿìè ìàòðèöi A.

ßêùî ìàòðèöi A i B åêâiâàëåíòíi,

òî ïèñàòèìåìî A ∼ B.

Òåîðåìà 5

Áóäü-ÿêå åëåìåíòàðíå ïåðåòâîðåííÿ ìàòðèöi íå çìiíþ¹ ¨¨ ðàíãó.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé A � äåÿêà ìàòðèöÿ iç Rs×n, à B � ìàòðèöÿ, îäåðæàíà øëÿõîì
îäíîãî åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ íàä ðÿäêàìè ÷è ñòîâïöÿìè ìà-
òðèöi A. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ íàä ðÿäêà-
ìè ìàòðèöi A. Äîâåäåííÿ æ âèïàäêó åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ íàä
ñòîâïöÿìè ìàòðèöi A ¹ àíàëîãi÷íèì.
Íåõàé a1, a2, . . . , as � ðÿäêè ìàòðèöi A, à b1, b2, . . . , bs � ðÿäêè
ìàòðèöi B. Çà òåîðåìîþ 4 ðàíã ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ ðàíãó ñèñòåìi
âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as, à ðàíã ìàòðèöi B äîðiâíþ¹ ðàíãó ñèñòåìi âå-
êòîðiâ b1, b2, . . . , bs. Òîìó äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè íåîáõiäíî äîâåñòè,
ðàíãè ñèñòåì âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as òà b1, b2, . . . , bs � ðiâíi.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Îçíà÷åííÿ 2

Ìàòðèöÿ B íàçèâà¹òüñÿ åêâiâàëåíòíîþ ìàòðèöi A, ÿêùî ¨¨ ìîæíà
îäåðæàòè iç ìàòðèöi A øëÿõîì ñêií÷åííîãî ÷èñëà åëåìåíòàðíèõ ïå-
ðåòâîðåíü íàä ðÿäêàìè àáî ñòîâïöÿìè ìàòðèöi A.

ßêùî ìàòðèöi A i B åêâiâàëåíòíi, òî ïèñàòèìåìî A ∼ B.

Òåîðåìà 5

Áóäü-ÿêå åëåìåíòàðíå ïåðåòâîðåííÿ ìàòðèöi íå çìiíþ¹ ¨¨ ðàíãó.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé A � äåÿêà ìàòðèöÿ iç Rs×n, à B � ìàòðèöÿ, îäåðæàíà øëÿõîì
îäíîãî åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ íàä ðÿäêàìè ÷è ñòîâïöÿìè ìà-
òðèöi A. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ íàä ðÿäêà-
ìè ìàòðèöi A. Äîâåäåííÿ æ âèïàäêó åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ íàä
ñòîâïöÿìè ìàòðèöi A ¹ àíàëîãi÷íèì.
Íåõàé a1, a2, . . . , as � ðÿäêè ìàòðèöi A, à b1, b2, . . . , bs � ðÿäêè
ìàòðèöi B. Çà òåîðåìîþ 4 ðàíã ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ ðàíãó ñèñòåìi
âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as, à ðàíã ìàòðèöi B äîðiâíþ¹ ðàíãó ñèñòåìi âå-
êòîðiâ b1, b2, . . . , bs. Òîìó äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè íåîáõiäíî äîâåñòè,
ðàíãè ñèñòåì âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as òà b1, b2, . . . , bs � ðiâíi.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Îçíà÷åííÿ 2

Ìàòðèöÿ B íàçèâà¹òüñÿ åêâiâàëåíòíîþ ìàòðèöi A, ÿêùî ¨¨ ìîæíà
îäåðæàòè iç ìàòðèöi A øëÿõîì ñêií÷åííîãî ÷èñëà åëåìåíòàðíèõ ïå-
ðåòâîðåíü íàä ðÿäêàìè àáî ñòîâïöÿìè ìàòðèöi A.

ßêùî ìàòðèöi A i B åêâiâàëåíòíi, òî ïèñàòèìåìî A ∼ B.

Òåîðåìà 5

Áóäü-ÿêå åëåìåíòàðíå ïåðåòâîðåííÿ ìàòðèöi

íå çìiíþ¹ ¨¨ ðàíãó.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé A � äåÿêà ìàòðèöÿ iç Rs×n, à B � ìàòðèöÿ, îäåðæàíà øëÿõîì
îäíîãî åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ íàä ðÿäêàìè ÷è ñòîâïöÿìè ìà-
òðèöi A. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ íàä ðÿäêà-
ìè ìàòðèöi A. Äîâåäåííÿ æ âèïàäêó åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ íàä
ñòîâïöÿìè ìàòðèöi A ¹ àíàëîãi÷íèì.
Íåõàé a1, a2, . . . , as � ðÿäêè ìàòðèöi A, à b1, b2, . . . , bs � ðÿäêè
ìàòðèöi B. Çà òåîðåìîþ 4 ðàíã ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ ðàíãó ñèñòåìi
âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as, à ðàíã ìàòðèöi B äîðiâíþ¹ ðàíãó ñèñòåìi âå-
êòîðiâ b1, b2, . . . , bs. Òîìó äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè íåîáõiäíî äîâåñòè,
ðàíãè ñèñòåì âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as òà b1, b2, . . . , bs � ðiâíi.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Îçíà÷åííÿ 2

Ìàòðèöÿ B íàçèâà¹òüñÿ åêâiâàëåíòíîþ ìàòðèöi A, ÿêùî ¨¨ ìîæíà
îäåðæàòè iç ìàòðèöi A øëÿõîì ñêií÷åííîãî ÷èñëà åëåìåíòàðíèõ ïå-
ðåòâîðåíü íàä ðÿäêàìè àáî ñòîâïöÿìè ìàòðèöi A.

ßêùî ìàòðèöi A i B åêâiâàëåíòíi, òî ïèñàòèìåìî A ∼ B.

Òåîðåìà 5

Áóäü-ÿêå åëåìåíòàðíå ïåðåòâîðåííÿ ìàòðèöi íå çìiíþ¹ ¨¨ ðàíãó.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé A � äåÿêà ìàòðèöÿ iç Rs×n, à B � ìàòðèöÿ, îäåðæàíà øëÿõîì
îäíîãî åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ íàä ðÿäêàìè ÷è ñòîâïöÿìè ìà-
òðèöi A. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ íàä ðÿäêà-
ìè ìàòðèöi A. Äîâåäåííÿ æ âèïàäêó åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ íàä
ñòîâïöÿìè ìàòðèöi A ¹ àíàëîãi÷íèì.
Íåõàé a1, a2, . . . , as � ðÿäêè ìàòðèöi A, à b1, b2, . . . , bs � ðÿäêè
ìàòðèöi B. Çà òåîðåìîþ 4 ðàíã ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ ðàíãó ñèñòåìi
âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as, à ðàíã ìàòðèöi B äîðiâíþ¹ ðàíãó ñèñòåìi âå-
êòîðiâ b1, b2, . . . , bs. Òîìó äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè íåîáõiäíî äîâåñòè,
ðàíãè ñèñòåì âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as òà b1, b2, . . . , bs � ðiâíi.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Îçíà÷åííÿ 2

Ìàòðèöÿ B íàçèâà¹òüñÿ åêâiâàëåíòíîþ ìàòðèöi A, ÿêùî ¨¨ ìîæíà
îäåðæàòè iç ìàòðèöi A øëÿõîì ñêií÷åííîãî ÷èñëà åëåìåíòàðíèõ ïå-
ðåòâîðåíü íàä ðÿäêàìè àáî ñòîâïöÿìè ìàòðèöi A.

ßêùî ìàòðèöi A i B åêâiâàëåíòíi, òî ïèñàòèìåìî A ∼ B.

Òåîðåìà 5

Áóäü-ÿêå åëåìåíòàðíå ïåðåòâîðåííÿ ìàòðèöi íå çìiíþ¹ ¨¨ ðàíãó.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé A � äåÿêà ìàòðèöÿ iç Rs×n,

à B � ìàòðèöÿ, îäåðæàíà øëÿõîì
îäíîãî åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ íàä ðÿäêàìè ÷è ñòîâïöÿìè ìà-
òðèöi A. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ íàä ðÿäêà-
ìè ìàòðèöi A. Äîâåäåííÿ æ âèïàäêó åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ íàä
ñòîâïöÿìè ìàòðèöi A ¹ àíàëîãi÷íèì.
Íåõàé a1, a2, . . . , as � ðÿäêè ìàòðèöi A, à b1, b2, . . . , bs � ðÿäêè
ìàòðèöi B. Çà òåîðåìîþ 4 ðàíã ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ ðàíãó ñèñòåìi
âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as, à ðàíã ìàòðèöi B äîðiâíþ¹ ðàíãó ñèñòåìi âå-
êòîðiâ b1, b2, . . . , bs. Òîìó äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè íåîáõiäíî äîâåñòè,
ðàíãè ñèñòåì âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as òà b1, b2, . . . , bs � ðiâíi.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Îçíà÷åííÿ 2

Ìàòðèöÿ B íàçèâà¹òüñÿ åêâiâàëåíòíîþ ìàòðèöi A, ÿêùî ¨¨ ìîæíà
îäåðæàòè iç ìàòðèöi A øëÿõîì ñêií÷åííîãî ÷èñëà åëåìåíòàðíèõ ïå-
ðåòâîðåíü íàä ðÿäêàìè àáî ñòîâïöÿìè ìàòðèöi A.

ßêùî ìàòðèöi A i B åêâiâàëåíòíi, òî ïèñàòèìåìî A ∼ B.

Òåîðåìà 5

Áóäü-ÿêå åëåìåíòàðíå ïåðåòâîðåííÿ ìàòðèöi íå çìiíþ¹ ¨¨ ðàíãó.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé A � äåÿêà ìàòðèöÿ iç Rs×n, à B � ìàòðèöÿ,

îäåðæàíà øëÿõîì
îäíîãî åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ íàä ðÿäêàìè ÷è ñòîâïöÿìè ìà-
òðèöi A. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ íàä ðÿäêà-
ìè ìàòðèöi A. Äîâåäåííÿ æ âèïàäêó åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ íàä
ñòîâïöÿìè ìàòðèöi A ¹ àíàëîãi÷íèì.
Íåõàé a1, a2, . . . , as � ðÿäêè ìàòðèöi A, à b1, b2, . . . , bs � ðÿäêè
ìàòðèöi B. Çà òåîðåìîþ 4 ðàíã ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ ðàíãó ñèñòåìi
âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as, à ðàíã ìàòðèöi B äîðiâíþ¹ ðàíãó ñèñòåìi âå-
êòîðiâ b1, b2, . . . , bs. Òîìó äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè íåîáõiäíî äîâåñòè,
ðàíãè ñèñòåì âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as òà b1, b2, . . . , bs � ðiâíi.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Îçíà÷åííÿ 2

Ìàòðèöÿ B íàçèâà¹òüñÿ åêâiâàëåíòíîþ ìàòðèöi A, ÿêùî ¨¨ ìîæíà
îäåðæàòè iç ìàòðèöi A øëÿõîì ñêií÷åííîãî ÷èñëà åëåìåíòàðíèõ ïå-
ðåòâîðåíü íàä ðÿäêàìè àáî ñòîâïöÿìè ìàòðèöi A.

ßêùî ìàòðèöi A i B åêâiâàëåíòíi, òî ïèñàòèìåìî A ∼ B.

Òåîðåìà 5

Áóäü-ÿêå åëåìåíòàðíå ïåðåòâîðåííÿ ìàòðèöi íå çìiíþ¹ ¨¨ ðàíãó.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé A � äåÿêà ìàòðèöÿ iç Rs×n, à B � ìàòðèöÿ, îäåðæàíà øëÿõîì
îäíîãî åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ

íàä ðÿäêàìè ÷è ñòîâïöÿìè ìà-
òðèöi A. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ íàä ðÿäêà-
ìè ìàòðèöi A. Äîâåäåííÿ æ âèïàäêó åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ íàä
ñòîâïöÿìè ìàòðèöi A ¹ àíàëîãi÷íèì.
Íåõàé a1, a2, . . . , as � ðÿäêè ìàòðèöi A, à b1, b2, . . . , bs � ðÿäêè
ìàòðèöi B. Çà òåîðåìîþ 4 ðàíã ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ ðàíãó ñèñòåìi
âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as, à ðàíã ìàòðèöi B äîðiâíþ¹ ðàíãó ñèñòåìi âå-
êòîðiâ b1, b2, . . . , bs. Òîìó äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè íåîáõiäíî äîâåñòè,
ðàíãè ñèñòåì âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as òà b1, b2, . . . , bs � ðiâíi.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Îçíà÷åííÿ 2
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ñòîâïöÿìè ìàòðèöi A ¹ àíàëîãi÷íèì.
Íåõàé a1, a2, . . . , as � ðÿäêè ìàòðèöi A, à b1, b2, . . . , bs � ðÿäêè
ìàòðèöi B. Çà òåîðåìîþ 4 ðàíã ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ ðàíãó ñèñòåìi
âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as, à ðàíã ìàòðèöi B äîðiâíþ¹ ðàíãó ñèñòåìi âå-
êòîðiâ b1, b2, . . . , bs. Òîìó äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè íåîáõiäíî äîâåñòè,
ðàíãè ñèñòåì âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as òà b1, b2, . . . , bs � ðiâíi.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Äîâåäåííÿ.

Äëÿ öüîãî äîñèòü äîâåñòè, ùî öi ñèñòåìè âåêòîðiâ ¹ åêâiâàëåíòíèìè.

Ðîçãëÿíåìî îêðåìî êîæåí âèïàäîê åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ íàä
ðÿäêàìè ìàòðèöi A.

Íåõàé ìàòðèöÿ B îäåðæàíà iç A çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíîãî ïå-
ðåòâîðåííÿ òèïó (I), à ñàìå ïîìiíÿâøè ìiñöÿìè i-é òà j-èé ðÿäêè.
Òîäi

bi = aj , bj = ai, bk = ak ∀k ∈ {1, 2, . . . , s} \ {i, j}.
Î÷åâèäíî, ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as òà b1, b2, . . . , bs ¹
åêâiâàëåíòíèìè.

Íåõàé ìàòðèöÿ B îäåðæàíà iç A çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíîãî
ïåðåòâîðåííÿ òèïó (II), à ñàìå äîäàâøè äî i-ãî ðÿäêà j-èé ðÿäîê
ìàòðèöi A, ïîìíîæåíèé íà äiéñíå ÷èñëî γ. Òîäi

bi = ai + γaj , bk = ak ∀k ∈ {1, 2, . . . s} \ {i}.
Öå îçíà÷à¹, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ b1, b2, . . . , bs ëiíiéíî âèðàæà¹-
òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as. Àëå

ai = (ai + γaj)− γaj = bi − γbj ,

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Äîâåäåííÿ.

Äëÿ öüîãî äîñèòü äîâåñòè, ùî öi ñèñòåìè âåêòîðiâ ¹ åêâiâàëåíòíèìè.
Ðîçãëÿíåìî îêðåìî êîæåí âèïàäîê åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ íàä
ðÿäêàìè ìàòðèöi A.

Íåõàé ìàòðèöÿ B îäåðæàíà iç A çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíîãî ïå-
ðåòâîðåííÿ òèïó (I), à ñàìå ïîìiíÿâøè ìiñöÿìè i-é òà j-èé ðÿäêè.
Òîäi

bi = aj , bj = ai, bk = ak ∀k ∈ {1, 2, . . . , s} \ {i, j}.
Î÷åâèäíî, ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as òà b1, b2, . . . , bs ¹
åêâiâàëåíòíèìè.

Íåõàé ìàòðèöÿ B îäåðæàíà iç A çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíîãî
ïåðåòâîðåííÿ òèïó (II), à ñàìå äîäàâøè äî i-ãî ðÿäêà j-èé ðÿäîê
ìàòðèöi A, ïîìíîæåíèé íà äiéñíå ÷èñëî γ. Òîäi

bi = ai + γaj , bk = ak ∀k ∈ {1, 2, . . . s} \ {i}.
Öå îçíà÷à¹, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ b1, b2, . . . , bs ëiíiéíî âèðàæà¹-
òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as. Àëå

ai = (ai + γaj)− γaj = bi − γbj ,

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Äîâåäåííÿ.

Äëÿ öüîãî äîñèòü äîâåñòè, ùî öi ñèñòåìè âåêòîðiâ ¹ åêâiâàëåíòíèìè.
Ðîçãëÿíåìî îêðåìî êîæåí âèïàäîê åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ íàä
ðÿäêàìè ìàòðèöi A.

Íåõàé ìàòðèöÿ B îäåðæàíà iç A çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíîãî ïå-
ðåòâîðåííÿ òèïó (I),

à ñàìå ïîìiíÿâøè ìiñöÿìè i-é òà j-èé ðÿäêè.
Òîäi

bi = aj , bj = ai, bk = ak ∀k ∈ {1, 2, . . . , s} \ {i, j}.
Î÷åâèäíî, ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as òà b1, b2, . . . , bs ¹
åêâiâàëåíòíèìè.

Íåõàé ìàòðèöÿ B îäåðæàíà iç A çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíîãî
ïåðåòâîðåííÿ òèïó (II), à ñàìå äîäàâøè äî i-ãî ðÿäêà j-èé ðÿäîê
ìàòðèöi A, ïîìíîæåíèé íà äiéñíå ÷èñëî γ. Òîäi

bi = ai + γaj , bk = ak ∀k ∈ {1, 2, . . . s} \ {i}.
Öå îçíà÷à¹, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ b1, b2, . . . , bs ëiíiéíî âèðàæà¹-
òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as. Àëå

ai = (ai + γaj)− γaj = bi − γbj ,

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Äîâåäåííÿ.

Äëÿ öüîãî äîñèòü äîâåñòè, ùî öi ñèñòåìè âåêòîðiâ ¹ åêâiâàëåíòíèìè.
Ðîçãëÿíåìî îêðåìî êîæåí âèïàäîê åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ íàä
ðÿäêàìè ìàòðèöi A.

Íåõàé ìàòðèöÿ B îäåðæàíà iç A çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíîãî ïå-
ðåòâîðåííÿ òèïó (I), à ñàìå ïîìiíÿâøè ìiñöÿìè i-é òà j-èé ðÿäêè.

Òîäi

bi = aj , bj = ai, bk = ak ∀k ∈ {1, 2, . . . , s} \ {i, j}.
Î÷åâèäíî, ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as òà b1, b2, . . . , bs ¹
åêâiâàëåíòíèìè.

Íåõàé ìàòðèöÿ B îäåðæàíà iç A çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíîãî
ïåðåòâîðåííÿ òèïó (II), à ñàìå äîäàâøè äî i-ãî ðÿäêà j-èé ðÿäîê
ìàòðèöi A, ïîìíîæåíèé íà äiéñíå ÷èñëî γ. Òîäi

bi = ai + γaj , bk = ak ∀k ∈ {1, 2, . . . s} \ {i}.
Öå îçíà÷à¹, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ b1, b2, . . . , bs ëiíiéíî âèðàæà¹-
òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as. Àëå

ai = (ai + γaj)− γaj = bi − γbj ,

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Äîâåäåííÿ.

Äëÿ öüîãî äîñèòü äîâåñòè, ùî öi ñèñòåìè âåêòîðiâ ¹ åêâiâàëåíòíèìè.
Ðîçãëÿíåìî îêðåìî êîæåí âèïàäîê åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ íàä
ðÿäêàìè ìàòðèöi A.

Íåõàé ìàòðèöÿ B îäåðæàíà iç A çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíîãî ïå-
ðåòâîðåííÿ òèïó (I), à ñàìå ïîìiíÿâøè ìiñöÿìè i-é òà j-èé ðÿäêè.
Òîäi

bi = aj ,

bj = ai, bk = ak ∀k ∈ {1, 2, . . . , s} \ {i, j}.
Î÷åâèäíî, ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as òà b1, b2, . . . , bs ¹
åêâiâàëåíòíèìè.

Íåõàé ìàòðèöÿ B îäåðæàíà iç A çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíîãî
ïåðåòâîðåííÿ òèïó (II), à ñàìå äîäàâøè äî i-ãî ðÿäêà j-èé ðÿäîê
ìàòðèöi A, ïîìíîæåíèé íà äiéñíå ÷èñëî γ. Òîäi

bi = ai + γaj , bk = ak ∀k ∈ {1, 2, . . . s} \ {i}.
Öå îçíà÷à¹, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ b1, b2, . . . , bs ëiíiéíî âèðàæà¹-
òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as. Àëå

ai = (ai + γaj)− γaj = bi − γbj ,

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Äîâåäåííÿ.

Äëÿ öüîãî äîñèòü äîâåñòè, ùî öi ñèñòåìè âåêòîðiâ ¹ åêâiâàëåíòíèìè.
Ðîçãëÿíåìî îêðåìî êîæåí âèïàäîê åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ íàä
ðÿäêàìè ìàòðèöi A.

Íåõàé ìàòðèöÿ B îäåðæàíà iç A çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíîãî ïå-
ðåòâîðåííÿ òèïó (I), à ñàìå ïîìiíÿâøè ìiñöÿìè i-é òà j-èé ðÿäêè.
Òîäi

bi = aj , bj = ai,

bk = ak ∀k ∈ {1, 2, . . . , s} \ {i, j}.
Î÷åâèäíî, ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as òà b1, b2, . . . , bs ¹
åêâiâàëåíòíèìè.

Íåõàé ìàòðèöÿ B îäåðæàíà iç A çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíîãî
ïåðåòâîðåííÿ òèïó (II), à ñàìå äîäàâøè äî i-ãî ðÿäêà j-èé ðÿäîê
ìàòðèöi A, ïîìíîæåíèé íà äiéñíå ÷èñëî γ. Òîäi

bi = ai + γaj , bk = ak ∀k ∈ {1, 2, . . . s} \ {i}.
Öå îçíà÷à¹, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ b1, b2, . . . , bs ëiíiéíî âèðàæà¹-
òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as. Àëå

ai = (ai + γaj)− γaj = bi − γbj ,

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Äîâåäåííÿ.

Äëÿ öüîãî äîñèòü äîâåñòè, ùî öi ñèñòåìè âåêòîðiâ ¹ åêâiâàëåíòíèìè.
Ðîçãëÿíåìî îêðåìî êîæåí âèïàäîê åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ íàä
ðÿäêàìè ìàòðèöi A.

Íåõàé ìàòðèöÿ B îäåðæàíà iç A çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíîãî ïå-
ðåòâîðåííÿ òèïó (I), à ñàìå ïîìiíÿâøè ìiñöÿìè i-é òà j-èé ðÿäêè.
Òîäi

bi = aj , bj = ai, bk = ak ∀k ∈ {1, 2, . . . , s} \ {i, j}.

Î÷åâèäíî, ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as òà b1, b2, . . . , bs ¹
åêâiâàëåíòíèìè.

Íåõàé ìàòðèöÿ B îäåðæàíà iç A çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíîãî
ïåðåòâîðåííÿ òèïó (II), à ñàìå äîäàâøè äî i-ãî ðÿäêà j-èé ðÿäîê
ìàòðèöi A, ïîìíîæåíèé íà äiéñíå ÷èñëî γ. Òîäi

bi = ai + γaj , bk = ak ∀k ∈ {1, 2, . . . s} \ {i}.
Öå îçíà÷à¹, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ b1, b2, . . . , bs ëiíiéíî âèðàæà¹-
òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as. Àëå

ai = (ai + γaj)− γaj = bi − γbj ,

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Äîâåäåííÿ.

Äëÿ öüîãî äîñèòü äîâåñòè, ùî öi ñèñòåìè âåêòîðiâ ¹ åêâiâàëåíòíèìè.
Ðîçãëÿíåìî îêðåìî êîæåí âèïàäîê åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ íàä
ðÿäêàìè ìàòðèöi A.

Íåõàé ìàòðèöÿ B îäåðæàíà iç A çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíîãî ïå-
ðåòâîðåííÿ òèïó (I), à ñàìå ïîìiíÿâøè ìiñöÿìè i-é òà j-èé ðÿäêè.
Òîäi

bi = aj , bj = ai, bk = ak ∀k ∈ {1, 2, . . . , s} \ {i, j}.
Î÷åâèäíî, ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as

òà b1, b2, . . . , bs ¹
åêâiâàëåíòíèìè.

Íåõàé ìàòðèöÿ B îäåðæàíà iç A çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíîãî
ïåðåòâîðåííÿ òèïó (II), à ñàìå äîäàâøè äî i-ãî ðÿäêà j-èé ðÿäîê
ìàòðèöi A, ïîìíîæåíèé íà äiéñíå ÷èñëî γ. Òîäi

bi = ai + γaj , bk = ak ∀k ∈ {1, 2, . . . s} \ {i}.
Öå îçíà÷à¹, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ b1, b2, . . . , bs ëiíiéíî âèðàæà¹-
òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as. Àëå

ai = (ai + γaj)− γaj = bi − γbj ,

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Äîâåäåííÿ.

Äëÿ öüîãî äîñèòü äîâåñòè, ùî öi ñèñòåìè âåêòîðiâ ¹ åêâiâàëåíòíèìè.
Ðîçãëÿíåìî îêðåìî êîæåí âèïàäîê åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ íàä
ðÿäêàìè ìàòðèöi A.

Íåõàé ìàòðèöÿ B îäåðæàíà iç A çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíîãî ïå-
ðåòâîðåííÿ òèïó (I), à ñàìå ïîìiíÿâøè ìiñöÿìè i-é òà j-èé ðÿäêè.
Òîäi

bi = aj , bj = ai, bk = ak ∀k ∈ {1, 2, . . . , s} \ {i, j}.
Î÷åâèäíî, ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as òà b1, b2, . . . , bs

¹
åêâiâàëåíòíèìè.

Íåõàé ìàòðèöÿ B îäåðæàíà iç A çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíîãî
ïåðåòâîðåííÿ òèïó (II), à ñàìå äîäàâøè äî i-ãî ðÿäêà j-èé ðÿäîê
ìàòðèöi A, ïîìíîæåíèé íà äiéñíå ÷èñëî γ. Òîäi

bi = ai + γaj , bk = ak ∀k ∈ {1, 2, . . . s} \ {i}.
Öå îçíà÷à¹, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ b1, b2, . . . , bs ëiíiéíî âèðàæà¹-
òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as. Àëå

ai = (ai + γaj)− γaj = bi − γbj ,

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Äîâåäåííÿ.

Äëÿ öüîãî äîñèòü äîâåñòè, ùî öi ñèñòåìè âåêòîðiâ ¹ åêâiâàëåíòíèìè.
Ðîçãëÿíåìî îêðåìî êîæåí âèïàäîê åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ íàä
ðÿäêàìè ìàòðèöi A.

Íåõàé ìàòðèöÿ B îäåðæàíà iç A çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíîãî ïå-
ðåòâîðåííÿ òèïó (I), à ñàìå ïîìiíÿâøè ìiñöÿìè i-é òà j-èé ðÿäêè.
Òîäi

bi = aj , bj = ai, bk = ak ∀k ∈ {1, 2, . . . , s} \ {i, j}.
Î÷åâèäíî, ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as òà b1, b2, . . . , bs ¹
åêâiâàëåíòíèìè.

Íåõàé ìàòðèöÿ B îäåðæàíà iç A çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíîãî
ïåðåòâîðåííÿ òèïó (II),

à ñàìå äîäàâøè äî i-ãî ðÿäêà j-èé ðÿäîê
ìàòðèöi A, ïîìíîæåíèé íà äiéñíå ÷èñëî γ. Òîäi

bi = ai + γaj , bk = ak ∀k ∈ {1, 2, . . . s} \ {i}.
Öå îçíà÷à¹, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ b1, b2, . . . , bs ëiíiéíî âèðàæà¹-
òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as. Àëå

ai = (ai + γaj)− γaj = bi − γbj ,

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Äîâåäåííÿ.

Äëÿ öüîãî äîñèòü äîâåñòè, ùî öi ñèñòåìè âåêòîðiâ ¹ åêâiâàëåíòíèìè.
Ðîçãëÿíåìî îêðåìî êîæåí âèïàäîê åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ íàä
ðÿäêàìè ìàòðèöi A.

Íåõàé ìàòðèöÿ B îäåðæàíà iç A çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíîãî ïå-
ðåòâîðåííÿ òèïó (I), à ñàìå ïîìiíÿâøè ìiñöÿìè i-é òà j-èé ðÿäêè.
Òîäi

bi = aj , bj = ai, bk = ak ∀k ∈ {1, 2, . . . , s} \ {i, j}.
Î÷åâèäíî, ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as òà b1, b2, . . . , bs ¹
åêâiâàëåíòíèìè.

Íåõàé ìàòðèöÿ B îäåðæàíà iç A çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíîãî
ïåðåòâîðåííÿ òèïó (II), à ñàìå äîäàâøè äî i-ãî ðÿäêà j-èé ðÿäîê
ìàòðèöi A, ïîìíîæåíèé íà äiéñíå ÷èñëî γ.

Òîäi

bi = ai + γaj , bk = ak ∀k ∈ {1, 2, . . . s} \ {i}.
Öå îçíà÷à¹, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ b1, b2, . . . , bs ëiíiéíî âèðàæà¹-
òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as. Àëå

ai = (ai + γaj)− γaj = bi − γbj ,

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Äîâåäåííÿ.

Äëÿ öüîãî äîñèòü äîâåñòè, ùî öi ñèñòåìè âåêòîðiâ ¹ åêâiâàëåíòíèìè.
Ðîçãëÿíåìî îêðåìî êîæåí âèïàäîê åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ íàä
ðÿäêàìè ìàòðèöi A.

Íåõàé ìàòðèöÿ B îäåðæàíà iç A çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíîãî ïå-
ðåòâîðåííÿ òèïó (I), à ñàìå ïîìiíÿâøè ìiñöÿìè i-é òà j-èé ðÿäêè.
Òîäi

bi = aj , bj = ai, bk = ak ∀k ∈ {1, 2, . . . , s} \ {i, j}.
Î÷åâèäíî, ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as òà b1, b2, . . . , bs ¹
åêâiâàëåíòíèìè.

Íåõàé ìàòðèöÿ B îäåðæàíà iç A çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíîãî
ïåðåòâîðåííÿ òèïó (II), à ñàìå äîäàâøè äî i-ãî ðÿäêà j-èé ðÿäîê
ìàòðèöi A, ïîìíîæåíèé íà äiéñíå ÷èñëî γ. Òîäi

bi = ai + γaj ,

bk = ak ∀k ∈ {1, 2, . . . s} \ {i}.
Öå îçíà÷à¹, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ b1, b2, . . . , bs ëiíiéíî âèðàæà¹-
òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as. Àëå

ai = (ai + γaj)− γaj = bi − γbj ,

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Äîâåäåííÿ.

Äëÿ öüîãî äîñèòü äîâåñòè, ùî öi ñèñòåìè âåêòîðiâ ¹ åêâiâàëåíòíèìè.
Ðîçãëÿíåìî îêðåìî êîæåí âèïàäîê åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ íàä
ðÿäêàìè ìàòðèöi A.

Íåõàé ìàòðèöÿ B îäåðæàíà iç A çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíîãî ïå-
ðåòâîðåííÿ òèïó (I), à ñàìå ïîìiíÿâøè ìiñöÿìè i-é òà j-èé ðÿäêè.
Òîäi

bi = aj , bj = ai, bk = ak ∀k ∈ {1, 2, . . . , s} \ {i, j}.
Î÷åâèäíî, ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as òà b1, b2, . . . , bs ¹
åêâiâàëåíòíèìè.

Íåõàé ìàòðèöÿ B îäåðæàíà iç A çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíîãî
ïåðåòâîðåííÿ òèïó (II), à ñàìå äîäàâøè äî i-ãî ðÿäêà j-èé ðÿäîê
ìàòðèöi A, ïîìíîæåíèé íà äiéñíå ÷èñëî γ. Òîäi

bi = ai + γaj , bk = ak ∀k ∈ {1, 2, . . . s} \ {i}.

Öå îçíà÷à¹, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ b1, b2, . . . , bs ëiíiéíî âèðàæà¹-
òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as. Àëå

ai = (ai + γaj)− γaj = bi − γbj ,

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Äîâåäåííÿ.

Äëÿ öüîãî äîñèòü äîâåñòè, ùî öi ñèñòåìè âåêòîðiâ ¹ åêâiâàëåíòíèìè.
Ðîçãëÿíåìî îêðåìî êîæåí âèïàäîê åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ íàä
ðÿäêàìè ìàòðèöi A.

Íåõàé ìàòðèöÿ B îäåðæàíà iç A çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíîãî ïå-
ðåòâîðåííÿ òèïó (I), à ñàìå ïîìiíÿâøè ìiñöÿìè i-é òà j-èé ðÿäêè.
Òîäi

bi = aj , bj = ai, bk = ak ∀k ∈ {1, 2, . . . , s} \ {i, j}.
Î÷åâèäíî, ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as òà b1, b2, . . . , bs ¹
åêâiâàëåíòíèìè.

Íåõàé ìàòðèöÿ B îäåðæàíà iç A çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíîãî
ïåðåòâîðåííÿ òèïó (II), à ñàìå äîäàâøè äî i-ãî ðÿäêà j-èé ðÿäîê
ìàòðèöi A, ïîìíîæåíèé íà äiéñíå ÷èñëî γ. Òîäi

bi = ai + γaj , bk = ak ∀k ∈ {1, 2, . . . s} \ {i}.
Öå îçíà÷à¹, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ b1, b2, . . . , bs ëiíiéíî âèðàæà¹-
òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as.

Àëå

ai = (ai + γaj)− γaj = bi − γbj ,

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Äîâåäåííÿ.

Äëÿ öüîãî äîñèòü äîâåñòè, ùî öi ñèñòåìè âåêòîðiâ ¹ åêâiâàëåíòíèìè.
Ðîçãëÿíåìî îêðåìî êîæåí âèïàäîê åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ íàä
ðÿäêàìè ìàòðèöi A.

Íåõàé ìàòðèöÿ B îäåðæàíà iç A çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíîãî ïå-
ðåòâîðåííÿ òèïó (I), à ñàìå ïîìiíÿâøè ìiñöÿìè i-é òà j-èé ðÿäêè.
Òîäi

bi = aj , bj = ai, bk = ak ∀k ∈ {1, 2, . . . , s} \ {i, j}.
Î÷åâèäíî, ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as òà b1, b2, . . . , bs ¹
åêâiâàëåíòíèìè.

Íåõàé ìàòðèöÿ B îäåðæàíà iç A çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíîãî
ïåðåòâîðåííÿ òèïó (II), à ñàìå äîäàâøè äî i-ãî ðÿäêà j-èé ðÿäîê
ìàòðèöi A, ïîìíîæåíèé íà äiéñíå ÷èñëî γ. Òîäi

bi = ai + γaj , bk = ak ∀k ∈ {1, 2, . . . s} \ {i}.
Öå îçíà÷à¹, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ b1, b2, . . . , bs ëiíiéíî âèðàæà¹-
òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as. Àëå

ai =

(ai + γaj)− γaj = bi − γbj ,

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Äîâåäåííÿ.

Äëÿ öüîãî äîñèòü äîâåñòè, ùî öi ñèñòåìè âåêòîðiâ ¹ åêâiâàëåíòíèìè.
Ðîçãëÿíåìî îêðåìî êîæåí âèïàäîê åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ íàä
ðÿäêàìè ìàòðèöi A.

Íåõàé ìàòðèöÿ B îäåðæàíà iç A çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíîãî ïå-
ðåòâîðåííÿ òèïó (I), à ñàìå ïîìiíÿâøè ìiñöÿìè i-é òà j-èé ðÿäêè.
Òîäi

bi = aj , bj = ai, bk = ak ∀k ∈ {1, 2, . . . , s} \ {i, j}.
Î÷åâèäíî, ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as òà b1, b2, . . . , bs ¹
åêâiâàëåíòíèìè.

Íåõàé ìàòðèöÿ B îäåðæàíà iç A çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíîãî
ïåðåòâîðåííÿ òèïó (II), à ñàìå äîäàâøè äî i-ãî ðÿäêà j-èé ðÿäîê
ìàòðèöi A, ïîìíîæåíèé íà äiéñíå ÷èñëî γ. Òîäi

bi = ai + γaj , bk = ak ∀k ∈ {1, 2, . . . s} \ {i}.
Öå îçíà÷à¹, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ b1, b2, . . . , bs ëiíiéíî âèðàæà¹-
òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as. Àëå

ai = (ai + γaj)− γaj

= bi − γbj ,

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Äîâåäåííÿ.

Äëÿ öüîãî äîñèòü äîâåñòè, ùî öi ñèñòåìè âåêòîðiâ ¹ åêâiâàëåíòíèìè.
Ðîçãëÿíåìî îêðåìî êîæåí âèïàäîê åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ íàä
ðÿäêàìè ìàòðèöi A.

Íåõàé ìàòðèöÿ B îäåðæàíà iç A çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíîãî ïå-
ðåòâîðåííÿ òèïó (I), à ñàìå ïîìiíÿâøè ìiñöÿìè i-é òà j-èé ðÿäêè.
Òîäi

bi = aj , bj = ai, bk = ak ∀k ∈ {1, 2, . . . , s} \ {i, j}.
Î÷åâèäíî, ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as òà b1, b2, . . . , bs ¹
åêâiâàëåíòíèìè.

Íåõàé ìàòðèöÿ B îäåðæàíà iç A çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíîãî
ïåðåòâîðåííÿ òèïó (II), à ñàìå äîäàâøè äî i-ãî ðÿäêà j-èé ðÿäîê
ìàòðèöi A, ïîìíîæåíèé íà äiéñíå ÷èñëî γ. Òîäi

bi = ai + γaj , bk = ak ∀k ∈ {1, 2, . . . s} \ {i}.
Öå îçíà÷à¹, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ b1, b2, . . . , bs ëiíiéíî âèðàæà¹-
òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as. Àëå

ai = (ai + γaj)− γaj = bi − γbj ,

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Äîâåäåííÿ.

ÿê íàñëiäîê îäåðæó¹ìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as ëiíié-
íî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ b1, b2, . . . , bs.

Òîìó çíîâó æ
òàêè ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as òà b1, b2, . . . , bs ¹ åêâiâàëåíòíèìè.

Íåõàé ìàòðèöÿ B îäåðæàíà iç A çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíîãî
ïåðåòâîðåííÿ òèïó (III), à ñàìå ìíîæåííÿì i-ãî ðÿäêà ìàòðèöi A
íà íåíóëüîâå äiéñíå ÷èñëî γ. Òîäi

bi = γai, bk = ak ∀k ∈ {1, 2, . . . s} \ {i}.
Öå îçíà÷à¹, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ b1, b2, . . . , bs ëiíiéíî âèðàæà¹-
òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as. Àëå

ai =
1

γ
(γai) =

1

γ
bi, .

À òîìó çíîâó æ òàêè ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as òà b1, b2,
. . . , bs ¹ åêâiâàëåíòíèìè.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Äîâåäåííÿ.

ÿê íàñëiäîê îäåðæó¹ìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as ëiíié-
íî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ b1, b2, . . . , bs. Òîìó çíîâó æ
òàêè ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as

òà b1, b2, . . . , bs ¹ åêâiâàëåíòíèìè.

Íåõàé ìàòðèöÿ B îäåðæàíà iç A çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíîãî
ïåðåòâîðåííÿ òèïó (III), à ñàìå ìíîæåííÿì i-ãî ðÿäêà ìàòðèöi A
íà íåíóëüîâå äiéñíå ÷èñëî γ. Òîäi

bi = γai, bk = ak ∀k ∈ {1, 2, . . . s} \ {i}.
Öå îçíà÷à¹, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ b1, b2, . . . , bs ëiíiéíî âèðàæà¹-
òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as. Àëå

ai =
1

γ
(γai) =

1

γ
bi, .

À òîìó çíîâó æ òàêè ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as òà b1, b2,
. . . , bs ¹ åêâiâàëåíòíèìè.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Äîâåäåííÿ.

ÿê íàñëiäîê îäåðæó¹ìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as ëiíié-
íî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ b1, b2, . . . , bs. Òîìó çíîâó æ
òàêè ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as òà b1, b2, . . . , bs

¹ åêâiâàëåíòíèìè.

Íåõàé ìàòðèöÿ B îäåðæàíà iç A çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíîãî
ïåðåòâîðåííÿ òèïó (III), à ñàìå ìíîæåííÿì i-ãî ðÿäêà ìàòðèöi A
íà íåíóëüîâå äiéñíå ÷èñëî γ. Òîäi

bi = γai, bk = ak ∀k ∈ {1, 2, . . . s} \ {i}.
Öå îçíà÷à¹, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ b1, b2, . . . , bs ëiíiéíî âèðàæà¹-
òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as. Àëå

ai =
1

γ
(γai) =

1

γ
bi, .

À òîìó çíîâó æ òàêè ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as òà b1, b2,
. . . , bs ¹ åêâiâàëåíòíèìè.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Äîâåäåííÿ.

ÿê íàñëiäîê îäåðæó¹ìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as ëiíié-
íî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ b1, b2, . . . , bs. Òîìó çíîâó æ
òàêè ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as òà b1, b2, . . . , bs ¹ åêâiâàëåíòíèìè.

Íåõàé ìàòðèöÿ B îäåðæàíà iç A çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíîãî
ïåðåòâîðåííÿ òèïó (III), à ñàìå ìíîæåííÿì i-ãî ðÿäêà ìàòðèöi A
íà íåíóëüîâå äiéñíå ÷èñëî γ. Òîäi

bi = γai, bk = ak ∀k ∈ {1, 2, . . . s} \ {i}.
Öå îçíà÷à¹, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ b1, b2, . . . , bs ëiíiéíî âèðàæà¹-
òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as. Àëå

ai =
1

γ
(γai) =

1

γ
bi, .

À òîìó çíîâó æ òàêè ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as òà b1, b2,
. . . , bs ¹ åêâiâàëåíòíèìè.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Äîâåäåííÿ.

ÿê íàñëiäîê îäåðæó¹ìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as ëiíié-
íî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ b1, b2, . . . , bs. Òîìó çíîâó æ
òàêè ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as òà b1, b2, . . . , bs ¹ åêâiâàëåíòíèìè.

Íåõàé ìàòðèöÿ B îäåðæàíà iç A çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíîãî
ïåðåòâîðåííÿ òèïó (III),

à ñàìå ìíîæåííÿì i-ãî ðÿäêà ìàòðèöi A
íà íåíóëüîâå äiéñíå ÷èñëî γ. Òîäi

bi = γai, bk = ak ∀k ∈ {1, 2, . . . s} \ {i}.
Öå îçíà÷à¹, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ b1, b2, . . . , bs ëiíiéíî âèðàæà¹-
òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as. Àëå

ai =
1

γ
(γai) =

1

γ
bi, .

À òîìó çíîâó æ òàêè ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as òà b1, b2,
. . . , bs ¹ åêâiâàëåíòíèìè.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Äîâåäåííÿ.

ÿê íàñëiäîê îäåðæó¹ìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as ëiíié-
íî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ b1, b2, . . . , bs. Òîìó çíîâó æ
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ïåðåòâîðåííÿ òèïó (III), à ñàìå ìíîæåííÿì i-ãî ðÿäêà ìàòðèöi A
íà íåíóëüîâå äiéñíå ÷èñëî γ.
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òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as. Àëå

ai =
1

γ
(γai) =

1

γ
bi, .

À òîìó çíîâó æ òàêè ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as òà b1, b2,
. . . , bs ¹ åêâiâàëåíòíèìè.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Íàñëiäîê 2

Ðàíãè åêâiâàëåíòíèõ ìàòðèöü ðiâíi.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé ìàòðèöÿ B � åêâiâàëåíòíà ìàòðèöi A. Öå îçíà÷à¹, ùî ìàòðèöþ
B îäåðæàëè iç ìàòðèöi A øëÿõîì äåÿêîãî ñêií÷åííîãî ÷èñëà åëåìåí-
òàðíèõ ïåðåòâîðåíü íàä ðÿäêàìè ÷è ñòîâïöÿìè ìàòðèöi A i, ìîæëèâî,
îäåðæàíèõ ç íå¨ ìàòðèöü:

A = A0 ∼ A1 ∼ A2 ∼ A3 ∼ . . . ∼ An = B,

äå Ai � ìàòðèöÿ, îäåðæàíà iç ìàòðèöi Ai−1 øëÿõîì äåÿêîãî åëå-
ìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ íàä ðÿäêàìè, ÷è ñòîâïöÿìè öi¹¨ ìàòðèöi,
i ∈ {1, 2, . . . , n}, n � ÷èñëî âèêîíàíèõ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü. Çà
ïîïåðåäíüîþ òåîðåìîþ

rankAi = rankAi−1

äëÿ áóäü-ÿêîãî i ∈ {1, 2, . . . , n}. Òîìó
rankA = rankA0 = rankA1 = rankA2 = . . . = rankAn = rankB.

Íàñëiäîê äîâåäåíî.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi
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òàðíèõ ïåðåòâîðåíü íàä ðÿäêàìè ÷è ñòîâïöÿìè ìàòðèöi A i, ìîæëèâî,
îäåðæàíèõ ç íå¨ ìàòðèöü:

A = A0 ∼ A1 ∼ A2 ∼ A3 ∼ . . . ∼ An = B,

äå Ai � ìàòðèöÿ, îäåðæàíà iç ìàòðèöi Ai−1 øëÿõîì äåÿêîãî åëå-
ìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ íàä ðÿäêàìè, ÷è ñòîâïöÿìè öi¹¨ ìàòðèöi,
i ∈ {1, 2, . . . , n}, n � ÷èñëî âèêîíàíèõ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü. Çà
ïîïåðåäíüîþ òåîðåìîþ

rankAi = rankAi−1

äëÿ áóäü-ÿêîãî i ∈ {1, 2, . . . , n}. Òîìó
rankA = rankA0 = rankA1 = rankA2 = . . . = rankAn = rankB.

Íàñëiäîê äîâåäåíî.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Íàñëiäîê 2

Ðàíãè åêâiâàëåíòíèõ ìàòðèöü ðiâíi.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé ìàòðèöÿ B � åêâiâàëåíòíà ìàòðèöi A. Öå îçíà÷à¹, ùî ìàòðèöþ
B îäåðæàëè iç ìàòðèöi A øëÿõîì äåÿêîãî ñêií÷åííîãî ÷èñëà åëåìåí-
òàðíèõ ïåðåòâîðåíü íàä ðÿäêàìè ÷è ñòîâïöÿìè ìàòðèöi A i, ìîæëèâî,
îäåðæàíèõ ç íå¨ ìàòðèöü:

A = A0 ∼ A1 ∼ A2 ∼ A3 ∼ . . . ∼ An = B,

äå Ai � ìàòðèöÿ,

îäåðæàíà iç ìàòðèöi Ai−1 øëÿõîì äåÿêîãî åëå-
ìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ íàä ðÿäêàìè, ÷è ñòîâïöÿìè öi¹¨ ìàòðèöi,
i ∈ {1, 2, . . . , n}, n � ÷èñëî âèêîíàíèõ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü. Çà
ïîïåðåäíüîþ òåîðåìîþ

rankAi = rankAi−1

äëÿ áóäü-ÿêîãî i ∈ {1, 2, . . . , n}. Òîìó
rankA = rankA0 = rankA1 = rankA2 = . . . = rankAn = rankB.

Íàñëiäîê äîâåäåíî.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Íàñëiäîê 2

Ðàíãè åêâiâàëåíòíèõ ìàòðèöü ðiâíi.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé ìàòðèöÿ B � åêâiâàëåíòíà ìàòðèöi A. Öå îçíà÷à¹, ùî ìàòðèöþ
B îäåðæàëè iç ìàòðèöi A øëÿõîì äåÿêîãî ñêií÷åííîãî ÷èñëà åëåìåí-
òàðíèõ ïåðåòâîðåíü íàä ðÿäêàìè ÷è ñòîâïöÿìè ìàòðèöi A i, ìîæëèâî,
îäåðæàíèõ ç íå¨ ìàòðèöü:

A = A0 ∼ A1 ∼ A2 ∼ A3 ∼ . . . ∼ An = B,

äå Ai � ìàòðèöÿ, îäåðæàíà iç ìàòðèöi Ai−1 øëÿõîì äåÿêîãî åëå-
ìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ íàä ðÿäêàìè, ÷è ñòîâïöÿìè öi¹¨ ìàòðèöi,

i ∈ {1, 2, . . . , n}, n � ÷èñëî âèêîíàíèõ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü. Çà
ïîïåðåäíüîþ òåîðåìîþ

rankAi = rankAi−1

äëÿ áóäü-ÿêîãî i ∈ {1, 2, . . . , n}. Òîìó
rankA = rankA0 = rankA1 = rankA2 = . . . = rankAn = rankB.

Íàñëiäîê äîâåäåíî.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Íàñëiäîê 2

Ðàíãè åêâiâàëåíòíèõ ìàòðèöü ðiâíi.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé ìàòðèöÿ B � åêâiâàëåíòíà ìàòðèöi A. Öå îçíà÷à¹, ùî ìàòðèöþ
B îäåðæàëè iç ìàòðèöi A øëÿõîì äåÿêîãî ñêií÷åííîãî ÷èñëà åëåìåí-
òàðíèõ ïåðåòâîðåíü íàä ðÿäêàìè ÷è ñòîâïöÿìè ìàòðèöi A i, ìîæëèâî,
îäåðæàíèõ ç íå¨ ìàòðèöü:

A = A0 ∼ A1 ∼ A2 ∼ A3 ∼ . . . ∼ An = B,

äå Ai � ìàòðèöÿ, îäåðæàíà iç ìàòðèöi Ai−1 øëÿõîì äåÿêîãî åëå-
ìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ íàä ðÿäêàìè, ÷è ñòîâïöÿìè öi¹¨ ìàòðèöi,
i ∈ {1, 2, . . . , n},

n � ÷èñëî âèêîíàíèõ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü. Çà
ïîïåðåäíüîþ òåîðåìîþ

rankAi = rankAi−1

äëÿ áóäü-ÿêîãî i ∈ {1, 2, . . . , n}. Òîìó
rankA = rankA0 = rankA1 = rankA2 = . . . = rankAn = rankB.

Íàñëiäîê äîâåäåíî.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Íàñëiäîê 2

Ðàíãè åêâiâàëåíòíèõ ìàòðèöü ðiâíi.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé ìàòðèöÿ B � åêâiâàëåíòíà ìàòðèöi A. Öå îçíà÷à¹, ùî ìàòðèöþ
B îäåðæàëè iç ìàòðèöi A øëÿõîì äåÿêîãî ñêií÷åííîãî ÷èñëà åëåìåí-
òàðíèõ ïåðåòâîðåíü íàä ðÿäêàìè ÷è ñòîâïöÿìè ìàòðèöi A i, ìîæëèâî,
îäåðæàíèõ ç íå¨ ìàòðèöü:

A = A0 ∼ A1 ∼ A2 ∼ A3 ∼ . . . ∼ An = B,

äå Ai � ìàòðèöÿ, îäåðæàíà iç ìàòðèöi Ai−1 øëÿõîì äåÿêîãî åëå-
ìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ íàä ðÿäêàìè, ÷è ñòîâïöÿìè öi¹¨ ìàòðèöi,
i ∈ {1, 2, . . . , n}, n � ÷èñëî âèêîíàíèõ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü.

Çà
ïîïåðåäíüîþ òåîðåìîþ

rankAi = rankAi−1

äëÿ áóäü-ÿêîãî i ∈ {1, 2, . . . , n}. Òîìó
rankA = rankA0 = rankA1 = rankA2 = . . . = rankAn = rankB.

Íàñëiäîê äîâåäåíî.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Íàñëiäîê 2

Ðàíãè åêâiâàëåíòíèõ ìàòðèöü ðiâíi.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé ìàòðèöÿ B � åêâiâàëåíòíà ìàòðèöi A. Öå îçíà÷à¹, ùî ìàòðèöþ
B îäåðæàëè iç ìàòðèöi A øëÿõîì äåÿêîãî ñêií÷åííîãî ÷èñëà åëåìåí-
òàðíèõ ïåðåòâîðåíü íàä ðÿäêàìè ÷è ñòîâïöÿìè ìàòðèöi A i, ìîæëèâî,
îäåðæàíèõ ç íå¨ ìàòðèöü:

A = A0 ∼ A1 ∼ A2 ∼ A3 ∼ . . . ∼ An = B,

äå Ai � ìàòðèöÿ, îäåðæàíà iç ìàòðèöi Ai−1 øëÿõîì äåÿêîãî åëå-
ìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ íàä ðÿäêàìè, ÷è ñòîâïöÿìè öi¹¨ ìàòðèöi,
i ∈ {1, 2, . . . , n}, n � ÷èñëî âèêîíàíèõ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü. Çà
ïîïåðåäíüîþ òåîðåìîþ

rankAi = rankAi−1

äëÿ áóäü-ÿêîãî i ∈ {1, 2, . . . , n}. Òîìó
rankA = rankA0 = rankA1 = rankA2 = . . . = rankAn = rankB.

Íàñëiäîê äîâåäåíî.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Íàñëiäîê 2

Ðàíãè åêâiâàëåíòíèõ ìàòðèöü ðiâíi.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé ìàòðèöÿ B � åêâiâàëåíòíà ìàòðèöi A. Öå îçíà÷à¹, ùî ìàòðèöþ
B îäåðæàëè iç ìàòðèöi A øëÿõîì äåÿêîãî ñêií÷åííîãî ÷èñëà åëåìåí-
òàðíèõ ïåðåòâîðåíü íàä ðÿäêàìè ÷è ñòîâïöÿìè ìàòðèöi A i, ìîæëèâî,
îäåðæàíèõ ç íå¨ ìàòðèöü:

A = A0 ∼ A1 ∼ A2 ∼ A3 ∼ . . . ∼ An = B,

äå Ai � ìàòðèöÿ, îäåðæàíà iç ìàòðèöi Ai−1 øëÿõîì äåÿêîãî åëå-
ìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ íàä ðÿäêàìè, ÷è ñòîâïöÿìè öi¹¨ ìàòðèöi,
i ∈ {1, 2, . . . , n}, n � ÷èñëî âèêîíàíèõ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü. Çà
ïîïåðåäíüîþ òåîðåìîþ

rankAi = rankAi−1

äëÿ áóäü-ÿêîãî i ∈ {1, 2, . . . , n}. Òîìó
rankA = rankA0 = rankA1 = rankA2 = . . . = rankAn = rankB.

Íàñëiäîê äîâåäåíî.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Íàñëiäîê 2

Ðàíãè åêâiâàëåíòíèõ ìàòðèöü ðiâíi.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé ìàòðèöÿ B � åêâiâàëåíòíà ìàòðèöi A. Öå îçíà÷à¹, ùî ìàòðèöþ
B îäåðæàëè iç ìàòðèöi A øëÿõîì äåÿêîãî ñêií÷åííîãî ÷èñëà åëåìåí-
òàðíèõ ïåðåòâîðåíü íàä ðÿäêàìè ÷è ñòîâïöÿìè ìàòðèöi A i, ìîæëèâî,
îäåðæàíèõ ç íå¨ ìàòðèöü:

A = A0 ∼ A1 ∼ A2 ∼ A3 ∼ . . . ∼ An = B,

äå Ai � ìàòðèöÿ, îäåðæàíà iç ìàòðèöi Ai−1 øëÿõîì äåÿêîãî åëå-
ìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ íàä ðÿäêàìè, ÷è ñòîâïöÿìè öi¹¨ ìàòðèöi,
i ∈ {1, 2, . . . , n}, n � ÷èñëî âèêîíàíèõ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü. Çà
ïîïåðåäíüîþ òåîðåìîþ

rankAi = rankAi−1

äëÿ áóäü-ÿêîãî i ∈ {1, 2, . . . , n}.

Òîìó

rankA = rankA0 = rankA1 = rankA2 = . . . = rankAn = rankB.

Íàñëiäîê äîâåäåíî.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Íàñëiäîê 2

Ðàíãè åêâiâàëåíòíèõ ìàòðèöü ðiâíi.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé ìàòðèöÿ B � åêâiâàëåíòíà ìàòðèöi A. Öå îçíà÷à¹, ùî ìàòðèöþ
B îäåðæàëè iç ìàòðèöi A øëÿõîì äåÿêîãî ñêií÷åííîãî ÷èñëà åëåìåí-
òàðíèõ ïåðåòâîðåíü íàä ðÿäêàìè ÷è ñòîâïöÿìè ìàòðèöi A i, ìîæëèâî,
îäåðæàíèõ ç íå¨ ìàòðèöü:

A = A0 ∼ A1 ∼ A2 ∼ A3 ∼ . . . ∼ An = B,

äå Ai � ìàòðèöÿ, îäåðæàíà iç ìàòðèöi Ai−1 øëÿõîì äåÿêîãî åëå-
ìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ íàä ðÿäêàìè, ÷è ñòîâïöÿìè öi¹¨ ìàòðèöi,
i ∈ {1, 2, . . . , n}, n � ÷èñëî âèêîíàíèõ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü. Çà
ïîïåðåäíüîþ òåîðåìîþ

rankAi = rankAi−1

äëÿ áóäü-ÿêîãî i ∈ {1, 2, . . . , n}. Òîìó
rankA = rankA0

= rankA1 = rankA2 = . . . = rankAn = rankB.

Íàñëiäîê äîâåäåíî.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Íàñëiäîê 2

Ðàíãè åêâiâàëåíòíèõ ìàòðèöü ðiâíi.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé ìàòðèöÿ B � åêâiâàëåíòíà ìàòðèöi A. Öå îçíà÷à¹, ùî ìàòðèöþ
B îäåðæàëè iç ìàòðèöi A øëÿõîì äåÿêîãî ñêií÷åííîãî ÷èñëà åëåìåí-
òàðíèõ ïåðåòâîðåíü íàä ðÿäêàìè ÷è ñòîâïöÿìè ìàòðèöi A i, ìîæëèâî,
îäåðæàíèõ ç íå¨ ìàòðèöü:

A = A0 ∼ A1 ∼ A2 ∼ A3 ∼ . . . ∼ An = B,

äå Ai � ìàòðèöÿ, îäåðæàíà iç ìàòðèöi Ai−1 øëÿõîì äåÿêîãî åëå-
ìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ íàä ðÿäêàìè, ÷è ñòîâïöÿìè öi¹¨ ìàòðèöi,
i ∈ {1, 2, . . . , n}, n � ÷èñëî âèêîíàíèõ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü. Çà
ïîïåðåäíüîþ òåîðåìîþ

rankAi = rankAi−1

äëÿ áóäü-ÿêîãî i ∈ {1, 2, . . . , n}. Òîìó
rankA = rankA0 = rankA1

= rankA2 = . . . = rankAn = rankB.

Íàñëiäîê äîâåäåíî.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Íàñëiäîê 2

Ðàíãè åêâiâàëåíòíèõ ìàòðèöü ðiâíi.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé ìàòðèöÿ B � åêâiâàëåíòíà ìàòðèöi A. Öå îçíà÷à¹, ùî ìàòðèöþ
B îäåðæàëè iç ìàòðèöi A øëÿõîì äåÿêîãî ñêií÷åííîãî ÷èñëà åëåìåí-
òàðíèõ ïåðåòâîðåíü íàä ðÿäêàìè ÷è ñòîâïöÿìè ìàòðèöi A i, ìîæëèâî,
îäåðæàíèõ ç íå¨ ìàòðèöü:

A = A0 ∼ A1 ∼ A2 ∼ A3 ∼ . . . ∼ An = B,

äå Ai � ìàòðèöÿ, îäåðæàíà iç ìàòðèöi Ai−1 øëÿõîì äåÿêîãî åëå-
ìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ íàä ðÿäêàìè, ÷è ñòîâïöÿìè öi¹¨ ìàòðèöi,
i ∈ {1, 2, . . . , n}, n � ÷èñëî âèêîíàíèõ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü. Çà
ïîïåðåäíüîþ òåîðåìîþ

rankAi = rankAi−1

äëÿ áóäü-ÿêîãî i ∈ {1, 2, . . . , n}. Òîìó
rankA = rankA0 = rankA1 = rankA2

= . . . = rankAn = rankB.

Íàñëiäîê äîâåäåíî.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Íàñëiäîê 2

Ðàíãè åêâiâàëåíòíèõ ìàòðèöü ðiâíi.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé ìàòðèöÿ B � åêâiâàëåíòíà ìàòðèöi A. Öå îçíà÷à¹, ùî ìàòðèöþ
B îäåðæàëè iç ìàòðèöi A øëÿõîì äåÿêîãî ñêií÷åííîãî ÷èñëà åëåìåí-
òàðíèõ ïåðåòâîðåíü íàä ðÿäêàìè ÷è ñòîâïöÿìè ìàòðèöi A i, ìîæëèâî,
îäåðæàíèõ ç íå¨ ìàòðèöü:

A = A0 ∼ A1 ∼ A2 ∼ A3 ∼ . . . ∼ An = B,

äå Ai � ìàòðèöÿ, îäåðæàíà iç ìàòðèöi Ai−1 øëÿõîì äåÿêîãî åëå-
ìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ íàä ðÿäêàìè, ÷è ñòîâïöÿìè öi¹¨ ìàòðèöi,
i ∈ {1, 2, . . . , n}, n � ÷èñëî âèêîíàíèõ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü. Çà
ïîïåðåäíüîþ òåîðåìîþ

rankAi = rankAi−1

äëÿ áóäü-ÿêîãî i ∈ {1, 2, . . . , n}. Òîìó
rankA = rankA0 = rankA1 = rankA2 = . . . = rankAn

= rankB.

Íàñëiäîê äîâåäåíî.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Íàñëiäîê 2

Ðàíãè åêâiâàëåíòíèõ ìàòðèöü ðiâíi.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé ìàòðèöÿ B � åêâiâàëåíòíà ìàòðèöi A. Öå îçíà÷à¹, ùî ìàòðèöþ
B îäåðæàëè iç ìàòðèöi A øëÿõîì äåÿêîãî ñêií÷åííîãî ÷èñëà åëåìåí-
òàðíèõ ïåðåòâîðåíü íàä ðÿäêàìè ÷è ñòîâïöÿìè ìàòðèöi A i, ìîæëèâî,
îäåðæàíèõ ç íå¨ ìàòðèöü:

A = A0 ∼ A1 ∼ A2 ∼ A3 ∼ . . . ∼ An = B,

äå Ai � ìàòðèöÿ, îäåðæàíà iç ìàòðèöi Ai−1 øëÿõîì äåÿêîãî åëå-
ìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ íàä ðÿäêàìè, ÷è ñòîâïöÿìè öi¹¨ ìàòðèöi,
i ∈ {1, 2, . . . , n}, n � ÷èñëî âèêîíàíèõ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü. Çà
ïîïåðåäíüîþ òåîðåìîþ

rankAi = rankAi−1

äëÿ áóäü-ÿêîãî i ∈ {1, 2, . . . , n}. Òîìó
rankA = rankA0 = rankA1 = rankA2 = . . . = rankAn = rankB.

Íàñëiäîê äîâåäåíî.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Íàñëiäîê 2

Ðàíãè åêâiâàëåíòíèõ ìàòðèöü ðiâíi.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé ìàòðèöÿ B � åêâiâàëåíòíà ìàòðèöi A. Öå îçíà÷à¹, ùî ìàòðèöþ
B îäåðæàëè iç ìàòðèöi A øëÿõîì äåÿêîãî ñêií÷åííîãî ÷èñëà åëåìåí-
òàðíèõ ïåðåòâîðåíü íàä ðÿäêàìè ÷è ñòîâïöÿìè ìàòðèöi A i, ìîæëèâî,
îäåðæàíèõ ç íå¨ ìàòðèöü:

A = A0 ∼ A1 ∼ A2 ∼ A3 ∼ . . . ∼ An = B,

äå Ai � ìàòðèöÿ, îäåðæàíà iç ìàòðèöi Ai−1 øëÿõîì äåÿêîãî åëå-
ìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ íàä ðÿäêàìè, ÷è ñòîâïöÿìè öi¹¨ ìàòðèöi,
i ∈ {1, 2, . . . , n}, n � ÷èñëî âèêîíàíèõ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü. Çà
ïîïåðåäíüîþ òåîðåìîþ

rankAi = rankAi−1

äëÿ áóäü-ÿêîãî i ∈ {1, 2, . . . , n}. Òîìó
rankA = rankA0 = rankA1 = rankA2 = . . . = rankAn = rankB.

Íàñëiäîê äîâåäåíî.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Íàñëiäîê 3

Áóäü-ÿêà s × t-ìàòðèöÿ A

ðàíãó r åêâiâàëåíòíà ìàòðèöi ñõiä÷àñòîãî

âèãëÿäó, ùî ìiñòèòü òî÷íî r íåíóëüîâèõ ðÿäêiâ, òîáòî ìàòðèöi âèãëÿäó

0 . . . 0 b1j1 . . . b1j2−1 b1j2 . . . b1jr−1 b1jr . . . b1t
0 . . . 0 0 . . . 0 b2j2 . . . b2jr−1 b2jr . . . b2t
. . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 0 . . . 0 0 . . . 0 brjr . . . brt
0 . . . 0 0 . . . 0 0 . . . 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 0 . . . 0 0 . . . 0 0 . . . 0


, (2)

äå 1 ≤ j1 < j2 . . . < jr ≤ t, bkjk � íåíóëüîâå ÷èñëî (k = 1, 2, . . . , r).

Äîâåäåííÿ

Ñàìîñòiéíà ðîáîòà.

Äîâåäåííÿ íàñëiäêó àíàëîãi÷íå äîâåäåííþ òåîðåìè �àóññà ïðî åêâiâà-
ëåíòíiñòü ñèñòåìi ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ñõiä÷àñòîãî âèãëÿäó.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Íàñëiäîê 3
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0 . . . 0 0 . . . 0 b2j2 . . . b2jr−1 b2jr . . . b2t
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Ñàìîñòiéíà ðîáîòà.

Äîâåäåííÿ íàñëiäêó àíàëîãi÷íå äîâåäåííþ òåîðåìè �àóññà ïðî åêâiâà-
ëåíòíiñòü ñèñòåìi ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ñõiä÷àñòîãî âèãëÿäó.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Íàñëiäîê 3
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Ñàìîñòiéíà ðîáîòà.

Äîâåäåííÿ íàñëiäêó àíàëîãi÷íå äîâåäåííþ òåîðåìè �àóññà ïðî åêâiâà-
ëåíòíiñòü ñèñòåìi ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ñõiä÷àñòîãî âèãëÿäó.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Íàñëiäîê 3

Áóäü-ÿêà s × t-ìàòðèöÿ A ðàíãó r åêâiâàëåíòíà ìàòðèöi ñõiä÷àñòîãî

âèãëÿäó, ùî ìiñòèòü òî÷íî r íåíóëüîâèõ ðÿäêiâ,
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ëåíòíiñòü ñèñòåìi ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ñõiä÷àñòîãî âèãëÿäó.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Íàñëiäîê 3

Áóäü-ÿêà s × t-ìàòðèöÿ A ðàíãó r åêâiâàëåíòíà ìàòðèöi ñõiä÷àñòîãî

âèãëÿäó, ùî ìiñòèòü òî÷íî r íåíóëüîâèõ ðÿäêiâ, òîáòî ìàòðèöi âèãëÿäó
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Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Íàñëiäîê 3

Áóäü-ÿêà s × t-ìàòðèöÿ A ðàíãó r åêâiâàëåíòíà ìàòðèöi ñõiä÷àñòîãî

âèãëÿäó, ùî ìiñòèòü òî÷íî r íåíóëüîâèõ ðÿäêiâ, òîáòî ìàòðèöi âèãëÿäó
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0 . . . 0 0 . . . 0 0 . . . 0 brjr . . . brt
0 . . . 0 0 . . . 0 0 . . . 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 0 . . . 0 0 . . . 0 0 . . . 0


, (2)

äå 1 ≤ j1 < j2 . . . < jr ≤ t,

bkjk � íåíóëüîâå ÷èñëî (k = 1, 2, . . . , r).

Äîâåäåííÿ

Ñàìîñòiéíà ðîáîòà.

Äîâåäåííÿ íàñëiäêó àíàëîãi÷íå äîâåäåííþ òåîðåìè �àóññà ïðî åêâiâà-
ëåíòíiñòü ñèñòåìi ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ñõiä÷àñòîãî âèãëÿäó.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Íàñëiäîê 3

Áóäü-ÿêà s × t-ìàòðèöÿ A ðàíãó r åêâiâàëåíòíà ìàòðèöi ñõiä÷àñòîãî

âèãëÿäó, ùî ìiñòèòü òî÷íî r íåíóëüîâèõ ðÿäêiâ, òîáòî ìàòðèöi âèãëÿäó
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. . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 0 . . . 0 0 . . . 0 brjr . . . brt
0 . . . 0 0 . . . 0 0 . . . 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 0 . . . 0 0 . . . 0 0 . . . 0


, (2)

äå 1 ≤ j1 < j2 . . . < jr ≤ t, bkjk � íåíóëüîâå ÷èñëî (k = 1, 2, . . . , r).

Äîâåäåííÿ

Ñàìîñòiéíà ðîáîòà.

Äîâåäåííÿ íàñëiäêó àíàëîãi÷íå äîâåäåííþ òåîðåìè �àóññà ïðî åêâiâà-
ëåíòíiñòü ñèñòåìi ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ñõiä÷àñòîãî âèãëÿäó.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Íàñëiäîê 3

Áóäü-ÿêà s × t-ìàòðèöÿ A ðàíãó r åêâiâàëåíòíà ìàòðèöi ñõiä÷àñòîãî

âèãëÿäó, ùî ìiñòèòü òî÷íî r íåíóëüîâèõ ðÿäêiâ, òîáòî ìàòðèöi âèãëÿäó
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, (2)
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Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Íàñëiäîê 3

Áóäü-ÿêà s × t-ìàòðèöÿ A ðàíãó r åêâiâàëåíòíà ìàòðèöi ñõiä÷àñòîãî

âèãëÿäó, ùî ìiñòèòü òî÷íî r íåíóëüîâèõ ðÿäêiâ, òîáòî ìàòðèöi âèãëÿäó

0 . . . 0 b1j1 . . . b1j2−1 b1j2 . . . b1jr−1 b1jr . . . b1t
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Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Íàñëiäîê 3

Áóäü-ÿêà s × t-ìàòðèöÿ A ðàíãó r åêâiâàëåíòíà ìàòðèöi ñõiä÷àñòîãî
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ëåíòíiñòü ñèñòåìi ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ñõiä÷àñòîãî âèãëÿäó.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Íàñëiäîê 4

Äîâiëüíà s×t-ìàòðèöÿ ðàíãó r

åêâiâàëåíòíà ìàòðèöi äiàãîíàëüíî¨ ôîð-

ìè, íà ãîëîâíié äiàãîíàëi ÿêî¨ çíàõîäÿòüñÿ r îäèíèöü, òîáòî ìàòðèöi

âèãëÿäó

diag[1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
r

, 0, . . . , 0]s×t =



1 0 . . . 0 0 . . . 0
0 1 . . . 0 0 . . . 0
...

...
. . .

...
...

. . .
...

0 0 . . . 1 0 . . . 0
0 0 . . . 0 0 . . . 0
...

...
. . .

...
...

. . .
...

0 0 . . . 0 0 . . . 0


.

Äîâåäåííÿ

Ñàìîñòiéíà ðîáîòà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Íàñëiäîê 4
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Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Íàñëiäîê 4
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Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Íàñëiäîê 4
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Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Íàñëiäîê 4
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. . .
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. . .
...
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. . .
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Ðàíã äîáóòêó ìàòðèöü A i B

íå ïåðåâèùó¹ ðàíãó êîæíî¨ iç ìàòðèöü A
i B, òîáòî
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Íåõàé

A =

 a11 . . . a1n
...

. . .
...

as1 . . . asn

 , B =

 b11 . . . b1t
...

. . .
...

bn1 . . . bnt


� äåÿêi âiäïîâiäíî s × n- òà n × t-ìàòðèöi ç äiéñíèìè åëåìåíòàìè.
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç C = ∥cij∥s×t äîáóòîê AB. Òîäi

cij = ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ ainbnj (3)

äëÿ áóäü-ÿêèõ i ∈ {1, 2, . . . , s} òà j ∈ {1, 2, . . . , t}.
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Äîâåäåííÿ
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a11
a21
...

as1

 ,

v2 =


a12
a22
...

as2

 , . . . , vn =


a1n
a2n
...

asn

 ;

w1 =


c11
c21
...
cs1

 , w2 =


c12
c22
...
cs2

 , . . . , wt =


c1t
c2t
...
cst

 .

Ç ôîðìóë (3) äëÿ cij âèïëèâà¹, ùî

wj=


a11b1j + a12b2j + · · ·+ a1nbnj
a21b1j + a22b2j + · · ·+ a2nbnj

...
as1b1j + as2b2j + · · ·+ asnbnj
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 , . . . ,

wt =


c1t
c2t
...
cst

 .

Ç ôîðìóë (3) äëÿ cij âèïëèâà¹, ùî

wj=


a11b1j + a12b2j + · · ·+ a1nbnj
a21b1j + a22b2j + · · ·+ a2nbnj

...
as1b1j + as2b2j + · · ·+ asnbnj

= b1jv1 + b2jv2 + · · ·+ bnjvn

äëÿ äîâiëüíîãî j ∈ {1, 2, . . . , t}.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Äîâåäåííÿ

Ðîçãëÿíåìî âåêòîðè-ñòîâïöi ìàòðèöü A i C:

v1 =


a11
a21
...

as1

 , v2 =


a12
a22
...

as2

 , . . . , vn =


a1n
a2n
...

asn

 ;

w1 =


c11
c21
...
cs1

 , w2 =


c12
c22
...
cs2

 , . . . , wt =


c1t
c2t
...
cst

 .

Ç ôîðìóë (3) äëÿ cij âèïëèâà¹, ùî

wj=


a11b1j + a12b2j + · · ·+ a1nbnj
a21b1j + a22b2j + · · ·+ a2nbnj

...
as1b1j + as2b2j + · · ·+ asnbnj

= b1jv1 + b2jv2 + · · ·+ bnjvn

äëÿ äîâiëüíîãî j ∈ {1, 2, . . . , t}.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Äîâåäåííÿ

Ðîçãëÿíåìî âåêòîðè-ñòîâïöi ìàòðèöü A i C:

v1 =


a11
a21
...

as1

 , v2 =


a12
a22
...

as2

 , . . . , vn =


a1n
a2n
...

asn

 ;

w1 =


c11
c21
...
cs1

 , w2 =


c12
c22
...
cs2

 , . . . , wt =


c1t
c2t
...
cst

 .

Ç ôîðìóë (3) äëÿ cij

âèïëèâà¹, ùî

wj=


a11b1j + a12b2j + · · ·+ a1nbnj
a21b1j + a22b2j + · · ·+ a2nbnj

...
as1b1j + as2b2j + · · ·+ asnbnj

= b1jv1 + b2jv2 + · · ·+ bnjvn

äëÿ äîâiëüíîãî j ∈ {1, 2, . . . , t}.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Äîâåäåííÿ

Ðîçãëÿíåìî âåêòîðè-ñòîâïöi ìàòðèöü A i C:

v1 =


a11
a21
...

as1

 , v2 =


a12
a22
...

as2

 , . . . , vn =


a1n
a2n
...

asn

 ;

w1 =


c11
c21
...
cs1

 , w2 =


c12
c22
...
cs2

 , . . . , wt =


c1t
c2t
...
cst

 .

Ç ôîðìóë (3) äëÿ cij âèïëèâà¹, ùî

wj=


a11b1j + a12b2j + · · ·+ a1nbnj
a21b1j + a22b2j + · · ·+ a2nbnj

...
as1b1j + as2b2j + · · ·+ asnbnj



= b1jv1 + b2jv2 + · · ·+ bnjvn

äëÿ äîâiëüíîãî j ∈ {1, 2, . . . , t}.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Äîâåäåííÿ

Ðîçãëÿíåìî âåêòîðè-ñòîâïöi ìàòðèöü A i C:

v1 =


a11
a21
...

as1

 , v2 =


a12
a22
...

as2

 , . . . , vn =


a1n
a2n
...

asn

 ;

w1 =


c11
c21
...
cs1

 , w2 =


c12
c22
...
cs2

 , . . . , wt =


c1t
c2t
...
cst

 .

Ç ôîðìóë (3) äëÿ cij âèïëèâà¹, ùî

wj=


a11b1j + a12b2j + · · ·+ a1nbnj
a21b1j + a22b2j + · · ·+ a2nbnj

...
as1b1j + as2b2j + · · ·+ asnbnj

= b1jv1 + b2jv2 + · · ·+ bnjvn

äëÿ äîâiëüíîãî j ∈ {1, 2, . . . , t}.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Äîâåäåííÿ

Ðîçãëÿíåìî âåêòîðè-ñòîâïöi ìàòðèöü A i C:

v1 =


a11
a21
...

as1

 , v2 =


a12
a22
...

as2

 , . . . , vn =


a1n
a2n
...

asn

 ;

w1 =


c11
c21
...
cs1

 , w2 =


c12
c22
...
cs2

 , . . . , wt =


c1t
c2t
...
cst

 .

Ç ôîðìóë (3) äëÿ cij âèïëèâà¹, ùî

wj=


a11b1j + a12b2j + · · ·+ a1nbnj
a21b1j + a22b2j + · · ·+ a2nbnj

...
as1b1j + as2b2j + · · ·+ asnbnj

= b1jv1 + b2jv2 + · · ·+ bnjvn

äëÿ äîâiëüíîãî j ∈ {1, 2, . . . , t}.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Äîâåäåííÿ

Òàêèì ÷èíîì, ñèñòåìà âåêòîðiâ w1, w2, . . . , wt

ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ
÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn. Òîìó ðàíã ñèñòåìè âåêòîðiâ-
ñòîâïöiâ ìàòðèöi C íå ïåðåâèùó¹ ðàíãó ñèñòåìè âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ ìà-
òðèöi A. Îòæå, ðàíã ìàòðèöi C, ÿêà ¹ äîáóòêîì ìàòðèöü A i B, íå
áiëüøèé çà ðàíã ìàòðèöi A.
Íåðiâíiñòü rankAB ≤ rankB äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî. Çàìiñòü âåêòîðiâ-
ñòîâïöiâ ñëiä ðîçãëÿíóòè âåêòîðè-ðÿäêè ìàòðèöü B i C. Ïðîòå ¨¨ ìîæíà
äîâåñòè, âèõîäÿ÷è âæå iç äîâåäåíî¨ íàìè íåðiâíîñòi. Ñïðàâäi,

rankAB = rank (AB)T = rankBTAT ≤ rankBT = rankB.

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Äîâåäåííÿ

Òàêèì ÷èíîì, ñèñòåìà âåêòîðiâ w1, w2, . . . , wt ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ
÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn.

Òîìó ðàíã ñèñòåìè âåêòîðiâ-
ñòîâïöiâ ìàòðèöi C íå ïåðåâèùó¹ ðàíãó ñèñòåìè âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ ìà-
òðèöi A. Îòæå, ðàíã ìàòðèöi C, ÿêà ¹ äîáóòêîì ìàòðèöü A i B, íå
áiëüøèé çà ðàíã ìàòðèöi A.
Íåðiâíiñòü rankAB ≤ rankB äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî. Çàìiñòü âåêòîðiâ-
ñòîâïöiâ ñëiä ðîçãëÿíóòè âåêòîðè-ðÿäêè ìàòðèöü B i C. Ïðîòå ¨¨ ìîæíà
äîâåñòè, âèõîäÿ÷è âæå iç äîâåäåíî¨ íàìè íåðiâíîñòi. Ñïðàâäi,

rankAB = rank (AB)T = rankBTAT ≤ rankBT = rankB.

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Äîâåäåííÿ

Òàêèì ÷èíîì, ñèñòåìà âåêòîðiâ w1, w2, . . . , wt ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ
÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn. Òîìó ðàíã ñèñòåìè âåêòîðiâ-
ñòîâïöiâ ìàòðèöi C

íå ïåðåâèùó¹ ðàíãó ñèñòåìè âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ ìà-
òðèöi A. Îòæå, ðàíã ìàòðèöi C, ÿêà ¹ äîáóòêîì ìàòðèöü A i B, íå
áiëüøèé çà ðàíã ìàòðèöi A.
Íåðiâíiñòü rankAB ≤ rankB äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî. Çàìiñòü âåêòîðiâ-
ñòîâïöiâ ñëiä ðîçãëÿíóòè âåêòîðè-ðÿäêè ìàòðèöü B i C. Ïðîòå ¨¨ ìîæíà
äîâåñòè, âèõîäÿ÷è âæå iç äîâåäåíî¨ íàìè íåðiâíîñòi. Ñïðàâäi,

rankAB = rank (AB)T = rankBTAT ≤ rankBT = rankB.

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Äîâåäåííÿ

Òàêèì ÷èíîì, ñèñòåìà âåêòîðiâ w1, w2, . . . , wt ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ
÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn. Òîìó ðàíã ñèñòåìè âåêòîðiâ-
ñòîâïöiâ ìàòðèöi C íå ïåðåâèùó¹ ðàíãó ñèñòåìè âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ ìà-
òðèöi A.

Îòæå, ðàíã ìàòðèöi C, ÿêà ¹ äîáóòêîì ìàòðèöü A i B, íå
áiëüøèé çà ðàíã ìàòðèöi A.
Íåðiâíiñòü rankAB ≤ rankB äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî. Çàìiñòü âåêòîðiâ-
ñòîâïöiâ ñëiä ðîçãëÿíóòè âåêòîðè-ðÿäêè ìàòðèöü B i C. Ïðîòå ¨¨ ìîæíà
äîâåñòè, âèõîäÿ÷è âæå iç äîâåäåíî¨ íàìè íåðiâíîñòi. Ñïðàâäi,

rankAB = rank (AB)T = rankBTAT ≤ rankBT = rankB.

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Äîâåäåííÿ

Òàêèì ÷èíîì, ñèñòåìà âåêòîðiâ w1, w2, . . . , wt ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ
÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn. Òîìó ðàíã ñèñòåìè âåêòîðiâ-
ñòîâïöiâ ìàòðèöi C íå ïåðåâèùó¹ ðàíãó ñèñòåìè âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ ìà-
òðèöi A. Îòæå, ðàíã ìàòðèöi C,

ÿêà ¹ äîáóòêîì ìàòðèöü A i B, íå
áiëüøèé çà ðàíã ìàòðèöi A.
Íåðiâíiñòü rankAB ≤ rankB äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî. Çàìiñòü âåêòîðiâ-
ñòîâïöiâ ñëiä ðîçãëÿíóòè âåêòîðè-ðÿäêè ìàòðèöü B i C. Ïðîòå ¨¨ ìîæíà
äîâåñòè, âèõîäÿ÷è âæå iç äîâåäåíî¨ íàìè íåðiâíîñòi. Ñïðàâäi,

rankAB = rank (AB)T = rankBTAT ≤ rankBT = rankB.

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Äîâåäåííÿ

Òàêèì ÷èíîì, ñèñòåìà âåêòîðiâ w1, w2, . . . , wt ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ
÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn. Òîìó ðàíã ñèñòåìè âåêòîðiâ-
ñòîâïöiâ ìàòðèöi C íå ïåðåâèùó¹ ðàíãó ñèñòåìè âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ ìà-
òðèöi A. Îòæå, ðàíã ìàòðèöi C, ÿêà ¹ äîáóòêîì ìàòðèöü A i B,

íå
áiëüøèé çà ðàíã ìàòðèöi A.
Íåðiâíiñòü rankAB ≤ rankB äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî. Çàìiñòü âåêòîðiâ-
ñòîâïöiâ ñëiä ðîçãëÿíóòè âåêòîðè-ðÿäêè ìàòðèöü B i C. Ïðîòå ¨¨ ìîæíà
äîâåñòè, âèõîäÿ÷è âæå iç äîâåäåíî¨ íàìè íåðiâíîñòi. Ñïðàâäi,

rankAB = rank (AB)T = rankBTAT ≤ rankBT = rankB.

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Äîâåäåííÿ

Òàêèì ÷èíîì, ñèñòåìà âåêòîðiâ w1, w2, . . . , wt ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ
÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn. Òîìó ðàíã ñèñòåìè âåêòîðiâ-
ñòîâïöiâ ìàòðèöi C íå ïåðåâèùó¹ ðàíãó ñèñòåìè âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ ìà-
òðèöi A. Îòæå, ðàíã ìàòðèöi C, ÿêà ¹ äîáóòêîì ìàòðèöü A i B, íå
áiëüøèé çà ðàíã ìàòðèöi A.

Íåðiâíiñòü rankAB ≤ rankB äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî. Çàìiñòü âåêòîðiâ-
ñòîâïöiâ ñëiä ðîçãëÿíóòè âåêòîðè-ðÿäêè ìàòðèöü B i C. Ïðîòå ¨¨ ìîæíà
äîâåñòè, âèõîäÿ÷è âæå iç äîâåäåíî¨ íàìè íåðiâíîñòi. Ñïðàâäi,

rankAB = rank (AB)T = rankBTAT ≤ rankBT = rankB.

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Äîâåäåííÿ

Òàêèì ÷èíîì, ñèñòåìà âåêòîðiâ w1, w2, . . . , wt ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ
÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn. Òîìó ðàíã ñèñòåìè âåêòîðiâ-
ñòîâïöiâ ìàòðèöi C íå ïåðåâèùó¹ ðàíãó ñèñòåìè âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ ìà-
òðèöi A. Îòæå, ðàíã ìàòðèöi C, ÿêà ¹ äîáóòêîì ìàòðèöü A i B, íå
áiëüøèé çà ðàíã ìàòðèöi A.
Íåðiâíiñòü rankAB ≤ rankB

äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî. Çàìiñòü âåêòîðiâ-
ñòîâïöiâ ñëiä ðîçãëÿíóòè âåêòîðè-ðÿäêè ìàòðèöü B i C. Ïðîòå ¨¨ ìîæíà
äîâåñòè, âèõîäÿ÷è âæå iç äîâåäåíî¨ íàìè íåðiâíîñòi. Ñïðàâäi,

rankAB = rank (AB)T = rankBTAT ≤ rankBT = rankB.

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Äîâåäåííÿ

Òàêèì ÷èíîì, ñèñòåìà âåêòîðiâ w1, w2, . . . , wt ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ
÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn. Òîìó ðàíã ñèñòåìè âåêòîðiâ-
ñòîâïöiâ ìàòðèöi C íå ïåðåâèùó¹ ðàíãó ñèñòåìè âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ ìà-
òðèöi A. Îòæå, ðàíã ìàòðèöi C, ÿêà ¹ äîáóòêîì ìàòðèöü A i B, íå
áiëüøèé çà ðàíã ìàòðèöi A.
Íåðiâíiñòü rankAB ≤ rankB äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî.

Çàìiñòü âåêòîðiâ-
ñòîâïöiâ ñëiä ðîçãëÿíóòè âåêòîðè-ðÿäêè ìàòðèöü B i C. Ïðîòå ¨¨ ìîæíà
äîâåñòè, âèõîäÿ÷è âæå iç äîâåäåíî¨ íàìè íåðiâíîñòi. Ñïðàâäi,

rankAB = rank (AB)T = rankBTAT ≤ rankBT = rankB.

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Äîâåäåííÿ

Òàêèì ÷èíîì, ñèñòåìà âåêòîðiâ w1, w2, . . . , wt ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ
÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn. Òîìó ðàíã ñèñòåìè âåêòîðiâ-
ñòîâïöiâ ìàòðèöi C íå ïåðåâèùó¹ ðàíãó ñèñòåìè âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ ìà-
òðèöi A. Îòæå, ðàíã ìàòðèöi C, ÿêà ¹ äîáóòêîì ìàòðèöü A i B, íå
áiëüøèé çà ðàíã ìàòðèöi A.
Íåðiâíiñòü rankAB ≤ rankB äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî. Çàìiñòü âåêòîðiâ-
ñòîâïöiâ ñëiä ðîçãëÿíóòè âåêòîðè-ðÿäêè ìàòðèöü B

i C. Ïðîòå ¨¨ ìîæíà
äîâåñòè, âèõîäÿ÷è âæå iç äîâåäåíî¨ íàìè íåðiâíîñòi. Ñïðàâäi,

rankAB = rank (AB)T = rankBTAT ≤ rankBT = rankB.

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Äîâåäåííÿ

Òàêèì ÷èíîì, ñèñòåìà âåêòîðiâ w1, w2, . . . , wt ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ
÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn. Òîìó ðàíã ñèñòåìè âåêòîðiâ-
ñòîâïöiâ ìàòðèöi C íå ïåðåâèùó¹ ðàíãó ñèñòåìè âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ ìà-
òðèöi A. Îòæå, ðàíã ìàòðèöi C, ÿêà ¹ äîáóòêîì ìàòðèöü A i B, íå
áiëüøèé çà ðàíã ìàòðèöi A.
Íåðiâíiñòü rankAB ≤ rankB äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî. Çàìiñòü âåêòîðiâ-
ñòîâïöiâ ñëiä ðîçãëÿíóòè âåêòîðè-ðÿäêè ìàòðèöü B i C.

Ïðîòå ¨¨ ìîæíà
äîâåñòè, âèõîäÿ÷è âæå iç äîâåäåíî¨ íàìè íåðiâíîñòi. Ñïðàâäi,

rankAB = rank (AB)T = rankBTAT ≤ rankBT = rankB.

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Äîâåäåííÿ
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Íåõàé A � äîâiëüíà s × t-ìàòðèöÿ ç äiéñíèìè åëåìåíòàìè; B, C �
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Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

1. Çíàéòè ðàíã ìàòðèöi

A =


2 −4 3 1 0
1 −2 1 −4 2
0 1 −1 3 1
4 −7 4 −4 5

 .

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ìiíîð äðóãîãî ïîðÿäêó, ùî çíàõîäèòüñÿ â ëiâîìó âåðõ-
íüîìó êóòêó öi¹¨ ìàòðèöi, äîðiâíþ¹ íóëþ. Îäíàê â ìàòðèöi A ìiñòÿòüñÿ
ìiíîðè äðóãîãî ïîðÿäêó âiäìiííi âiä íóëÿ, íàïðèêëàä

δ2 =

∣∣∣∣ −4 3
−2 1

∣∣∣∣ = 2.

Ìiíîð òðåòüîãî ïîðÿäêó

δ3 =

∣∣∣∣∣∣
2 −4 3
1 −2 1
0 1 −1

∣∣∣∣∣∣ ,
ùî ¹ îáâiäíèì ìiíîðîì äëÿ ìiíîðó δ2, òàêîæ íå äîðiâíþ¹ íóëþ (ïåðå-
êîíàéòåñü, ùî δ3 = 1).

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi
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∣∣∣∣∣∣
2 −4 3
1 −2 1
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ùî ¹ îáâiäíèì ìiíîðîì äëÿ ìiíîðó δ2, òàêîæ íå äîðiâíþ¹ íóëþ (ïåðå-
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ùî ¹ îáâiäíèì ìiíîðîì äëÿ ìiíîðó δ2, òàêîæ íå äîðiâíþ¹ íóëþ (ïåðå-
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Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

Àëå îáèäâà ìiíîðó ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó,

ùî ¹ îáâiäíèìè ìiíîðàìè äëÿ
ìiíîðó δ3, äîðiâíþþòü íóëþ:

δ′4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −4 3 1
1 −2 1 4
0 1 −1 3
4 −7 4 −4

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0, δ′′4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −4 3 0
1 −2 1 2
0 1 −1 1
4 −7 4 5

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

Òàêèì ÷èíîì, ðàíã ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ òðüîì.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi
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Òàêèì ÷èíîì, ðàíã ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ òðüîì.
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Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷
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Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

2. Êîðèñòóþ÷èñü åëåìåíòàðíèìè ïåðåòâîðåííÿìè, çíàéòè ðàíã ìàòðè-
öi

A =


1 2 3 1 1 2
2 1 1 0 2 2

−2 5 8 4 −3 1
6 0 −1 −2 7 5

−1 1 1 1 −2 −1

 .

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïîñëiäîâíî âèêîíà¹ìî íàñòóïíi åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðå-
ííÿ íàä ðÿäêàìè ìàòðèöi A: äîäàìî äî òðåòüîãî ðÿäêà ïåðøèé, ïîìíî-
æåíèé íà −4; äî ÷åòâåðòîãî � ïåðøèé, ïîìíîæåíèé íà 2; äî ï'ÿòîãî
� ïåðøèé, ïîìíîæåíèé íà −1. Â ðåçóëüòàòi îäåðæèìî ìàòðèöþ

A1 =


1 2 3 1 1 2
2 1 1 0 2 2

− 6 −3 −4 0 −7 −7
8 4 5 0 9 9

− 2 −1 −2 0 −3 −3

 .

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi
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ííÿ íàä ðÿäêàìè ìàòðèöi A:

äîäàìî äî òðåòüîãî ðÿäêà ïåðøèé, ïîìíî-
æåíèé íà −4; äî ÷åòâåðòîãî � ïåðøèé, ïîìíîæåíèé íà 2; äî ï'ÿòîãî
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Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïîñëiäîâíî âèêîíà¹ìî íàñòóïíi åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðå-
ííÿ íàä ðÿäêàìè ìàòðèöi A: äîäàìî äî òðåòüîãî ðÿäêà ïåðøèé, ïîìíî-
æåíèé íà −4;

äî ÷åòâåðòîãî � ïåðøèé, ïîìíîæåíèé íà 2; äî ï'ÿòîãî
� ïåðøèé, ïîìíîæåíèé íà −1. Â ðåçóëüòàòi îäåðæèìî ìàòðèöþ

A1 =


1 2 3 1 1 2
2 1 1 0 2 2

− 6 −3 −4 0 −7 −7
8 4 5 0 9 9

− 2 −1 −2 0 −3 −3

 .

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

2. Êîðèñòóþ÷èñü åëåìåíòàðíèìè ïåðåòâîðåííÿìè, çíàéòè ðàíã ìàòðè-
öi

A =


1 2 3 1 1 2
2 1 1 0 2 2

−2 5 8 4 −3 1
6 0 −1 −2 7 5

−1 1 1 1 −2 −1

 .

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïîñëiäîâíî âèêîíà¹ìî íàñòóïíi åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðå-
ííÿ íàä ðÿäêàìè ìàòðèöi A: äîäàìî äî òðåòüîãî ðÿäêà ïåðøèé, ïîìíî-
æåíèé íà −4; äî ÷åòâåðòîãî � ïåðøèé, ïîìíîæåíèé íà 2;

äî ï'ÿòîãî
� ïåðøèé, ïîìíîæåíèé íà −1. Â ðåçóëüòàòi îäåðæèìî ìàòðèöþ

A1 =


1 2 3 1 1 2
2 1 1 0 2 2

− 6 −3 −4 0 −7 −7
8 4 5 0 9 9

− 2 −1 −2 0 −3 −3

 .

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

2. Êîðèñòóþ÷èñü åëåìåíòàðíèìè ïåðåòâîðåííÿìè, çíàéòè ðàíã ìàòðè-
öi

A =


1 2 3 1 1 2
2 1 1 0 2 2

−2 5 8 4 −3 1
6 0 −1 −2 7 5

−1 1 1 1 −2 −1

 .

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïîñëiäîâíî âèêîíà¹ìî íàñòóïíi åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðå-
ííÿ íàä ðÿäêàìè ìàòðèöi A: äîäàìî äî òðåòüîãî ðÿäêà ïåðøèé, ïîìíî-
æåíèé íà −4; äî ÷åòâåðòîãî � ïåðøèé, ïîìíîæåíèé íà 2; äî ï'ÿòîãî
� ïåðøèé, ïîìíîæåíèé íà −1.

Â ðåçóëüòàòi îäåðæèìî ìàòðèöþ

A1 =


1 2 3 1 1 2
2 1 1 0 2 2

− 6 −3 −4 0 −7 −7
8 4 5 0 9 9

− 2 −1 −2 0 −3 −3
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Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷
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−2 5 8 4 −3 1
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Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïîñëiäîâíî âèêîíà¹ìî íàñòóïíi åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðå-
ííÿ íàä ðÿäêàìè ìàòðèöi A: äîäàìî äî òðåòüîãî ðÿäêà ïåðøèé, ïîìíî-
æåíèé íà −4; äî ÷åòâåðòîãî � ïåðøèé, ïîìíîæåíèé íà 2; äî ï'ÿòîãî
� ïåðøèé, ïîìíîæåíèé íà −1. Â ðåçóëüòàòi îäåðæèìî ìàòðèöþ
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2. Êîðèñòóþ÷èñü åëåìåíòàðíèìè ïåðåòâîðåííÿìè, çíàéòè ðàíã ìàòðè-
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2 1 1 0 2 2

−2 5 8 4 −3 1
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 .

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïîñëiäîâíî âèêîíà¹ìî íàñòóïíi åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðå-
ííÿ íàä ðÿäêàìè ìàòðèöi A: äîäàìî äî òðåòüîãî ðÿäêà ïåðøèé, ïîìíî-
æåíèé íà −4; äî ÷åòâåðòîãî � ïåðøèé, ïîìíîæåíèé íà 2; äî ï'ÿòîãî
� ïåðøèé, ïîìíîæåíèé íà −1. Â ðåçóëüòàòi îäåðæèìî ìàòðèöþ
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− 6 −3 −4 0 −7 −7
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−2 5 8 4 −3 1
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A1 =


1 2 3 1 1 2
2 1 1 0 2 2

− 6 −3 −4 0 −7 −7
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öi

A =


1 2 3 1 1 2
2 1 1 0 2 2

−2 5 8 4 −3 1
6 0 −1 −2 7 5

−1 1 1 1 −2 −1
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Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïîñëiäîâíî âèêîíà¹ìî íàñòóïíi åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðå-
ííÿ íàä ðÿäêàìè ìàòðèöi A: äîäàìî äî òðåòüîãî ðÿäêà ïåðøèé, ïîìíî-
æåíèé íà −4; äî ÷åòâåðòîãî � ïåðøèé, ïîìíîæåíèé íà 2; äî ï'ÿòîãî
� ïåðøèé, ïîìíîæåíèé íà −1. Â ðåçóëüòàòi îäåðæèìî ìàòðèöþ

A1 =


1 2 3 1 1 2
2 1 1 0 2 2

− 6 −3 −4 0 −7 −7
8 4 5 0 9 9
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Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

2. Êîðèñòóþ÷èñü åëåìåíòàðíèìè ïåðåòâîðåííÿìè, çíàéòè ðàíã ìàòðè-
öi

A =


1 2 3 1 1 2
2 1 1 0 2 2

−2 5 8 4 −3 1
6 0 −1 −2 7 5

−1 1 1 1 −2 −1

 .

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïîñëiäîâíî âèêîíà¹ìî íàñòóïíi åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðå-
ííÿ íàä ðÿäêàìè ìàòðèöi A: äîäàìî äî òðåòüîãî ðÿäêà ïåðøèé, ïîìíî-
æåíèé íà −4; äî ÷åòâåðòîãî � ïåðøèé, ïîìíîæåíèé íà 2; äî ï'ÿòîãî
� ïåðøèé, ïîìíîæåíèé íà −1. Â ðåçóëüòàòi îäåðæèìî ìàòðèöþ

A1 =


1 2 3 1 1 2
2 1 1 0 2 2

− 6 −3 −4 0 −7 −7
8 4 5 0 9 9

− 2 −1 −2 0 −3 −3

 .

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

Äàëi, äîäàìî äî ïåðøîãî, äðóãîãî, òðåòüîãî, ï'ÿòîãî, øîñòîãî ñòîâïöiâ
÷åòâåðòèé, âiäïîâiäíî ïîìíîæåíèé íà −1, −2, −3, −1, −2.

A2 =


0 0 0 1 0 0
2 1 1 0 2 2

−6 −3 −4 0 −7 −7
8 4 5 0 9 9

−2 −1 −2 0 −3 −3

 .

À ïîòiì ïîìiíÿ¹ìî ìiñöÿìè ïåðøèé òà ÷åòâåðòèé ñòîâïöi. Îäåðæèìî
ìàòðèöþ

A3 =


1 0 0 0 0 0
0 1 1 2 2 2
0 −3 −4 −6 −7 −7
0 4 5 8 9 9
0 −1 −2 −2 −3 −3

 .

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

Äàëi, äîäàìî äî ïåðøîãî, äðóãîãî, òðåòüîãî, ï'ÿòîãî, øîñòîãî ñòîâïöiâ
÷åòâåðòèé, âiäïîâiäíî ïîìíîæåíèé íà −1, −2, −3, −1, −2.

A2 =


0 0 0 1 0 0
2 1 1 0 2 2

−6 −3 −4 0 −7 −7
8 4 5 0 9 9

−2 −1 −2 0 −3 −3

 .

À ïîòiì ïîìiíÿ¹ìî ìiñöÿìè ïåðøèé òà ÷åòâåðòèé ñòîâïöi. Îäåðæèìî
ìàòðèöþ

A3 =


1 0 0 0 0 0
0 1 1 2 2 2
0 −3 −4 −6 −7 −7
0 4 5 8 9 9
0 −1 −2 −2 −3 −3

 .

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

Äàëi, äîäàìî äî ïåðøîãî, äðóãîãî, òðåòüîãî, ï'ÿòîãî, øîñòîãî ñòîâïöiâ
÷åòâåðòèé, âiäïîâiäíî ïîìíîæåíèé íà −1, −2, −3, −1, −2.

A2 =


0 0 0 1 0 0
2 1 1 0 2 2

−6 −3 −4 0 −7 −7
8 4 5 0 9 9

−2 −1 −2 0 −3 −3

 .

À ïîòiì ïîìiíÿ¹ìî ìiñöÿìè ïåðøèé òà ÷åòâåðòèé ñòîâïöi. Îäåðæèìî
ìàòðèöþ

A3 =


1 0 0 0 0 0
0 1 1 2 2 2
0 −3 −4 −6 −7 −7
0 4 5 8 9 9
0 −1 −2 −2 −3 −3

 .

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

Äàëi, äîäàìî äî ïåðøîãî, äðóãîãî, òðåòüîãî, ï'ÿòîãî, øîñòîãî ñòîâïöiâ
÷åòâåðòèé, âiäïîâiäíî ïîìíîæåíèé íà −1, −2, −3, −1, −2.

A2 =


0 0 0 1 0 0
2 1 1 0 2 2

−6 −3 −4 0 −7 −7
8 4 5 0 9 9

−2 −1 −2 0 −3 −3

 .

À ïîòiì ïîìiíÿ¹ìî ìiñöÿìè ïåðøèé òà ÷åòâåðòèé ñòîâïöi. Îäåðæèìî
ìàòðèöþ

A3 =


1 0 0 0 0 0
0 1 1 2 2 2
0 −3 −4 −6 −7 −7
0 4 5 8 9 9
0 −1 −2 −2 −3 −3

 .

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

Íàñòóïíèìè êðîêàìè, ïîñòóïîâî,

äîäàìî äî òðåòüîãî ñòîâïöÿ äðóãèé,
ïîìíîæåíèé íà −1; � äî ÷åòâåðòîãî äðóãèé, ïîìíîæåíèé íà −2; òàê
ñàìî � äî ï'ÿòîãî äðóãèé, ïîìíîæåíèé íà −2; i � äî øîñòîãî äðóãèé,
ïîìíîæåíèé íà −2. Ìè ïðèéäåìî äî òàêî¨ ìàòðèöi

A4 =


1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 −3 −1 0 −1 −1
0 4 1 0 1 1
0 −1 −1 0 −1 −1

 .

Ïðîäîâæóþ÷è âèêîíóâàòè àíàëîãi÷íi åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ íàä
ðÿäêàìè òà ñòîâïöÿìè ìàòðèöi A4, ìè îäåðæèìî, ùî

A4 ∼


1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 −1 0 −1 −1
0 0 1 0 1 1
0 0 −1 0 −1 −1

 ∼


1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 .

Òàêèì ÷èíîì, ðàíã ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ 3.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ðàíã ìàòðèöi



Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

Íàñòóïíèìè êðîêàìè, ïîñòóïîâî, äîäàìî äî òðåòüîãî ñòîâïöÿ äðóãèé,
ïîìíîæåíèé íà −1;

� äî ÷åòâåðòîãî äðóãèé, ïîìíîæåíèé íà −2; òàê
ñàìî � äî ï'ÿòîãî äðóãèé, ïîìíîæåíèé íà −2; i � äî øîñòîãî äðóãèé,
ïîìíîæåíèé íà −2. Ìè ïðèéäåìî äî òàêî¨ ìàòðèöi

A4 =


1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 −3 −1 0 −1 −1
0 4 1 0 1 1
0 −1 −1 0 −1 −1
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Ïðîäîâæóþ÷è âèêîíóâàòè àíàëîãi÷íi åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ íàä
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0 1 0 0 0 0
0 0 −1 0 −1 −1
0 0 1 0 1 1
0 0 −1 0 −1 −1

 ∼


1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 .

Òàêèì ÷èíîì, ðàíã ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ 3.
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Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷
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ïîìíîæåíèé íà −1; � äî ÷åòâåðòîãî äðóãèé, ïîìíîæåíèé íà −2;

òàê
ñàìî � äî ï'ÿòîãî äðóãèé, ïîìíîæåíèé íà −2; i � äî øîñòîãî äðóãèé,
ïîìíîæåíèé íà −2. Ìè ïðèéäåìî äî òàêî¨ ìàòðèöi
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1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 −3 −1 0 −1 −1
0 4 1 0 1 1
0 −1 −1 0 −1 −1
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0 0 1 0 1 1
0 0 −1 0 −1 −1
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0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
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Òàêèì ÷èíîì, ðàíã ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ 3.
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Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷
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ïîìíîæåíèé íà −1; � äî ÷åòâåðòîãî äðóãèé, ïîìíîæåíèé íà −2; òàê
ñàìî � äî ï'ÿòîãî äðóãèé, ïîìíîæåíèé íà −2;

i � äî øîñòîãî äðóãèé,
ïîìíîæåíèé íà −2. Ìè ïðèéäåìî äî òàêî¨ ìàòðèöi

A4 =


1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 −3 −1 0 −1 −1
0 4 1 0 1 1
0 −1 −1 0 −1 −1
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Ïðîäîâæóþ÷è âèêîíóâàòè àíàëîãi÷íi åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ íàä
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A4 ∼


1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 −1 0 −1 −1
0 0 1 0 1 1
0 0 −1 0 −1 −1

 ∼
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