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Íåõàé s, n ∈ N.

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó s ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç n íåâiäîìèìè
x1, x2, . . . , xn 

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,

. . . . . . . . . .
as1x1 + as2x2 + · · ·+ asnxn = bs,

(1)

äå aij , bi ∈ R, i ∈ {1, 2, . . . , s}; j ∈ {1, 2, . . . , n}. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç A
ìàòðèöþ öi¹¨ ñèñòåìè, à ÷åðåç Ā � ¨¨ ðîçøèðåíó ìàòðèöþ. Òîáòî

A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
as1 as2 · · · asn

 , Ā =


a11 a12 · · · a1n b1
a21 a22 · · · a2n b2
...

...
. . .

...
...

as1 as2 · · · asn bs

 .

Ëåìà 1

Ðàíã ìàòðèöi Ā àáî äîðiâíþ¹ ðàíãó ìàòðèöi A, àáî íà îäèíèöþ áiëüøå

îñòàííüîãî.
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Ā =


a11 a12 · · · a1n b1
a21 a22 · · · a2n b2
...

...
. . .

...
...

as1 as2 · · · asn bs

 .

Ëåìà 1
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Äîâåäåííÿ.

Íåõàé ðàíã ìàòðèöi A

äîðiâíþ¹ k i M � äåÿêèé âiäìiííèé âiä íóëÿ
ìiíîð k-ãî ïîðÿäêó ìàòðèöi A. Î÷åâèäíî áóäü-ÿêèé ìiíîð ìàòðèöi A
¹ ìiíîðîì ìàòðèöi Ā, çîêðåìà i ìiíîð M . ßêùî âñi îáâiäíi ìiíîðè
ìiíîðó M ó ìàòðèöi Ā äîðiâíþþòü íóëþ, òî rank Ā = k = rankA.
ßêùî æ çíàéäåòüñÿ íåíóëüîâèé îáâiäíèé ìiíîðM ′ ìiíîðóM ó ìàòðèöi
Ā, òî âií ìà¹ ïîðÿäîê k + 1 = rankA + 1. Öå ÷åðåç òå, ùî M ′ íå ¹
ìiíîðîì ìàòðèöiA, à òîìó ìîæå áóòè ïîáóäîâàíèé ëèøå çà äîïîìîãîþ
åëåìåíòiâ îñòàííüîãî ñòîâïöÿ ìàòðèöi Ā.

Òåîðåìà 1 (Êðîíåêåð, Êàïåëëi)

Ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (1) ñóìiñíà òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ðàíã ìà-

òðèöi A öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü äîðiâíþ¹ ðàíãó ¨¨ ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi Ā.
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¹ ìiíîðîì ìàòðèöi Ā, çîêðåìà i ìiíîð M . ßêùî âñi îáâiäíi ìiíîðè
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ìiíîð k-ãî ïîðÿäêó ìàòðèöi A. Î÷åâèäíî áóäü-ÿêèé ìiíîð ìàòðèöi A
¹ ìiíîðîì ìàòðèöi Ā, çîêðåìà i ìiíîð M . ßêùî âñi îáâiäíi ìiíîðè
ìiíîðó M ó ìàòðèöi Ā äîðiâíþþòü íóëþ, òî rank Ā = k = rankA.
ßêùî æ çíàéäåòüñÿ íåíóëüîâèé îáâiäíèé ìiíîðM ′ ìiíîðóM ó ìàòðèöi
Ā, òî âií ìà¹ ïîðÿäîê k + 1 = rankA + 1. Öå ÷åðåç òå, ùî M ′ íå ¹
ìiíîðîì ìàòðèöiA, à òîìó ìîæå áóòè ïîáóäîâàíèé ëèøå çà äîïîìîãîþ
åëåìåíòiâ îñòàííüîãî ñòîâïöÿ ìàòðèöi Ā.

Òåîðåìà 1 (Êðîíåêåð, Êàïåëëi)

Ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (1) ñóìiñíà

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ðàíã ìà-

òðèöi A öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü äîðiâíþ¹ ðàíãó ¨¨ ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi Ā.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé ðàíã ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ k i M � äåÿêèé âiäìiííèé âiä íóëÿ
ìiíîð k-ãî ïîðÿäêó ìàòðèöi A. Î÷åâèäíî áóäü-ÿêèé ìiíîð ìàòðèöi A
¹ ìiíîðîì ìàòðèöi Ā, çîêðåìà i ìiíîð M . ßêùî âñi îáâiäíi ìiíîðè
ìiíîðó M ó ìàòðèöi Ā äîðiâíþþòü íóëþ, òî rank Ā = k = rankA.
ßêùî æ çíàéäåòüñÿ íåíóëüîâèé îáâiäíèé ìiíîðM ′ ìiíîðóM ó ìàòðèöi
Ā, òî âií ìà¹ ïîðÿäîê k + 1 = rankA + 1. Öå ÷åðåç òå, ùî M ′ íå ¹
ìiíîðîì ìàòðèöiA, à òîìó ìîæå áóòè ïîáóäîâàíèé ëèøå çà äîïîìîãîþ
åëåìåíòiâ îñòàííüîãî ñòîâïöÿ ìàòðèöi Ā.

Òåîðåìà 1 (Êðîíåêåð, Êàïåëëi)

Ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (1) ñóìiñíà òîäi i òiëüêè òîäi,

êîëè ðàíã ìà-

òðèöi A öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü äîðiâíþ¹ ðàíãó ¨¨ ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi Ā.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé ðàíã ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ k i M � äåÿêèé âiäìiííèé âiä íóëÿ
ìiíîð k-ãî ïîðÿäêó ìàòðèöi A. Î÷åâèäíî áóäü-ÿêèé ìiíîð ìàòðèöi A
¹ ìiíîðîì ìàòðèöi Ā, çîêðåìà i ìiíîð M . ßêùî âñi îáâiäíi ìiíîðè
ìiíîðó M ó ìàòðèöi Ā äîðiâíþþòü íóëþ, òî rank Ā = k = rankA.
ßêùî æ çíàéäåòüñÿ íåíóëüîâèé îáâiäíèé ìiíîðM ′ ìiíîðóM ó ìàòðèöi
Ā, òî âií ìà¹ ïîðÿäîê k + 1 = rankA + 1. Öå ÷åðåç òå, ùî M ′ íå ¹
ìiíîðîì ìàòðèöiA, à òîìó ìîæå áóòè ïîáóäîâàíèé ëèøå çà äîïîìîãîþ
åëåìåíòiâ îñòàííüîãî ñòîâïöÿ ìàòðèöi Ā.

Òåîðåìà 1 (Êðîíåêåð, Êàïåëëi)

Ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (1) ñóìiñíà òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ðàíã ìà-

òðèöi A öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü

äîðiâíþ¹ ðàíãó ¨¨ ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi Ā.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé ðàíã ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ k i M � äåÿêèé âiäìiííèé âiä íóëÿ
ìiíîð k-ãî ïîðÿäêó ìàòðèöi A. Î÷åâèäíî áóäü-ÿêèé ìiíîð ìàòðèöi A
¹ ìiíîðîì ìàòðèöi Ā, çîêðåìà i ìiíîð M . ßêùî âñi îáâiäíi ìiíîðè
ìiíîðó M ó ìàòðèöi Ā äîðiâíþþòü íóëþ, òî rank Ā = k = rankA.
ßêùî æ çíàéäåòüñÿ íåíóëüîâèé îáâiäíèé ìiíîðM ′ ìiíîðóM ó ìàòðèöi
Ā, òî âií ìà¹ ïîðÿäîê k + 1 = rankA + 1. Öå ÷åðåç òå, ùî M ′ íå ¹
ìiíîðîì ìàòðèöiA, à òîìó ìîæå áóòè ïîáóäîâàíèé ëèøå çà äîïîìîãîþ
åëåìåíòiâ îñòàííüîãî ñòîâïöÿ ìàòðèöi Ā.

Òåîðåìà 1 (Êðîíåêåð, Êàïåëëi)

Ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (1) ñóìiñíà òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ðàíã ìà-

òðèöi A öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü äîðiâíþ¹ ðàíãó ¨¨ ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi Ā.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåìî ñïî÷àòêó íåîáõiäíiñòü òåîðåìè.

Íåõàé ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâ-
íÿíü (1) ¹ ñóìiñíîþ i íåõàé (γ1, γ2, . . . , γn) � äåÿêèé ¨¨ ðîçâ'ÿçîê. Òîäi

a11γ1 + a12γ2 + · · ·+ a1nγn = b1,
a21γ1 + a22γ2 + · · ·+ a2nγn = b2,

. . . . . . . . . .
as1γ1 + as2γ2 + · · ·+ asnγn = bs.

(2)

Ðîçãëÿíåìî âåêòîðè-ñòîâïöi ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi Ā:

v1 =


a11
a21
...

as1

 , . . . , vn =


a1n
a2n
...

asn

 , w =


b1
b2
...
bs

 .

Òîäi iç ñèñòåìè ðiâíîñòåé (2) ñëiäó¹, ùî

γ1v1 + γ2v2 + · · ·+ γnvn = w, (3)

òîáòî âåêòîð w ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ v1, v2, . . . ,
vn.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåìî ñïî÷àòêó íåîáõiäíiñòü òåîðåìè. Íåõàé ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâ-
íÿíü (1) ¹ ñóìiñíîþ

i íåõàé (γ1, γ2, . . . , γn) � äåÿêèé ¨¨ ðîçâ'ÿçîê. Òîäi
a11γ1 + a12γ2 + · · ·+ a1nγn = b1,
a21γ1 + a22γ2 + · · ·+ a2nγn = b2,

. . . . . . . . . .
as1γ1 + as2γ2 + · · ·+ asnγn = bs.

(2)

Ðîçãëÿíåìî âåêòîðè-ñòîâïöi ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi Ā:

v1 =


a11
a21
...

as1

 , . . . , vn =


a1n
a2n
...

asn

 , w =


b1
b2
...
bs

 .

Òîäi iç ñèñòåìè ðiâíîñòåé (2) ñëiäó¹, ùî

γ1v1 + γ2v2 + · · ·+ γnvn = w, (3)

òîáòî âåêòîð w ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ v1, v2, . . . ,
vn.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåìî ñïî÷àòêó íåîáõiäíiñòü òåîðåìè. Íåõàé ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâ-
íÿíü (1) ¹ ñóìiñíîþ i íåõàé (γ1, γ2, . . . , γn) � äåÿêèé ¨¨ ðîçâ'ÿçîê.

Òîäi
a11γ1 + a12γ2 + · · ·+ a1nγn = b1,
a21γ1 + a22γ2 + · · ·+ a2nγn = b2,

. . . . . . . . . .
as1γ1 + as2γ2 + · · ·+ asnγn = bs.

(2)

Ðîçãëÿíåìî âåêòîðè-ñòîâïöi ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi Ā:

v1 =


a11
a21
...

as1

 , . . . , vn =


a1n
a2n
...

asn

 , w =


b1
b2
...
bs

 .

Òîäi iç ñèñòåìè ðiâíîñòåé (2) ñëiäó¹, ùî

γ1v1 + γ2v2 + · · ·+ γnvn = w, (3)

òîáòî âåêòîð w ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ v1, v2, . . . ,
vn.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåìî ñïî÷àòêó íåîáõiäíiñòü òåîðåìè. Íåõàé ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâ-
íÿíü (1) ¹ ñóìiñíîþ i íåõàé (γ1, γ2, . . . , γn) � äåÿêèé ¨¨ ðîçâ'ÿçîê. Òîäi

a11γ1 + a12γ2 + · · ·+ a1nγn = b1,
a21γ1 + a22γ2 + · · ·+ a2nγn = b2,

. . . . . . . . . .
as1γ1 + as2γ2 + · · ·+ asnγn = bs.

(2)

Ðîçãëÿíåìî âåêòîðè-ñòîâïöi ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi Ā:

v1 =


a11
a21
...

as1

 , . . . , vn =


a1n
a2n
...

asn

 , w =


b1
b2
...
bs

 .

Òîäi iç ñèñòåìè ðiâíîñòåé (2) ñëiäó¹, ùî

γ1v1 + γ2v2 + · · ·+ γnvn = w, (3)

òîáòî âåêòîð w ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ v1, v2, . . . ,
vn.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåìî ñïî÷àòêó íåîáõiäíiñòü òåîðåìè. Íåõàé ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâ-
íÿíü (1) ¹ ñóìiñíîþ i íåõàé (γ1, γ2, . . . , γn) � äåÿêèé ¨¨ ðîçâ'ÿçîê. Òîäi

a11γ1 + a12γ2 + · · ·+ a1nγn = b1,
a21γ1 + a22γ2 + · · ·+ a2nγn = b2,

. . . . . . . . . .
as1γ1 + as2γ2 + · · ·+ asnγn = bs.

(2)

Ðîçãëÿíåìî âåêòîðè-ñòîâïöi ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi Ā:

v1 =


a11
a21
...

as1

 , . . . , vn =


a1n
a2n
...

asn

 , w =


b1
b2
...
bs

 .

Òîäi iç ñèñòåìè ðiâíîñòåé (2) ñëiäó¹, ùî

γ1v1 + γ2v2 + · · ·+ γnvn = w, (3)

òîáòî âåêòîð w ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ v1, v2, . . . ,
vn.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåìî ñïî÷àòêó íåîáõiäíiñòü òåîðåìè. Íåõàé ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâ-
íÿíü (1) ¹ ñóìiñíîþ i íåõàé (γ1, γ2, . . . , γn) � äåÿêèé ¨¨ ðîçâ'ÿçîê. Òîäi

a11γ1 + a12γ2 + · · ·+ a1nγn = b1,
a21γ1 + a22γ2 + · · ·+ a2nγn = b2,

. . . . . . . . . .
as1γ1 + as2γ2 + · · ·+ asnγn = bs.

(2)

Ðîçãëÿíåìî âåêòîðè-ñòîâïöi ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi Ā:

v1 =


a11
a21
...

as1

 ,

. . . , vn =


a1n
a2n
...

asn

 , w =


b1
b2
...
bs

 .

Òîäi iç ñèñòåìè ðiâíîñòåé (2) ñëiäó¹, ùî

γ1v1 + γ2v2 + · · ·+ γnvn = w, (3)

òîáòî âåêòîð w ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ v1, v2, . . . ,
vn.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåìî ñïî÷àòêó íåîáõiäíiñòü òåîðåìè. Íåõàé ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâ-
íÿíü (1) ¹ ñóìiñíîþ i íåõàé (γ1, γ2, . . . , γn) � äåÿêèé ¨¨ ðîçâ'ÿçîê. Òîäi

a11γ1 + a12γ2 + · · ·+ a1nγn = b1,
a21γ1 + a22γ2 + · · ·+ a2nγn = b2,

. . . . . . . . . .
as1γ1 + as2γ2 + · · ·+ asnγn = bs.

(2)

Ðîçãëÿíåìî âåêòîðè-ñòîâïöi ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi Ā:

v1 =


a11
a21
...

as1

 , . . . , vn =


a1n
a2n
...

asn

 ,

w =


b1
b2
...
bs

 .

Òîäi iç ñèñòåìè ðiâíîñòåé (2) ñëiäó¹, ùî

γ1v1 + γ2v2 + · · ·+ γnvn = w, (3)

òîáòî âåêòîð w ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ v1, v2, . . . ,
vn.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåìî ñïî÷àòêó íåîáõiäíiñòü òåîðåìè. Íåõàé ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâ-
íÿíü (1) ¹ ñóìiñíîþ i íåõàé (γ1, γ2, . . . , γn) � äåÿêèé ¨¨ ðîçâ'ÿçîê. Òîäi

a11γ1 + a12γ2 + · · ·+ a1nγn = b1,
a21γ1 + a22γ2 + · · ·+ a2nγn = b2,

. . . . . . . . . .
as1γ1 + as2γ2 + · · ·+ asnγn = bs.

(2)

Ðîçãëÿíåìî âåêòîðè-ñòîâïöi ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi Ā:

v1 =


a11
a21
...

as1

 , . . . , vn =


a1n
a2n
...

asn

 , w =


b1
b2
...
bs

 .

Òîäi iç ñèñòåìè ðiâíîñòåé (2) ñëiäó¹, ùî

γ1v1 + γ2v2 + · · ·+ γnvn = w, (3)

òîáòî âåêòîð w ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ v1, v2, . . . ,
vn.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåìî ñïî÷àòêó íåîáõiäíiñòü òåîðåìè. Íåõàé ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâ-
íÿíü (1) ¹ ñóìiñíîþ i íåõàé (γ1, γ2, . . . , γn) � äåÿêèé ¨¨ ðîçâ'ÿçîê. Òîäi

a11γ1 + a12γ2 + · · ·+ a1nγn = b1,
a21γ1 + a22γ2 + · · ·+ a2nγn = b2,

. . . . . . . . . .
as1γ1 + as2γ2 + · · ·+ asnγn = bs.

(2)

Ðîçãëÿíåìî âåêòîðè-ñòîâïöi ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi Ā:

v1 =


a11
a21
...

as1

 , . . . , vn =


a1n
a2n
...

asn

 , w =


b1
b2
...
bs

 .

Òîäi iç ñèñòåìè ðiâíîñòåé (2) ñëiäó¹,

ùî

γ1v1 + γ2v2 + · · ·+ γnvn = w, (3)

òîáòî âåêòîð w ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ v1, v2, . . . ,
vn.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåìî ñïî÷àòêó íåîáõiäíiñòü òåîðåìè. Íåõàé ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâ-
íÿíü (1) ¹ ñóìiñíîþ i íåõàé (γ1, γ2, . . . , γn) � äåÿêèé ¨¨ ðîçâ'ÿçîê. Òîäi

a11γ1 + a12γ2 + · · ·+ a1nγn = b1,
a21γ1 + a22γ2 + · · ·+ a2nγn = b2,

. . . . . . . . . .
as1γ1 + as2γ2 + · · ·+ asnγn = bs.

(2)

Ðîçãëÿíåìî âåêòîðè-ñòîâïöi ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi Ā:

v1 =


a11
a21
...

as1

 , . . . , vn =


a1n
a2n
...

asn

 , w =


b1
b2
...
bs

 .

Òîäi iç ñèñòåìè ðiâíîñòåé (2) ñëiäó¹, ùî

γ1v1 + γ2v2 + · · ·+ γnvn = w, (3)

òîáòî âåêòîð w ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ v1, v2, . . . ,
vn.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåìî ñïî÷àòêó íåîáõiäíiñòü òåîðåìè. Íåõàé ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâ-
íÿíü (1) ¹ ñóìiñíîþ i íåõàé (γ1, γ2, . . . , γn) � äåÿêèé ¨¨ ðîçâ'ÿçîê. Òîäi

a11γ1 + a12γ2 + · · ·+ a1nγn = b1,
a21γ1 + a22γ2 + · · ·+ a2nγn = b2,

. . . . . . . . . .
as1γ1 + as2γ2 + · · ·+ asnγn = bs.

(2)

Ðîçãëÿíåìî âåêòîðè-ñòîâïöi ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi Ā:

v1 =


a11
a21
...

as1

 , . . . , vn =


a1n
a2n
...

asn

 , w =


b1
b2
...
bs

 .

Òîäi iç ñèñòåìè ðiâíîñòåé (2) ñëiäó¹, ùî

γ1v1 + γ2v2 + · · ·+ γnvn = w, (3)

òîáòî âåêòîð w ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ v1, v2, . . . ,
vn.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Äîâåäåííÿ.

Î÷åâèäíî, ñèñòåìà âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ v1, v2, . . . , vn ìàòðèöi A

ëiíiéíî
âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ v1, v2, . . . , vn, w ðîçøè-
ðåíî¨ ìàòðèöi Ā. Äiéñíî,

v1 = 1 · v1 + 0 · v2 + · · ·+ 0 · vn + 0 · w
v2 = 0 · v1 + 1 · v2 + · · ·+ 0 · vn + 0 · w

. . . . . . . .

vn = 0 · v1 + 0 · v2 + · · ·+ 1 · vn + 0 · w

Äàëi, âðàõîâóþ÷è ðiâíiñòü (3), òàê ñàìî ñèñòåìà âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ v1,
. . . , vn, w ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi Ā ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó
âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ v1, . . . , vn ìàòðèöi A.
Îòæå, ñèñòåìè âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ ìàòðèöü A i Ā åêâiâàëåíòíi, i òàêèì
÷èíîì, rankA = rank Ā. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Äîâåäåííÿ.

Î÷åâèäíî, ñèñòåìà âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ v1, v2, . . . , vn ìàòðèöi A ëiíiéíî
âèðàæà¹òüñÿ

÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ v1, v2, . . . , vn, w ðîçøè-
ðåíî¨ ìàòðèöi Ā. Äiéñíî,

v1 = 1 · v1 + 0 · v2 + · · ·+ 0 · vn + 0 · w
v2 = 0 · v1 + 1 · v2 + · · ·+ 0 · vn + 0 · w

. . . . . . . .

vn = 0 · v1 + 0 · v2 + · · ·+ 1 · vn + 0 · w

Äàëi, âðàõîâóþ÷è ðiâíiñòü (3), òàê ñàìî ñèñòåìà âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ v1,
. . . , vn, w ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi Ā ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó
âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ v1, . . . , vn ìàòðèöi A.
Îòæå, ñèñòåìè âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ ìàòðèöü A i Ā åêâiâàëåíòíi, i òàêèì
÷èíîì, rankA = rank Ā. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Äîâåäåííÿ.

Î÷åâèäíî, ñèñòåìà âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ v1, v2, . . . , vn ìàòðèöi A ëiíiéíî
âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ v1, v2, . . . , vn, w ðîçøè-
ðåíî¨ ìàòðèöi Ā.

Äiéñíî,

v1 = 1 · v1 + 0 · v2 + · · ·+ 0 · vn + 0 · w
v2 = 0 · v1 + 1 · v2 + · · ·+ 0 · vn + 0 · w

. . . . . . . .

vn = 0 · v1 + 0 · v2 + · · ·+ 1 · vn + 0 · w

Äàëi, âðàõîâóþ÷è ðiâíiñòü (3), òàê ñàìî ñèñòåìà âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ v1,
. . . , vn, w ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi Ā ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó
âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ v1, . . . , vn ìàòðèöi A.
Îòæå, ñèñòåìè âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ ìàòðèöü A i Ā åêâiâàëåíòíi, i òàêèì
÷èíîì, rankA = rank Ā. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Äîâåäåííÿ.

Î÷åâèäíî, ñèñòåìà âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ v1, v2, . . . , vn ìàòðèöi A ëiíiéíî
âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ v1, v2, . . . , vn, w ðîçøè-
ðåíî¨ ìàòðèöi Ā. Äiéñíî,

v1 = 1 · v1 + 0 · v2 + · · ·+ 0 · vn + 0 · w

v2 = 0 · v1 + 1 · v2 + · · ·+ 0 · vn + 0 · w
. . . . . . . .

vn = 0 · v1 + 0 · v2 + · · ·+ 1 · vn + 0 · w

Äàëi, âðàõîâóþ÷è ðiâíiñòü (3), òàê ñàìî ñèñòåìà âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ v1,
. . . , vn, w ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi Ā ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó
âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ v1, . . . , vn ìàòðèöi A.
Îòæå, ñèñòåìè âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ ìàòðèöü A i Ā åêâiâàëåíòíi, i òàêèì
÷èíîì, rankA = rank Ā. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Äîâåäåííÿ.

Î÷åâèäíî, ñèñòåìà âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ v1, v2, . . . , vn ìàòðèöi A ëiíiéíî
âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ v1, v2, . . . , vn, w ðîçøè-
ðåíî¨ ìàòðèöi Ā. Äiéñíî,

v1 = 1 · v1 + 0 · v2 + · · ·+ 0 · vn + 0 · w
v2 = 0 · v1 + 1 · v2 + · · ·+ 0 · vn + 0 · w

. . . . . . . .

vn = 0 · v1 + 0 · v2 + · · ·+ 1 · vn + 0 · w

Äàëi, âðàõîâóþ÷è ðiâíiñòü (3), òàê ñàìî ñèñòåìà âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ v1,
. . . , vn, w ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi Ā ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó
âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ v1, . . . , vn ìàòðèöi A.
Îòæå, ñèñòåìè âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ ìàòðèöü A i Ā åêâiâàëåíòíi, i òàêèì
÷èíîì, rankA = rank Ā. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Äîâåäåííÿ.

Î÷åâèäíî, ñèñòåìà âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ v1, v2, . . . , vn ìàòðèöi A ëiíiéíî
âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ v1, v2, . . . , vn, w ðîçøè-
ðåíî¨ ìàòðèöi Ā. Äiéñíî,

v1 = 1 · v1 + 0 · v2 + · · ·+ 0 · vn + 0 · w
v2 = 0 · v1 + 1 · v2 + · · ·+ 0 · vn + 0 · w

. . . . . . . .

vn = 0 · v1 + 0 · v2 + · · ·+ 1 · vn + 0 · w

Äàëi, âðàõîâóþ÷è ðiâíiñòü (3), òàê ñàìî ñèñòåìà âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ v1,
. . . , vn, w ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi Ā ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó
âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ v1, . . . , vn ìàòðèöi A.
Îòæå, ñèñòåìè âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ ìàòðèöü A i Ā åêâiâàëåíòíi, i òàêèì
÷èíîì, rankA = rank Ā. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Äîâåäåííÿ.

Î÷åâèäíî, ñèñòåìà âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ v1, v2, . . . , vn ìàòðèöi A ëiíiéíî
âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ v1, v2, . . . , vn, w ðîçøè-
ðåíî¨ ìàòðèöi Ā. Äiéñíî,

v1 = 1 · v1 + 0 · v2 + · · ·+ 0 · vn + 0 · w
v2 = 0 · v1 + 1 · v2 + · · ·+ 0 · vn + 0 · w

. . . . . . . .

vn = 0 · v1 + 0 · v2 + · · ·+ 1 · vn + 0 · w

Äàëi, âðàõîâóþ÷è ðiâíiñòü (3), òàê ñàìî ñèñòåìà âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ v1,
. . . , vn, w ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi Ā ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó
âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ v1, . . . , vn ìàòðèöi A.
Îòæå, ñèñòåìè âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ ìàòðèöü A i Ā åêâiâàëåíòíi, i òàêèì
÷èíîì, rankA = rank Ā. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Äîâåäåííÿ.

Î÷åâèäíî, ñèñòåìà âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ v1, v2, . . . , vn ìàòðèöi A ëiíiéíî
âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ v1, v2, . . . , vn, w ðîçøè-
ðåíî¨ ìàòðèöi Ā. Äiéñíî,

v1 = 1 · v1 + 0 · v2 + · · ·+ 0 · vn + 0 · w
v2 = 0 · v1 + 1 · v2 + · · ·+ 0 · vn + 0 · w

. . . . . . . .

vn = 0 · v1 + 0 · v2 + · · ·+ 1 · vn + 0 · w

Äàëi, âðàõîâóþ÷è ðiâíiñòü (3), òàê ñàìî ñèñòåìà âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ v1,
. . . , vn, w ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi Ā

ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó
âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ v1, . . . , vn ìàòðèöi A.
Îòæå, ñèñòåìè âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ ìàòðèöü A i Ā åêâiâàëåíòíi, i òàêèì
÷èíîì, rankA = rank Ā. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Äîâåäåííÿ.

Î÷åâèäíî, ñèñòåìà âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ v1, v2, . . . , vn ìàòðèöi A ëiíiéíî
âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ v1, v2, . . . , vn, w ðîçøè-
ðåíî¨ ìàòðèöi Ā. Äiéñíî,

v1 = 1 · v1 + 0 · v2 + · · ·+ 0 · vn + 0 · w
v2 = 0 · v1 + 1 · v2 + · · ·+ 0 · vn + 0 · w

. . . . . . . .

vn = 0 · v1 + 0 · v2 + · · ·+ 1 · vn + 0 · w

Äàëi, âðàõîâóþ÷è ðiâíiñòü (3), òàê ñàìî ñèñòåìà âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ v1,
. . . , vn, w ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi Ā ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó
âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ v1, . . . , vn ìàòðèöi A.

Îòæå, ñèñòåìè âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ ìàòðèöü A i Ā åêâiâàëåíòíi, i òàêèì
÷èíîì, rankA = rank Ā. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Äîâåäåííÿ.

Î÷åâèäíî, ñèñòåìà âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ v1, v2, . . . , vn ìàòðèöi A ëiíiéíî
âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ v1, v2, . . . , vn, w ðîçøè-
ðåíî¨ ìàòðèöi Ā. Äiéñíî,

v1 = 1 · v1 + 0 · v2 + · · ·+ 0 · vn + 0 · w
v2 = 0 · v1 + 1 · v2 + · · ·+ 0 · vn + 0 · w

. . . . . . . .

vn = 0 · v1 + 0 · v2 + · · ·+ 1 · vn + 0 · w

Äàëi, âðàõîâóþ÷è ðiâíiñòü (3), òàê ñàìî ñèñòåìà âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ v1,
. . . , vn, w ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi Ā ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó
âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ v1, . . . , vn ìàòðèöi A.
Îòæå, ñèñòåìè âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ ìàòðèöü A i Ā åêâiâàëåíòíi,

i òàêèì
÷èíîì, rankA = rank Ā. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Äîâåäåííÿ.

Î÷åâèäíî, ñèñòåìà âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ v1, v2, . . . , vn ìàòðèöi A ëiíiéíî
âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ v1, v2, . . . , vn, w ðîçøè-
ðåíî¨ ìàòðèöi Ā. Äiéñíî,

v1 = 1 · v1 + 0 · v2 + · · ·+ 0 · vn + 0 · w
v2 = 0 · v1 + 1 · v2 + · · ·+ 0 · vn + 0 · w

. . . . . . . .

vn = 0 · v1 + 0 · v2 + · · ·+ 1 · vn + 0 · w

Äàëi, âðàõîâóþ÷è ðiâíiñòü (3), òàê ñàìî ñèñòåìà âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ v1,
. . . , vn, w ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi Ā ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó
âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ v1, . . . , vn ìàòðèöi A.
Îòæå, ñèñòåìè âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ ìàòðèöü A i Ā åêâiâàëåíòíi, i òàêèì
÷èíîì, rankA = rank Ā.

Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Äîâåäåííÿ.

Î÷åâèäíî, ñèñòåìà âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ v1, v2, . . . , vn ìàòðèöi A ëiíiéíî
âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ v1, v2, . . . , vn, w ðîçøè-
ðåíî¨ ìàòðèöi Ā. Äiéñíî,

v1 = 1 · v1 + 0 · v2 + · · ·+ 0 · vn + 0 · w
v2 = 0 · v1 + 1 · v2 + · · ·+ 0 · vn + 0 · w

. . . . . . . .

vn = 0 · v1 + 0 · v2 + · · ·+ 1 · vn + 0 · w

Äàëi, âðàõîâóþ÷è ðiâíiñòü (3), òàê ñàìî ñèñòåìà âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ v1,
. . . , vn, w ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi Ā ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó
âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ v1, . . . , vn ìàòðèöi A.
Îòæå, ñèñòåìè âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ ìàòðèöü A i Ā åêâiâàëåíòíi, i òàêèì
÷èíîì, rankA = rank Ā. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.
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Ïðèïóñòèìî, ùî ðàíã ìàòðèöi A ñèñòåìè ëiíié-
íèõ ðiâíÿíü (1) i ðàíã ¨¨ ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi Ā ðiâíi i íåõàé

rankA = rank Ā = r.

Öå îçíà÷à¹, ùî áàçèñè ñèñòåì âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ ìàòðèöü A i Ā ñêëà-
äàþòüñÿ iç r âåêòîðiâ. Íåõàé

vi1 , vi2 , . . . , vir

� áàçèñ ñèñòåìè âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn. Òîäi ñèñòåìà âåêòîðiâ vi1 ,
vi2 , . . . , vir ¹ òàêîæ áàçèñîì ñèñòåìè âåêòîðiâ v1, . . . , vn, w. Îñêiëüêè
ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó iç îçíà÷åííÿ áàçèñó ñëiäóâàëî á, ùî íå âñi
âåêòîðè öi¹¨ ñèñòåìè, à ñàìå âåêòîð w, íå âèðàæàþòüñÿ ëiíiéíî ÷åðåç
ñèñòåìó âåêòîðiâ íå vi1 , vi2 , . . . , vir . Öå îçíà÷àëî á, ùî ñèñòåìà âå-
êòîðiâ vi1 , vi2 , . . . , vir , w áóëà á áàçèñîì ñèñòåìè âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ
ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi Ā. Îñòàíí¹ íåìîæëèâî, òîìó ùî áàçèñ ñèñòåìè
âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ ìàòðèöi Ā çà ïðèïóùåííÿì ñêëàäà¹òüñÿ ç r âåêòî-
ðiâ.
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Äîâåäåìî äîñòàòíiñòü. Ïðèïóñòèìî, ùî ðàíã ìàòðèöi A ñèñòåìè ëiíié-
íèõ ðiâíÿíü (1)

i ðàíã ¨¨ ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi Ā ðiâíi i íåõàé

rankA = rank Ā = r.

Öå îçíà÷à¹, ùî áàçèñè ñèñòåì âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ ìàòðèöü A i Ā ñêëà-
äàþòüñÿ iç r âåêòîðiâ. Íåõàé

vi1 , vi2 , . . . , vir

� áàçèñ ñèñòåìè âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn. Òîäi ñèñòåìà âåêòîðiâ vi1 ,
vi2 , . . . , vir ¹ òàêîæ áàçèñîì ñèñòåìè âåêòîðiâ v1, . . . , vn, w. Îñêiëüêè
ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó iç îçíà÷åííÿ áàçèñó ñëiäóâàëî á, ùî íå âñi
âåêòîðè öi¹¨ ñèñòåìè, à ñàìå âåêòîð w, íå âèðàæàþòüñÿ ëiíiéíî ÷åðåç
ñèñòåìó âåêòîðiâ íå vi1 , vi2 , . . . , vir . Öå îçíà÷àëî á, ùî ñèñòåìà âå-
êòîðiâ vi1 , vi2 , . . . , vir , w áóëà á áàçèñîì ñèñòåìè âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ
ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi Ā. Îñòàíí¹ íåìîæëèâî, òîìó ùî áàçèñ ñèñòåìè
âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ ìàòðèöi Ā çà ïðèïóùåííÿì ñêëàäà¹òüñÿ ç r âåêòî-
ðiâ.
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íèõ ðiâíÿíü (1) i ðàíã ¨¨ ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi Ā

ðiâíi i íåõàé

rankA = rank Ā = r.

Öå îçíà÷à¹, ùî áàçèñè ñèñòåì âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ ìàòðèöü A i Ā ñêëà-
äàþòüñÿ iç r âåêòîðiâ. Íåõàé

vi1 , vi2 , . . . , vir

� áàçèñ ñèñòåìè âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn. Òîäi ñèñòåìà âåêòîðiâ vi1 ,
vi2 , . . . , vir ¹ òàêîæ áàçèñîì ñèñòåìè âåêòîðiâ v1, . . . , vn, w. Îñêiëüêè
ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó iç îçíà÷åííÿ áàçèñó ñëiäóâàëî á, ùî íå âñi
âåêòîðè öi¹¨ ñèñòåìè, à ñàìå âåêòîð w, íå âèðàæàþòüñÿ ëiíiéíî ÷åðåç
ñèñòåìó âåêòîðiâ íå vi1 , vi2 , . . . , vir . Öå îçíà÷àëî á, ùî ñèñòåìà âå-
êòîðiâ vi1 , vi2 , . . . , vir , w áóëà á áàçèñîì ñèñòåìè âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ
ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi Ā. Îñòàíí¹ íåìîæëèâî, òîìó ùî áàçèñ ñèñòåìè
âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ ìàòðèöi Ā çà ïðèïóùåííÿì ñêëàäà¹òüñÿ ç r âåêòî-
ðiâ.
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Äîâåäåìî äîñòàòíiñòü. Ïðèïóñòèìî, ùî ðàíã ìàòðèöi A ñèñòåìè ëiíié-
íèõ ðiâíÿíü (1) i ðàíã ¨¨ ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi Ā ðiâíi

i íåõàé

rankA = rank Ā = r.

Öå îçíà÷à¹, ùî áàçèñè ñèñòåì âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ ìàòðèöü A i Ā ñêëà-
äàþòüñÿ iç r âåêòîðiâ. Íåõàé

vi1 , vi2 , . . . , vir

� áàçèñ ñèñòåìè âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn. Òîäi ñèñòåìà âåêòîðiâ vi1 ,
vi2 , . . . , vir ¹ òàêîæ áàçèñîì ñèñòåìè âåêòîðiâ v1, . . . , vn, w. Îñêiëüêè
ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó iç îçíà÷åííÿ áàçèñó ñëiäóâàëî á, ùî íå âñi
âåêòîðè öi¹¨ ñèñòåìè, à ñàìå âåêòîð w, íå âèðàæàþòüñÿ ëiíiéíî ÷åðåç
ñèñòåìó âåêòîðiâ íå vi1 , vi2 , . . . , vir . Öå îçíà÷àëî á, ùî ñèñòåìà âå-
êòîðiâ vi1 , vi2 , . . . , vir , w áóëà á áàçèñîì ñèñòåìè âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ
ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi Ā. Îñòàíí¹ íåìîæëèâî, òîìó ùî áàçèñ ñèñòåìè
âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ ìàòðèöi Ā çà ïðèïóùåííÿì ñêëàäà¹òüñÿ ç r âåêòî-
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Äîâåäåìî äîñòàòíiñòü. Ïðèïóñòèìî, ùî ðàíã ìàòðèöi A ñèñòåìè ëiíié-
íèõ ðiâíÿíü (1) i ðàíã ¨¨ ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi Ā ðiâíi i íåõàé

rankA = rank Ā

= r.

Öå îçíà÷à¹, ùî áàçèñè ñèñòåì âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ ìàòðèöü A i Ā ñêëà-
äàþòüñÿ iç r âåêòîðiâ. Íåõàé

vi1 , vi2 , . . . , vir

� áàçèñ ñèñòåìè âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn. Òîäi ñèñòåìà âåêòîðiâ vi1 ,
vi2 , . . . , vir ¹ òàêîæ áàçèñîì ñèñòåìè âåêòîðiâ v1, . . . , vn, w. Îñêiëüêè
ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó iç îçíà÷åííÿ áàçèñó ñëiäóâàëî á, ùî íå âñi
âåêòîðè öi¹¨ ñèñòåìè, à ñàìå âåêòîð w, íå âèðàæàþòüñÿ ëiíiéíî ÷åðåç
ñèñòåìó âåêòîðiâ íå vi1 , vi2 , . . . , vir . Öå îçíà÷àëî á, ùî ñèñòåìà âå-
êòîðiâ vi1 , vi2 , . . . , vir , w áóëà á áàçèñîì ñèñòåìè âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ
ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi Ā. Îñòàíí¹ íåìîæëèâî, òîìó ùî áàçèñ ñèñòåìè
âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ ìàòðèöi Ā çà ïðèïóùåííÿì ñêëàäà¹òüñÿ ç r âåêòî-
ðiâ.
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Äîâåäåìî äîñòàòíiñòü. Ïðèïóñòèìî, ùî ðàíã ìàòðèöi A ñèñòåìè ëiíié-
íèõ ðiâíÿíü (1) i ðàíã ¨¨ ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi Ā ðiâíi i íåõàé

rankA = rank Ā = r.

Öå îçíà÷à¹, ùî áàçèñè ñèñòåì âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ ìàòðèöü A i Ā ñêëà-
äàþòüñÿ iç r âåêòîðiâ. Íåõàé

vi1 , vi2 , . . . , vir

� áàçèñ ñèñòåìè âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn. Òîäi ñèñòåìà âåêòîðiâ vi1 ,
vi2 , . . . , vir ¹ òàêîæ áàçèñîì ñèñòåìè âåêòîðiâ v1, . . . , vn, w. Îñêiëüêè
ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó iç îçíà÷åííÿ áàçèñó ñëiäóâàëî á, ùî íå âñi
âåêòîðè öi¹¨ ñèñòåìè, à ñàìå âåêòîð w, íå âèðàæàþòüñÿ ëiíiéíî ÷åðåç
ñèñòåìó âåêòîðiâ íå vi1 , vi2 , . . . , vir . Öå îçíà÷àëî á, ùî ñèñòåìà âå-
êòîðiâ vi1 , vi2 , . . . , vir , w áóëà á áàçèñîì ñèñòåìè âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ
ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi Ā. Îñòàíí¹ íåìîæëèâî, òîìó ùî áàçèñ ñèñòåìè
âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ ìàòðèöi Ā çà ïðèïóùåííÿì ñêëàäà¹òüñÿ ç r âåêòî-
ðiâ.
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Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåìî äîñòàòíiñòü. Ïðèïóñòèìî, ùî ðàíã ìàòðèöi A ñèñòåìè ëiíié-
íèõ ðiâíÿíü (1) i ðàíã ¨¨ ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi Ā ðiâíi i íåõàé

rankA = rank Ā = r.

Öå îçíà÷à¹, ùî áàçèñè ñèñòåì âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ ìàòðèöü A

i Ā ñêëà-
äàþòüñÿ iç r âåêòîðiâ. Íåõàé

vi1 , vi2 , . . . , vir

� áàçèñ ñèñòåìè âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn. Òîäi ñèñòåìà âåêòîðiâ vi1 ,
vi2 , . . . , vir ¹ òàêîæ áàçèñîì ñèñòåìè âåêòîðiâ v1, . . . , vn, w. Îñêiëüêè
ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó iç îçíà÷åííÿ áàçèñó ñëiäóâàëî á, ùî íå âñi
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ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi Ā. Îñòàíí¹ íåìîæëèâî, òîìó ùî áàçèñ ñèñòåìè
âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ ìàòðèöi Ā çà ïðèïóùåííÿì ñêëàäà¹òüñÿ ç r âåêòî-
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ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi Ā. Îñòàíí¹ íåìîæëèâî, òîìó ùî áàçèñ ñèñòåìè
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� áàçèñ ñèñòåìè âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn. Òîäi ñèñòåìà âåêòîðiâ vi1 ,
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ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi Ā. Îñòàíí¹ íåìîæëèâî, òîìó ùî áàçèñ ñèñòåìè
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âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ ìàòðèöi Ā çà ïðèïóùåííÿì ñêëàäà¹òüñÿ ç r âåêòî-
ðiâ.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåìî äîñòàòíiñòü. Ïðèïóñòèìî, ùî ðàíã ìàòðèöi A ñèñòåìè ëiíié-
íèõ ðiâíÿíü (1) i ðàíã ¨¨ ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi Ā ðiâíi i íåõàé
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äàþòüñÿ iç r âåêòîðiâ. Íåõàé

vi1 , vi2 , . . . , vir

� áàçèñ ñèñòåìè âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn. Òîäi ñèñòåìà âåêòîðiâ vi1 ,
vi2 , . . . , vir ¹ òàêîæ áàçèñîì ñèñòåìè âåêòîðiâ v1, . . . , vn, w. Îñêiëüêè
ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó iç îçíà÷åííÿ áàçèñó ñëiäóâàëî á, ùî íå âñi
âåêòîðè öi¹¨ ñèñòåìè, à ñàìå âåêòîð w, íå âèðàæàþòüñÿ ëiíiéíî ÷åðåç
ñèñòåìó âåêòîðiâ íå vi1 , vi2 , . . . , vir . Öå îçíà÷àëî á, ùî ñèñòåìà âå-
êòîðiâ vi1 , vi2 , . . . , vir , w áóëà á áàçèñîì ñèñòåìè âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ
ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi Ā.
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Öå îçíà÷à¹, ùî áàçèñè ñèñòåì âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ ìàòðèöü A i Ā ñêëà-
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� áàçèñ ñèñòåìè âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn. Òîäi ñèñòåìà âåêòîðiâ vi1 ,
vi2 , . . . , vir ¹ òàêîæ áàçèñîì ñèñòåìè âåêòîðiâ v1, . . . , vn, w. Îñêiëüêè
ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó iç îçíà÷åííÿ áàçèñó ñëiäóâàëî á, ùî íå âñi
âåêòîðè öi¹¨ ñèñòåìè, à ñàìå âåêòîð w, íå âèðàæàþòüñÿ ëiíiéíî ÷åðåç
ñèñòåìó âåêòîðiâ íå vi1 , vi2 , . . . , vir . Öå îçíà÷àëî á, ùî ñèñòåìà âå-
êòîðiâ vi1 , vi2 , . . . , vir , w áóëà á áàçèñîì ñèñòåìè âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ
ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi Ā. Îñòàíí¹ íåìîæëèâî,

òîìó ùî áàçèñ ñèñòåìè
âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ ìàòðèöi Ā çà ïðèïóùåííÿì ñêëàäà¹òüñÿ ç r âåêòî-
ðiâ.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåìî äîñòàòíiñòü. Ïðèïóñòèìî, ùî ðàíã ìàòðèöi A ñèñòåìè ëiíié-
íèõ ðiâíÿíü (1) i ðàíã ¨¨ ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi Ā ðiâíi i íåõàé

rankA = rank Ā = r.

Öå îçíà÷à¹, ùî áàçèñè ñèñòåì âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ ìàòðèöü A i Ā ñêëà-
äàþòüñÿ iç r âåêòîðiâ. Íåõàé

vi1 , vi2 , . . . , vir

� áàçèñ ñèñòåìè âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn. Òîäi ñèñòåìà âåêòîðiâ vi1 ,
vi2 , . . . , vir ¹ òàêîæ áàçèñîì ñèñòåìè âåêòîðiâ v1, . . . , vn, w. Îñêiëüêè
ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó iç îçíà÷åííÿ áàçèñó ñëiäóâàëî á, ùî íå âñi
âåêòîðè öi¹¨ ñèñòåìè, à ñàìå âåêòîð w, íå âèðàæàþòüñÿ ëiíiéíî ÷åðåç
ñèñòåìó âåêòîðiâ íå vi1 , vi2 , . . . , vir . Öå îçíà÷àëî á, ùî ñèñòåìà âå-
êòîðiâ vi1 , vi2 , . . . , vir , w áóëà á áàçèñîì ñèñòåìè âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ
ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi Ā. Îñòàíí¹ íåìîæëèâî, òîìó ùî áàçèñ ñèñòåìè
âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ ìàòðèöi Ā

çà ïðèïóùåííÿì ñêëàäà¹òüñÿ ç r âåêòî-
ðiâ.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåìî äîñòàòíiñòü. Ïðèïóñòèìî, ùî ðàíã ìàòðèöi A ñèñòåìè ëiíié-
íèõ ðiâíÿíü (1) i ðàíã ¨¨ ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi Ā ðiâíi i íåõàé

rankA = rank Ā = r.

Öå îçíà÷à¹, ùî áàçèñè ñèñòåì âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ ìàòðèöü A i Ā ñêëà-
äàþòüñÿ iç r âåêòîðiâ. Íåõàé

vi1 , vi2 , . . . , vir

� áàçèñ ñèñòåìè âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn. Òîäi ñèñòåìà âåêòîðiâ vi1 ,
vi2 , . . . , vir ¹ òàêîæ áàçèñîì ñèñòåìè âåêòîðiâ v1, . . . , vn, w. Îñêiëüêè
ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó iç îçíà÷åííÿ áàçèñó ñëiäóâàëî á, ùî íå âñi
âåêòîðè öi¹¨ ñèñòåìè, à ñàìå âåêòîð w, íå âèðàæàþòüñÿ ëiíiéíî ÷åðåç
ñèñòåìó âåêòîðiâ íå vi1 , vi2 , . . . , vir . Öå îçíà÷àëî á, ùî ñèñòåìà âå-
êòîðiâ vi1 , vi2 , . . . , vir , w áóëà á áàçèñîì ñèñòåìè âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ
ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi Ā. Îñòàíí¹ íåìîæëèâî, òîìó ùî áàçèñ ñèñòåìè
âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ ìàòðèöi Ā çà ïðèïóùåííÿì ñêëàäà¹òüñÿ ç r âåêòî-
ðiâ.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Äîâåäåííÿ.

Äàëi, îñêiëüêè âåêòîð w

ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ
vi1 , vi2 , . . . , vir , à îñòàííÿ, î÷åâèäíî, ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñè-
ñòåìó âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn, òî âåêòîð w ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç
âåêòîðè v1, v2, . . . , vn. Òîáòî

w = γ1v1 + γ2v2 + · · ·+ γnvn (4)

äëÿ äåÿêèõ äiéñíèõ ÷èñåë γ1, γ2, . . . , γn. Iç ðiâíîñòi (4) îäåðæó¹ìî,
ùî âåêòîð (γ1, γ2, . . . , γn) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (1),
à òîìó öÿ ñèñòåìà ðiâíÿíü ¹ ñóìiñíîþ. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Äîâåäåííÿ.

Äàëi, îñêiëüêè âåêòîð w ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ

÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ
vi1 , vi2 , . . . , vir , à îñòàííÿ, î÷åâèäíî, ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñè-
ñòåìó âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn, òî âåêòîð w ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç
âåêòîðè v1, v2, . . . , vn. Òîáòî

w = γ1v1 + γ2v2 + · · ·+ γnvn (4)

äëÿ äåÿêèõ äiéñíèõ ÷èñåë γ1, γ2, . . . , γn. Iç ðiâíîñòi (4) îäåðæó¹ìî,
ùî âåêòîð (γ1, γ2, . . . , γn) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (1),
à òîìó öÿ ñèñòåìà ðiâíÿíü ¹ ñóìiñíîþ. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Äîâåäåííÿ.

Äàëi, îñêiëüêè âåêòîð w ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ
vi1 , vi2 , . . . , vir ,

à îñòàííÿ, î÷åâèäíî, ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñè-
ñòåìó âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn, òî âåêòîð w ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç
âåêòîðè v1, v2, . . . , vn. Òîáòî

w = γ1v1 + γ2v2 + · · ·+ γnvn (4)

äëÿ äåÿêèõ äiéñíèõ ÷èñåë γ1, γ2, . . . , γn. Iç ðiâíîñòi (4) îäåðæó¹ìî,
ùî âåêòîð (γ1, γ2, . . . , γn) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (1),
à òîìó öÿ ñèñòåìà ðiâíÿíü ¹ ñóìiñíîþ. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Äîâåäåííÿ.

Äàëi, îñêiëüêè âåêòîð w ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ
vi1 , vi2 , . . . , vir , à îñòàííÿ, î÷åâèäíî, ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ

÷åðåç ñè-
ñòåìó âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn, òî âåêòîð w ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç
âåêòîðè v1, v2, . . . , vn. Òîáòî

w = γ1v1 + γ2v2 + · · ·+ γnvn (4)

äëÿ äåÿêèõ äiéñíèõ ÷èñåë γ1, γ2, . . . , γn. Iç ðiâíîñòi (4) îäåðæó¹ìî,
ùî âåêòîð (γ1, γ2, . . . , γn) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (1),
à òîìó öÿ ñèñòåìà ðiâíÿíü ¹ ñóìiñíîþ. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Äîâåäåííÿ.

Äàëi, îñêiëüêè âåêòîð w ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ
vi1 , vi2 , . . . , vir , à îñòàííÿ, î÷åâèäíî, ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñè-
ñòåìó âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn,

òî âåêòîð w ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç
âåêòîðè v1, v2, . . . , vn. Òîáòî

w = γ1v1 + γ2v2 + · · ·+ γnvn (4)

äëÿ äåÿêèõ äiéñíèõ ÷èñåë γ1, γ2, . . . , γn. Iç ðiâíîñòi (4) îäåðæó¹ìî,
ùî âåêòîð (γ1, γ2, . . . , γn) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (1),
à òîìó öÿ ñèñòåìà ðiâíÿíü ¹ ñóìiñíîþ. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Äîâåäåííÿ.

Äàëi, îñêiëüêè âåêòîð w ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ
vi1 , vi2 , . . . , vir , à îñòàííÿ, î÷åâèäíî, ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñè-
ñòåìó âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn, òî âåêòîð w ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç
âåêòîðè v1, v2, . . . , vn.

Òîáòî

w = γ1v1 + γ2v2 + · · ·+ γnvn (4)

äëÿ äåÿêèõ äiéñíèõ ÷èñåë γ1, γ2, . . . , γn. Iç ðiâíîñòi (4) îäåðæó¹ìî,
ùî âåêòîð (γ1, γ2, . . . , γn) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (1),
à òîìó öÿ ñèñòåìà ðiâíÿíü ¹ ñóìiñíîþ. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Äîâåäåííÿ.

Äàëi, îñêiëüêè âåêòîð w ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ
vi1 , vi2 , . . . , vir , à îñòàííÿ, î÷åâèäíî, ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñè-
ñòåìó âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn, òî âåêòîð w ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç
âåêòîðè v1, v2, . . . , vn. Òîáòî

w = γ1v1 + γ2v2 + · · ·+ γnvn (4)

äëÿ äåÿêèõ äiéñíèõ ÷èñåë γ1, γ2, . . . , γn. Iç ðiâíîñòi (4) îäåðæó¹ìî,
ùî âåêòîð (γ1, γ2, . . . , γn) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (1),
à òîìó öÿ ñèñòåìà ðiâíÿíü ¹ ñóìiñíîþ. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Äîâåäåííÿ.

Äàëi, îñêiëüêè âåêòîð w ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ
vi1 , vi2 , . . . , vir , à îñòàííÿ, î÷åâèäíî, ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñè-
ñòåìó âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn, òî âåêòîð w ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç
âåêòîðè v1, v2, . . . , vn. Òîáòî

w = γ1v1 + γ2v2 + · · ·+ γnvn (4)

äëÿ äåÿêèõ äiéñíèõ ÷èñåë γ1, γ2, . . . , γn.

Iç ðiâíîñòi (4) îäåðæó¹ìî,
ùî âåêòîð (γ1, γ2, . . . , γn) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (1),
à òîìó öÿ ñèñòåìà ðiâíÿíü ¹ ñóìiñíîþ. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Äîâåäåííÿ.

Äàëi, îñêiëüêè âåêòîð w ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ
vi1 , vi2 , . . . , vir , à îñòàííÿ, î÷åâèäíî, ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñè-
ñòåìó âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn, òî âåêòîð w ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç
âåêòîðè v1, v2, . . . , vn. Òîáòî

w = γ1v1 + γ2v2 + · · ·+ γnvn (4)

äëÿ äåÿêèõ äiéñíèõ ÷èñåë γ1, γ2, . . . , γn. Iç ðiâíîñòi (4) îäåðæó¹ìî,

ùî âåêòîð (γ1, γ2, . . . , γn) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (1),
à òîìó öÿ ñèñòåìà ðiâíÿíü ¹ ñóìiñíîþ. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Äîâåäåííÿ.

Äàëi, îñêiëüêè âåêòîð w ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ
vi1 , vi2 , . . . , vir , à îñòàííÿ, î÷åâèäíî, ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñè-
ñòåìó âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn, òî âåêòîð w ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç
âåêòîðè v1, v2, . . . , vn. Òîáòî

w = γ1v1 + γ2v2 + · · ·+ γnvn (4)

äëÿ äåÿêèõ äiéñíèõ ÷èñåë γ1, γ2, . . . , γn. Iç ðiâíîñòi (4) îäåðæó¹ìî,
ùî âåêòîð (γ1, γ2, . . . , γn)

¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (1),
à òîìó öÿ ñèñòåìà ðiâíÿíü ¹ ñóìiñíîþ. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Äîâåäåííÿ.

Äàëi, îñêiëüêè âåêòîð w ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ
vi1 , vi2 , . . . , vir , à îñòàííÿ, î÷åâèäíî, ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñè-
ñòåìó âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn, òî âåêòîð w ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç
âåêòîðè v1, v2, . . . , vn. Òîáòî

w = γ1v1 + γ2v2 + · · ·+ γnvn (4)

äëÿ äåÿêèõ äiéñíèõ ÷èñåë γ1, γ2, . . . , γn. Iç ðiâíîñòi (4) îäåðæó¹ìî,
ùî âåêòîð (γ1, γ2, . . . , γn) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (1),

à òîìó öÿ ñèñòåìà ðiâíÿíü ¹ ñóìiñíîþ. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Äîâåäåííÿ.

Äàëi, îñêiëüêè âåêòîð w ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ
vi1 , vi2 , . . . , vir , à îñòàííÿ, î÷åâèäíî, ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñè-
ñòåìó âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn, òî âåêòîð w ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç
âåêòîðè v1, v2, . . . , vn. Òîáòî

w = γ1v1 + γ2v2 + · · ·+ γnvn (4)

äëÿ äåÿêèõ äiéñíèõ ÷èñåë γ1, γ2, . . . , γn. Iç ðiâíîñòi (4) îäåðæó¹ìî,
ùî âåêòîð (γ1, γ2, . . . , γn) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (1),
à òîìó öÿ ñèñòåìà ðiâíÿíü ¹ ñóìiñíîþ.

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Äîâåäåííÿ.

Äàëi, îñêiëüêè âåêòîð w ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ
vi1 , vi2 , . . . , vir , à îñòàííÿ, î÷åâèäíî, ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñè-
ñòåìó âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn, òî âåêòîð w ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç
âåêòîðè v1, v2, . . . , vn. Òîáòî

w = γ1v1 + γ2v2 + · · ·+ γnvn (4)

äëÿ äåÿêèõ äiéñíèõ ÷èñåë γ1, γ2, . . . , γn. Iç ðiâíîñòi (4) îäåðæó¹ìî,
ùî âåêòîð (γ1, γ2, . . . , γn) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (1),
à òîìó öÿ ñèñòåìà ðiâíÿíü ¹ ñóìiñíîþ. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Òåîðåìà 2

Ñóìiñíà ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (1)

¹ âèçíà÷åíîþ òîäi i òiëüêè òîäi,

êîëè ðàíã ìàòðèöi A öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü äîðiâíþ¹ ÷èñëó íåâiäîìèõ.

Äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî äåÿêó ñóìiñíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,

. . . . . . . . .
as1x1 + as2x2 + · · ·+ asnxn = bs

(5)

Òîäi çà òåîðåìîþ Êðîíåêåðà-Êàïåëëi ðàíã ìàòðèöi A öi¹¨ ñèñòåìè ðiâ-
íÿíü äîðiâíþ¹ ðàíãó ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi Ā öi¹¨ ñèñòåìè i íåõàé âií
äîðiâíþ¹ ÷èñëó r. Òîäi áàçèñ ñèñòåìè âåêòîðiâ-ðÿäêiâ ðîçøèðåíî¨ ìà-
òðèöi Ā ñêëàäà¹òüñÿ ç äåÿêèõ r ðÿäêiâ öi¹¨ ìàòðèöi.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Òåîðåìà 2

Ñóìiñíà ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (1) ¹ âèçíà÷åíîþ

òîäi i òiëüêè òîäi,

êîëè ðàíã ìàòðèöi A öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü äîðiâíþ¹ ÷èñëó íåâiäîìèõ.

Äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî äåÿêó ñóìiñíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,

. . . . . . . . .
as1x1 + as2x2 + · · ·+ asnxn = bs

(5)

Òîäi çà òåîðåìîþ Êðîíåêåðà-Êàïåëëi ðàíã ìàòðèöi A öi¹¨ ñèñòåìè ðiâ-
íÿíü äîðiâíþ¹ ðàíãó ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi Ā öi¹¨ ñèñòåìè i íåõàé âií
äîðiâíþ¹ ÷èñëó r. Òîäi áàçèñ ñèñòåìè âåêòîðiâ-ðÿäêiâ ðîçøèðåíî¨ ìà-
òðèöi Ā ñêëàäà¹òüñÿ ç äåÿêèõ r ðÿäêiâ öi¹¨ ìàòðèöi.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Òåîðåìà 2

Ñóìiñíà ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (1) ¹ âèçíà÷åíîþ òîäi i òiëüêè òîäi,

êîëè ðàíã ìàòðèöi A öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü äîðiâíþ¹ ÷èñëó íåâiäîìèõ.

Äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî äåÿêó ñóìiñíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,

. . . . . . . . .
as1x1 + as2x2 + · · ·+ asnxn = bs

(5)

Òîäi çà òåîðåìîþ Êðîíåêåðà-Êàïåëëi ðàíã ìàòðèöi A öi¹¨ ñèñòåìè ðiâ-
íÿíü äîðiâíþ¹ ðàíãó ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi Ā öi¹¨ ñèñòåìè i íåõàé âií
äîðiâíþ¹ ÷èñëó r. Òîäi áàçèñ ñèñòåìè âåêòîðiâ-ðÿäêiâ ðîçøèðåíî¨ ìà-
òðèöi Ā ñêëàäà¹òüñÿ ç äåÿêèõ r ðÿäêiâ öi¹¨ ìàòðèöi.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Òåîðåìà 2

Ñóìiñíà ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (1) ¹ âèçíà÷åíîþ òîäi i òiëüêè òîäi,

êîëè ðàíã ìàòðèöi A öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü

äîðiâíþ¹ ÷èñëó íåâiäîìèõ.

Äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî äåÿêó ñóìiñíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,

. . . . . . . . .
as1x1 + as2x2 + · · ·+ asnxn = bs

(5)

Òîäi çà òåîðåìîþ Êðîíåêåðà-Êàïåëëi ðàíã ìàòðèöi A öi¹¨ ñèñòåìè ðiâ-
íÿíü äîðiâíþ¹ ðàíãó ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi Ā öi¹¨ ñèñòåìè i íåõàé âií
äîðiâíþ¹ ÷èñëó r. Òîäi áàçèñ ñèñòåìè âåêòîðiâ-ðÿäêiâ ðîçøèðåíî¨ ìà-
òðèöi Ā ñêëàäà¹òüñÿ ç äåÿêèõ r ðÿäêiâ öi¹¨ ìàòðèöi.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Òåîðåìà 2

Ñóìiñíà ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (1) ¹ âèçíà÷åíîþ òîäi i òiëüêè òîäi,

êîëè ðàíã ìàòðèöi A öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü äîðiâíþ¹ ÷èñëó íåâiäîìèõ.

Äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî äåÿêó ñóìiñíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,

. . . . . . . . .
as1x1 + as2x2 + · · ·+ asnxn = bs

(5)

Òîäi çà òåîðåìîþ Êðîíåêåðà-Êàïåëëi ðàíã ìàòðèöi A öi¹¨ ñèñòåìè ðiâ-
íÿíü äîðiâíþ¹ ðàíãó ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi Ā öi¹¨ ñèñòåìè i íåõàé âií
äîðiâíþ¹ ÷èñëó r. Òîäi áàçèñ ñèñòåìè âåêòîðiâ-ðÿäêiâ ðîçøèðåíî¨ ìà-
òðèöi Ā ñêëàäà¹òüñÿ ç äåÿêèõ r ðÿäêiâ öi¹¨ ìàòðèöi.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Òåîðåìà 2

Ñóìiñíà ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (1) ¹ âèçíà÷åíîþ òîäi i òiëüêè òîäi,

êîëè ðàíã ìàòðèöi A öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü äîðiâíþ¹ ÷èñëó íåâiäîìèõ.

Äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî äåÿêó ñóìiñíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó


a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,

. . . . . . . . .
as1x1 + as2x2 + · · ·+ asnxn = bs

(5)

Òîäi çà òåîðåìîþ Êðîíåêåðà-Êàïåëëi ðàíã ìàòðèöi A öi¹¨ ñèñòåìè ðiâ-
íÿíü äîðiâíþ¹ ðàíãó ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi Ā öi¹¨ ñèñòåìè i íåõàé âií
äîðiâíþ¹ ÷èñëó r. Òîäi áàçèñ ñèñòåìè âåêòîðiâ-ðÿäêiâ ðîçøèðåíî¨ ìà-
òðèöi Ā ñêëàäà¹òüñÿ ç äåÿêèõ r ðÿäêiâ öi¹¨ ìàòðèöi.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Òåîðåìà 2

Ñóìiñíà ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (1) ¹ âèçíà÷åíîþ òîäi i òiëüêè òîäi,

êîëè ðàíã ìàòðèöi A öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü äîðiâíþ¹ ÷èñëó íåâiäîìèõ.

Äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî äåÿêó ñóìiñíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,

. . . . . . . . .
as1x1 + as2x2 + · · ·+ asnxn = bs

(5)

Òîäi çà òåîðåìîþ Êðîíåêåðà-Êàïåëëi ðàíã ìàòðèöi A öi¹¨ ñèñòåìè ðiâ-
íÿíü äîðiâíþ¹ ðàíãó ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi Ā öi¹¨ ñèñòåìè i íåõàé âií
äîðiâíþ¹ ÷èñëó r. Òîäi áàçèñ ñèñòåìè âåêòîðiâ-ðÿäêiâ ðîçøèðåíî¨ ìà-
òðèöi Ā ñêëàäà¹òüñÿ ç äåÿêèõ r ðÿäêiâ öi¹¨ ìàòðèöi.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Òåîðåìà 2

Ñóìiñíà ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (1) ¹ âèçíà÷åíîþ òîäi i òiëüêè òîäi,

êîëè ðàíã ìàòðèöi A öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü äîðiâíþ¹ ÷èñëó íåâiäîìèõ.

Äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî äåÿêó ñóìiñíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,

. . . . . . . . .
as1x1 + as2x2 + · · ·+ asnxn = bs

(5)

Òîäi çà òåîðåìîþ Êðîíåêåðà-Êàïåëëi ðàíã ìàòðèöi A öi¹¨ ñèñòåìè ðiâ-
íÿíü äîðiâíþ¹ ðàíãó ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi Ā öi¹¨ ñèñòåìè

i íåõàé âií
äîðiâíþ¹ ÷èñëó r. Òîäi áàçèñ ñèñòåìè âåêòîðiâ-ðÿäêiâ ðîçøèðåíî¨ ìà-
òðèöi Ā ñêëàäà¹òüñÿ ç äåÿêèõ r ðÿäêiâ öi¹¨ ìàòðèöi.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Òåîðåìà 2

Ñóìiñíà ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (1) ¹ âèçíà÷åíîþ òîäi i òiëüêè òîäi,

êîëè ðàíã ìàòðèöi A öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü äîðiâíþ¹ ÷èñëó íåâiäîìèõ.

Äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî äåÿêó ñóìiñíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,

. . . . . . . . .
as1x1 + as2x2 + · · ·+ asnxn = bs

(5)

Òîäi çà òåîðåìîþ Êðîíåêåðà-Êàïåëëi ðàíã ìàòðèöi A öi¹¨ ñèñòåìè ðiâ-
íÿíü äîðiâíþ¹ ðàíãó ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi Ā öi¹¨ ñèñòåìè i íåõàé âií
äîðiâíþ¹ ÷èñëó r.

Òîäi áàçèñ ñèñòåìè âåêòîðiâ-ðÿäêiâ ðîçøèðåíî¨ ìà-
òðèöi Ā ñêëàäà¹òüñÿ ç äåÿêèõ r ðÿäêiâ öi¹¨ ìàòðèöi.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Òåîðåìà 2

Ñóìiñíà ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (1) ¹ âèçíà÷åíîþ òîäi i òiëüêè òîäi,

êîëè ðàíã ìàòðèöi A öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü äîðiâíþ¹ ÷èñëó íåâiäîìèõ.

Äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî äåÿêó ñóìiñíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,

. . . . . . . . .
as1x1 + as2x2 + · · ·+ asnxn = bs

(5)

Òîäi çà òåîðåìîþ Êðîíåêåðà-Êàïåëëi ðàíã ìàòðèöi A öi¹¨ ñèñòåìè ðiâ-
íÿíü äîðiâíþ¹ ðàíãó ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi Ā öi¹¨ ñèñòåìè i íåõàé âií
äîðiâíþ¹ ÷èñëó r. Òîäi áàçèñ ñèñòåìè âåêòîðiâ-ðÿäêiâ ðîçøèðåíî¨ ìà-
òðèöi Ā ñêëàäà¹òüñÿ ç äåÿêèõ r ðÿäêiâ öi¹¨ ìàòðèöi.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Äîâåäåííÿ.

Íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi ìiðêóâàíü, ââàæàòèìåìî,

ùî ïåðøi r ðÿäêiâ
ìàòðèöi

Ā =



a11 a12 · · · a1n b1
a21 a22 · · · a2n b2
...

...
. . .

...
...

ar1 ar2 · · · arn br
ar+1 1 ar+1 2 · · · ar+1n br+1

...
...

. . .
...

...
as1 as2 · · · asn bs


óòâîðþþòü áàçèñ ñèñòåìè ¨¨ âåêòîðiâ-ðÿäêiâ. Òîäi âñi iíøi ðÿäêè ìà-
òðèöi Ā ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ¨¨ ïåðøèõ r ðÿäêiâ. Öå îçíà÷à¹, ùî
âñi ðiâíÿííÿ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (5), ïî÷èíàþ÷è ç (r+1)-ãî i äî
s-ãî, ¹ ñóìîþ ïåðøèõ r ðiâíÿíü, ïîìíîæåíèõ íà äåÿêi êîåôiöi¹íòè.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Äîâåäåííÿ.

Íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi ìiðêóâàíü, ââàæàòèìåìî, ùî ïåðøi r ðÿäêiâ
ìàòðèöi

Ā =



a11 a12 · · · a1n b1
a21 a22 · · · a2n b2
...

...
. . .

...
...

ar1 ar2 · · · arn br
ar+1 1 ar+1 2 · · · ar+1n br+1

...
...

. . .
...

...
as1 as2 · · · asn bs



óòâîðþþòü áàçèñ ñèñòåìè ¨¨ âåêòîðiâ-ðÿäêiâ. Òîäi âñi iíøi ðÿäêè ìà-
òðèöi Ā ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ¨¨ ïåðøèõ r ðÿäêiâ. Öå îçíà÷à¹, ùî
âñi ðiâíÿííÿ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (5), ïî÷èíàþ÷è ç (r+1)-ãî i äî
s-ãî, ¹ ñóìîþ ïåðøèõ r ðiâíÿíü, ïîìíîæåíèõ íà äåÿêi êîåôiöi¹íòè.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Äîâåäåííÿ.

Íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi ìiðêóâàíü, ââàæàòèìåìî, ùî ïåðøi r ðÿäêiâ
ìàòðèöi

Ā =



a11 a12 · · · a1n b1
a21 a22 · · · a2n b2
...

...
. . .

...
...

ar1 ar2 · · · arn br
ar+1 1 ar+1 2 · · · ar+1n br+1

...
...

. . .
...

...
as1 as2 · · · asn bs


óòâîðþþòü áàçèñ ñèñòåìè ¨¨ âåêòîðiâ-ðÿäêiâ.

Òîäi âñi iíøi ðÿäêè ìà-
òðèöi Ā ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ¨¨ ïåðøèõ r ðÿäêiâ. Öå îçíà÷à¹, ùî
âñi ðiâíÿííÿ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (5), ïî÷èíàþ÷è ç (r+1)-ãî i äî
s-ãî, ¹ ñóìîþ ïåðøèõ r ðiâíÿíü, ïîìíîæåíèõ íà äåÿêi êîåôiöi¹íòè.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Äîâåäåííÿ.

Íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi ìiðêóâàíü, ââàæàòèìåìî, ùî ïåðøi r ðÿäêiâ
ìàòðèöi

Ā =



a11 a12 · · · a1n b1
a21 a22 · · · a2n b2
...

...
. . .

...
...

ar1 ar2 · · · arn br
ar+1 1 ar+1 2 · · · ar+1n br+1

...
...

. . .
...

...
as1 as2 · · · asn bs


óòâîðþþòü áàçèñ ñèñòåìè ¨¨ âåêòîðiâ-ðÿäêiâ. Òîäi âñi iíøi ðÿäêè ìà-
òðèöi Ā ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ¨¨ ïåðøèõ r ðÿäêiâ.

Öå îçíà÷à¹, ùî
âñi ðiâíÿííÿ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (5), ïî÷èíàþ÷è ç (r+1)-ãî i äî
s-ãî, ¹ ñóìîþ ïåðøèõ r ðiâíÿíü, ïîìíîæåíèõ íà äåÿêi êîåôiöi¹íòè.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Äîâåäåííÿ.

Íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi ìiðêóâàíü, ââàæàòèìåìî, ùî ïåðøi r ðÿäêiâ
ìàòðèöi

Ā =



a11 a12 · · · a1n b1
a21 a22 · · · a2n b2
...

...
. . .

...
...

ar1 ar2 · · · arn br
ar+1 1 ar+1 2 · · · ar+1n br+1

...
...

. . .
...

...
as1 as2 · · · asn bs


óòâîðþþòü áàçèñ ñèñòåìè ¨¨ âåêòîðiâ-ðÿäêiâ. Òîäi âñi iíøi ðÿäêè ìà-
òðèöi Ā ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ¨¨ ïåðøèõ r ðÿäêiâ. Öå îçíà÷à¹, ùî
âñi ðiâíÿííÿ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (5), ïî÷èíàþ÷è ç (r+1)-ãî i äî
s-ãî, ¹ ñóìîþ ïåðøèõ r ðiâíÿíü, ïîìíîæåíèõ íà äåÿêi êîåôiöi¹íòè.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Äîâåäåííÿ.

Òîìó ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (5) åêâiâàëåíòíà ñèñòåìi ëiíiéíèõ ðiâ-
íÿíü 

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,

. . . . . . . . . .
ar1x1 + ar2x2 + · · ·+ arnxn = br.

(6)

ßêùî r = n, òî ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (6) ¹ ñèñòåìîþ ðiâíÿíü, â
ÿêié ÷èñëî ðiâíÿíü äîðiâíþ¹ ÷èñëó íåâiäîìèõ i äåòåðìiíàíò ÿêî¨ íå
äîðiâíþ¹ íóëþ. Òîìó çà òåîðåìîþ Êðàìåðà ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü
(6), à îòæå i ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (5), ¹ âèçíà÷åíîþ. Öèì ñàìèì
äîâåäåíî äîñòàòíiñòü òåîðåìè.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Äîâåäåííÿ.

Òîìó ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (5) åêâiâàëåíòíà ñèñòåìi ëiíiéíèõ ðiâ-
íÿíü 

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,

. . . . . . . . . .
ar1x1 + ar2x2 + · · ·+ arnxn = br.

(6)

ßêùî r = n,

òî ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (6) ¹ ñèñòåìîþ ðiâíÿíü, â
ÿêié ÷èñëî ðiâíÿíü äîðiâíþ¹ ÷èñëó íåâiäîìèõ i äåòåðìiíàíò ÿêî¨ íå
äîðiâíþ¹ íóëþ. Òîìó çà òåîðåìîþ Êðàìåðà ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü
(6), à îòæå i ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (5), ¹ âèçíà÷åíîþ. Öèì ñàìèì
äîâåäåíî äîñòàòíiñòü òåîðåìè.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Äîâåäåííÿ.

Òîìó ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (5) åêâiâàëåíòíà ñèñòåìi ëiíiéíèõ ðiâ-
íÿíü 

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,

. . . . . . . . . .
ar1x1 + ar2x2 + · · ·+ arnxn = br.

(6)

ßêùî r = n, òî ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (6) ¹ ñèñòåìîþ ðiâíÿíü, â
ÿêié ÷èñëî ðiâíÿíü äîðiâíþ¹ ÷èñëó íåâiäîìèõ

i äåòåðìiíàíò ÿêî¨ íå
äîðiâíþ¹ íóëþ. Òîìó çà òåîðåìîþ Êðàìåðà ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü
(6), à îòæå i ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (5), ¹ âèçíà÷åíîþ. Öèì ñàìèì
äîâåäåíî äîñòàòíiñòü òåîðåìè.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Äîâåäåííÿ.

Òîìó ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (5) åêâiâàëåíòíà ñèñòåìi ëiíiéíèõ ðiâ-
íÿíü 

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,

. . . . . . . . . .
ar1x1 + ar2x2 + · · ·+ arnxn = br.

(6)

ßêùî r = n, òî ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (6) ¹ ñèñòåìîþ ðiâíÿíü, â
ÿêié ÷èñëî ðiâíÿíü äîðiâíþ¹ ÷èñëó íåâiäîìèõ i äåòåðìiíàíò ÿêî¨ íå
äîðiâíþ¹ íóëþ.

Òîìó çà òåîðåìîþ Êðàìåðà ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü
(6), à îòæå i ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (5), ¹ âèçíà÷åíîþ. Öèì ñàìèì
äîâåäåíî äîñòàòíiñòü òåîðåìè.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Äîâåäåííÿ.

Òîìó ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (5) åêâiâàëåíòíà ñèñòåìi ëiíiéíèõ ðiâ-
íÿíü 

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,

. . . . . . . . . .
ar1x1 + ar2x2 + · · ·+ arnxn = br.

(6)

ßêùî r = n, òî ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (6) ¹ ñèñòåìîþ ðiâíÿíü, â
ÿêié ÷èñëî ðiâíÿíü äîðiâíþ¹ ÷èñëó íåâiäîìèõ i äåòåðìiíàíò ÿêî¨ íå
äîðiâíþ¹ íóëþ. Òîìó çà òåîðåìîþ Êðàìåðà ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü
(6), à îòæå i ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (5), ¹ âèçíà÷åíîþ.

Öèì ñàìèì
äîâåäåíî äîñòàòíiñòü òåîðåìè.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Äîâåäåííÿ.

Òîìó ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (5) åêâiâàëåíòíà ñèñòåìi ëiíiéíèõ ðiâ-
íÿíü 

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,

. . . . . . . . . .
ar1x1 + ar2x2 + · · ·+ arnxn = br.

(6)

ßêùî r = n, òî ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (6) ¹ ñèñòåìîþ ðiâíÿíü, â
ÿêié ÷èñëî ðiâíÿíü äîðiâíþ¹ ÷èñëó íåâiäîìèõ i äåòåðìiíàíò ÿêî¨ íå
äîðiâíþ¹ íóëþ. Òîìó çà òåîðåìîþ Êðàìåðà ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü
(6), à îòæå i ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (5), ¹ âèçíà÷åíîþ. Öèì ñàìèì
äîâåäåíî äîñòàòíiñòü òåîðåìè.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåìî òåïåð íåîáõiäíiñòü âiä ïðîòèëåæíîãî. Ïðèïóñòèìî ñèñòåìà
ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (5), à îòæå i ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (6), ¹ âèçíà-
÷åíîþ,

à r ̸= n. Îñêiëüêè r � öå ðàíã s × n-ìàòðèöi A, òîäi r < n.
Çíîâó, íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi ìiðêóâàíü, ââàæàòèìåìî, ùî ìiíîð
M ïîðÿäêó r ìàòðèöi A, ùî çíàõîäèòüñÿ â ëiâîìó âåðõíüîìó êóòêó
ìàòðèöi A, íå äîðiâíþ¹ íóëþ. Ïåðåíåñåìî ó ïðàâó ÷àñòèíó ðiâíÿíü
(6) âñi ÷ëåíè ç íåâiäîìèìè xr+1, . . . , xn. Íàäàëi öi íåâiäîìi áóäåìî
íàçèâàòè âiëüíèìè íåâiäîìèìè. Íàäàìî âiëüíèì íåâiäîìèì xr+1, . . . ,
xn äîâiëüíî âèáðàíèõ çíà÷åíü γr+1, . . . , γn iç ìíîæèíè äiéñíèõ ÷èñåë.
Òîäi ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (6) ïåðåïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1rxr=b1 − a1 r+1γr+1 − · · · − a1nγn,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2rxr=b2 − a2 r+1γr+1 − · · · − a2nγn,

. . . . . . . . . . . . . .
ar1x1 + ar2x2 + · · ·+ arrxr=br − ar r+1γr+1 − · · · − ar nγn.

(7)

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåìî òåïåð íåîáõiäíiñòü âiä ïðîòèëåæíîãî. Ïðèïóñòèìî ñèñòåìà
ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (5), à îòæå i ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (6), ¹ âèçíà-
÷åíîþ, à r ̸= n.

Îñêiëüêè r � öå ðàíã s × n-ìàòðèöi A, òîäi r < n.
Çíîâó, íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi ìiðêóâàíü, ââàæàòèìåìî, ùî ìiíîð
M ïîðÿäêó r ìàòðèöi A, ùî çíàõîäèòüñÿ â ëiâîìó âåðõíüîìó êóòêó
ìàòðèöi A, íå äîðiâíþ¹ íóëþ. Ïåðåíåñåìî ó ïðàâó ÷àñòèíó ðiâíÿíü
(6) âñi ÷ëåíè ç íåâiäîìèìè xr+1, . . . , xn. Íàäàëi öi íåâiäîìi áóäåìî
íàçèâàòè âiëüíèìè íåâiäîìèìè. Íàäàìî âiëüíèì íåâiäîìèì xr+1, . . . ,
xn äîâiëüíî âèáðàíèõ çíà÷åíü γr+1, . . . , γn iç ìíîæèíè äiéñíèõ ÷èñåë.
Òîäi ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (6) ïåðåïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1rxr=b1 − a1 r+1γr+1 − · · · − a1nγn,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2rxr=b2 − a2 r+1γr+1 − · · · − a2nγn,

. . . . . . . . . . . . . .
ar1x1 + ar2x2 + · · ·+ arrxr=br − ar r+1γr+1 − · · · − ar nγn.

(7)

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåìî òåïåð íåîáõiäíiñòü âiä ïðîòèëåæíîãî. Ïðèïóñòèìî ñèñòåìà
ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (5), à îòæå i ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (6), ¹ âèçíà-
÷åíîþ, à r ̸= n. Îñêiëüêè r � öå ðàíã s × n-ìàòðèöi A,

òîäi r < n.
Çíîâó, íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi ìiðêóâàíü, ââàæàòèìåìî, ùî ìiíîð
M ïîðÿäêó r ìàòðèöi A, ùî çíàõîäèòüñÿ â ëiâîìó âåðõíüîìó êóòêó
ìàòðèöi A, íå äîðiâíþ¹ íóëþ. Ïåðåíåñåìî ó ïðàâó ÷àñòèíó ðiâíÿíü
(6) âñi ÷ëåíè ç íåâiäîìèìè xr+1, . . . , xn. Íàäàëi öi íåâiäîìi áóäåìî
íàçèâàòè âiëüíèìè íåâiäîìèìè. Íàäàìî âiëüíèì íåâiäîìèì xr+1, . . . ,
xn äîâiëüíî âèáðàíèõ çíà÷åíü γr+1, . . . , γn iç ìíîæèíè äiéñíèõ ÷èñåë.
Òîäi ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (6) ïåðåïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1rxr=b1 − a1 r+1γr+1 − · · · − a1nγn,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2rxr=b2 − a2 r+1γr+1 − · · · − a2nγn,

. . . . . . . . . . . . . .
ar1x1 + ar2x2 + · · ·+ arrxr=br − ar r+1γr+1 − · · · − ar nγn.

(7)

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåìî òåïåð íåîáõiäíiñòü âiä ïðîòèëåæíîãî. Ïðèïóñòèìî ñèñòåìà
ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (5), à îòæå i ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (6), ¹ âèçíà-
÷åíîþ, à r ̸= n. Îñêiëüêè r � öå ðàíã s × n-ìàòðèöi A, òîäi r < n.

Çíîâó, íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi ìiðêóâàíü, ââàæàòèìåìî, ùî ìiíîð
M ïîðÿäêó r ìàòðèöi A, ùî çíàõîäèòüñÿ â ëiâîìó âåðõíüîìó êóòêó
ìàòðèöi A, íå äîðiâíþ¹ íóëþ. Ïåðåíåñåìî ó ïðàâó ÷àñòèíó ðiâíÿíü
(6) âñi ÷ëåíè ç íåâiäîìèìè xr+1, . . . , xn. Íàäàëi öi íåâiäîìi áóäåìî
íàçèâàòè âiëüíèìè íåâiäîìèìè. Íàäàìî âiëüíèì íåâiäîìèì xr+1, . . . ,
xn äîâiëüíî âèáðàíèõ çíà÷åíü γr+1, . . . , γn iç ìíîæèíè äiéñíèõ ÷èñåë.
Òîäi ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (6) ïåðåïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1rxr=b1 − a1 r+1γr+1 − · · · − a1nγn,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2rxr=b2 − a2 r+1γr+1 − · · · − a2nγn,

. . . . . . . . . . . . . .
ar1x1 + ar2x2 + · · ·+ arrxr=br − ar r+1γr+1 − · · · − ar nγn.

(7)

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåìî òåïåð íåîáõiäíiñòü âiä ïðîòèëåæíîãî. Ïðèïóñòèìî ñèñòåìà
ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (5), à îòæå i ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (6), ¹ âèçíà-
÷åíîþ, à r ̸= n. Îñêiëüêè r � öå ðàíã s × n-ìàòðèöi A, òîäi r < n.
Çíîâó, íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi ìiðêóâàíü, ââàæàòèìåìî, ùî ìiíîð
M ïîðÿäêó r ìàòðèöi A,

ùî çíàõîäèòüñÿ â ëiâîìó âåðõíüîìó êóòêó
ìàòðèöi A, íå äîðiâíþ¹ íóëþ. Ïåðåíåñåìî ó ïðàâó ÷àñòèíó ðiâíÿíü
(6) âñi ÷ëåíè ç íåâiäîìèìè xr+1, . . . , xn. Íàäàëi öi íåâiäîìi áóäåìî
íàçèâàòè âiëüíèìè íåâiäîìèìè. Íàäàìî âiëüíèì íåâiäîìèì xr+1, . . . ,
xn äîâiëüíî âèáðàíèõ çíà÷åíü γr+1, . . . , γn iç ìíîæèíè äiéñíèõ ÷èñåë.
Òîäi ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (6) ïåðåïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1rxr=b1 − a1 r+1γr+1 − · · · − a1nγn,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2rxr=b2 − a2 r+1γr+1 − · · · − a2nγn,

. . . . . . . . . . . . . .
ar1x1 + ar2x2 + · · ·+ arrxr=br − ar r+1γr+1 − · · · − ar nγn.

(7)

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåìî òåïåð íåîáõiäíiñòü âiä ïðîòèëåæíîãî. Ïðèïóñòèìî ñèñòåìà
ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (5), à îòæå i ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (6), ¹ âèçíà-
÷åíîþ, à r ̸= n. Îñêiëüêè r � öå ðàíã s × n-ìàòðèöi A, òîäi r < n.
Çíîâó, íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi ìiðêóâàíü, ââàæàòèìåìî, ùî ìiíîð
M ïîðÿäêó r ìàòðèöi A, ùî çíàõîäèòüñÿ â ëiâîìó âåðõíüîìó êóòêó
ìàòðèöi A, íå äîðiâíþ¹ íóëþ.

Ïåðåíåñåìî ó ïðàâó ÷àñòèíó ðiâíÿíü
(6) âñi ÷ëåíè ç íåâiäîìèìè xr+1, . . . , xn. Íàäàëi öi íåâiäîìi áóäåìî
íàçèâàòè âiëüíèìè íåâiäîìèìè. Íàäàìî âiëüíèì íåâiäîìèì xr+1, . . . ,
xn äîâiëüíî âèáðàíèõ çíà÷åíü γr+1, . . . , γn iç ìíîæèíè äiéñíèõ ÷èñåë.
Òîäi ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (6) ïåðåïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1rxr=b1 − a1 r+1γr+1 − · · · − a1nγn,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2rxr=b2 − a2 r+1γr+1 − · · · − a2nγn,

. . . . . . . . . . . . . .
ar1x1 + ar2x2 + · · ·+ arrxr=br − ar r+1γr+1 − · · · − ar nγn.

(7)

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåìî òåïåð íåîáõiäíiñòü âiä ïðîòèëåæíîãî. Ïðèïóñòèìî ñèñòåìà
ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (5), à îòæå i ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (6), ¹ âèçíà-
÷åíîþ, à r ̸= n. Îñêiëüêè r � öå ðàíã s × n-ìàòðèöi A, òîäi r < n.
Çíîâó, íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi ìiðêóâàíü, ââàæàòèìåìî, ùî ìiíîð
M ïîðÿäêó r ìàòðèöi A, ùî çíàõîäèòüñÿ â ëiâîìó âåðõíüîìó êóòêó
ìàòðèöi A, íå äîðiâíþ¹ íóëþ. Ïåðåíåñåìî ó ïðàâó ÷àñòèíó ðiâíÿíü
(6) âñi ÷ëåíè ç íåâiäîìèìè xr+1, . . . , xn.

Íàäàëi öi íåâiäîìi áóäåìî
íàçèâàòè âiëüíèìè íåâiäîìèìè. Íàäàìî âiëüíèì íåâiäîìèì xr+1, . . . ,
xn äîâiëüíî âèáðàíèõ çíà÷åíü γr+1, . . . , γn iç ìíîæèíè äiéñíèõ ÷èñåë.
Òîäi ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (6) ïåðåïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1rxr=b1 − a1 r+1γr+1 − · · · − a1nγn,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2rxr=b2 − a2 r+1γr+1 − · · · − a2nγn,

. . . . . . . . . . . . . .
ar1x1 + ar2x2 + · · ·+ arrxr=br − ar r+1γr+1 − · · · − ar nγn.

(7)

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåìî òåïåð íåîáõiäíiñòü âiä ïðîòèëåæíîãî. Ïðèïóñòèìî ñèñòåìà
ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (5), à îòæå i ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (6), ¹ âèçíà-
÷åíîþ, à r ̸= n. Îñêiëüêè r � öå ðàíã s × n-ìàòðèöi A, òîäi r < n.
Çíîâó, íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi ìiðêóâàíü, ââàæàòèìåìî, ùî ìiíîð
M ïîðÿäêó r ìàòðèöi A, ùî çíàõîäèòüñÿ â ëiâîìó âåðõíüîìó êóòêó
ìàòðèöi A, íå äîðiâíþ¹ íóëþ. Ïåðåíåñåìî ó ïðàâó ÷àñòèíó ðiâíÿíü
(6) âñi ÷ëåíè ç íåâiäîìèìè xr+1, . . . , xn. Íàäàëi öi íåâiäîìi áóäåìî
íàçèâàòè âiëüíèìè íåâiäîìèìè.

Íàäàìî âiëüíèì íåâiäîìèì xr+1, . . . ,
xn äîâiëüíî âèáðàíèõ çíà÷åíü γr+1, . . . , γn iç ìíîæèíè äiéñíèõ ÷èñåë.
Òîäi ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (6) ïåðåïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1rxr=b1 − a1 r+1γr+1 − · · · − a1nγn,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2rxr=b2 − a2 r+1γr+1 − · · · − a2nγn,

. . . . . . . . . . . . . .
ar1x1 + ar2x2 + · · ·+ arrxr=br − ar r+1γr+1 − · · · − ar nγn.

(7)

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåìî òåïåð íåîáõiäíiñòü âiä ïðîòèëåæíîãî. Ïðèïóñòèìî ñèñòåìà
ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (5), à îòæå i ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (6), ¹ âèçíà-
÷åíîþ, à r ̸= n. Îñêiëüêè r � öå ðàíã s × n-ìàòðèöi A, òîäi r < n.
Çíîâó, íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi ìiðêóâàíü, ââàæàòèìåìî, ùî ìiíîð
M ïîðÿäêó r ìàòðèöi A, ùî çíàõîäèòüñÿ â ëiâîìó âåðõíüîìó êóòêó
ìàòðèöi A, íå äîðiâíþ¹ íóëþ. Ïåðåíåñåìî ó ïðàâó ÷àñòèíó ðiâíÿíü
(6) âñi ÷ëåíè ç íåâiäîìèìè xr+1, . . . , xn. Íàäàëi öi íåâiäîìi áóäåìî
íàçèâàòè âiëüíèìè íåâiäîìèìè. Íàäàìî âiëüíèì íåâiäîìèì xr+1, . . . ,
xn äîâiëüíî âèáðàíèõ çíà÷åíü γr+1, . . . , γn iç ìíîæèíè äiéñíèõ ÷èñåë.

Òîäi ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (6) ïåðåïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1rxr=b1 − a1 r+1γr+1 − · · · − a1nγn,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2rxr=b2 − a2 r+1γr+1 − · · · − a2nγn,

. . . . . . . . . . . . . .
ar1x1 + ar2x2 + · · ·+ arrxr=br − ar r+1γr+1 − · · · − ar nγn.

(7)

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåìî òåïåð íåîáõiäíiñòü âiä ïðîòèëåæíîãî. Ïðèïóñòèìî ñèñòåìà
ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (5), à îòæå i ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (6), ¹ âèçíà-
÷åíîþ, à r ̸= n. Îñêiëüêè r � öå ðàíã s × n-ìàòðèöi A, òîäi r < n.
Çíîâó, íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi ìiðêóâàíü, ââàæàòèìåìî, ùî ìiíîð
M ïîðÿäêó r ìàòðèöi A, ùî çíàõîäèòüñÿ â ëiâîìó âåðõíüîìó êóòêó
ìàòðèöi A, íå äîðiâíþ¹ íóëþ. Ïåðåíåñåìî ó ïðàâó ÷àñòèíó ðiâíÿíü
(6) âñi ÷ëåíè ç íåâiäîìèìè xr+1, . . . , xn. Íàäàëi öi íåâiäîìi áóäåìî
íàçèâàòè âiëüíèìè íåâiäîìèìè. Íàäàìî âiëüíèì íåâiäîìèì xr+1, . . . ,
xn äîâiëüíî âèáðàíèõ çíà÷åíü γr+1, . . . , γn iç ìíîæèíè äiéñíèõ ÷èñåë.
Òîäi ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (6) ïåðåïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1rxr=b1 − a1 r+1γr+1 − · · · − a1nγn,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2rxr=b2 − a2 r+1γr+1 − · · · − a2nγn,

. . . . . . . . . . . . . .
ar1x1 + ar2x2 + · · ·+ arrxr=br − ar r+1γr+1 − · · · − ar nγn.

(7)

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Äîâåäåííÿ.

Ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (7) ñêëàäà¹òüñÿ ç r ðiâíÿíü i ìà¹ r íåâiäîìèõ
x1, . . . , xr.

Äåòåðìiíàíò öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü ñïiâïàäà¹ ç íåíóëüîâèì
ìiíîðîì M ìàòðèöi A. À òîìó çà òåîðåìîþ Êðàìåðà ñèñòåìà ðiâíÿíü
(7) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê (γ1, . . . , γr). Îñêiëüêè

a11γ1 + a12γ2 + · · ·+ a1rγr = b1 − a1 r+1γr+1 − · · · − a1nγn,
a21γ1 + a22γ2 + · · ·+ a2rγr = b2 − a2 r+1γr+1 − · · · − a2nγn,

. . . . . . . . . . . . . . . .
ar1γ1 + ar2γ2 + · · ·+ arrγr = br − ar r+1γr+1 − · · · − ar nγn,

òî, î÷åâèäíî, âåêòîð (γ1, . . . , γr, γr+1, . . . , γn) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè
ðiâíÿíü (6), à îòæå i ñèñòåìè ðiâíÿíü (1).
Íàäàþ÷è âiëüíèì íåâiäîìèì xr+1, . . . , xn äîâiëüíi çíà÷åííÿ γr+1,
. . . , γn ç ìíîæèíè äiéñíèõ ÷èñåë, ìè îäåðæèìî íåñêií÷åííó ìíîæèíó
ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ðiâíÿíü (1). Öå îçíà÷àòèìå, ùî öÿ ñèñòåìà ëiíiéíèõ
ðiâíÿíü ¹ íåâèçíà÷åíîþ, ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi òåîðåìè. Òàêèì ÷èíîì,
r = n i òåîðåìó äîâåäåíî.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Äîâåäåííÿ.

Ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (7) ñêëàäà¹òüñÿ ç r ðiâíÿíü i ìà¹ r íåâiäîìèõ
x1, . . . , xr. Äåòåðìiíàíò öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü ñïiâïàäà¹ ç íåíóëüîâèì
ìiíîðîì M ìàòðèöi A.

À òîìó çà òåîðåìîþ Êðàìåðà ñèñòåìà ðiâíÿíü
(7) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê (γ1, . . . , γr). Îñêiëüêè

a11γ1 + a12γ2 + · · ·+ a1rγr = b1 − a1 r+1γr+1 − · · · − a1nγn,
a21γ1 + a22γ2 + · · ·+ a2rγr = b2 − a2 r+1γr+1 − · · · − a2nγn,

. . . . . . . . . . . . . . . .
ar1γ1 + ar2γ2 + · · ·+ arrγr = br − ar r+1γr+1 − · · · − ar nγn,

òî, î÷åâèäíî, âåêòîð (γ1, . . . , γr, γr+1, . . . , γn) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè
ðiâíÿíü (6), à îòæå i ñèñòåìè ðiâíÿíü (1).
Íàäàþ÷è âiëüíèì íåâiäîìèì xr+1, . . . , xn äîâiëüíi çíà÷åííÿ γr+1,
. . . , γn ç ìíîæèíè äiéñíèõ ÷èñåë, ìè îäåðæèìî íåñêií÷åííó ìíîæèíó
ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ðiâíÿíü (1). Öå îçíà÷àòèìå, ùî öÿ ñèñòåìà ëiíiéíèõ
ðiâíÿíü ¹ íåâèçíà÷åíîþ, ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi òåîðåìè. Òàêèì ÷èíîì,
r = n i òåîðåìó äîâåäåíî.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Äîâåäåííÿ.

Ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (7) ñêëàäà¹òüñÿ ç r ðiâíÿíü i ìà¹ r íåâiäîìèõ
x1, . . . , xr. Äåòåðìiíàíò öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü ñïiâïàäà¹ ç íåíóëüîâèì
ìiíîðîì M ìàòðèöi A. À òîìó çà òåîðåìîþ Êðàìåðà ñèñòåìà ðiâíÿíü
(7) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê

(γ1, . . . , γr). Îñêiëüêè
a11γ1 + a12γ2 + · · ·+ a1rγr = b1 − a1 r+1γr+1 − · · · − a1nγn,
a21γ1 + a22γ2 + · · ·+ a2rγr = b2 − a2 r+1γr+1 − · · · − a2nγn,

. . . . . . . . . . . . . . . .
ar1γ1 + ar2γ2 + · · ·+ arrγr = br − ar r+1γr+1 − · · · − ar nγn,

òî, î÷åâèäíî, âåêòîð (γ1, . . . , γr, γr+1, . . . , γn) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè
ðiâíÿíü (6), à îòæå i ñèñòåìè ðiâíÿíü (1).
Íàäàþ÷è âiëüíèì íåâiäîìèì xr+1, . . . , xn äîâiëüíi çíà÷åííÿ γr+1,
. . . , γn ç ìíîæèíè äiéñíèõ ÷èñåë, ìè îäåðæèìî íåñêií÷åííó ìíîæèíó
ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ðiâíÿíü (1). Öå îçíà÷àòèìå, ùî öÿ ñèñòåìà ëiíiéíèõ
ðiâíÿíü ¹ íåâèçíà÷åíîþ, ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi òåîðåìè. Òàêèì ÷èíîì,
r = n i òåîðåìó äîâåäåíî.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Äîâåäåííÿ.

Ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (7) ñêëàäà¹òüñÿ ç r ðiâíÿíü i ìà¹ r íåâiäîìèõ
x1, . . . , xr. Äåòåðìiíàíò öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü ñïiâïàäà¹ ç íåíóëüîâèì
ìiíîðîì M ìàòðèöi A. À òîìó çà òåîðåìîþ Êðàìåðà ñèñòåìà ðiâíÿíü
(7) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê (γ1, . . . , γr).

Îñêiëüêè
a11γ1 + a12γ2 + · · ·+ a1rγr = b1 − a1 r+1γr+1 − · · · − a1nγn,
a21γ1 + a22γ2 + · · ·+ a2rγr = b2 − a2 r+1γr+1 − · · · − a2nγn,

. . . . . . . . . . . . . . . .
ar1γ1 + ar2γ2 + · · ·+ arrγr = br − ar r+1γr+1 − · · · − ar nγn,

òî, î÷åâèäíî, âåêòîð (γ1, . . . , γr, γr+1, . . . , γn) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè
ðiâíÿíü (6), à îòæå i ñèñòåìè ðiâíÿíü (1).
Íàäàþ÷è âiëüíèì íåâiäîìèì xr+1, . . . , xn äîâiëüíi çíà÷åííÿ γr+1,
. . . , γn ç ìíîæèíè äiéñíèõ ÷èñåë, ìè îäåðæèìî íåñêií÷åííó ìíîæèíó
ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ðiâíÿíü (1). Öå îçíà÷àòèìå, ùî öÿ ñèñòåìà ëiíiéíèõ
ðiâíÿíü ¹ íåâèçíà÷åíîþ, ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi òåîðåìè. Òàêèì ÷èíîì,
r = n i òåîðåìó äîâåäåíî.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Äîâåäåííÿ.

Ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (7) ñêëàäà¹òüñÿ ç r ðiâíÿíü i ìà¹ r íåâiäîìèõ
x1, . . . , xr. Äåòåðìiíàíò öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü ñïiâïàäà¹ ç íåíóëüîâèì
ìiíîðîì M ìàòðèöi A. À òîìó çà òåîðåìîþ Êðàìåðà ñèñòåìà ðiâíÿíü
(7) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê (γ1, . . . , γr). Îñêiëüêè

a11γ1 + a12γ2 + · · ·+ a1rγr = b1 − a1 r+1γr+1 − · · · − a1nγn,
a21γ1 + a22γ2 + · · ·+ a2rγr = b2 − a2 r+1γr+1 − · · · − a2nγn,

. . . . . . . . . . . . . . . .
ar1γ1 + ar2γ2 + · · ·+ arrγr = br − ar r+1γr+1 − · · · − ar nγn,

òî,

î÷åâèäíî, âåêòîð (γ1, . . . , γr, γr+1, . . . , γn) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè
ðiâíÿíü (6), à îòæå i ñèñòåìè ðiâíÿíü (1).
Íàäàþ÷è âiëüíèì íåâiäîìèì xr+1, . . . , xn äîâiëüíi çíà÷åííÿ γr+1,
. . . , γn ç ìíîæèíè äiéñíèõ ÷èñåë, ìè îäåðæèìî íåñêií÷åííó ìíîæèíó
ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ðiâíÿíü (1). Öå îçíà÷àòèìå, ùî öÿ ñèñòåìà ëiíiéíèõ
ðiâíÿíü ¹ íåâèçíà÷åíîþ, ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi òåîðåìè. Òàêèì ÷èíîì,
r = n i òåîðåìó äîâåäåíî.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Äîâåäåííÿ.

Ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (7) ñêëàäà¹òüñÿ ç r ðiâíÿíü i ìà¹ r íåâiäîìèõ
x1, . . . , xr. Äåòåðìiíàíò öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü ñïiâïàäà¹ ç íåíóëüîâèì
ìiíîðîì M ìàòðèöi A. À òîìó çà òåîðåìîþ Êðàìåðà ñèñòåìà ðiâíÿíü
(7) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê (γ1, . . . , γr). Îñêiëüêè

a11γ1 + a12γ2 + · · ·+ a1rγr = b1 − a1 r+1γr+1 − · · · − a1nγn,
a21γ1 + a22γ2 + · · ·+ a2rγr = b2 − a2 r+1γr+1 − · · · − a2nγn,

. . . . . . . . . . . . . . . .
ar1γ1 + ar2γ2 + · · ·+ arrγr = br − ar r+1γr+1 − · · · − ar nγn,

òî, î÷åâèäíî, âåêòîð (γ1, . . . , γr, γr+1, . . . , γn) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè
ðiâíÿíü (6),

à îòæå i ñèñòåìè ðiâíÿíü (1).
Íàäàþ÷è âiëüíèì íåâiäîìèì xr+1, . . . , xn äîâiëüíi çíà÷åííÿ γr+1,
. . . , γn ç ìíîæèíè äiéñíèõ ÷èñåë, ìè îäåðæèìî íåñêií÷åííó ìíîæèíó
ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ðiâíÿíü (1). Öå îçíà÷àòèìå, ùî öÿ ñèñòåìà ëiíiéíèõ
ðiâíÿíü ¹ íåâèçíà÷åíîþ, ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi òåîðåìè. Òàêèì ÷èíîì,
r = n i òåîðåìó äîâåäåíî.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Äîâåäåííÿ.

Ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (7) ñêëàäà¹òüñÿ ç r ðiâíÿíü i ìà¹ r íåâiäîìèõ
x1, . . . , xr. Äåòåðìiíàíò öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü ñïiâïàäà¹ ç íåíóëüîâèì
ìiíîðîì M ìàòðèöi A. À òîìó çà òåîðåìîþ Êðàìåðà ñèñòåìà ðiâíÿíü
(7) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê (γ1, . . . , γr). Îñêiëüêè

a11γ1 + a12γ2 + · · ·+ a1rγr = b1 − a1 r+1γr+1 − · · · − a1nγn,
a21γ1 + a22γ2 + · · ·+ a2rγr = b2 − a2 r+1γr+1 − · · · − a2nγn,

. . . . . . . . . . . . . . . .
ar1γ1 + ar2γ2 + · · ·+ arrγr = br − ar r+1γr+1 − · · · − ar nγn,

òî, î÷åâèäíî, âåêòîð (γ1, . . . , γr, γr+1, . . . , γn) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè
ðiâíÿíü (6), à îòæå i ñèñòåìè ðiâíÿíü (1).

Íàäàþ÷è âiëüíèì íåâiäîìèì xr+1, . . . , xn äîâiëüíi çíà÷åííÿ γr+1,
. . . , γn ç ìíîæèíè äiéñíèõ ÷èñåë, ìè îäåðæèìî íåñêií÷åííó ìíîæèíó
ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ðiâíÿíü (1). Öå îçíà÷àòèìå, ùî öÿ ñèñòåìà ëiíiéíèõ
ðiâíÿíü ¹ íåâèçíà÷åíîþ, ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi òåîðåìè. Òàêèì ÷èíîì,
r = n i òåîðåìó äîâåäåíî.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Äîâåäåííÿ.

Ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (7) ñêëàäà¹òüñÿ ç r ðiâíÿíü i ìà¹ r íåâiäîìèõ
x1, . . . , xr. Äåòåðìiíàíò öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü ñïiâïàäà¹ ç íåíóëüîâèì
ìiíîðîì M ìàòðèöi A. À òîìó çà òåîðåìîþ Êðàìåðà ñèñòåìà ðiâíÿíü
(7) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê (γ1, . . . , γr). Îñêiëüêè

a11γ1 + a12γ2 + · · ·+ a1rγr = b1 − a1 r+1γr+1 − · · · − a1nγn,
a21γ1 + a22γ2 + · · ·+ a2rγr = b2 − a2 r+1γr+1 − · · · − a2nγn,

. . . . . . . . . . . . . . . .
ar1γ1 + ar2γ2 + · · ·+ arrγr = br − ar r+1γr+1 − · · · − ar nγn,

òî, î÷åâèäíî, âåêòîð (γ1, . . . , γr, γr+1, . . . , γn) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè
ðiâíÿíü (6), à îòæå i ñèñòåìè ðiâíÿíü (1).
Íàäàþ÷è âiëüíèì íåâiäîìèì xr+1, . . . , xn äîâiëüíi çíà÷åííÿ γr+1,
. . . , γn ç ìíîæèíè äiéñíèõ ÷èñåë, ìè îäåðæèìî íåñêií÷åííó ìíîæèíó
ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ðiâíÿíü (1).

Öå îçíà÷àòèìå, ùî öÿ ñèñòåìà ëiíiéíèõ
ðiâíÿíü ¹ íåâèçíà÷åíîþ, ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi òåîðåìè. Òàêèì ÷èíîì,
r = n i òåîðåìó äîâåäåíî.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Äîâåäåííÿ.

Ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (7) ñêëàäà¹òüñÿ ç r ðiâíÿíü i ìà¹ r íåâiäîìèõ
x1, . . . , xr. Äåòåðìiíàíò öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü ñïiâïàäà¹ ç íåíóëüîâèì
ìiíîðîì M ìàòðèöi A. À òîìó çà òåîðåìîþ Êðàìåðà ñèñòåìà ðiâíÿíü
(7) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê (γ1, . . . , γr). Îñêiëüêè

a11γ1 + a12γ2 + · · ·+ a1rγr = b1 − a1 r+1γr+1 − · · · − a1nγn,
a21γ1 + a22γ2 + · · ·+ a2rγr = b2 − a2 r+1γr+1 − · · · − a2nγn,

. . . . . . . . . . . . . . . .
ar1γ1 + ar2γ2 + · · ·+ arrγr = br − ar r+1γr+1 − · · · − ar nγn,

òî, î÷åâèäíî, âåêòîð (γ1, . . . , γr, γr+1, . . . , γn) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè
ðiâíÿíü (6), à îòæå i ñèñòåìè ðiâíÿíü (1).
Íàäàþ÷è âiëüíèì íåâiäîìèì xr+1, . . . , xn äîâiëüíi çíà÷åííÿ γr+1,
. . . , γn ç ìíîæèíè äiéñíèõ ÷èñåë, ìè îäåðæèìî íåñêií÷åííó ìíîæèíó
ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ðiâíÿíü (1). Öå îçíà÷àòèìå, ùî öÿ ñèñòåìà ëiíiéíèõ
ðiâíÿíü ¹ íåâèçíà÷åíîþ, ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi òåîðåìè.

Òàêèì ÷èíîì,
r = n i òåîðåìó äîâåäåíî.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Äîâåäåííÿ.

Ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (7) ñêëàäà¹òüñÿ ç r ðiâíÿíü i ìà¹ r íåâiäîìèõ
x1, . . . , xr. Äåòåðìiíàíò öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü ñïiâïàäà¹ ç íåíóëüîâèì
ìiíîðîì M ìàòðèöi A. À òîìó çà òåîðåìîþ Êðàìåðà ñèñòåìà ðiâíÿíü
(7) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê (γ1, . . . , γr). Îñêiëüêè

a11γ1 + a12γ2 + · · ·+ a1rγr = b1 − a1 r+1γr+1 − · · · − a1nγn,
a21γ1 + a22γ2 + · · ·+ a2rγr = b2 − a2 r+1γr+1 − · · · − a2nγn,

. . . . . . . . . . . . . . . .
ar1γ1 + ar2γ2 + · · ·+ arrγr = br − ar r+1γr+1 − · · · − ar nγn,

òî, î÷åâèäíî, âåêòîð (γ1, . . . , γr, γr+1, . . . , γn) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè
ðiâíÿíü (6), à îòæå i ñèñòåìè ðiâíÿíü (1).
Íàäàþ÷è âiëüíèì íåâiäîìèì xr+1, . . . , xn äîâiëüíi çíà÷åííÿ γr+1,
. . . , γn ç ìíîæèíè äiéñíèõ ÷èñåë, ìè îäåðæèìî íåñêií÷åííó ìíîæèíó
ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ðiâíÿíü (1). Öå îçíà÷àòèìå, ùî öÿ ñèñòåìà ëiíiéíèõ
ðiâíÿíü ¹ íåâèçíà÷åíîþ, ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi òåîðåìè. Òàêèì ÷èíîì,
r = n i òåîðåìó äîâåäåíî.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Áåçïîñåðåäíüî iç äîâåäåííÿ ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè âèïëèâà¹ íàñòóïíèé
àëãîðèòì ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåì ëiíiéíèõ ðiâíÿíü.

Ïðàâèëî ðîçâ'ÿçàííÿ äîâiëüíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Íåõàé
çàäàíî ñóìiñíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (1) i íåõàé ìàòðèöÿ A öi-
¹¨ ñèñòåìè ìà¹ ðàíã r. Âèáèðà¹ìî â A r ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ðÿäêiâ
i çàëèøà¹ìî â ñèñòåìi (1) òiëüêè òi ðiâíÿííÿ, êîåôiöi¹íòè ÿêèõ ââi-
éøëè ó âèáðàíi ðÿäêè. Â öèõ ðiâíÿííÿõ çàëèøà¹ìî â ëiâèõ ÷àñòèíàõ
òàêi r íåâiäîìèõ, ùî äåòåðìiíàíò iç êîåôiöi¹íòiâ ïðè íèõ âiäìiííèé
âiä íóëÿ, à iíøi íåâiäîìi îãîëîøó¹ìî âiëüíèìè i ïåðåíîñèìî â ïðàâi
÷àñòèíè ðiâíÿíü. Íàäàþ÷è âiëüíèì íåâiäîìèì äîâiëüíi ÷èñëîâi çíà÷å-
ííÿ i îá÷èñëþþ÷è çíà÷åííÿ iíøèõ íåâiäîìèõ çà ïðàâèëîì Êðàìåðà,
ìè îäåðæèìî âñi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (1).

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Áåçïîñåðåäíüî iç äîâåäåííÿ ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè âèïëèâà¹ íàñòóïíèé
àëãîðèòì ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåì ëiíiéíèõ ðiâíÿíü.

Ïðàâèëî ðîçâ'ÿçàííÿ äîâiëüíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü.

Íåõàé
çàäàíî ñóìiñíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (1) i íåõàé ìàòðèöÿ A öi-
¹¨ ñèñòåìè ìà¹ ðàíã r. Âèáèðà¹ìî â A r ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ðÿäêiâ
i çàëèøà¹ìî â ñèñòåìi (1) òiëüêè òi ðiâíÿííÿ, êîåôiöi¹íòè ÿêèõ ââi-
éøëè ó âèáðàíi ðÿäêè. Â öèõ ðiâíÿííÿõ çàëèøà¹ìî â ëiâèõ ÷àñòèíàõ
òàêi r íåâiäîìèõ, ùî äåòåðìiíàíò iç êîåôiöi¹íòiâ ïðè íèõ âiäìiííèé
âiä íóëÿ, à iíøi íåâiäîìi îãîëîøó¹ìî âiëüíèìè i ïåðåíîñèìî â ïðàâi
÷àñòèíè ðiâíÿíü. Íàäàþ÷è âiëüíèì íåâiäîìèì äîâiëüíi ÷èñëîâi çíà÷å-
ííÿ i îá÷èñëþþ÷è çíà÷åííÿ iíøèõ íåâiäîìèõ çà ïðàâèëîì Êðàìåðà,
ìè îäåðæèìî âñi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (1).

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi
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éøëè ó âèáðàíi ðÿäêè. Â öèõ ðiâíÿííÿõ çàëèøà¹ìî â ëiâèõ ÷àñòèíàõ
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Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

1. Ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü5x1 − x2 + 2x3 + x4 = 7,
2x1 + x2 + 4x3 − 2x4 = 1,
x1 − 3x2 − 6x3 + 5x4 = 0.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âèïèñó¹ìî ìàòðèöþ

A =

 5 −1
2 1

2 1
4 −2

1 −3 −6 5

 ,

çàäàíî¨ â óìîâi ñèñòåìè ðiâíÿíü i çíàõîäèìî ¨¨ ðàíã. Ìiíîð M äðóãîãî
ïîðÿäêó, ùî çíàõîäèòüñÿ â ëiâîìó âåðõíüîìó êóòêó ìàòðèöi A (âií
îáâåäåíèé ðàìêîþ) âiäìiííèé âiä íóëÿ.
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Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

Äàëi âèïèñó¹ìî òà îá÷èñëþ¹ìî âñi îáâiäíi ìiíîðè ìiíîðó M :

M1 =

∣∣∣∣∣∣
5 −1 2
2 1 4
1 −3 −6

∣∣∣∣∣∣ = 0,

M2 =

∣∣∣∣∣∣
5 −1 1
2 1 −2
1 −3 5

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Òàêèì ÷èíîì rankA = 2. Òåïåð çíàéäåìî ðàíã ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi
Ā ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Äëÿ öüîãî äîñèòü îá÷èñëèòè ëèøå òàê
çâàíi õàðàêòåðèñòè÷íi ìiíîðè ìàòðèöi Ā, òîáòî îáâiäíi ìiíîðè ìiíîðó
M òðåòüîãî ïîðÿäêó, ÿêi íå ìiñòÿòüñÿ â ìàòðèöi A. Ó íàøîìó âèïàäêó
òàêèé ëèøå îäèí �

M3 =

∣∣∣∣∣∣
5 −1 7
2 1 1
1 −3 0

∣∣∣∣∣∣ = −35 ̸= 0.

Îòæå, rank Ā = 3. À òîìó çà òåîðåìîþ Êðîíåêåðà-Êàïåëëi çàäàíà â
óìîâi ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ¹ íåñóìiñíîþ.
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∣∣∣∣∣∣
5 −1 1
2 1 −2
1 −3 5

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Òàêèì ÷èíîì rankA = 2.

Òåïåð çíàéäåìî ðàíã ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi
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M òðåòüîãî ïîðÿäêó, ÿêi íå ìiñòÿòüñÿ â ìàòðèöi A. Ó íàøîìó âèïàäêó
òàêèé ëèøå îäèí �

M3 =

∣∣∣∣∣∣
5 −1 7
2 1 1
1 −3 0

∣∣∣∣∣∣ = −35 ̸= 0.

Îòæå, rank Ā = 3. À òîìó çà òåîðåìîþ Êðîíåêåðà-Êàïåëëi çàäàíà â
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Ā ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Äëÿ öüîãî äîñèòü îá÷èñëèòè ëèøå òàê
çâàíi õàðàêòåðèñòè÷íi ìiíîðè ìàòðèöi Ā, òîáòî îáâiäíi ìiíîðè ìiíîðó
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2. Ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü x1 + x2 − 2x3 − x4 + x5 = 1,
3x1 − x2 + x3 + 4x4 + 3x5 = 4,
x1 + 5x2 − 9x3 − 8x4 + x5 = 0.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ñóìiñíà,
îñêiëüêè ðàíã ìàòðèöi A äàíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü i ðàíã ¨¨ ðîçøèðåíî¨
ìàòðèöi äîðiâíþþòü äâîì. Ìiíîð äðóãîãî ïîðÿäêó, ùî çíàõîäèòüñÿ â
ëiâîìó âåðõíüîìó êóòêó ìàòðèöi A,

M =

∣∣∣∣ 1 1
3 −1

∣∣∣∣ = −4

� âiäìiííèé âiä íóëÿ. Òîìó ðîçâ'ÿçó¹ìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, ÿêà
ñêëàäà¹òüñÿ iç ïåðøèõ äâîõ ðiâíÿíü çàäàíî¨ â óìîâi ñèñòåìè ðiâíÿíü,
âiä íåâiäîìèõ x1, x2{

x1 + x2 − 2x3 − x4 + x5 = 1,
3x1 − x2 + x3 + 4x4 + 3x5 = 4.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi
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Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

2. Ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü x1 + x2 − 2x3 − x4 + x5 = 1,
3x1 − x2 + x3 + 4x4 + 3x5 = 4,
x1 + 5x2 − 9x3 − 8x4 + x5 = 0.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ñóìiñíà,
îñêiëüêè ðàíã ìàòðèöi A äàíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü i ðàíã ¨¨ ðîçøèðåíî¨
ìàòðèöi äîðiâíþþòü äâîì. Ìiíîð äðóãîãî ïîðÿäêó, ùî çíàõîäèòüñÿ â
ëiâîìó âåðõíüîìó êóòêó ìàòðèöi A,

M =

∣∣∣∣ 1 1
3 −1

∣∣∣∣

= −4

� âiäìiííèé âiä íóëÿ. Òîìó ðîçâ'ÿçó¹ìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, ÿêà
ñêëàäà¹òüñÿ iç ïåðøèõ äâîõ ðiâíÿíü çàäàíî¨ â óìîâi ñèñòåìè ðiâíÿíü,
âiä íåâiäîìèõ x1, x2{

x1 + x2 − 2x3 − x4 + x5 = 1,
3x1 − x2 + x3 + 4x4 + 3x5 = 4.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

2. Ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü x1 + x2 − 2x3 − x4 + x5 = 1,
3x1 − x2 + x3 + 4x4 + 3x5 = 4,
x1 + 5x2 − 9x3 − 8x4 + x5 = 0.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ñóìiñíà,
îñêiëüêè ðàíã ìàòðèöi A äàíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü i ðàíã ¨¨ ðîçøèðåíî¨
ìàòðèöi äîðiâíþþòü äâîì. Ìiíîð äðóãîãî ïîðÿäêó, ùî çíàõîäèòüñÿ â
ëiâîìó âåðõíüîìó êóòêó ìàòðèöi A,

M =

∣∣∣∣ 1 1
3 −1

∣∣∣∣ = −4

� âiäìiííèé âiä íóëÿ. Òîìó ðîçâ'ÿçó¹ìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, ÿêà
ñêëàäà¹òüñÿ iç ïåðøèõ äâîõ ðiâíÿíü çàäàíî¨ â óìîâi ñèñòåìè ðiâíÿíü,
âiä íåâiäîìèõ x1, x2{

x1 + x2 − 2x3 − x4 + x5 = 1,
3x1 − x2 + x3 + 4x4 + 3x5 = 4.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

2. Ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü x1 + x2 − 2x3 − x4 + x5 = 1,
3x1 − x2 + x3 + 4x4 + 3x5 = 4,
x1 + 5x2 − 9x3 − 8x4 + x5 = 0.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ñóìiñíà,
îñêiëüêè ðàíã ìàòðèöi A äàíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü i ðàíã ¨¨ ðîçøèðåíî¨
ìàòðèöi äîðiâíþþòü äâîì. Ìiíîð äðóãîãî ïîðÿäêó, ùî çíàõîäèòüñÿ â
ëiâîìó âåðõíüîìó êóòêó ìàòðèöi A,

M =

∣∣∣∣ 1 1
3 −1

∣∣∣∣ = −4

� âiäìiííèé âiä íóëÿ.

Òîìó ðîçâ'ÿçó¹ìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, ÿêà
ñêëàäà¹òüñÿ iç ïåðøèõ äâîõ ðiâíÿíü çàäàíî¨ â óìîâi ñèñòåìè ðiâíÿíü,
âiä íåâiäîìèõ x1, x2{

x1 + x2 − 2x3 − x4 + x5 = 1,
3x1 − x2 + x3 + 4x4 + 3x5 = 4.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

2. Ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü x1 + x2 − 2x3 − x4 + x5 = 1,
3x1 − x2 + x3 + 4x4 + 3x5 = 4,
x1 + 5x2 − 9x3 − 8x4 + x5 = 0.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ñóìiñíà,
îñêiëüêè ðàíã ìàòðèöi A äàíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü i ðàíã ¨¨ ðîçøèðåíî¨
ìàòðèöi äîðiâíþþòü äâîì. Ìiíîð äðóãîãî ïîðÿäêó, ùî çíàõîäèòüñÿ â
ëiâîìó âåðõíüîìó êóòêó ìàòðèöi A,

M =

∣∣∣∣ 1 1
3 −1

∣∣∣∣ = −4

� âiäìiííèé âiä íóëÿ. Òîìó ðîçâ'ÿçó¹ìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü,

ÿêà
ñêëàäà¹òüñÿ iç ïåðøèõ äâîõ ðiâíÿíü çàäàíî¨ â óìîâi ñèñòåìè ðiâíÿíü,
âiä íåâiäîìèõ x1, x2{

x1 + x2 − 2x3 − x4 + x5 = 1,
3x1 − x2 + x3 + 4x4 + 3x5 = 4.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

2. Ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü x1 + x2 − 2x3 − x4 + x5 = 1,
3x1 − x2 + x3 + 4x4 + 3x5 = 4,
x1 + 5x2 − 9x3 − 8x4 + x5 = 0.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ñóìiñíà,
îñêiëüêè ðàíã ìàòðèöi A äàíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü i ðàíã ¨¨ ðîçøèðåíî¨
ìàòðèöi äîðiâíþþòü äâîì. Ìiíîð äðóãîãî ïîðÿäêó, ùî çíàõîäèòüñÿ â
ëiâîìó âåðõíüîìó êóòêó ìàòðèöi A,

M =

∣∣∣∣ 1 1
3 −1

∣∣∣∣ = −4

� âiäìiííèé âiä íóëÿ. Òîìó ðîçâ'ÿçó¹ìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, ÿêà
ñêëàäà¹òüñÿ iç ïåðøèõ äâîõ ðiâíÿíü çàäàíî¨ â óìîâi ñèñòåìè ðiâíÿíü,
âiä íåâiäîìèõ x1, x2

{
x1 + x2 − 2x3 − x4 + x5 = 1,
3x1 − x2 + x3 + 4x4 + 3x5 = 4.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

2. Ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü x1 + x2 − 2x3 − x4 + x5 = 1,
3x1 − x2 + x3 + 4x4 + 3x5 = 4,
x1 + 5x2 − 9x3 − 8x4 + x5 = 0.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ñóìiñíà,
îñêiëüêè ðàíã ìàòðèöi A äàíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü i ðàíã ¨¨ ðîçøèðåíî¨
ìàòðèöi äîðiâíþþòü äâîì. Ìiíîð äðóãîãî ïîðÿäêó, ùî çíàõîäèòüñÿ â
ëiâîìó âåðõíüîìó êóòêó ìàòðèöi A,

M =

∣∣∣∣ 1 1
3 −1

∣∣∣∣ = −4

� âiäìiííèé âiä íóëÿ. Òîìó ðîçâ'ÿçó¹ìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, ÿêà
ñêëàäà¹òüñÿ iç ïåðøèõ äâîõ ðiâíÿíü çàäàíî¨ â óìîâi ñèñòåìè ðiâíÿíü,
âiä íåâiäîìèõ x1, x2{

x1 + x2 − 2x3 − x4 + x5 = 1,
3x1 − x2 + x3 + 4x4 + 3x5 = 4.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

Iíøi íåâiäîìi x3, x4, x5 ââàæà¹ìî âiëüíèìè

i ïåðåíîñèìî ¨õ ó ïðàâi
÷àñòèíè öèõ ðiâíÿíü:{

x1 + x2 = 1 + 2x3 + x4 − x5,
3x1 − x2 = 4− x3 − 4x4 − 3x5.

Çíàõîäèìî ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ ñèñòåìè çà ïðàâèëîì Êðàìåðà:

∆1 =

∣∣∣∣ 1 + 2x3 + x4 − x5 1
4− x3 − 4x4 − 3x5 −1

∣∣∣∣ = −5− x3 + 3x4 + 4x5,

∆2 =

∣∣∣∣ 1 1 + 2x3 + x4 − x5

3 4− x3 − 4x4 − 3x5

∣∣∣∣ = 1− 7x3 − 7x4.

Òîìó

x1 =
∆1

M
= 5

4 + 1
4x3 − 3

4x4 − x5,

x2 =
∆2

M
= − 1

4 + 7
4x3 +

7
4x4.

Òàêèì ÷èíîì, çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäàíî¨ â óìîâi ñèñòåìè ëiíiéíèõ
ðiâíÿíü ìà¹ âèãëÿä ( 54 + 1

4α− 3
4β − δ,− 1

4 + 7
4α+ 7

4β, α, β, δ), äå α, β,
δ � äîâiëüíi äiéñíi ÷èñëà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

Iíøi íåâiäîìi x3, x4, x5 ââàæà¹ìî âiëüíèìè i ïåðåíîñèìî ¨õ ó ïðàâi
÷àñòèíè öèõ ðiâíÿíü:

{
x1 + x2 = 1 + 2x3 + x4 − x5,
3x1 − x2 = 4− x3 − 4x4 − 3x5.

Çíàõîäèìî ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ ñèñòåìè çà ïðàâèëîì Êðàìåðà:

∆1 =

∣∣∣∣ 1 + 2x3 + x4 − x5 1
4− x3 − 4x4 − 3x5 −1

∣∣∣∣ = −5− x3 + 3x4 + 4x5,

∆2 =

∣∣∣∣ 1 1 + 2x3 + x4 − x5

3 4− x3 − 4x4 − 3x5

∣∣∣∣ = 1− 7x3 − 7x4.

Òîìó

x1 =
∆1

M
= 5

4 + 1
4x3 − 3

4x4 − x5,

x2 =
∆2

M
= − 1

4 + 7
4x3 +

7
4x4.

Òàêèì ÷èíîì, çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäàíî¨ â óìîâi ñèñòåìè ëiíiéíèõ
ðiâíÿíü ìà¹ âèãëÿä ( 54 + 1

4α− 3
4β − δ,− 1

4 + 7
4α+ 7

4β, α, β, δ), äå α, β,
δ � äîâiëüíi äiéñíi ÷èñëà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

Iíøi íåâiäîìi x3, x4, x5 ââàæà¹ìî âiëüíèìè i ïåðåíîñèìî ¨õ ó ïðàâi
÷àñòèíè öèõ ðiâíÿíü:{

x1 + x2 = 1 + 2x3 + x4 − x5,
3x1 − x2 = 4− x3 − 4x4 − 3x5.

Çíàõîäèìî ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ ñèñòåìè çà ïðàâèëîì Êðàìåðà:

∆1 =

∣∣∣∣ 1 + 2x3 + x4 − x5 1
4− x3 − 4x4 − 3x5 −1

∣∣∣∣ = −5− x3 + 3x4 + 4x5,

∆2 =

∣∣∣∣ 1 1 + 2x3 + x4 − x5

3 4− x3 − 4x4 − 3x5

∣∣∣∣ = 1− 7x3 − 7x4.

Òîìó

x1 =
∆1

M
= 5

4 + 1
4x3 − 3

4x4 − x5,

x2 =
∆2

M
= − 1

4 + 7
4x3 +

7
4x4.

Òàêèì ÷èíîì, çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäàíî¨ â óìîâi ñèñòåìè ëiíiéíèõ
ðiâíÿíü ìà¹ âèãëÿä ( 54 + 1

4α− 3
4β − δ,− 1

4 + 7
4α+ 7

4β, α, β, δ), äå α, β,
δ � äîâiëüíi äiéñíi ÷èñëà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

Iíøi íåâiäîìi x3, x4, x5 ââàæà¹ìî âiëüíèìè i ïåðåíîñèìî ¨õ ó ïðàâi
÷àñòèíè öèõ ðiâíÿíü:{

x1 + x2 = 1 + 2x3 + x4 − x5,
3x1 − x2 = 4− x3 − 4x4 − 3x5.

Çíàõîäèìî ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ ñèñòåìè çà ïðàâèëîì Êðàìåðà:

∆1 =

∣∣∣∣ 1 + 2x3 + x4 − x5 1
4− x3 − 4x4 − 3x5 −1

∣∣∣∣

= −5− x3 + 3x4 + 4x5,

∆2 =

∣∣∣∣ 1 1 + 2x3 + x4 − x5

3 4− x3 − 4x4 − 3x5

∣∣∣∣ = 1− 7x3 − 7x4.

Òîìó

x1 =
∆1

M
= 5

4 + 1
4x3 − 3

4x4 − x5,

x2 =
∆2

M
= − 1

4 + 7
4x3 +

7
4x4.

Òàêèì ÷èíîì, çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäàíî¨ â óìîâi ñèñòåìè ëiíiéíèõ
ðiâíÿíü ìà¹ âèãëÿä ( 54 + 1

4α− 3
4β − δ,− 1

4 + 7
4α+ 7

4β, α, β, δ), äå α, β,
δ � äîâiëüíi äiéñíi ÷èñëà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

Iíøi íåâiäîìi x3, x4, x5 ââàæà¹ìî âiëüíèìè i ïåðåíîñèìî ¨õ ó ïðàâi
÷àñòèíè öèõ ðiâíÿíü:{

x1 + x2 = 1 + 2x3 + x4 − x5,
3x1 − x2 = 4− x3 − 4x4 − 3x5.

Çíàõîäèìî ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ ñèñòåìè çà ïðàâèëîì Êðàìåðà:

∆1 =

∣∣∣∣ 1 + 2x3 + x4 − x5 1
4− x3 − 4x4 − 3x5 −1

∣∣∣∣ = −5− x3 + 3x4 + 4x5,

∆2 =

∣∣∣∣ 1 1 + 2x3 + x4 − x5

3 4− x3 − 4x4 − 3x5

∣∣∣∣ = 1− 7x3 − 7x4.

Òîìó

x1 =
∆1

M
= 5

4 + 1
4x3 − 3

4x4 − x5,

x2 =
∆2

M
= − 1

4 + 7
4x3 +

7
4x4.

Òàêèì ÷èíîì, çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäàíî¨ â óìîâi ñèñòåìè ëiíiéíèõ
ðiâíÿíü ìà¹ âèãëÿä ( 54 + 1

4α− 3
4β − δ,− 1

4 + 7
4α+ 7

4β, α, β, δ), äå α, β,
δ � äîâiëüíi äiéñíi ÷èñëà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi



Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

Iíøi íåâiäîìi x3, x4, x5 ââàæà¹ìî âiëüíèìè i ïåðåíîñèìî ¨õ ó ïðàâi
÷àñòèíè öèõ ðiâíÿíü:{

x1 + x2 = 1 + 2x3 + x4 − x5,
3x1 − x2 = 4− x3 − 4x4 − 3x5.

Çíàõîäèìî ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ ñèñòåìè çà ïðàâèëîì Êðàìåðà:

∆1 =

∣∣∣∣ 1 + 2x3 + x4 − x5 1
4− x3 − 4x4 − 3x5 −1

∣∣∣∣ = −5− x3 + 3x4 + 4x5,

∆2 =

∣∣∣∣ 1 1 + 2x3 + x4 − x5

3 4− x3 − 4x4 − 3x5

∣∣∣∣

= 1− 7x3 − 7x4.

Òîìó

x1 =
∆1

M
= 5

4 + 1
4x3 − 3

4x4 − x5,

x2 =
∆2

M
= − 1

4 + 7
4x3 +

7
4x4.

Òàêèì ÷èíîì, çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäàíî¨ â óìîâi ñèñòåìè ëiíiéíèõ
ðiâíÿíü ìà¹ âèãëÿä ( 54 + 1

4α− 3
4β − δ,− 1

4 + 7
4α+ 7

4β, α, β, δ), äå α, β,
δ � äîâiëüíi äiéñíi ÷èñëà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi
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