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Ñèñòåìîþ ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü
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âèãëÿäó 
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. . . . . . . . . . . . .
as1x1 + as2x2 + · · ·+ asnxn = 0,

(1)

äå s, n ∈ N; aij ∈ R (i = 1, 2, . . . , s; j = 1, 2, . . . , n).

Î÷åâèäíî, ñèñòåìà ðiâíÿíü (1) ¹ ñóìiñíîþ, îñêiëüêè ìà¹ íóëüîâèé
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íèõ ÷ëåíiâ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç íóëiâ, íå çìîæå çáiëüøèòè ¨¨ ðàíãó.
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ðîçâ'ÿçîê òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äåòåðìiíàíò ìàòðèöi öi¹¨ ñèñòåìè

ðiâíÿíü äîðiâíþ¹ íóëþ.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



ßêùî ðàíã ìàòðèöi ñèñòåìè ðiâíÿíü (1) äîðiâíþ¹ n, òî çà êðèòåði¹ì
âèçíà÷åíîñòi ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, âîíà ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê �
íóëüîâèé.
ßêùî æ ðàíã ìàòðèöi ñèñòåìè ðiâíÿíü (1) ìåíøå íiæ n, òîäi öÿ ñèñòå-
ìà ðiâíÿíü ìà¹ íåñêií÷åííó ìíîæèíó ðîçâ'ÿçêiâ i, îòæå, ìà¹ ðîçâ'ÿçêè
âiäìiííi âiä íóëüîâîãî. Äëÿ çíàõîäæåííÿ âñiõ ðîçâ'ÿçêiâ òàêî¨ ñèñòåìè
ðiâíÿíü ìîæíà çàñòîñóâàòè îïèñàíèé íà ïîïåðåäíié ëåêöi¨ àëãîðèòì
çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ñóìiñíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, ðàíã ìà-
òðèöi ÿêî¨ ìåíøèé çà ÷èñëî íåâiäîìèõ.

Òåîðåìà 1

Íåõàé ìàòðèöÿ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1) ç n íåâiäîìè-

ìè ìà¹ ðàíã r. ßêùî r = n, òîäi ñèñòåìà ðiâíÿíü (1) ¹ âèçíà÷åíîþ,

òîáòî íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê ¹ ¹äèíèì ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü.

Ó âèïàäêó r < n

ñèñòåìà ðiâíÿíü (1) ¹ íåâèçíà÷åíîþ.

Íàñëiäîê 1

Ñèñòåìà n ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ç n íåâiäîìèìè ìà¹ íåíóëüîâèé

ðîçâ'ÿçîê òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äåòåðìiíàíò ìàòðèöi öi¹¨ ñèñòåìè

ðiâíÿíü äîðiâíþ¹ íóëþ.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



ßêùî ðàíã ìàòðèöi ñèñòåìè ðiâíÿíü (1) äîðiâíþ¹ n, òî çà êðèòåði¹ì
âèçíà÷åíîñòi ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, âîíà ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê �
íóëüîâèé.
ßêùî æ ðàíã ìàòðèöi ñèñòåìè ðiâíÿíü (1) ìåíøå íiæ n, òîäi öÿ ñèñòå-
ìà ðiâíÿíü ìà¹ íåñêií÷åííó ìíîæèíó ðîçâ'ÿçêiâ i, îòæå, ìà¹ ðîçâ'ÿçêè
âiäìiííi âiä íóëüîâîãî. Äëÿ çíàõîäæåííÿ âñiõ ðîçâ'ÿçêiâ òàêî¨ ñèñòåìè
ðiâíÿíü ìîæíà çàñòîñóâàòè îïèñàíèé íà ïîïåðåäíié ëåêöi¨ àëãîðèòì
çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ñóìiñíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, ðàíã ìà-
òðèöi ÿêî¨ ìåíøèé çà ÷èñëî íåâiäîìèõ.

Òåîðåìà 1

Íåõàé ìàòðèöÿ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1) ç n íåâiäîìè-

ìè ìà¹ ðàíã r. ßêùî r = n, òîäi ñèñòåìà ðiâíÿíü (1) ¹ âèçíà÷åíîþ,

òîáòî íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê ¹ ¹äèíèì ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü.

Ó âèïàäêó r < n ñèñòåìà ðiâíÿíü (1) ¹ íåâèçíà÷åíîþ.

Íàñëiäîê 1

Ñèñòåìà n ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ç n íåâiäîìèìè ìà¹ íåíóëüîâèé

ðîçâ'ÿçîê òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äåòåðìiíàíò ìàòðèöi öi¹¨ ñèñòåìè

ðiâíÿíü äîðiâíþ¹ íóëþ.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



ßêùî ðàíã ìàòðèöi ñèñòåìè ðiâíÿíü (1) äîðiâíþ¹ n, òî çà êðèòåði¹ì
âèçíà÷åíîñòi ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, âîíà ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê �
íóëüîâèé.
ßêùî æ ðàíã ìàòðèöi ñèñòåìè ðiâíÿíü (1) ìåíøå íiæ n, òîäi öÿ ñèñòå-
ìà ðiâíÿíü ìà¹ íåñêií÷åííó ìíîæèíó ðîçâ'ÿçêiâ i, îòæå, ìà¹ ðîçâ'ÿçêè
âiäìiííi âiä íóëüîâîãî. Äëÿ çíàõîäæåííÿ âñiõ ðîçâ'ÿçêiâ òàêî¨ ñèñòåìè
ðiâíÿíü ìîæíà çàñòîñóâàòè îïèñàíèé íà ïîïåðåäíié ëåêöi¨ àëãîðèòì
çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ñóìiñíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, ðàíã ìà-
òðèöi ÿêî¨ ìåíøèé çà ÷èñëî íåâiäîìèõ.

Òåîðåìà 1

Íåõàé ìàòðèöÿ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1) ç n íåâiäîìè-

ìè ìà¹ ðàíã r. ßêùî r = n, òîäi ñèñòåìà ðiâíÿíü (1) ¹ âèçíà÷åíîþ,

òîáòî íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê ¹ ¹äèíèì ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü.

Ó âèïàäêó r < n ñèñòåìà ðiâíÿíü (1) ¹ íåâèçíà÷åíîþ.

Íàñëiäîê 1

Ñèñòåìà n ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ç n íåâiäîìèìè

ìà¹ íåíóëüîâèé

ðîçâ'ÿçîê òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äåòåðìiíàíò ìàòðèöi öi¹¨ ñèñòåìè

ðiâíÿíü äîðiâíþ¹ íóëþ.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



ßêùî ðàíã ìàòðèöi ñèñòåìè ðiâíÿíü (1) äîðiâíþ¹ n, òî çà êðèòåði¹ì
âèçíà÷åíîñòi ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, âîíà ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê �
íóëüîâèé.
ßêùî æ ðàíã ìàòðèöi ñèñòåìè ðiâíÿíü (1) ìåíøå íiæ n, òîäi öÿ ñèñòå-
ìà ðiâíÿíü ìà¹ íåñêií÷åííó ìíîæèíó ðîçâ'ÿçêiâ i, îòæå, ìà¹ ðîçâ'ÿçêè
âiäìiííi âiä íóëüîâîãî. Äëÿ çíàõîäæåííÿ âñiõ ðîçâ'ÿçêiâ òàêî¨ ñèñòåìè
ðiâíÿíü ìîæíà çàñòîñóâàòè îïèñàíèé íà ïîïåðåäíié ëåêöi¨ àëãîðèòì
çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ñóìiñíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, ðàíã ìà-
òðèöi ÿêî¨ ìåíøèé çà ÷èñëî íåâiäîìèõ.

Òåîðåìà 1

Íåõàé ìàòðèöÿ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1) ç n íåâiäîìè-

ìè ìà¹ ðàíã r. ßêùî r = n, òîäi ñèñòåìà ðiâíÿíü (1) ¹ âèçíà÷åíîþ,

òîáòî íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê ¹ ¹äèíèì ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü.

Ó âèïàäêó r < n ñèñòåìà ðiâíÿíü (1) ¹ íåâèçíà÷åíîþ.

Íàñëiäîê 1

Ñèñòåìà n ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ç n íåâiäîìèìè ìà¹ íåíóëüîâèé

ðîçâ'ÿçîê

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äåòåðìiíàíò ìàòðèöi öi¹¨ ñèñòåìè

ðiâíÿíü äîðiâíþ¹ íóëþ.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



ßêùî ðàíã ìàòðèöi ñèñòåìè ðiâíÿíü (1) äîðiâíþ¹ n, òî çà êðèòåði¹ì
âèçíà÷åíîñòi ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, âîíà ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê �
íóëüîâèé.
ßêùî æ ðàíã ìàòðèöi ñèñòåìè ðiâíÿíü (1) ìåíøå íiæ n, òîäi öÿ ñèñòå-
ìà ðiâíÿíü ìà¹ íåñêií÷åííó ìíîæèíó ðîçâ'ÿçêiâ i, îòæå, ìà¹ ðîçâ'ÿçêè
âiäìiííi âiä íóëüîâîãî. Äëÿ çíàõîäæåííÿ âñiõ ðîçâ'ÿçêiâ òàêî¨ ñèñòåìè
ðiâíÿíü ìîæíà çàñòîñóâàòè îïèñàíèé íà ïîïåðåäíié ëåêöi¨ àëãîðèòì
çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ñóìiñíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, ðàíã ìà-
òðèöi ÿêî¨ ìåíøèé çà ÷èñëî íåâiäîìèõ.

Òåîðåìà 1

Íåõàé ìàòðèöÿ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1) ç n íåâiäîìè-

ìè ìà¹ ðàíã r. ßêùî r = n, òîäi ñèñòåìà ðiâíÿíü (1) ¹ âèçíà÷åíîþ,

òîáòî íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê ¹ ¹äèíèì ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü.

Ó âèïàäêó r < n ñèñòåìà ðiâíÿíü (1) ¹ íåâèçíà÷åíîþ.

Íàñëiäîê 1

Ñèñòåìà n ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ç n íåâiäîìèìè ìà¹ íåíóëüîâèé

ðîçâ'ÿçîê òîäi i òiëüêè òîäi,

êîëè äåòåðìiíàíò ìàòðèöi öi¹¨ ñèñòåìè

ðiâíÿíü äîðiâíþ¹ íóëþ.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



ßêùî ðàíã ìàòðèöi ñèñòåìè ðiâíÿíü (1) äîðiâíþ¹ n, òî çà êðèòåði¹ì
âèçíà÷åíîñòi ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, âîíà ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê �
íóëüîâèé.
ßêùî æ ðàíã ìàòðèöi ñèñòåìè ðiâíÿíü (1) ìåíøå íiæ n, òîäi öÿ ñèñòå-
ìà ðiâíÿíü ìà¹ íåñêií÷åííó ìíîæèíó ðîçâ'ÿçêiâ i, îòæå, ìà¹ ðîçâ'ÿçêè
âiäìiííi âiä íóëüîâîãî. Äëÿ çíàõîäæåííÿ âñiõ ðîçâ'ÿçêiâ òàêî¨ ñèñòåìè
ðiâíÿíü ìîæíà çàñòîñóâàòè îïèñàíèé íà ïîïåðåäíié ëåêöi¨ àëãîðèòì
çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ñóìiñíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, ðàíã ìà-
òðèöi ÿêî¨ ìåíøèé çà ÷èñëî íåâiäîìèõ.

Òåîðåìà 1

Íåõàé ìàòðèöÿ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1) ç n íåâiäîìè-

ìè ìà¹ ðàíã r. ßêùî r = n, òîäi ñèñòåìà ðiâíÿíü (1) ¹ âèçíà÷åíîþ,

òîáòî íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê ¹ ¹äèíèì ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü.

Ó âèïàäêó r < n ñèñòåìà ðiâíÿíü (1) ¹ íåâèçíà÷åíîþ.

Íàñëiäîê 1

Ñèñòåìà n ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ç n íåâiäîìèìè ìà¹ íåíóëüîâèé

ðîçâ'ÿçîê òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äåòåðìiíàíò ìàòðèöi öi¹¨ ñèñòåìè

ðiâíÿíü äîðiâíþ¹ íóëþ.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Òåîðåìà 2

Íåõàé n-âèìiðíi âåêòîðè

b = (β1, . . . , βn) i c = (γ1, γ2, . . . , γn) ∈ Rn ¹

ðîçâ'ÿçêàìè ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1). Òîäi ¨õíÿ ñóìà

b+ c = (β1 + γ1, . . . , βn + γn),

à òàêîæ äîáóòîê

δb = (δβ1, . . . , δβn)

äîâiëüíîãî äiéñíîãî ÷èñëà δ íà âåêòîð b ¹ ðîçâ'ÿçêàìè ñèñòåìè ðiâíÿíü
(1).

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Òåîðåìà 2

Íåõàé n-âèìiðíi âåêòîðè b = (β1, . . . , βn)

i c = (γ1, γ2, . . . , γn) ∈ Rn ¹

ðîçâ'ÿçêàìè ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1). Òîäi ¨õíÿ ñóìà

b+ c = (β1 + γ1, . . . , βn + γn),

à òàêîæ äîáóòîê

δb = (δβ1, . . . , δβn)

äîâiëüíîãî äiéñíîãî ÷èñëà δ íà âåêòîð b ¹ ðîçâ'ÿçêàìè ñèñòåìè ðiâíÿíü
(1).

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Òåîðåìà 2

Íåõàé n-âèìiðíi âåêòîðè b = (β1, . . . , βn) i c = (γ1, γ2, . . . , γn) ∈ Rn

¹

ðîçâ'ÿçêàìè ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1). Òîäi ¨õíÿ ñóìà

b+ c = (β1 + γ1, . . . , βn + γn),

à òàêîæ äîáóòîê

δb = (δβ1, . . . , δβn)

äîâiëüíîãî äiéñíîãî ÷èñëà δ íà âåêòîð b ¹ ðîçâ'ÿçêàìè ñèñòåìè ðiâíÿíü
(1).

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Òåîðåìà 2

Íåõàé n-âèìiðíi âåêòîðè b = (β1, . . . , βn) i c = (γ1, γ2, . . . , γn) ∈ Rn ¹

ðîçâ'ÿçêàìè ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1).

Òîäi ¨õíÿ ñóìà

b+ c = (β1 + γ1, . . . , βn + γn),

à òàêîæ äîáóòîê

δb = (δβ1, . . . , δβn)

äîâiëüíîãî äiéñíîãî ÷èñëà δ íà âåêòîð b ¹ ðîçâ'ÿçêàìè ñèñòåìè ðiâíÿíü
(1).

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Òåîðåìà 2

Íåõàé n-âèìiðíi âåêòîðè b = (β1, . . . , βn) i c = (γ1, γ2, . . . , γn) ∈ Rn ¹

ðîçâ'ÿçêàìè ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1). Òîäi ¨õíÿ ñóìà

b+ c = (β1 + γ1, . . . , βn + γn),

à òàêîæ äîáóòîê

δb = (δβ1, . . . , δβn)

äîâiëüíîãî äiéñíîãî ÷èñëà δ íà âåêòîð b ¹ ðîçâ'ÿçêàìè ñèñòåìè ðiâíÿíü
(1).

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Òåîðåìà 2

Íåõàé n-âèìiðíi âåêòîðè b = (β1, . . . , βn) i c = (γ1, γ2, . . . , γn) ∈ Rn ¹

ðîçâ'ÿçêàìè ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1). Òîäi ¨õíÿ ñóìà

b+ c = (β1 + γ1, . . . , βn + γn),

à òàêîæ äîáóòîê

δb = (δβ1, . . . , δβn)

äîâiëüíîãî äiéñíîãî ÷èñëà δ íà âåêòîð b ¹ ðîçâ'ÿçêàìè ñèñòåìè ðiâíÿíü
(1).

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Òåîðåìà 2

Íåõàé n-âèìiðíi âåêòîðè b = (β1, . . . , βn) i c = (γ1, γ2, . . . , γn) ∈ Rn ¹

ðîçâ'ÿçêàìè ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1). Òîäi ¨õíÿ ñóìà

b+ c = (β1 + γ1, . . . , βn + γn),

à òàêîæ äîáóòîê

δb = (δβ1, . . . , δβn)

äîâiëüíîãî äiéñíîãî ÷èñëà δ íà âåêòîð b

¹ ðîçâ'ÿçêàìè ñèñòåìè ðiâíÿíü

(1).

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Òåîðåìà 2

Íåõàé n-âèìiðíi âåêòîðè b = (β1, . . . , βn) i c = (γ1, γ2, . . . , γn) ∈ Rn ¹

ðîçâ'ÿçêàìè ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1). Òîäi ¨õíÿ ñóìà

b+ c = (β1 + γ1, . . . , βn + γn),

à òàêîæ äîáóòîê

δb = (δβ1, . . . , δβn)

äîâiëüíîãî äiéñíîãî ÷èñëà δ íà âåêòîð b ¹ ðîçâ'ÿçêàìè ñèñòåìè ðiâíÿíü
(1).

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè.

Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, 2, . . . ,
s} ñïðàâäæóþòüñÿ ðiâíîñòi

ai1β1 + ai2β2 + · · ·+ ainβn = 0, ai1γ1 + ai2γ2 + · · ·+ ainγn = 0.

Âèêîðèñòîâóþ÷è öi ðiâíîñòi, îá÷èñëèìî äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, . . . , s}
çíà÷åííÿ âèðàçó

ai1(β1 + γ1) + ai2(β2 + γ2) + · · ·+ ain(βn + γn) =

= (ai1β1 + ai2β2 + · · ·+ ainβn) + (ai1γ1 + ai2γ2 + · · ·+ ainγn) =

= 0 + 0 = 0 .

Îòæå, n-âèìiðíèé âåêòîð b + c = (β1 + γ1, . . . , βn + γn) ¹ ðîçâ'ÿçêîì
ñèñòåìè ðiâíÿíü (1).

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, 2, . . . ,
s} ñïðàâäæóþòüñÿ ðiâíîñòi

ai1β1 + ai2β2 + · · ·+ ainβn = 0,

ai1γ1 + ai2γ2 + · · ·+ ainγn = 0.

Âèêîðèñòîâóþ÷è öi ðiâíîñòi, îá÷èñëèìî äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, . . . , s}
çíà÷åííÿ âèðàçó

ai1(β1 + γ1) + ai2(β2 + γ2) + · · ·+ ain(βn + γn) =

= (ai1β1 + ai2β2 + · · ·+ ainβn) + (ai1γ1 + ai2γ2 + · · ·+ ainγn) =

= 0 + 0 = 0 .

Îòæå, n-âèìiðíèé âåêòîð b + c = (β1 + γ1, . . . , βn + γn) ¹ ðîçâ'ÿçêîì
ñèñòåìè ðiâíÿíü (1).

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, 2, . . . ,
s} ñïðàâäæóþòüñÿ ðiâíîñòi

ai1β1 + ai2β2 + · · ·+ ainβn = 0, ai1γ1 + ai2γ2 + · · ·+ ainγn = 0.

Âèêîðèñòîâóþ÷è öi ðiâíîñòi, îá÷èñëèìî äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, . . . , s}
çíà÷åííÿ âèðàçó

ai1(β1 + γ1) + ai2(β2 + γ2) + · · ·+ ain(βn + γn) =

= (ai1β1 + ai2β2 + · · ·+ ainβn) + (ai1γ1 + ai2γ2 + · · ·+ ainγn) =

= 0 + 0 = 0 .

Îòæå, n-âèìiðíèé âåêòîð b + c = (β1 + γ1, . . . , βn + γn) ¹ ðîçâ'ÿçêîì
ñèñòåìè ðiâíÿíü (1).

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, 2, . . . ,
s} ñïðàâäæóþòüñÿ ðiâíîñòi

ai1β1 + ai2β2 + · · ·+ ainβn = 0, ai1γ1 + ai2γ2 + · · ·+ ainγn = 0.

Âèêîðèñòîâóþ÷è öi ðiâíîñòi, îá÷èñëèìî äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, . . . , s}
çíà÷åííÿ âèðàçó

ai1(β1 + γ1) + ai2(β2 + γ2) + · · ·+ ain(βn + γn)

=

= (ai1β1 + ai2β2 + · · ·+ ainβn) + (ai1γ1 + ai2γ2 + · · ·+ ainγn) =

= 0 + 0 = 0 .

Îòæå, n-âèìiðíèé âåêòîð b + c = (β1 + γ1, . . . , βn + γn) ¹ ðîçâ'ÿçêîì
ñèñòåìè ðiâíÿíü (1).

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, 2, . . . ,
s} ñïðàâäæóþòüñÿ ðiâíîñòi

ai1β1 + ai2β2 + · · ·+ ainβn = 0, ai1γ1 + ai2γ2 + · · ·+ ainγn = 0.

Âèêîðèñòîâóþ÷è öi ðiâíîñòi, îá÷èñëèìî äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, . . . , s}
çíà÷åííÿ âèðàçó

ai1(β1 + γ1) + ai2(β2 + γ2) + · · ·+ ain(βn + γn) =

= (ai1β1 + ai2β2 + · · ·+ ainβn) + (ai1γ1 + ai2γ2 + · · ·+ ainγn) =

= 0 + 0 = 0 .

Îòæå, n-âèìiðíèé âåêòîð b + c = (β1 + γ1, . . . , βn + γn) ¹ ðîçâ'ÿçêîì
ñèñòåìè ðiâíÿíü (1).

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, 2, . . . ,
s} ñïðàâäæóþòüñÿ ðiâíîñòi

ai1β1 + ai2β2 + · · ·+ ainβn = 0, ai1γ1 + ai2γ2 + · · ·+ ainγn = 0.

Âèêîðèñòîâóþ÷è öi ðiâíîñòi, îá÷èñëèìî äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, . . . , s}
çíà÷åííÿ âèðàçó

ai1(β1 + γ1) + ai2(β2 + γ2) + · · ·+ ain(βn + γn) =

= (ai1β1 + ai2β2 + · · ·+ ainβn) + (ai1γ1 + ai2γ2 + · · ·+ ainγn) =

= 0 + 0 = 0 .

Îòæå, n-âèìiðíèé âåêòîð b + c = (β1 + γ1, . . . , βn + γn) ¹ ðîçâ'ÿçêîì
ñèñòåìè ðiâíÿíü (1).

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, 2, . . . ,
s} ñïðàâäæóþòüñÿ ðiâíîñòi

ai1β1 + ai2β2 + · · ·+ ainβn = 0, ai1γ1 + ai2γ2 + · · ·+ ainγn = 0.

Âèêîðèñòîâóþ÷è öi ðiâíîñòi, îá÷èñëèìî äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, . . . , s}
çíà÷åííÿ âèðàçó

ai1(β1 + γ1) + ai2(β2 + γ2) + · · ·+ ain(βn + γn) =

= (ai1β1 + ai2β2 + · · ·+ ainβn) + (ai1γ1 + ai2γ2 + · · ·+ ainγn) =

= 0 + 0 = 0 .

Îòæå, n-âèìiðíèé âåêòîð b + c = (β1 + γ1, . . . , βn + γn)

¹ ðîçâ'ÿçêîì
ñèñòåìè ðiâíÿíü (1).

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, 2, . . . ,
s} ñïðàâäæóþòüñÿ ðiâíîñòi

ai1β1 + ai2β2 + · · ·+ ainβn = 0, ai1γ1 + ai2γ2 + · · ·+ ainγn = 0.

Âèêîðèñòîâóþ÷è öi ðiâíîñòi, îá÷èñëèìî äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, . . . , s}
çíà÷åííÿ âèðàçó

ai1(β1 + γ1) + ai2(β2 + γ2) + · · ·+ ain(βn + γn) =

= (ai1β1 + ai2β2 + · · ·+ ainβn) + (ai1γ1 + ai2γ2 + · · ·+ ainγn) =

= 0 + 0 = 0 .

Îòæå, n-âèìiðíèé âåêòîð b + c = (β1 + γ1, . . . , βn + γn) ¹ ðîçâ'ÿçêîì
ñèñòåìè ðiâíÿíü (1).

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, 2, . . . ,
s} ñïðàâäæóþòüñÿ ðiâíîñòi

ai1β1 + ai2β2 + · · ·+ ainβn = 0, ai1γ1 + ai2γ2 + · · ·+ ainγn = 0.

Âèêîðèñòîâóþ÷è öi ðiâíîñòi, îá÷èñëèìî äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, . . . , s}
çíà÷åííÿ âèðàçó

ai1(β1 + γ1) + ai2(β2 + γ2) + · · ·+ ain(βn + γn) =

= (ai1β1 + ai2β2 + · · ·+ ainβn) + (ai1γ1 + ai2γ2 + · · ·+ ainγn) =

= 0 + 0 = 0 .

Îòæå, n-âèìiðíèé âåêòîð b + c = (β1 + γ1, . . . , βn + γn) ¹ ðîçâ'ÿçêîì
ñèñòåìè ðiâíÿíü (1).

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Äîâåäåííÿ.

Àíàëîãi÷íî, îá÷èñëþþ÷è äëÿ äîâiëüíîãî äiéñíîãî ÷èñëà δ òà äîâiëü-
íîãî i ∈ {1, 2, . . . , s} çíà÷åííÿ âèðàçó

ai1(δβ1) + ai2(δβ2) + · · ·+ ain(δβn)

=

= δ(ai1β1 + ai2β2 + · · ·+ ainβn) = δ · 0 = 0,

îäåðæèìî, ùî n-âèìiðíèé âåêòîð δb = (δβ1, . . . , δβn) ¹ òàêîæ
ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ðiâíÿíü (1).

Íàñëiäîê 2

Äîâiëüíà ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ

ðiâíÿíü òàêîæ ¹ ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Äîâåäåííÿ.

Àíàëîãi÷íî, îá÷èñëþþ÷è äëÿ äîâiëüíîãî äiéñíîãî ÷èñëà δ òà äîâiëü-
íîãî i ∈ {1, 2, . . . , s} çíà÷åííÿ âèðàçó

ai1(δβ1) + ai2(δβ2) + · · ·+ ain(δβn) =

= δ(ai1β1 + ai2β2 + · · ·+ ainβn)

= δ · 0 = 0,

îäåðæèìî, ùî n-âèìiðíèé âåêòîð δb = (δβ1, . . . , δβn) ¹ òàêîæ
ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ðiâíÿíü (1).

Íàñëiäîê 2

Äîâiëüíà ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ

ðiâíÿíü òàêîæ ¹ ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Äîâåäåííÿ.

Àíàëîãi÷íî, îá÷èñëþþ÷è äëÿ äîâiëüíîãî äiéñíîãî ÷èñëà δ òà äîâiëü-
íîãî i ∈ {1, 2, . . . , s} çíà÷åííÿ âèðàçó

ai1(δβ1) + ai2(δβ2) + · · ·+ ain(δβn) =

= δ(ai1β1 + ai2β2 + · · ·+ ainβn) = δ · 0

= 0,

îäåðæèìî, ùî n-âèìiðíèé âåêòîð δb = (δβ1, . . . , δβn) ¹ òàêîæ
ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ðiâíÿíü (1).

Íàñëiäîê 2

Äîâiëüíà ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ

ðiâíÿíü òàêîæ ¹ ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Äîâåäåííÿ.

Àíàëîãi÷íî, îá÷èñëþþ÷è äëÿ äîâiëüíîãî äiéñíîãî ÷èñëà δ òà äîâiëü-
íîãî i ∈ {1, 2, . . . , s} çíà÷åííÿ âèðàçó

ai1(δβ1) + ai2(δβ2) + · · ·+ ain(δβn) =

= δ(ai1β1 + ai2β2 + · · ·+ ainβn) = δ · 0 = 0,

îäåðæèìî, ùî n-âèìiðíèé âåêòîð δb = (δβ1, . . . , δβn) ¹ òàêîæ
ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ðiâíÿíü (1).

Íàñëiäîê 2

Äîâiëüíà ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ

ðiâíÿíü òàêîæ ¹ ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Äîâåäåííÿ.

Àíàëîãi÷íî, îá÷èñëþþ÷è äëÿ äîâiëüíîãî äiéñíîãî ÷èñëà δ òà äîâiëü-
íîãî i ∈ {1, 2, . . . , s} çíà÷åííÿ âèðàçó

ai1(δβ1) + ai2(δβ2) + · · ·+ ain(δβn) =

= δ(ai1β1 + ai2β2 + · · ·+ ainβn) = δ · 0 = 0,

îäåðæèìî, ùî n-âèìiðíèé âåêòîð δb = (δβ1, . . . , δβn) ¹ òàêîæ
ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ðiâíÿíü (1).

Íàñëiäîê 2

Äîâiëüíà ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ

ðiâíÿíü òàêîæ ¹ ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Äîâåäåííÿ.

Àíàëîãi÷íî, îá÷èñëþþ÷è äëÿ äîâiëüíîãî äiéñíîãî ÷èñëà δ òà äîâiëü-
íîãî i ∈ {1, 2, . . . , s} çíà÷åííÿ âèðàçó

ai1(δβ1) + ai2(δβ2) + · · ·+ ain(δβn) =

= δ(ai1β1 + ai2β2 + · · ·+ ainβn) = δ · 0 = 0,

îäåðæèìî, ùî n-âèìiðíèé âåêòîð δb = (δβ1, . . . , δβn) ¹ òàêîæ
ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ðiâíÿíü (1).

Íàñëiäîê 2

Äîâiëüíà ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ ðîçâ'ÿçêiâ

ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ

ðiâíÿíü òàêîæ ¹ ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Äîâåäåííÿ.

Àíàëîãi÷íî, îá÷èñëþþ÷è äëÿ äîâiëüíîãî äiéñíîãî ÷èñëà δ òà äîâiëü-
íîãî i ∈ {1, 2, . . . , s} çíà÷åííÿ âèðàçó

ai1(δβ1) + ai2(δβ2) + · · ·+ ain(δβn) =

= δ(ai1β1 + ai2β2 + · · ·+ ainβn) = δ · 0 = 0,

îäåðæèìî, ùî n-âèìiðíèé âåêòîð δb = (δβ1, . . . , δβn) ¹ òàêîæ
ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ðiâíÿíü (1).

Íàñëiäîê 2

Äîâiëüíà ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ

ðiâíÿíü

òàêîæ ¹ ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Äîâåäåííÿ.

Àíàëîãi÷íî, îá÷èñëþþ÷è äëÿ äîâiëüíîãî äiéñíîãî ÷èñëà δ òà äîâiëü-
íîãî i ∈ {1, 2, . . . , s} çíà÷åííÿ âèðàçó

ai1(δβ1) + ai2(δβ2) + · · ·+ ain(δβn) =

= δ(ai1β1 + ai2β2 + · · ·+ ainβn) = δ · 0 = 0,

îäåðæèìî, ùî n-âèìiðíèé âåêòîð δb = (δβ1, . . . , δβn) ¹ òàêîæ
ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ðiâíÿíü (1).

Íàñëiäîê 2

Äîâiëüíà ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ

ðiâíÿíü òàêîæ ¹ ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåìî íàñëiäîê ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨

çà êiëüêiñòþ ðîçâ'-
ÿçêiâ. Áàçà iíäóêöi¨ î÷åâèäíà.
Íåõàé äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ äîâiëüíèõ
k ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1) ¹ ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨
ñèñòåìè ðiâíÿíü. Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíó êîìáiíàöiþ k + 1 ðîçâ'ÿçêiâ b1,
b2, . . . , bk, bk+1 ñèñòåìè ðiâíÿíü (1) âiäïîâiäíî ç êîåôiöi¹íòàìè δ1, δ2,
. . . , δk, δk+1:

b = δ1b1 + δ2b2 + · · ·+ δkbk + δk+1bk+1.

Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ δ1b1 + δ2b2 + · · ·+ δkbk ¹
ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ðiâíÿíü (1). Îñêiëüêè çà ïîïåðåäíüîþ òåîðåìîþ
äîáóòîê δk+1bk+1 ¹ ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü, òî âåêòîð b ÿê
ñóìà ðîçâ'ÿçêiâ

b = (δ1b1 + δ2b2 + · · ·+ δkbk) + δk+1bk+1

¹ òàêîæ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1). Íàñëiäîê
äîâåäåíèé.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåìî íàñëiäîê ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà êiëüêiñòþ ðîçâ'-
ÿçêiâ.

Áàçà iíäóêöi¨ î÷åâèäíà.
Íåõàé äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ äîâiëüíèõ
k ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1) ¹ ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨
ñèñòåìè ðiâíÿíü. Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíó êîìáiíàöiþ k + 1 ðîçâ'ÿçêiâ b1,
b2, . . . , bk, bk+1 ñèñòåìè ðiâíÿíü (1) âiäïîâiäíî ç êîåôiöi¹íòàìè δ1, δ2,
. . . , δk, δk+1:

b = δ1b1 + δ2b2 + · · ·+ δkbk + δk+1bk+1.

Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ δ1b1 + δ2b2 + · · ·+ δkbk ¹
ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ðiâíÿíü (1). Îñêiëüêè çà ïîïåðåäíüîþ òåîðåìîþ
äîáóòîê δk+1bk+1 ¹ ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü, òî âåêòîð b ÿê
ñóìà ðîçâ'ÿçêiâ

b = (δ1b1 + δ2b2 + · · ·+ δkbk) + δk+1bk+1

¹ òàêîæ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1). Íàñëiäîê
äîâåäåíèé.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåìî íàñëiäîê ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà êiëüêiñòþ ðîçâ'-
ÿçêiâ. Áàçà iíäóêöi¨ î÷åâèäíà.

Íåõàé äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ äîâiëüíèõ
k ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1) ¹ ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨
ñèñòåìè ðiâíÿíü. Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíó êîìáiíàöiþ k + 1 ðîçâ'ÿçêiâ b1,
b2, . . . , bk, bk+1 ñèñòåìè ðiâíÿíü (1) âiäïîâiäíî ç êîåôiöi¹íòàìè δ1, δ2,
. . . , δk, δk+1:

b = δ1b1 + δ2b2 + · · ·+ δkbk + δk+1bk+1.

Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ δ1b1 + δ2b2 + · · ·+ δkbk ¹
ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ðiâíÿíü (1). Îñêiëüêè çà ïîïåðåäíüîþ òåîðåìîþ
äîáóòîê δk+1bk+1 ¹ ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü, òî âåêòîð b ÿê
ñóìà ðîçâ'ÿçêiâ

b = (δ1b1 + δ2b2 + · · ·+ δkbk) + δk+1bk+1

¹ òàêîæ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1). Íàñëiäîê
äîâåäåíèé.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåìî íàñëiäîê ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà êiëüêiñòþ ðîçâ'-
ÿçêiâ. Áàçà iíäóêöi¨ î÷åâèäíà.
Íåõàé äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k

ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ äîâiëüíèõ
k ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1) ¹ ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨
ñèñòåìè ðiâíÿíü. Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíó êîìáiíàöiþ k + 1 ðîçâ'ÿçêiâ b1,
b2, . . . , bk, bk+1 ñèñòåìè ðiâíÿíü (1) âiäïîâiäíî ç êîåôiöi¹íòàìè δ1, δ2,
. . . , δk, δk+1:

b = δ1b1 + δ2b2 + · · ·+ δkbk + δk+1bk+1.

Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ δ1b1 + δ2b2 + · · ·+ δkbk ¹
ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ðiâíÿíü (1). Îñêiëüêè çà ïîïåðåäíüîþ òåîðåìîþ
äîáóòîê δk+1bk+1 ¹ ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü, òî âåêòîð b ÿê
ñóìà ðîçâ'ÿçêiâ

b = (δ1b1 + δ2b2 + · · ·+ δkbk) + δk+1bk+1

¹ òàêîæ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1). Íàñëiäîê
äîâåäåíèé.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåìî íàñëiäîê ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà êiëüêiñòþ ðîçâ'-
ÿçêiâ. Áàçà iíäóêöi¨ î÷åâèäíà.
Íåõàé äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ äîâiëüíèõ
k ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1) ¹ ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨
ñèñòåìè ðiâíÿíü.

Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíó êîìáiíàöiþ k + 1 ðîçâ'ÿçêiâ b1,
b2, . . . , bk, bk+1 ñèñòåìè ðiâíÿíü (1) âiäïîâiäíî ç êîåôiöi¹íòàìè δ1, δ2,
. . . , δk, δk+1:

b = δ1b1 + δ2b2 + · · ·+ δkbk + δk+1bk+1.

Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ δ1b1 + δ2b2 + · · ·+ δkbk ¹
ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ðiâíÿíü (1). Îñêiëüêè çà ïîïåðåäíüîþ òåîðåìîþ
äîáóòîê δk+1bk+1 ¹ ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü, òî âåêòîð b ÿê
ñóìà ðîçâ'ÿçêiâ

b = (δ1b1 + δ2b2 + · · ·+ δkbk) + δk+1bk+1

¹ òàêîæ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1). Íàñëiäîê
äîâåäåíèé.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåìî íàñëiäîê ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà êiëüêiñòþ ðîçâ'-
ÿçêiâ. Áàçà iíäóêöi¨ î÷åâèäíà.
Íåõàé äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ äîâiëüíèõ
k ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1) ¹ ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨
ñèñòåìè ðiâíÿíü. Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíó êîìáiíàöiþ k + 1 ðîçâ'ÿçêiâ b1,
b2, . . . , bk, bk+1 ñèñòåìè ðiâíÿíü (1) âiäïîâiäíî ç êîåôiöi¹íòàìè δ1, δ2,
. . . , δk, δk+1:

b = δ1b1 + δ2b2 + · · ·+ δkbk + δk+1bk+1.

Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ δ1b1 + δ2b2 + · · ·+ δkbk ¹
ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ðiâíÿíü (1). Îñêiëüêè çà ïîïåðåäíüîþ òåîðåìîþ
äîáóòîê δk+1bk+1 ¹ ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü, òî âåêòîð b ÿê
ñóìà ðîçâ'ÿçêiâ

b = (δ1b1 + δ2b2 + · · ·+ δkbk) + δk+1bk+1

¹ òàêîæ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1). Íàñëiäîê
äîâåäåíèé.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåìî íàñëiäîê ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà êiëüêiñòþ ðîçâ'-
ÿçêiâ. Áàçà iíäóêöi¨ î÷åâèäíà.
Íåõàé äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ äîâiëüíèõ
k ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1) ¹ ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨
ñèñòåìè ðiâíÿíü. Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíó êîìáiíàöiþ k + 1 ðîçâ'ÿçêiâ b1,
b2, . . . , bk, bk+1 ñèñòåìè ðiâíÿíü (1) âiäïîâiäíî ç êîåôiöi¹íòàìè δ1, δ2,
. . . , δk, δk+1:

b = δ1b1 + δ2b2 + · · ·+ δkbk + δk+1bk+1.

Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ δ1b1 + δ2b2 + · · ·+ δkbk ¹
ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ðiâíÿíü (1). Îñêiëüêè çà ïîïåðåäíüîþ òåîðåìîþ
äîáóòîê δk+1bk+1 ¹ ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü, òî âåêòîð b ÿê
ñóìà ðîçâ'ÿçêiâ

b = (δ1b1 + δ2b2 + · · ·+ δkbk) + δk+1bk+1

¹ òàêîæ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1). Íàñëiäîê
äîâåäåíèé.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåìî íàñëiäîê ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà êiëüêiñòþ ðîçâ'-
ÿçêiâ. Áàçà iíäóêöi¨ î÷åâèäíà.
Íåõàé äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ äîâiëüíèõ
k ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1) ¹ ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨
ñèñòåìè ðiâíÿíü. Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíó êîìáiíàöiþ k + 1 ðîçâ'ÿçêiâ b1,
b2, . . . , bk, bk+1 ñèñòåìè ðiâíÿíü (1) âiäïîâiäíî ç êîåôiöi¹íòàìè δ1, δ2,
. . . , δk, δk+1:

b = δ1b1 + δ2b2 + · · ·+ δkbk + δk+1bk+1.

Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ δ1b1 + δ2b2 + · · ·+ δkbk ¹
ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ðiâíÿíü (1).

Îñêiëüêè çà ïîïåðåäíüîþ òåîðåìîþ
äîáóòîê δk+1bk+1 ¹ ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü, òî âåêòîð b ÿê
ñóìà ðîçâ'ÿçêiâ

b = (δ1b1 + δ2b2 + · · ·+ δkbk) + δk+1bk+1

¹ òàêîæ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1). Íàñëiäîê
äîâåäåíèé.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåìî íàñëiäîê ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà êiëüêiñòþ ðîçâ'-
ÿçêiâ. Áàçà iíäóêöi¨ î÷åâèäíà.
Íåõàé äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ äîâiëüíèõ
k ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1) ¹ ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨
ñèñòåìè ðiâíÿíü. Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíó êîìáiíàöiþ k + 1 ðîçâ'ÿçêiâ b1,
b2, . . . , bk, bk+1 ñèñòåìè ðiâíÿíü (1) âiäïîâiäíî ç êîåôiöi¹íòàìè δ1, δ2,
. . . , δk, δk+1:

b = δ1b1 + δ2b2 + · · ·+ δkbk + δk+1bk+1.

Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ δ1b1 + δ2b2 + · · ·+ δkbk ¹
ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ðiâíÿíü (1). Îñêiëüêè çà ïîïåðåäíüîþ òåîðåìîþ
äîáóòîê δk+1bk+1 ¹ ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü,

òî âåêòîð b ÿê
ñóìà ðîçâ'ÿçêiâ

b = (δ1b1 + δ2b2 + · · ·+ δkbk) + δk+1bk+1

¹ òàêîæ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1). Íàñëiäîê
äîâåäåíèé.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåìî íàñëiäîê ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà êiëüêiñòþ ðîçâ'-
ÿçêiâ. Áàçà iíäóêöi¨ î÷åâèäíà.
Íåõàé äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ äîâiëüíèõ
k ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1) ¹ ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨
ñèñòåìè ðiâíÿíü. Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíó êîìáiíàöiþ k + 1 ðîçâ'ÿçêiâ b1,
b2, . . . , bk, bk+1 ñèñòåìè ðiâíÿíü (1) âiäïîâiäíî ç êîåôiöi¹íòàìè δ1, δ2,
. . . , δk, δk+1:

b = δ1b1 + δ2b2 + · · ·+ δkbk + δk+1bk+1.

Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ δ1b1 + δ2b2 + · · ·+ δkbk ¹
ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ðiâíÿíü (1). Îñêiëüêè çà ïîïåðåäíüîþ òåîðåìîþ
äîáóòîê δk+1bk+1 ¹ ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü, òî âåêòîð b ÿê
ñóìà ðîçâ'ÿçêiâ

b = (δ1b1 + δ2b2 + · · ·+ δkbk) + δk+1bk+1

¹ òàêîæ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1). Íàñëiäîê
äîâåäåíèé.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåìî íàñëiäîê ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà êiëüêiñòþ ðîçâ'-
ÿçêiâ. Áàçà iíäóêöi¨ î÷åâèäíà.
Íåõàé äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ äîâiëüíèõ
k ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1) ¹ ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨
ñèñòåìè ðiâíÿíü. Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíó êîìáiíàöiþ k + 1 ðîçâ'ÿçêiâ b1,
b2, . . . , bk, bk+1 ñèñòåìè ðiâíÿíü (1) âiäïîâiäíî ç êîåôiöi¹íòàìè δ1, δ2,
. . . , δk, δk+1:

b = δ1b1 + δ2b2 + · · ·+ δkbk + δk+1bk+1.

Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ δ1b1 + δ2b2 + · · ·+ δkbk ¹
ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ðiâíÿíü (1). Îñêiëüêè çà ïîïåðåäíüîþ òåîðåìîþ
äîáóòîê δk+1bk+1 ¹ ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü, òî âåêòîð b ÿê
ñóìà ðîçâ'ÿçêiâ

b = (δ1b1 + δ2b2 + · · ·+ δkbk) + δk+1bk+1

¹ òàêîæ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1).

Íàñëiäîê
äîâåäåíèé.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåìî íàñëiäîê ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà êiëüêiñòþ ðîçâ'-
ÿçêiâ. Áàçà iíäóêöi¨ î÷åâèäíà.
Íåõàé äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ äîâiëüíèõ
k ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1) ¹ ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨
ñèñòåìè ðiâíÿíü. Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíó êîìáiíàöiþ k + 1 ðîçâ'ÿçêiâ b1,
b2, . . . , bk, bk+1 ñèñòåìè ðiâíÿíü (1) âiäïîâiäíî ç êîåôiöi¹íòàìè δ1, δ2,
. . . , δk, δk+1:

b = δ1b1 + δ2b2 + · · ·+ δkbk + δk+1bk+1.

Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ δ1b1 + δ2b2 + · · ·+ δkbk ¹
ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ðiâíÿíü (1). Îñêiëüêè çà ïîïåðåäíüîþ òåîðåìîþ
äîáóòîê δk+1bk+1 ¹ ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü, òî âåêòîð b ÿê
ñóìà ðîçâ'ÿçêiâ

b = (δ1b1 + δ2b2 + · · ·+ δkbk) + δk+1bk+1

¹ òàêîæ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1). Íàñëiäîê
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Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Îçíà÷åííÿ 2

Ìíîæèíà âñiõ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1)

íà-
çèâà¹òüñÿ ïðîñòîðîì ðîçâ'ÿçêiâ öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü.

Îçíà÷åííÿ 3

Ñèñòåìó ðîçâ'ÿçêiâ a1, a2, . . . , aq äåÿêî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ
ðiâíÿíü íàçèâàþòü ôóíäàìåíòàëüíîþ ñèñòåìîþ ðîçâ'ÿçêiâ öi¹¨ ñèñòå-
ìè ðiâíÿíü (1), ÿêùî ïî-ïåðøå ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , aq ¹ ëiíiéíî
íåçàëåæíîþ, à ïî-äðóãå, êîæåí ðîçâ'ÿçîê iç ïðîñòîðó ðîçâ'ÿçêiâ äàíî¨
ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi ëi-
íiéíî¨ êîìáiíàöi¨ ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , aq.

Áóäü-ÿêi äâi ôóíäàìåíòàëüíi ñèñòåìè ðîçâ'ÿçêiâ ¹ åêâiâàëåíòíèìè ñè-
ñòåìàìè âåêòîðiâ. À, îòæå, ñêëàäàþòüñÿ iç îäíîãî é òîãî æ ÷èñëà
ðîçâ'ÿçêiâ.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü
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ðiâíÿíü íàçèâàþòü ôóíäàìåíòàëüíîþ ñèñòåìîþ ðîçâ'ÿçêiâ öi¹¨ ñèñòå-
ìè ðiâíÿíü (1), ÿêùî ïî-ïåðøå ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , aq ¹ ëiíiéíî
íåçàëåæíîþ, à ïî-äðóãå, êîæåí ðîçâ'ÿçîê iç ïðîñòîðó ðîçâ'ÿçêiâ äàíî¨
ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi ëi-
íiéíî¨ êîìáiíàöi¨ ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , aq.

Áóäü-ÿêi äâi ôóíäàìåíòàëüíi ñèñòåìè ðîçâ'ÿçêiâ ¹ åêâiâàëåíòíèìè ñè-
ñòåìàìè âåêòîðiâ. À, îòæå, ñêëàäàþòüñÿ iç îäíîãî é òîãî æ ÷èñëà
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ðiâíÿíü íàçèâàþòü ôóíäàìåíòàëüíîþ ñèñòåìîþ ðîçâ'ÿçêiâ öi¹¨ ñèñòå-
ìè ðiâíÿíü (1), ÿêùî ïî-ïåðøå ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , aq ¹ ëiíiéíî
íåçàëåæíîþ, à ïî-äðóãå, êîæåí ðîçâ'ÿçîê iç ïðîñòîðó ðîçâ'ÿçêiâ äàíî¨
ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi ëi-
íiéíî¨ êîìáiíàöi¨ ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , aq.

Áóäü-ÿêi äâi ôóíäàìåíòàëüíi ñèñòåìè ðîçâ'ÿçêiâ ¹ åêâiâàëåíòíèìè ñè-
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äåÿêî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ
ðiâíÿíü íàçèâàþòü ôóíäàìåíòàëüíîþ ñèñòåìîþ ðîçâ'ÿçêiâ öi¹¨ ñèñòå-
ìè ðiâíÿíü (1), ÿêùî ïî-ïåðøå ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , aq ¹ ëiíiéíî
íåçàëåæíîþ, à ïî-äðóãå, êîæåí ðîçâ'ÿçîê iç ïðîñòîðó ðîçâ'ÿçêiâ äàíî¨
ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi ëi-
íiéíî¨ êîìáiíàöi¨ ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , aq.

Áóäü-ÿêi äâi ôóíäàìåíòàëüíi ñèñòåìè ðîçâ'ÿçêiâ ¹ åêâiâàëåíòíèìè ñè-
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ìè ðiâíÿíü (1), ÿêùî ïî-ïåðøå ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , aq ¹ ëiíiéíî
íåçàëåæíîþ, à ïî-äðóãå, êîæåí ðîçâ'ÿçîê iç ïðîñòîðó ðîçâ'ÿçêiâ äàíî¨
ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi ëi-
íiéíî¨ êîìáiíàöi¨ ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , aq.
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ìè ðiâíÿíü (1),

ÿêùî ïî-ïåðøå ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , aq ¹ ëiíiéíî
íåçàëåæíîþ, à ïî-äðóãå, êîæåí ðîçâ'ÿçîê iç ïðîñòîðó ðîçâ'ÿçêiâ äàíî¨
ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi ëi-
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ðiâíÿíü íàçèâàþòü ôóíäàìåíòàëüíîþ ñèñòåìîþ ðîçâ'ÿçêiâ öi¹¨ ñèñòå-
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íåçàëåæíîþ, à ïî-äðóãå, êîæåí ðîçâ'ÿçîê iç ïðîñòîðó ðîçâ'ÿçêiâ äàíî¨
ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi ëi-
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Ñèñòåìó ðîçâ'ÿçêiâ a1, a2, . . . , aq äåÿêî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ
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íiéíî¨ êîìáiíàöi¨ ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , aq.

Áóäü-ÿêi äâi ôóíäàìåíòàëüíi ñèñòåìè ðîçâ'ÿçêiâ ¹ åêâiâàëåíòíèìè ñè-
ñòåìàìè âåêòîðiâ. À, îòæå, ñêëàäàþòüñÿ iç îäíîãî é òîãî æ ÷èñëà
ðîçâ'ÿçêiâ.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Îçíà÷åííÿ 2

Ìíîæèíà âñiõ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1) íà-
çèâà¹òüñÿ ïðîñòîðîì ðîçâ'ÿçêiâ öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü.

Îçíà÷åííÿ 3

Ñèñòåìó ðîçâ'ÿçêiâ a1, a2, . . . , aq äåÿêî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ
ðiâíÿíü íàçèâàþòü ôóíäàìåíòàëüíîþ ñèñòåìîþ ðîçâ'ÿçêiâ öi¹¨ ñèñòå-
ìè ðiâíÿíü (1), ÿêùî ïî-ïåðøå ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , aq ¹ ëiíiéíî
íåçàëåæíîþ, à ïî-äðóãå, êîæåí ðîçâ'ÿçîê iç ïðîñòîðó ðîçâ'ÿçêiâ äàíî¨
ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü

ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi ëi-
íiéíî¨ êîìáiíàöi¨ ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , aq.

Áóäü-ÿêi äâi ôóíäàìåíòàëüíi ñèñòåìè ðîçâ'ÿçêiâ ¹ åêâiâàëåíòíèìè ñè-
ñòåìàìè âåêòîðiâ. À, îòæå, ñêëàäàþòüñÿ iç îäíîãî é òîãî æ ÷èñëà
ðîçâ'ÿçêiâ.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Îçíà÷åííÿ 2

Ìíîæèíà âñiõ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1) íà-
çèâà¹òüñÿ ïðîñòîðîì ðîçâ'ÿçêiâ öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü.

Îçíà÷åííÿ 3

Ñèñòåìó ðîçâ'ÿçêiâ a1, a2, . . . , aq äåÿêî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ
ðiâíÿíü íàçèâàþòü ôóíäàìåíòàëüíîþ ñèñòåìîþ ðîçâ'ÿçêiâ öi¹¨ ñèñòå-
ìè ðiâíÿíü (1), ÿêùî ïî-ïåðøå ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , aq ¹ ëiíiéíî
íåçàëåæíîþ, à ïî-äðóãå, êîæåí ðîçâ'ÿçîê iç ïðîñòîðó ðîçâ'ÿçêiâ äàíî¨
ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi ëi-
íiéíî¨ êîìáiíàöi¨ ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , aq.

Áóäü-ÿêi äâi ôóíäàìåíòàëüíi ñèñòåìè ðîçâ'ÿçêiâ ¹ åêâiâàëåíòíèìè ñè-
ñòåìàìè âåêòîðiâ. À, îòæå, ñêëàäàþòüñÿ iç îäíîãî é òîãî æ ÷èñëà
ðîçâ'ÿçêiâ.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Îçíà÷åííÿ 2

Ìíîæèíà âñiõ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1) íà-
çèâà¹òüñÿ ïðîñòîðîì ðîçâ'ÿçêiâ öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü.

Îçíà÷åííÿ 3

Ñèñòåìó ðîçâ'ÿçêiâ a1, a2, . . . , aq äåÿêî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ
ðiâíÿíü íàçèâàþòü ôóíäàìåíòàëüíîþ ñèñòåìîþ ðîçâ'ÿçêiâ öi¹¨ ñèñòå-
ìè ðiâíÿíü (1), ÿêùî ïî-ïåðøå ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , aq ¹ ëiíiéíî
íåçàëåæíîþ, à ïî-äðóãå, êîæåí ðîçâ'ÿçîê iç ïðîñòîðó ðîçâ'ÿçêiâ äàíî¨
ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi ëi-
íiéíî¨ êîìáiíàöi¨ ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , aq.

Áóäü-ÿêi äâi ôóíäàìåíòàëüíi ñèñòåìè ðîçâ'ÿçêiâ

¹ åêâiâàëåíòíèìè ñè-
ñòåìàìè âåêòîðiâ. À, îòæå, ñêëàäàþòüñÿ iç îäíîãî é òîãî æ ÷èñëà
ðîçâ'ÿçêiâ.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Îçíà÷åííÿ 2

Ìíîæèíà âñiõ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1) íà-
çèâà¹òüñÿ ïðîñòîðîì ðîçâ'ÿçêiâ öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü.

Îçíà÷åííÿ 3

Ñèñòåìó ðîçâ'ÿçêiâ a1, a2, . . . , aq äåÿêî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ
ðiâíÿíü íàçèâàþòü ôóíäàìåíòàëüíîþ ñèñòåìîþ ðîçâ'ÿçêiâ öi¹¨ ñèñòå-
ìè ðiâíÿíü (1), ÿêùî ïî-ïåðøå ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , aq ¹ ëiíiéíî
íåçàëåæíîþ, à ïî-äðóãå, êîæåí ðîçâ'ÿçîê iç ïðîñòîðó ðîçâ'ÿçêiâ äàíî¨
ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi ëi-
íiéíî¨ êîìáiíàöi¨ ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , aq.

Áóäü-ÿêi äâi ôóíäàìåíòàëüíi ñèñòåìè ðîçâ'ÿçêiâ ¹ åêâiâàëåíòíèìè ñè-
ñòåìàìè âåêòîðiâ.

À, îòæå, ñêëàäàþòüñÿ iç îäíîãî é òîãî æ ÷èñëà
ðîçâ'ÿçêiâ.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Îçíà÷åííÿ 2

Ìíîæèíà âñiõ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1) íà-
çèâà¹òüñÿ ïðîñòîðîì ðîçâ'ÿçêiâ öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü.

Îçíà÷åííÿ 3

Ñèñòåìó ðîçâ'ÿçêiâ a1, a2, . . . , aq äåÿêî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ
ðiâíÿíü íàçèâàþòü ôóíäàìåíòàëüíîþ ñèñòåìîþ ðîçâ'ÿçêiâ öi¹¨ ñèñòå-
ìè ðiâíÿíü (1), ÿêùî ïî-ïåðøå ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , aq ¹ ëiíiéíî
íåçàëåæíîþ, à ïî-äðóãå, êîæåí ðîçâ'ÿçîê iç ïðîñòîðó ðîçâ'ÿçêiâ äàíî¨
ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi ëi-
íiéíî¨ êîìáiíàöi¨ ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , aq.

Áóäü-ÿêi äâi ôóíäàìåíòàëüíi ñèñòåìè ðîçâ'ÿçêiâ ¹ åêâiâàëåíòíèìè ñè-
ñòåìàìè âåêòîðiâ. À, îòæå, ñêëàäàþòüñÿ iç îäíîãî é òîãî æ ÷èñëà
ðîçâ'ÿçêiâ.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Îçíà÷åííÿ 2

Ìíîæèíà âñiõ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1) íà-
çèâà¹òüñÿ ïðîñòîðîì ðîçâ'ÿçêiâ öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü.

Îçíà÷åííÿ 3

Ñèñòåìó ðîçâ'ÿçêiâ a1, a2, . . . , aq äåÿêî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ
ðiâíÿíü íàçèâàþòü ôóíäàìåíòàëüíîþ ñèñòåìîþ ðîçâ'ÿçêiâ öi¹¨ ñèñòå-
ìè ðiâíÿíü (1), ÿêùî ïî-ïåðøå ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , aq ¹ ëiíiéíî
íåçàëåæíîþ, à ïî-äðóãå, êîæåí ðîçâ'ÿçîê iç ïðîñòîðó ðîçâ'ÿçêiâ äàíî¨
ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi ëi-
íiéíî¨ êîìáiíàöi¨ ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , aq.

Áóäü-ÿêi äâi ôóíäàìåíòàëüíi ñèñòåìè ðîçâ'ÿçêiâ ¹ åêâiâàëåíòíèìè ñè-
ñòåìàìè âåêòîðiâ. À, îòæå, ñêëàäàþòüñÿ iç îäíîãî é òîãî æ ÷èñëà
ðîçâ'ÿçêiâ.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Ïðèêëàä

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ç íåâiäîìèìè x1, x2,
x3, x4: {

x1 − x3 = 0,
x2 − x4 = 0.

Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü ìà¹ âèãëÿä (α, β, α, β).
Òîìó ïðîñòîðîì ðîçâ'ÿçêiâ äàíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü
¹ ìíîæèíà

S = {(α, β, α, β) | α, β ∈ R} .

Ñèñòåìà âåêòîðiâ
(1, 0, 1, 0), (0, 1, 0, 1)

¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ ñèñòåìîþ ðîçâ'ÿçêiâ äàíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíî-
ðiäíèõ ðiâíÿíü. Áî

(α, β, α, β) = α · (1, 0, 1, 0) + β · (0, 1, 0, 1)

äëÿ äîâiëüíèõ α, β ∈ R, çâiäêè îäðàçó ñëiäó¹ âèêîíàííÿ îáîõ óìîâ
îçíà÷åííÿ ôóíäàìåíòàëüíî¨ ñèñòåìè ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îä-
íîðiäíèõ ðiâíÿíü.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Ïðèêëàä

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü

ç íåâiäîìèìè x1, x2,
x3, x4: {

x1 − x3 = 0,
x2 − x4 = 0.

Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü ìà¹ âèãëÿä (α, β, α, β).
Òîìó ïðîñòîðîì ðîçâ'ÿçêiâ äàíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü
¹ ìíîæèíà

S = {(α, β, α, β) | α, β ∈ R} .

Ñèñòåìà âåêòîðiâ
(1, 0, 1, 0), (0, 1, 0, 1)

¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ ñèñòåìîþ ðîçâ'ÿçêiâ äàíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíî-
ðiäíèõ ðiâíÿíü. Áî

(α, β, α, β) = α · (1, 0, 1, 0) + β · (0, 1, 0, 1)

äëÿ äîâiëüíèõ α, β ∈ R, çâiäêè îäðàçó ñëiäó¹ âèêîíàííÿ îáîõ óìîâ
îçíà÷åííÿ ôóíäàìåíòàëüíî¨ ñèñòåìè ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îä-
íîðiäíèõ ðiâíÿíü.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Ïðèêëàä

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ç íåâiäîìèìè x1, x2,
x3, x4:

{
x1 − x3 = 0,
x2 − x4 = 0.

Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü ìà¹ âèãëÿä (α, β, α, β).
Òîìó ïðîñòîðîì ðîçâ'ÿçêiâ äàíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü
¹ ìíîæèíà

S = {(α, β, α, β) | α, β ∈ R} .

Ñèñòåìà âåêòîðiâ
(1, 0, 1, 0), (0, 1, 0, 1)

¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ ñèñòåìîþ ðîçâ'ÿçêiâ äàíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíî-
ðiäíèõ ðiâíÿíü. Áî

(α, β, α, β) = α · (1, 0, 1, 0) + β · (0, 1, 0, 1)

äëÿ äîâiëüíèõ α, β ∈ R, çâiäêè îäðàçó ñëiäó¹ âèêîíàííÿ îáîõ óìîâ
îçíà÷åííÿ ôóíäàìåíòàëüíî¨ ñèñòåìè ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îä-
íîðiäíèõ ðiâíÿíü.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Ïðèêëàä

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ç íåâiäîìèìè x1, x2,
x3, x4: {

x1 − x3 = 0,
x2 − x4 = 0.

Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü ìà¹ âèãëÿä (α, β, α, β).
Òîìó ïðîñòîðîì ðîçâ'ÿçêiâ äàíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü
¹ ìíîæèíà

S = {(α, β, α, β) | α, β ∈ R} .

Ñèñòåìà âåêòîðiâ
(1, 0, 1, 0), (0, 1, 0, 1)

¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ ñèñòåìîþ ðîçâ'ÿçêiâ äàíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíî-
ðiäíèõ ðiâíÿíü. Áî

(α, β, α, β) = α · (1, 0, 1, 0) + β · (0, 1, 0, 1)

äëÿ äîâiëüíèõ α, β ∈ R, çâiäêè îäðàçó ñëiäó¹ âèêîíàííÿ îáîõ óìîâ
îçíà÷åííÿ ôóíäàìåíòàëüíî¨ ñèñòåìè ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îä-
íîðiäíèõ ðiâíÿíü.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Ïðèêëàä

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ç íåâiäîìèìè x1, x2,
x3, x4: {

x1 − x3 = 0,
x2 − x4 = 0.

Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü

ìà¹ âèãëÿä (α, β, α, β).
Òîìó ïðîñòîðîì ðîçâ'ÿçêiâ äàíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü
¹ ìíîæèíà

S = {(α, β, α, β) | α, β ∈ R} .

Ñèñòåìà âåêòîðiâ
(1, 0, 1, 0), (0, 1, 0, 1)

¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ ñèñòåìîþ ðîçâ'ÿçêiâ äàíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíî-
ðiäíèõ ðiâíÿíü. Áî

(α, β, α, β) = α · (1, 0, 1, 0) + β · (0, 1, 0, 1)

äëÿ äîâiëüíèõ α, β ∈ R, çâiäêè îäðàçó ñëiäó¹ âèêîíàííÿ îáîõ óìîâ
îçíà÷åííÿ ôóíäàìåíòàëüíî¨ ñèñòåìè ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îä-
íîðiäíèõ ðiâíÿíü.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Ïðèêëàä

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ç íåâiäîìèìè x1, x2,
x3, x4: {

x1 − x3 = 0,
x2 − x4 = 0.

Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü ìà¹ âèãëÿä (α, β, α, β).

Òîìó ïðîñòîðîì ðîçâ'ÿçêiâ äàíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü
¹ ìíîæèíà

S = {(α, β, α, β) | α, β ∈ R} .

Ñèñòåìà âåêòîðiâ
(1, 0, 1, 0), (0, 1, 0, 1)

¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ ñèñòåìîþ ðîçâ'ÿçêiâ äàíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíî-
ðiäíèõ ðiâíÿíü. Áî

(α, β, α, β) = α · (1, 0, 1, 0) + β · (0, 1, 0, 1)

äëÿ äîâiëüíèõ α, β ∈ R, çâiäêè îäðàçó ñëiäó¹ âèêîíàííÿ îáîõ óìîâ
îçíà÷åííÿ ôóíäàìåíòàëüíî¨ ñèñòåìè ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îä-
íîðiäíèõ ðiâíÿíü.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Ïðèêëàä

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ç íåâiäîìèìè x1, x2,
x3, x4: {

x1 − x3 = 0,
x2 − x4 = 0.

Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü ìà¹ âèãëÿä (α, β, α, β).
Òîìó ïðîñòîðîì ðîçâ'ÿçêiâ äàíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü

¹ ìíîæèíà
S = {(α, β, α, β) | α, β ∈ R} .

Ñèñòåìà âåêòîðiâ
(1, 0, 1, 0), (0, 1, 0, 1)

¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ ñèñòåìîþ ðîçâ'ÿçêiâ äàíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíî-
ðiäíèõ ðiâíÿíü. Áî

(α, β, α, β) = α · (1, 0, 1, 0) + β · (0, 1, 0, 1)

äëÿ äîâiëüíèõ α, β ∈ R, çâiäêè îäðàçó ñëiäó¹ âèêîíàííÿ îáîõ óìîâ
îçíà÷åííÿ ôóíäàìåíòàëüíî¨ ñèñòåìè ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îä-
íîðiäíèõ ðiâíÿíü.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Ïðèêëàä

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ç íåâiäîìèìè x1, x2,
x3, x4: {

x1 − x3 = 0,
x2 − x4 = 0.

Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü ìà¹ âèãëÿä (α, β, α, β).
Òîìó ïðîñòîðîì ðîçâ'ÿçêiâ äàíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü
¹ ìíîæèíà

S = {(α, β, α, β) | α, β ∈ R} .

Ñèñòåìà âåêòîðiâ
(1, 0, 1, 0), (0, 1, 0, 1)

¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ ñèñòåìîþ ðîçâ'ÿçêiâ äàíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíî-
ðiäíèõ ðiâíÿíü. Áî

(α, β, α, β) = α · (1, 0, 1, 0) + β · (0, 1, 0, 1)

äëÿ äîâiëüíèõ α, β ∈ R, çâiäêè îäðàçó ñëiäó¹ âèêîíàííÿ îáîõ óìîâ
îçíà÷åííÿ ôóíäàìåíòàëüíî¨ ñèñòåìè ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îä-
íîðiäíèõ ðiâíÿíü.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Ïðèêëàä

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ç íåâiäîìèìè x1, x2,
x3, x4: {

x1 − x3 = 0,
x2 − x4 = 0.

Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü ìà¹ âèãëÿä (α, β, α, β).
Òîìó ïðîñòîðîì ðîçâ'ÿçêiâ äàíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü
¹ ìíîæèíà

S = {(α, β, α, β) | α, β ∈ R} .

Ñèñòåìà âåêòîðiâ
(1, 0, 1, 0), (0, 1, 0, 1)

¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ ñèñòåìîþ ðîçâ'ÿçêiâ äàíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíî-
ðiäíèõ ðiâíÿíü. Áî

(α, β, α, β) = α · (1, 0, 1, 0) + β · (0, 1, 0, 1)

äëÿ äîâiëüíèõ α, β ∈ R, çâiäêè îäðàçó ñëiäó¹ âèêîíàííÿ îáîõ óìîâ
îçíà÷åííÿ ôóíäàìåíòàëüíî¨ ñèñòåìè ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îä-
íîðiäíèõ ðiâíÿíü.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Ïðèêëàä

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ç íåâiäîìèìè x1, x2,
x3, x4: {

x1 − x3 = 0,
x2 − x4 = 0.

Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü ìà¹ âèãëÿä (α, β, α, β).
Òîìó ïðîñòîðîì ðîçâ'ÿçêiâ äàíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü
¹ ìíîæèíà

S = {(α, β, α, β) | α, β ∈ R} .

Ñèñòåìà âåêòîðiâ
(1, 0, 1, 0), (0, 1, 0, 1)

¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ ñèñòåìîþ ðîçâ'ÿçêiâ äàíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíî-
ðiäíèõ ðiâíÿíü.

Áî

(α, β, α, β) = α · (1, 0, 1, 0) + β · (0, 1, 0, 1)

äëÿ äîâiëüíèõ α, β ∈ R, çâiäêè îäðàçó ñëiäó¹ âèêîíàííÿ îáîõ óìîâ
îçíà÷åííÿ ôóíäàìåíòàëüíî¨ ñèñòåìè ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îä-
íîðiäíèõ ðiâíÿíü.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Ïðèêëàä

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ç íåâiäîìèìè x1, x2,
x3, x4: {

x1 − x3 = 0,
x2 − x4 = 0.

Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü ìà¹ âèãëÿä (α, β, α, β).
Òîìó ïðîñòîðîì ðîçâ'ÿçêiâ äàíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü
¹ ìíîæèíà

S = {(α, β, α, β) | α, β ∈ R} .

Ñèñòåìà âåêòîðiâ
(1, 0, 1, 0), (0, 1, 0, 1)

¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ ñèñòåìîþ ðîçâ'ÿçêiâ äàíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíî-
ðiäíèõ ðiâíÿíü. Áî

(α, β, α, β) = α · (1, 0, 1, 0) + β · (0, 1, 0, 1)

äëÿ äîâiëüíèõ α, β ∈ R,

çâiäêè îäðàçó ñëiäó¹ âèêîíàííÿ îáîõ óìîâ
îçíà÷åííÿ ôóíäàìåíòàëüíî¨ ñèñòåìè ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îä-
íîðiäíèõ ðiâíÿíü.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Ïðèêëàä

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ç íåâiäîìèìè x1, x2,
x3, x4: {

x1 − x3 = 0,
x2 − x4 = 0.

Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü ìà¹ âèãëÿä (α, β, α, β).
Òîìó ïðîñòîðîì ðîçâ'ÿçêiâ äàíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü
¹ ìíîæèíà

S = {(α, β, α, β) | α, β ∈ R} .

Ñèñòåìà âåêòîðiâ
(1, 0, 1, 0), (0, 1, 0, 1)

¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ ñèñòåìîþ ðîçâ'ÿçêiâ äàíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíî-
ðiäíèõ ðiâíÿíü. Áî

(α, β, α, β) = α · (1, 0, 1, 0) + β · (0, 1, 0, 1)

äëÿ äîâiëüíèõ α, β ∈ R, çâiäêè îäðàçó ñëiäó¹ âèêîíàííÿ îáîõ óìîâ
îçíà÷åííÿ ôóíäàìåíòàëüíî¨ ñèñòåìè ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îä-
íîðiäíèõ ðiâíÿíü.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Òåîðåìà 3

ßêùî ðàíã r

ìàòðèöi ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1) ìåí-

øå íiæ ÷èñëî íåâiäîìèõ n, òîäi áóäü-ÿêà ôóíäàìåíòàëüíà ñèñòåìà

ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1) ñêëàäà¹òüñÿ iç n−r
ðîçâ'ÿçêiâ.

Äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó (1)
i íåõàé ðàíã r ìàòðèöi A öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü ìåíøå íiæ ÷èñëî n íåâi-
äîìèõ öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü. Òîäi ðîçãëÿäóâàíà ñèñòåìà ðiâíÿíü ¹ íåâè-
çíà÷åíîþ i âñi ¨ ¨ ðîçâ'ÿçêè ìîæíà çíàéòè, êîðèñòóþ÷èñü àëãîðèòìîì,
îïèñàíèì íà ïîïåðåäíié ëåêöi¨. Íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi ìiðêóâàíü,
ââàæàòèìåìî ùî ìiíîð r-ãî ïîðÿäêó, ùî çíàõîäèòüñÿ ó ëiâîìó âåðõ-
íüîìó êóòêó ìàòðèöi A, âiäìiííèé âiä íóëÿ.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Òåîðåìà 3

ßêùî ðàíã r ìàòðèöi ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1)

ìåí-

øå íiæ ÷èñëî íåâiäîìèõ n, òîäi áóäü-ÿêà ôóíäàìåíòàëüíà ñèñòåìà

ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1) ñêëàäà¹òüñÿ iç n−r
ðîçâ'ÿçêiâ.

Äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó (1)
i íåõàé ðàíã r ìàòðèöi A öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü ìåíøå íiæ ÷èñëî n íåâi-
äîìèõ öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü. Òîäi ðîçãëÿäóâàíà ñèñòåìà ðiâíÿíü ¹ íåâè-
çíà÷åíîþ i âñi ¨ ¨ ðîçâ'ÿçêè ìîæíà çíàéòè, êîðèñòóþ÷èñü àëãîðèòìîì,
îïèñàíèì íà ïîïåðåäíié ëåêöi¨. Íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi ìiðêóâàíü,
ââàæàòèìåìî ùî ìiíîð r-ãî ïîðÿäêó, ùî çíàõîäèòüñÿ ó ëiâîìó âåðõ-
íüîìó êóòêó ìàòðèöi A, âiäìiííèé âiä íóëÿ.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Òåîðåìà 3

ßêùî ðàíã r ìàòðèöi ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1) ìåí-

øå íiæ ÷èñëî íåâiäîìèõ n,

òîäi áóäü-ÿêà ôóíäàìåíòàëüíà ñèñòåìà

ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1) ñêëàäà¹òüñÿ iç n−r
ðîçâ'ÿçêiâ.

Äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó (1)
i íåõàé ðàíã r ìàòðèöi A öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü ìåíøå íiæ ÷èñëî n íåâi-
äîìèõ öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü. Òîäi ðîçãëÿäóâàíà ñèñòåìà ðiâíÿíü ¹ íåâè-
çíà÷åíîþ i âñi ¨ ¨ ðîçâ'ÿçêè ìîæíà çíàéòè, êîðèñòóþ÷èñü àëãîðèòìîì,
îïèñàíèì íà ïîïåðåäíié ëåêöi¨. Íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi ìiðêóâàíü,
ââàæàòèìåìî ùî ìiíîð r-ãî ïîðÿäêó, ùî çíàõîäèòüñÿ ó ëiâîìó âåðõ-
íüîìó êóòêó ìàòðèöi A, âiäìiííèé âiä íóëÿ.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Òåîðåìà 3

ßêùî ðàíã r ìàòðèöi ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1) ìåí-

øå íiæ ÷èñëî íåâiäîìèõ n, òîäi áóäü-ÿêà ôóíäàìåíòàëüíà ñèñòåìà

ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1)

ñêëàäà¹òüñÿ iç n−r
ðîçâ'ÿçêiâ.

Äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó (1)
i íåõàé ðàíã r ìàòðèöi A öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü ìåíøå íiæ ÷èñëî n íåâi-
äîìèõ öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü. Òîäi ðîçãëÿäóâàíà ñèñòåìà ðiâíÿíü ¹ íåâè-
çíà÷åíîþ i âñi ¨ ¨ ðîçâ'ÿçêè ìîæíà çíàéòè, êîðèñòóþ÷èñü àëãîðèòìîì,
îïèñàíèì íà ïîïåðåäíié ëåêöi¨. Íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi ìiðêóâàíü,
ââàæàòèìåìî ùî ìiíîð r-ãî ïîðÿäêó, ùî çíàõîäèòüñÿ ó ëiâîìó âåðõ-
íüîìó êóòêó ìàòðèöi A, âiäìiííèé âiä íóëÿ.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Òåîðåìà 3

ßêùî ðàíã r ìàòðèöi ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1) ìåí-

øå íiæ ÷èñëî íåâiäîìèõ n, òîäi áóäü-ÿêà ôóíäàìåíòàëüíà ñèñòåìà

ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1) ñêëàäà¹òüñÿ iç n−r
ðîçâ'ÿçêiâ.

Äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó (1)
i íåõàé ðàíã r ìàòðèöi A öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü ìåíøå íiæ ÷èñëî n íåâi-
äîìèõ öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü. Òîäi ðîçãëÿäóâàíà ñèñòåìà ðiâíÿíü ¹ íåâè-
çíà÷åíîþ i âñi ¨ ¨ ðîçâ'ÿçêè ìîæíà çíàéòè, êîðèñòóþ÷èñü àëãîðèòìîì,
îïèñàíèì íà ïîïåðåäíié ëåêöi¨. Íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi ìiðêóâàíü,
ââàæàòèìåìî ùî ìiíîð r-ãî ïîðÿäêó, ùî çíàõîäèòüñÿ ó ëiâîìó âåðõ-
íüîìó êóòêó ìàòðèöi A, âiäìiííèé âiä íóëÿ.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Òåîðåìà 3

ßêùî ðàíã r ìàòðèöi ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1) ìåí-

øå íiæ ÷èñëî íåâiäîìèõ n, òîäi áóäü-ÿêà ôóíäàìåíòàëüíà ñèñòåìà

ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1) ñêëàäà¹òüñÿ iç n−r
ðîçâ'ÿçêiâ.

Äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó (1)
i íåõàé ðàíã r ìàòðèöi A öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü ìåíøå íiæ ÷èñëî n íåâi-
äîìèõ öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü. Òîäi ðîçãëÿäóâàíà ñèñòåìà ðiâíÿíü ¹ íåâè-
çíà÷åíîþ i âñi ¨ ¨ ðîçâ'ÿçêè ìîæíà çíàéòè, êîðèñòóþ÷èñü àëãîðèòìîì,
îïèñàíèì íà ïîïåðåäíié ëåêöi¨. Íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi ìiðêóâàíü,
ââàæàòèìåìî ùî ìiíîð r-ãî ïîðÿäêó, ùî çíàõîäèòüñÿ ó ëiâîìó âåðõ-
íüîìó êóòêó ìàòðèöi A, âiäìiííèé âiä íóëÿ.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Òåîðåìà 3

ßêùî ðàíã r ìàòðèöi ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1) ìåí-

øå íiæ ÷èñëî íåâiäîìèõ n, òîäi áóäü-ÿêà ôóíäàìåíòàëüíà ñèñòåìà

ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1) ñêëàäà¹òüñÿ iç n−r
ðîçâ'ÿçêiâ.

Äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó (1)

i íåõàé ðàíã r ìàòðèöi A öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü ìåíøå íiæ ÷èñëî n íåâi-
äîìèõ öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü. Òîäi ðîçãëÿäóâàíà ñèñòåìà ðiâíÿíü ¹ íåâè-
çíà÷åíîþ i âñi ¨ ¨ ðîçâ'ÿçêè ìîæíà çíàéòè, êîðèñòóþ÷èñü àëãîðèòìîì,
îïèñàíèì íà ïîïåðåäíié ëåêöi¨. Íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi ìiðêóâàíü,
ââàæàòèìåìî ùî ìiíîð r-ãî ïîðÿäêó, ùî çíàõîäèòüñÿ ó ëiâîìó âåðõ-
íüîìó êóòêó ìàòðèöi A, âiäìiííèé âiä íóëÿ.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Òåîðåìà 3

ßêùî ðàíã r ìàòðèöi ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1) ìåí-

øå íiæ ÷èñëî íåâiäîìèõ n, òîäi áóäü-ÿêà ôóíäàìåíòàëüíà ñèñòåìà

ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1) ñêëàäà¹òüñÿ iç n−r
ðîçâ'ÿçêiâ.

Äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó (1)
i íåõàé ðàíã r ìàòðèöi A

öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü ìåíøå íiæ ÷èñëî n íåâi-
äîìèõ öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü. Òîäi ðîçãëÿäóâàíà ñèñòåìà ðiâíÿíü ¹ íåâè-
çíà÷åíîþ i âñi ¨ ¨ ðîçâ'ÿçêè ìîæíà çíàéòè, êîðèñòóþ÷èñü àëãîðèòìîì,
îïèñàíèì íà ïîïåðåäíié ëåêöi¨. Íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi ìiðêóâàíü,
ââàæàòèìåìî ùî ìiíîð r-ãî ïîðÿäêó, ùî çíàõîäèòüñÿ ó ëiâîìó âåðõ-
íüîìó êóòêó ìàòðèöi A, âiäìiííèé âiä íóëÿ.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Òåîðåìà 3

ßêùî ðàíã r ìàòðèöi ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1) ìåí-

øå íiæ ÷èñëî íåâiäîìèõ n, òîäi áóäü-ÿêà ôóíäàìåíòàëüíà ñèñòåìà

ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1) ñêëàäà¹òüñÿ iç n−r
ðîçâ'ÿçêiâ.

Äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó (1)
i íåõàé ðàíã r ìàòðèöi A öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü ìåíøå íiæ ÷èñëî n íåâi-
äîìèõ öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü.

Òîäi ðîçãëÿäóâàíà ñèñòåìà ðiâíÿíü ¹ íåâè-
çíà÷åíîþ i âñi ¨ ¨ ðîçâ'ÿçêè ìîæíà çíàéòè, êîðèñòóþ÷èñü àëãîðèòìîì,
îïèñàíèì íà ïîïåðåäíié ëåêöi¨. Íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi ìiðêóâàíü,
ââàæàòèìåìî ùî ìiíîð r-ãî ïîðÿäêó, ùî çíàõîäèòüñÿ ó ëiâîìó âåðõ-
íüîìó êóòêó ìàòðèöi A, âiäìiííèé âiä íóëÿ.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Òåîðåìà 3

ßêùî ðàíã r ìàòðèöi ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1) ìåí-

øå íiæ ÷èñëî íåâiäîìèõ n, òîäi áóäü-ÿêà ôóíäàìåíòàëüíà ñèñòåìà

ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1) ñêëàäà¹òüñÿ iç n−r
ðîçâ'ÿçêiâ.

Äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó (1)
i íåõàé ðàíã r ìàòðèöi A öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü ìåíøå íiæ ÷èñëî n íåâi-
äîìèõ öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü. Òîäi ðîçãëÿäóâàíà ñèñòåìà ðiâíÿíü ¹ íåâè-
çíà÷åíîþ

i âñi ¨ ¨ ðîçâ'ÿçêè ìîæíà çíàéòè, êîðèñòóþ÷èñü àëãîðèòìîì,
îïèñàíèì íà ïîïåðåäíié ëåêöi¨. Íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi ìiðêóâàíü,
ââàæàòèìåìî ùî ìiíîð r-ãî ïîðÿäêó, ùî çíàõîäèòüñÿ ó ëiâîìó âåðõ-
íüîìó êóòêó ìàòðèöi A, âiäìiííèé âiä íóëÿ.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Òåîðåìà 3

ßêùî ðàíã r ìàòðèöi ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1) ìåí-

øå íiæ ÷èñëî íåâiäîìèõ n, òîäi áóäü-ÿêà ôóíäàìåíòàëüíà ñèñòåìà

ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1) ñêëàäà¹òüñÿ iç n−r
ðîçâ'ÿçêiâ.

Äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó (1)
i íåõàé ðàíã r ìàòðèöi A öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü ìåíøå íiæ ÷èñëî n íåâi-
äîìèõ öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü. Òîäi ðîçãëÿäóâàíà ñèñòåìà ðiâíÿíü ¹ íåâè-
çíà÷åíîþ i âñi ¨ ¨ ðîçâ'ÿçêè ìîæíà çíàéòè, êîðèñòóþ÷èñü àëãîðèòìîì,
îïèñàíèì íà ïîïåðåäíié ëåêöi¨.

Íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi ìiðêóâàíü,
ââàæàòèìåìî ùî ìiíîð r-ãî ïîðÿäêó, ùî çíàõîäèòüñÿ ó ëiâîìó âåðõ-
íüîìó êóòêó ìàòðèöi A, âiäìiííèé âiä íóëÿ.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Òåîðåìà 3

ßêùî ðàíã r ìàòðèöi ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1) ìåí-

øå íiæ ÷èñëî íåâiäîìèõ n, òîäi áóäü-ÿêà ôóíäàìåíòàëüíà ñèñòåìà

ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1) ñêëàäà¹òüñÿ iç n−r
ðîçâ'ÿçêiâ.

Äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó (1)
i íåõàé ðàíã r ìàòðèöi A öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü ìåíøå íiæ ÷èñëî n íåâi-
äîìèõ öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü. Òîäi ðîçãëÿäóâàíà ñèñòåìà ðiâíÿíü ¹ íåâè-
çíà÷åíîþ i âñi ¨ ¨ ðîçâ'ÿçêè ìîæíà çíàéòè, êîðèñòóþ÷èñü àëãîðèòìîì,
îïèñàíèì íà ïîïåðåäíié ëåêöi¨. Íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi ìiðêóâàíü,
ââàæàòèìåìî ùî ìiíîð r-ãî ïîðÿäêó,

ùî çíàõîäèòüñÿ ó ëiâîìó âåðõ-
íüîìó êóòêó ìàòðèöi A, âiäìiííèé âiä íóëÿ.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Òåîðåìà 3

ßêùî ðàíã r ìàòðèöi ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1) ìåí-

øå íiæ ÷èñëî íåâiäîìèõ n, òîäi áóäü-ÿêà ôóíäàìåíòàëüíà ñèñòåìà

ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1) ñêëàäà¹òüñÿ iç n−r
ðîçâ'ÿçêiâ.

Äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó (1)
i íåõàé ðàíã r ìàòðèöi A öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü ìåíøå íiæ ÷èñëî n íåâi-
äîìèõ öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü. Òîäi ðîçãëÿäóâàíà ñèñòåìà ðiâíÿíü ¹ íåâè-
çíà÷åíîþ i âñi ¨ ¨ ðîçâ'ÿçêè ìîæíà çíàéòè, êîðèñòóþ÷èñü àëãîðèòìîì,
îïèñàíèì íà ïîïåðåäíié ëåêöi¨. Íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi ìiðêóâàíü,
ââàæàòèìåìî ùî ìiíîð r-ãî ïîðÿäêó, ùî çíàõîäèòüñÿ ó ëiâîìó âåðõ-
íüîìó êóòêó ìàòðèöi A,

âiäìiííèé âiä íóëÿ.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Òåîðåìà 3

ßêùî ðàíã r ìàòðèöi ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1) ìåí-

øå íiæ ÷èñëî íåâiäîìèõ n, òîäi áóäü-ÿêà ôóíäàìåíòàëüíà ñèñòåìà

ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1) ñêëàäà¹òüñÿ iç n−r
ðîçâ'ÿçêiâ.

Äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó (1)
i íåõàé ðàíã r ìàòðèöi A öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü ìåíøå íiæ ÷èñëî n íåâi-
äîìèõ öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü. Òîäi ðîçãëÿäóâàíà ñèñòåìà ðiâíÿíü ¹ íåâè-
çíà÷åíîþ i âñi ¨ ¨ ðîçâ'ÿçêè ìîæíà çíàéòè, êîðèñòóþ÷èñü àëãîðèòìîì,
îïèñàíèì íà ïîïåðåäíié ëåêöi¨. Íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi ìiðêóâàíü,
ââàæàòèìåìî ùî ìiíîð r-ãî ïîðÿäêó, ùî çíàõîäèòüñÿ ó ëiâîìó âåðõ-
íüîìó êóòêó ìàòðèöi A, âiäìiííèé âiä íóëÿ.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Äîâåäåííÿ.

Òîäi íåâiäîìi x1, x2, . . .xr

ìîæíà ëiíiéíî âèðàçèòè ÷åðåç âiëüíi íåâi-
äîìi xr+1, xr+2, . . . , xn, òîáòî

x1 = d11xr+1 + d12xr+2 + · · ·+ d1n−rxn,

x2 = d21xr+1 + d22xr+2 + · · ·+ d2n−rxn,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xr = dr1xr+1 + dr2xr+2 + · · ·+ dr n−rxn

(2)

äëÿ äåÿêèõ äiéñíèõ ÷èñåë dij , äå i ∈ {1, . . . , r}; j ∈ {1, . . . , n− r}.
Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé âiäìiííèé âiä íóëÿ äåòåðìiíàíò∆ ïîðÿäêó n−r:

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
γ1 r+1 γ1 r+2 . . . γ1n

γ2 r+1 γ2 r+2 . . . γ2n

...
...

. . .
...

γn−r r+1 γn−r r+2 . . . γn−r n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
äå γij ∈ R, äå i ∈ {1, . . . , n− r}; j ∈ {r + 1, . . . , n}.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Äîâåäåííÿ.

Òîäi íåâiäîìi x1, x2, . . .xr ìîæíà ëiíiéíî âèðàçèòè ÷åðåç âiëüíi íåâi-
äîìi xr+1, xr+2, . . . , xn,

òîáòî
x1 = d11xr+1 + d12xr+2 + · · ·+ d1n−rxn,

x2 = d21xr+1 + d22xr+2 + · · ·+ d2n−rxn,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xr = dr1xr+1 + dr2xr+2 + · · ·+ dr n−rxn

(2)

äëÿ äåÿêèõ äiéñíèõ ÷èñåë dij , äå i ∈ {1, . . . , r}; j ∈ {1, . . . , n− r}.
Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé âiäìiííèé âiä íóëÿ äåòåðìiíàíò∆ ïîðÿäêó n−r:

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
γ1 r+1 γ1 r+2 . . . γ1n

γ2 r+1 γ2 r+2 . . . γ2n

...
...

. . .
...

γn−r r+1 γn−r r+2 . . . γn−r n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
äå γij ∈ R, äå i ∈ {1, . . . , n− r}; j ∈ {r + 1, . . . , n}.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Äîâåäåííÿ.

Òîäi íåâiäîìi x1, x2, . . .xr ìîæíà ëiíiéíî âèðàçèòè ÷åðåç âiëüíi íåâi-
äîìi xr+1, xr+2, . . . , xn, òîáòî

x1 = d11xr+1 + d12xr+2 + · · ·+ d1n−rxn,

x2 = d21xr+1 + d22xr+2 + · · ·+ d2n−rxn,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xr = dr1xr+1 + dr2xr+2 + · · ·+ dr n−rxn

(2)

äëÿ äåÿêèõ äiéñíèõ ÷èñåë dij , äå i ∈ {1, . . . , r}; j ∈ {1, . . . , n− r}.
Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé âiäìiííèé âiä íóëÿ äåòåðìiíàíò∆ ïîðÿäêó n−r:

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
γ1 r+1 γ1 r+2 . . . γ1n

γ2 r+1 γ2 r+2 . . . γ2n

...
...

. . .
...

γn−r r+1 γn−r r+2 . . . γn−r n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
äå γij ∈ R, äå i ∈ {1, . . . , n− r}; j ∈ {r + 1, . . . , n}.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Äîâåäåííÿ.

Òîäi íåâiäîìi x1, x2, . . .xr ìîæíà ëiíiéíî âèðàçèòè ÷åðåç âiëüíi íåâi-
äîìi xr+1, xr+2, . . . , xn, òîáòî

x1 = d11xr+1 + d12xr+2 + · · ·+ d1n−rxn,

x2 = d21xr+1 + d22xr+2 + · · ·+ d2n−rxn,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xr = dr1xr+1 + dr2xr+2 + · · ·+ dr n−rxn

(2)

äëÿ äåÿêèõ äiéñíèõ ÷èñåë dij ,

äå i ∈ {1, . . . , r}; j ∈ {1, . . . , n− r}.
Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé âiäìiííèé âiä íóëÿ äåòåðìiíàíò∆ ïîðÿäêó n−r:

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
γ1 r+1 γ1 r+2 . . . γ1n

γ2 r+1 γ2 r+2 . . . γ2n

...
...

. . .
...

γn−r r+1 γn−r r+2 . . . γn−r n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
äå γij ∈ R, äå i ∈ {1, . . . , n− r}; j ∈ {r + 1, . . . , n}.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Äîâåäåííÿ.

Òîäi íåâiäîìi x1, x2, . . .xr ìîæíà ëiíiéíî âèðàçèòè ÷åðåç âiëüíi íåâi-
äîìi xr+1, xr+2, . . . , xn, òîáòî

x1 = d11xr+1 + d12xr+2 + · · ·+ d1n−rxn,

x2 = d21xr+1 + d22xr+2 + · · ·+ d2n−rxn,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xr = dr1xr+1 + dr2xr+2 + · · ·+ dr n−rxn

(2)

äëÿ äåÿêèõ äiéñíèõ ÷èñåë dij , äå i ∈ {1, . . . , r}; j ∈ {1, . . . , n− r}.

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé âiäìiííèé âiä íóëÿ äåòåðìiíàíò∆ ïîðÿäêó n−r:

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
γ1 r+1 γ1 r+2 . . . γ1n

γ2 r+1 γ2 r+2 . . . γ2n

...
...

. . .
...

γn−r r+1 γn−r r+2 . . . γn−r n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
äå γij ∈ R, äå i ∈ {1, . . . , n− r}; j ∈ {r + 1, . . . , n}.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Äîâåäåííÿ.

Òîäi íåâiäîìi x1, x2, . . .xr ìîæíà ëiíiéíî âèðàçèòè ÷åðåç âiëüíi íåâi-
äîìi xr+1, xr+2, . . . , xn, òîáòî

x1 = d11xr+1 + d12xr+2 + · · ·+ d1n−rxn,

x2 = d21xr+1 + d22xr+2 + · · ·+ d2n−rxn,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xr = dr1xr+1 + dr2xr+2 + · · ·+ dr n−rxn

(2)

äëÿ äåÿêèõ äiéñíèõ ÷èñåë dij , äå i ∈ {1, . . . , r}; j ∈ {1, . . . , n− r}.
Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé âiäìiííèé âiä íóëÿ äåòåðìiíàíò∆

ïîðÿäêó n−r:

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
γ1 r+1 γ1 r+2 . . . γ1n

γ2 r+1 γ2 r+2 . . . γ2n

...
...

. . .
...

γn−r r+1 γn−r r+2 . . . γn−r n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
äå γij ∈ R, äå i ∈ {1, . . . , n− r}; j ∈ {r + 1, . . . , n}.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Äîâåäåííÿ.

Òîäi íåâiäîìi x1, x2, . . .xr ìîæíà ëiíiéíî âèðàçèòè ÷åðåç âiëüíi íåâi-
äîìi xr+1, xr+2, . . . , xn, òîáòî

x1 = d11xr+1 + d12xr+2 + · · ·+ d1n−rxn,

x2 = d21xr+1 + d22xr+2 + · · ·+ d2n−rxn,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xr = dr1xr+1 + dr2xr+2 + · · ·+ dr n−rxn

(2)

äëÿ äåÿêèõ äiéñíèõ ÷èñåë dij , äå i ∈ {1, . . . , r}; j ∈ {1, . . . , n− r}.
Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé âiäìiííèé âiä íóëÿ äåòåðìiíàíò∆ ïîðÿäêó n−r:

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
γ1 r+1 γ1 r+2 . . . γ1n

γ2 r+1 γ2 r+2 . . . γ2n

...
...

. . .
...

γn−r r+1 γn−r r+2 . . . γn−r n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
äå γij ∈ R, äå i ∈ {1, . . . , n− r}; j ∈ {r + 1, . . . , n}.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Äîâåäåííÿ.

Òîäi íåâiäîìi x1, x2, . . .xr ìîæíà ëiíiéíî âèðàçèòè ÷åðåç âiëüíi íåâi-
äîìi xr+1, xr+2, . . . , xn, òîáòî

x1 = d11xr+1 + d12xr+2 + · · ·+ d1n−rxn,

x2 = d21xr+1 + d22xr+2 + · · ·+ d2n−rxn,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xr = dr1xr+1 + dr2xr+2 + · · ·+ dr n−rxn

(2)

äëÿ äåÿêèõ äiéñíèõ ÷èñåë dij , äå i ∈ {1, . . . , r}; j ∈ {1, . . . , n− r}.
Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé âiäìiííèé âiä íóëÿ äåòåðìiíàíò∆ ïîðÿäêó n−r:

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
γ1 r+1 γ1 r+2 . . . γ1n

γ2 r+1 γ2 r+2 . . . γ2n

...
...

. . .
...

γn−r r+1 γn−r r+2 . . . γn−r n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,

äå γij ∈ R, äå i ∈ {1, . . . , n− r}; j ∈ {r + 1, . . . , n}.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Äîâåäåííÿ.

Òîäi íåâiäîìi x1, x2, . . .xr ìîæíà ëiíiéíî âèðàçèòè ÷åðåç âiëüíi íåâi-
äîìi xr+1, xr+2, . . . , xn, òîáòî

x1 = d11xr+1 + d12xr+2 + · · ·+ d1n−rxn,

x2 = d21xr+1 + d22xr+2 + · · ·+ d2n−rxn,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xr = dr1xr+1 + dr2xr+2 + · · ·+ dr n−rxn

(2)

äëÿ äåÿêèõ äiéñíèõ ÷èñåë dij , äå i ∈ {1, . . . , r}; j ∈ {1, . . . , n− r}.
Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé âiäìiííèé âiä íóëÿ äåòåðìiíàíò∆ ïîðÿäêó n−r:

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
γ1 r+1 γ1 r+2 . . . γ1n

γ2 r+1 γ2 r+2 . . . γ2n

...
...

. . .
...

γn−r r+1 γn−r r+2 . . . γn−r n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
äå γij ∈ R,

äå i ∈ {1, . . . , n− r}; j ∈ {r + 1, . . . , n}.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Äîâåäåííÿ.

Òîäi íåâiäîìi x1, x2, . . .xr ìîæíà ëiíiéíî âèðàçèòè ÷åðåç âiëüíi íåâi-
äîìi xr+1, xr+2, . . . , xn, òîáòî

x1 = d11xr+1 + d12xr+2 + · · ·+ d1n−rxn,

x2 = d21xr+1 + d22xr+2 + · · ·+ d2n−rxn,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xr = dr1xr+1 + dr2xr+2 + · · ·+ dr n−rxn

(2)

äëÿ äåÿêèõ äiéñíèõ ÷èñåë dij , äå i ∈ {1, . . . , r}; j ∈ {1, . . . , n− r}.
Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé âiäìiííèé âiä íóëÿ äåòåðìiíàíò∆ ïîðÿäêó n−r:

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
γ1 r+1 γ1 r+2 . . . γ1n

γ2 r+1 γ2 r+2 . . . γ2n

...
...

. . .
...

γn−r r+1 γn−r r+2 . . . γn−r n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
äå γij ∈ R, äå i ∈ {1, . . . , n− r};

j ∈ {r + 1, . . . , n}.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Äîâåäåííÿ.

Òîäi íåâiäîìi x1, x2, . . .xr ìîæíà ëiíiéíî âèðàçèòè ÷åðåç âiëüíi íåâi-
äîìi xr+1, xr+2, . . . , xn, òîáòî

x1 = d11xr+1 + d12xr+2 + · · ·+ d1n−rxn,

x2 = d21xr+1 + d22xr+2 + · · ·+ d2n−rxn,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xr = dr1xr+1 + dr2xr+2 + · · ·+ dr n−rxn

(2)

äëÿ äåÿêèõ äiéñíèõ ÷èñåë dij , äå i ∈ {1, . . . , r}; j ∈ {1, . . . , n− r}.
Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé âiäìiííèé âiä íóëÿ äåòåðìiíàíò∆ ïîðÿäêó n−r:

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
γ1 r+1 γ1 r+2 . . . γ1n

γ2 r+1 γ2 r+2 . . . γ2n

...
...

. . .
...

γn−r r+1 γn−r r+2 . . . γn−r n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
äå γij ∈ R, äå i ∈ {1, . . . , n− r}; j ∈ {r + 1, . . . , n}.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Äîâåäåííÿ.

Áåðó÷è åëåìåíòè i-ãî ðÿäêà,

äå i ∈ {1, 2, . . . , n − r}, äåòåðìiíàíòà
∆ â ÿêîñòi çíà÷åíü äëÿ âiëüíèõ íåâiäîìèõ xr+1, xr+2, . . .xn, ìè çà
ôîðìóëàìè (2) îá÷èñëèìî âiäïîâiäíi çíà÷åííÿ ïåðøèõ r íåâiäîìèõ
x1, x2, . . . , xr, ÿêi ïîçíà÷èìî âiäïîâiäíî ÷åðåç γi1, γi2, . . . , γir:

γi1 = d11γi r+1 + d12γi r+2 + · · ·+ d1n−rγi n,

γi2 = d21γi r+1 + d22γi r+2 + · · ·+ d2n−rγi n,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

γir = dr1γi r+1 + dr2γi r+2 + · · ·+ dr n−rγi n.

Òîäi, î÷åâèäíî, äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, 2, . . . , n− r} âåêòîð

vi = (γi1, . . . , γir, γi r+1, . . . , γin)

¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäàíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü. Ïîêàæåìî,
ùî ñèñòåìà n-âèìiðíèõ âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn−r ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ
ñèñòåìîþ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1).

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Äîâåäåííÿ.

Áåðó÷è åëåìåíòè i-ãî ðÿäêà, äå i ∈ {1, 2, . . . , n − r},

äåòåðìiíàíòà
∆ â ÿêîñòi çíà÷åíü äëÿ âiëüíèõ íåâiäîìèõ xr+1, xr+2, . . .xn, ìè çà
ôîðìóëàìè (2) îá÷èñëèìî âiäïîâiäíi çíà÷åííÿ ïåðøèõ r íåâiäîìèõ
x1, x2, . . . , xr, ÿêi ïîçíà÷èìî âiäïîâiäíî ÷åðåç γi1, γi2, . . . , γir:

γi1 = d11γi r+1 + d12γi r+2 + · · ·+ d1n−rγi n,

γi2 = d21γi r+1 + d22γi r+2 + · · ·+ d2n−rγi n,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

γir = dr1γi r+1 + dr2γi r+2 + · · ·+ dr n−rγi n.

Òîäi, î÷åâèäíî, äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, 2, . . . , n− r} âåêòîð

vi = (γi1, . . . , γir, γi r+1, . . . , γin)

¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäàíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü. Ïîêàæåìî,
ùî ñèñòåìà n-âèìiðíèõ âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn−r ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ
ñèñòåìîþ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1).

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Äîâåäåííÿ.

Áåðó÷è åëåìåíòè i-ãî ðÿäêà, äå i ∈ {1, 2, . . . , n − r}, äåòåðìiíàíòà
∆ â ÿêîñòi çíà÷åíü äëÿ âiëüíèõ íåâiäîìèõ xr+1, xr+2, . . .xn,

ìè çà
ôîðìóëàìè (2) îá÷èñëèìî âiäïîâiäíi çíà÷åííÿ ïåðøèõ r íåâiäîìèõ
x1, x2, . . . , xr, ÿêi ïîçíà÷èìî âiäïîâiäíî ÷åðåç γi1, γi2, . . . , γir:

γi1 = d11γi r+1 + d12γi r+2 + · · ·+ d1n−rγi n,

γi2 = d21γi r+1 + d22γi r+2 + · · ·+ d2n−rγi n,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

γir = dr1γi r+1 + dr2γi r+2 + · · ·+ dr n−rγi n.

Òîäi, î÷åâèäíî, äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, 2, . . . , n− r} âåêòîð

vi = (γi1, . . . , γir, γi r+1, . . . , γin)

¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäàíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü. Ïîêàæåìî,
ùî ñèñòåìà n-âèìiðíèõ âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn−r ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ
ñèñòåìîþ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1).

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Äîâåäåííÿ.

Áåðó÷è åëåìåíòè i-ãî ðÿäêà, äå i ∈ {1, 2, . . . , n − r}, äåòåðìiíàíòà
∆ â ÿêîñòi çíà÷åíü äëÿ âiëüíèõ íåâiäîìèõ xr+1, xr+2, . . .xn, ìè çà
ôîðìóëàìè (2)

îá÷èñëèìî âiäïîâiäíi çíà÷åííÿ ïåðøèõ r íåâiäîìèõ
x1, x2, . . . , xr, ÿêi ïîçíà÷èìî âiäïîâiäíî ÷åðåç γi1, γi2, . . . , γir:

γi1 = d11γi r+1 + d12γi r+2 + · · ·+ d1n−rγi n,

γi2 = d21γi r+1 + d22γi r+2 + · · ·+ d2n−rγi n,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

γir = dr1γi r+1 + dr2γi r+2 + · · ·+ dr n−rγi n.

Òîäi, î÷åâèäíî, äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, 2, . . . , n− r} âåêòîð

vi = (γi1, . . . , γir, γi r+1, . . . , γin)

¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäàíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü. Ïîêàæåìî,
ùî ñèñòåìà n-âèìiðíèõ âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn−r ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ
ñèñòåìîþ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1).

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Äîâåäåííÿ.

Áåðó÷è åëåìåíòè i-ãî ðÿäêà, äå i ∈ {1, 2, . . . , n − r}, äåòåðìiíàíòà
∆ â ÿêîñòi çíà÷åíü äëÿ âiëüíèõ íåâiäîìèõ xr+1, xr+2, . . .xn, ìè çà
ôîðìóëàìè (2) îá÷èñëèìî âiäïîâiäíi çíà÷åííÿ ïåðøèõ r íåâiäîìèõ

x1, x2, . . . , xr, ÿêi ïîçíà÷èìî âiäïîâiäíî ÷åðåç γi1, γi2, . . . , γir:
γi1 = d11γi r+1 + d12γi r+2 + · · ·+ d1n−rγi n,

γi2 = d21γi r+1 + d22γi r+2 + · · ·+ d2n−rγi n,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

γir = dr1γi r+1 + dr2γi r+2 + · · ·+ dr n−rγi n.

Òîäi, î÷åâèäíî, äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, 2, . . . , n− r} âåêòîð

vi = (γi1, . . . , γir, γi r+1, . . . , γin)

¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäàíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü. Ïîêàæåìî,
ùî ñèñòåìà n-âèìiðíèõ âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn−r ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ
ñèñòåìîþ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1).

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Äîâåäåííÿ.

Áåðó÷è åëåìåíòè i-ãî ðÿäêà, äå i ∈ {1, 2, . . . , n − r}, äåòåðìiíàíòà
∆ â ÿêîñòi çíà÷åíü äëÿ âiëüíèõ íåâiäîìèõ xr+1, xr+2, . . .xn, ìè çà
ôîðìóëàìè (2) îá÷èñëèìî âiäïîâiäíi çíà÷åííÿ ïåðøèõ r íåâiäîìèõ
x1, x2, . . . , xr,

ÿêi ïîçíà÷èìî âiäïîâiäíî ÷åðåç γi1, γi2, . . . , γir:
γi1 = d11γi r+1 + d12γi r+2 + · · ·+ d1n−rγi n,

γi2 = d21γi r+1 + d22γi r+2 + · · ·+ d2n−rγi n,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

γir = dr1γi r+1 + dr2γi r+2 + · · ·+ dr n−rγi n.

Òîäi, î÷åâèäíî, äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, 2, . . . , n− r} âåêòîð

vi = (γi1, . . . , γir, γi r+1, . . . , γin)

¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäàíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü. Ïîêàæåìî,
ùî ñèñòåìà n-âèìiðíèõ âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn−r ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ
ñèñòåìîþ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1).

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Äîâåäåííÿ.

Áåðó÷è åëåìåíòè i-ãî ðÿäêà, äå i ∈ {1, 2, . . . , n − r}, äåòåðìiíàíòà
∆ â ÿêîñòi çíà÷åíü äëÿ âiëüíèõ íåâiäîìèõ xr+1, xr+2, . . .xn, ìè çà
ôîðìóëàìè (2) îá÷èñëèìî âiäïîâiäíi çíà÷åííÿ ïåðøèõ r íåâiäîìèõ
x1, x2, . . . , xr, ÿêi ïîçíà÷èìî âiäïîâiäíî ÷åðåç γi1, γi2, . . . , γir:


γi1 = d11γi r+1 + d12γi r+2 + · · ·+ d1n−rγi n,

γi2 = d21γi r+1 + d22γi r+2 + · · ·+ d2n−rγi n,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

γir = dr1γi r+1 + dr2γi r+2 + · · ·+ dr n−rγi n.

Òîäi, î÷åâèäíî, äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, 2, . . . , n− r} âåêòîð

vi = (γi1, . . . , γir, γi r+1, . . . , γin)

¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäàíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü. Ïîêàæåìî,
ùî ñèñòåìà n-âèìiðíèõ âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn−r ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ
ñèñòåìîþ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1).

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Äîâåäåííÿ.

Áåðó÷è åëåìåíòè i-ãî ðÿäêà, äå i ∈ {1, 2, . . . , n − r}, äåòåðìiíàíòà
∆ â ÿêîñòi çíà÷åíü äëÿ âiëüíèõ íåâiäîìèõ xr+1, xr+2, . . .xn, ìè çà
ôîðìóëàìè (2) îá÷èñëèìî âiäïîâiäíi çíà÷åííÿ ïåðøèõ r íåâiäîìèõ
x1, x2, . . . , xr, ÿêi ïîçíà÷èìî âiäïîâiäíî ÷åðåç γi1, γi2, . . . , γir:

γi1 = d11γi r+1 + d12γi r+2 + · · ·+ d1n−rγi n,

γi2 = d21γi r+1 + d22γi r+2 + · · ·+ d2n−rγi n,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

γir = dr1γi r+1 + dr2γi r+2 + · · ·+ dr n−rγi n.

Òîäi, î÷åâèäíî, äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, 2, . . . , n− r} âåêòîð

vi = (γi1, . . . , γir, γi r+1, . . . , γin)

¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäàíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü. Ïîêàæåìî,
ùî ñèñòåìà n-âèìiðíèõ âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn−r ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ
ñèñòåìîþ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1).

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Äîâåäåííÿ.

Áåðó÷è åëåìåíòè i-ãî ðÿäêà, äå i ∈ {1, 2, . . . , n − r}, äåòåðìiíàíòà
∆ â ÿêîñòi çíà÷åíü äëÿ âiëüíèõ íåâiäîìèõ xr+1, xr+2, . . .xn, ìè çà
ôîðìóëàìè (2) îá÷èñëèìî âiäïîâiäíi çíà÷åííÿ ïåðøèõ r íåâiäîìèõ
x1, x2, . . . , xr, ÿêi ïîçíà÷èìî âiäïîâiäíî ÷åðåç γi1, γi2, . . . , γir:

γi1 = d11γi r+1 + d12γi r+2 + · · ·+ d1n−rγi n,

γi2 = d21γi r+1 + d22γi r+2 + · · ·+ d2n−rγi n,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

γir = dr1γi r+1 + dr2γi r+2 + · · ·+ dr n−rγi n.

Òîäi, î÷åâèäíî, äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, 2, . . . , n− r} âåêòîð

vi = (γi1, . . . , γir, γi r+1, . . . , γin)

¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäàíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü. Ïîêàæåìî,
ùî ñèñòåìà n-âèìiðíèõ âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn−r ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ
ñèñòåìîþ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1).

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Äîâåäåííÿ.

Áåðó÷è åëåìåíòè i-ãî ðÿäêà, äå i ∈ {1, 2, . . . , n − r}, äåòåðìiíàíòà
∆ â ÿêîñòi çíà÷åíü äëÿ âiëüíèõ íåâiäîìèõ xr+1, xr+2, . . .xn, ìè çà
ôîðìóëàìè (2) îá÷èñëèìî âiäïîâiäíi çíà÷åííÿ ïåðøèõ r íåâiäîìèõ
x1, x2, . . . , xr, ÿêi ïîçíà÷èìî âiäïîâiäíî ÷åðåç γi1, γi2, . . . , γir:

γi1 = d11γi r+1 + d12γi r+2 + · · ·+ d1n−rγi n,

γi2 = d21γi r+1 + d22γi r+2 + · · ·+ d2n−rγi n,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

γir = dr1γi r+1 + dr2γi r+2 + · · ·+ dr n−rγi n.

Òîäi, î÷åâèäíî, äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, 2, . . . , n− r} âåêòîð

vi = (γi1, . . . , γir, γi r+1, . . . , γin)

¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäàíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü. Ïîêàæåìî,
ùî ñèñòåìà n-âèìiðíèõ âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn−r ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ
ñèñòåìîþ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1).

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Äîâåäåííÿ.

Áåðó÷è åëåìåíòè i-ãî ðÿäêà, äå i ∈ {1, 2, . . . , n − r}, äåòåðìiíàíòà
∆ â ÿêîñòi çíà÷åíü äëÿ âiëüíèõ íåâiäîìèõ xr+1, xr+2, . . .xn, ìè çà
ôîðìóëàìè (2) îá÷èñëèìî âiäïîâiäíi çíà÷åííÿ ïåðøèõ r íåâiäîìèõ
x1, x2, . . . , xr, ÿêi ïîçíà÷èìî âiäïîâiäíî ÷åðåç γi1, γi2, . . . , γir:

γi1 = d11γi r+1 + d12γi r+2 + · · ·+ d1n−rγi n,

γi2 = d21γi r+1 + d22γi r+2 + · · ·+ d2n−rγi n,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

γir = dr1γi r+1 + dr2γi r+2 + · · ·+ dr n−rγi n.

Òîäi, î÷åâèäíî, äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, 2, . . . , n− r}

âåêòîð

vi = (γi1, . . . , γir, γi r+1, . . . , γin)

¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäàíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü. Ïîêàæåìî,
ùî ñèñòåìà n-âèìiðíèõ âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn−r ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ
ñèñòåìîþ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1).

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Äîâåäåííÿ.

Áåðó÷è åëåìåíòè i-ãî ðÿäêà, äå i ∈ {1, 2, . . . , n − r}, äåòåðìiíàíòà
∆ â ÿêîñòi çíà÷åíü äëÿ âiëüíèõ íåâiäîìèõ xr+1, xr+2, . . .xn, ìè çà
ôîðìóëàìè (2) îá÷èñëèìî âiäïîâiäíi çíà÷åííÿ ïåðøèõ r íåâiäîìèõ
x1, x2, . . . , xr, ÿêi ïîçíà÷èìî âiäïîâiäíî ÷åðåç γi1, γi2, . . . , γir:

γi1 = d11γi r+1 + d12γi r+2 + · · ·+ d1n−rγi n,

γi2 = d21γi r+1 + d22γi r+2 + · · ·+ d2n−rγi n,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

γir = dr1γi r+1 + dr2γi r+2 + · · ·+ dr n−rγi n.

Òîäi, î÷åâèäíî, äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, 2, . . . , n− r} âåêòîð

vi = (γi1, . . . , γir, γi r+1, . . . , γin)

¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäàíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü. Ïîêàæåìî,
ùî ñèñòåìà n-âèìiðíèõ âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn−r ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ
ñèñòåìîþ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1).

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Äîâåäåííÿ.

Áåðó÷è åëåìåíòè i-ãî ðÿäêà, äå i ∈ {1, 2, . . . , n − r}, äåòåðìiíàíòà
∆ â ÿêîñòi çíà÷åíü äëÿ âiëüíèõ íåâiäîìèõ xr+1, xr+2, . . .xn, ìè çà
ôîðìóëàìè (2) îá÷èñëèìî âiäïîâiäíi çíà÷åííÿ ïåðøèõ r íåâiäîìèõ
x1, x2, . . . , xr, ÿêi ïîçíà÷èìî âiäïîâiäíî ÷åðåç γi1, γi2, . . . , γir:

γi1 = d11γi r+1 + d12γi r+2 + · · ·+ d1n−rγi n,

γi2 = d21γi r+1 + d22γi r+2 + · · ·+ d2n−rγi n,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

γir = dr1γi r+1 + dr2γi r+2 + · · ·+ dr n−rγi n.

Òîäi, î÷åâèäíî, äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, 2, . . . , n− r} âåêòîð

vi = (γi1, . . . , γir, γi r+1, . . . , γin)

¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäàíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü.

Ïîêàæåìî,
ùî ñèñòåìà n-âèìiðíèõ âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn−r ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ
ñèñòåìîþ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1).

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Äîâåäåííÿ.

Áåðó÷è åëåìåíòè i-ãî ðÿäêà, äå i ∈ {1, 2, . . . , n − r}, äåòåðìiíàíòà
∆ â ÿêîñòi çíà÷åíü äëÿ âiëüíèõ íåâiäîìèõ xr+1, xr+2, . . .xn, ìè çà
ôîðìóëàìè (2) îá÷èñëèìî âiäïîâiäíi çíà÷åííÿ ïåðøèõ r íåâiäîìèõ
x1, x2, . . . , xr, ÿêi ïîçíà÷èìî âiäïîâiäíî ÷åðåç γi1, γi2, . . . , γir:

γi1 = d11γi r+1 + d12γi r+2 + · · ·+ d1n−rγi n,

γi2 = d21γi r+1 + d22γi r+2 + · · ·+ d2n−rγi n,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

γir = dr1γi r+1 + dr2γi r+2 + · · ·+ dr n−rγi n.

Òîäi, î÷åâèäíî, äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, 2, . . . , n− r} âåêòîð

vi = (γi1, . . . , γir, γi r+1, . . . , γin)

¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäàíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü. Ïîêàæåìî,
ùî ñèñòåìà n-âèìiðíèõ âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn−r

¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ
ñèñòåìîþ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1).

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Äîâåäåííÿ.

Áåðó÷è åëåìåíòè i-ãî ðÿäêà, äå i ∈ {1, 2, . . . , n − r}, äåòåðìiíàíòà
∆ â ÿêîñòi çíà÷åíü äëÿ âiëüíèõ íåâiäîìèõ xr+1, xr+2, . . .xn, ìè çà
ôîðìóëàìè (2) îá÷èñëèìî âiäïîâiäíi çíà÷åííÿ ïåðøèõ r íåâiäîìèõ
x1, x2, . . . , xr, ÿêi ïîçíà÷èìî âiäïîâiäíî ÷åðåç γi1, γi2, . . . , γir:

γi1 = d11γi r+1 + d12γi r+2 + · · ·+ d1n−rγi n,

γi2 = d21γi r+1 + d22γi r+2 + · · ·+ d2n−rγi n,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

γir = dr1γi r+1 + dr2γi r+2 + · · ·+ dr n−rγi n.

Òîäi, î÷åâèäíî, äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, 2, . . . , n− r} âåêòîð

vi = (γi1, . . . , γir, γi r+1, . . . , γin)

¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäàíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü. Ïîêàæåìî,
ùî ñèñòåìà n-âèìiðíèõ âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn−r ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ
ñèñòåìîþ ðîçâ'ÿçêiâ

ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1).

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Äîâåäåííÿ.

Áåðó÷è åëåìåíòè i-ãî ðÿäêà, äå i ∈ {1, 2, . . . , n − r}, äåòåðìiíàíòà
∆ â ÿêîñòi çíà÷åíü äëÿ âiëüíèõ íåâiäîìèõ xr+1, xr+2, . . .xn, ìè çà
ôîðìóëàìè (2) îá÷èñëèìî âiäïîâiäíi çíà÷åííÿ ïåðøèõ r íåâiäîìèõ
x1, x2, . . . , xr, ÿêi ïîçíà÷èìî âiäïîâiäíî ÷åðåç γi1, γi2, . . . , γir:

γi1 = d11γi r+1 + d12γi r+2 + · · ·+ d1n−rγi n,

γi2 = d21γi r+1 + d22γi r+2 + · · ·+ d2n−rγi n,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

γir = dr1γi r+1 + dr2γi r+2 + · · ·+ dr n−rγi n.

Òîäi, î÷åâèäíî, äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, 2, . . . , n− r} âåêòîð

vi = (γi1, . . . , γir, γi r+1, . . . , γin)

¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäàíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü. Ïîêàæåìî,
ùî ñèñòåìà n-âèìiðíèõ âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn−r ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ
ñèñòåìîþ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1).

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Äîâåäåííÿ.

Ïî-ïåðøå, ñèñòåìà âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn−r

¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ.
Äiéñíî, (n− r)× n-ìàòðèöÿ γ11 . . . γ1r γ1 r+1 . . . γ1n

...
. . .

...
... ∆

...
γn−r 1 . . . γn−r r γn−r r+1 . . . γn−r n

 ,

ñêëàäåíà ç öèõ âåêòîðiâ ÿê iç ðÿäêiâ, ìà¹ âiäìiííèé âiä íóëÿ ìiíîð ∆
ïîðÿäêó n− r. Òîìó ðàíã ñèñòåìè ¨¨ ðÿäêiâ äîðiâíþ¹ n− r.
Çàëèøèëîñü äîâåñòè, ùî äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê w = (δ1, δ2, . . . , δn) ñè-
ñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1) ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñèñòåìè
âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn−r.
Äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, 2, . . . , n − r} ïîçíà÷èìî ÷åðåç v′i i-é ðÿäîê
äåòåðìiíàíòà ∆, ðîçãëÿäóâàíèé ÿê (n − r)-âèìiðíèé âåêòîð, à ÷åðåç
w′ � âåêòîð (δr+1, . . . , δn).
Ñèñòåìà âåêòîðiâ v′1, v′2, . . . , v′n−r ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ, îñêiëüêè
∆ ̸= 0.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Äîâåäåííÿ.

Ïî-ïåðøå, ñèñòåìà âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn−r ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ.

Äiéñíî, (n− r)× n-ìàòðèöÿ γ11 . . . γ1r γ1 r+1 . . . γ1n
...

. . .
...

... ∆
...

γn−r 1 . . . γn−r r γn−r r+1 . . . γn−r n

 ,

ñêëàäåíà ç öèõ âåêòîðiâ ÿê iç ðÿäêiâ, ìà¹ âiäìiííèé âiä íóëÿ ìiíîð ∆
ïîðÿäêó n− r. Òîìó ðàíã ñèñòåìè ¨¨ ðÿäêiâ äîðiâíþ¹ n− r.
Çàëèøèëîñü äîâåñòè, ùî äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê w = (δ1, δ2, . . . , δn) ñè-
ñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1) ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñèñòåìè
âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn−r.
Äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, 2, . . . , n − r} ïîçíà÷èìî ÷åðåç v′i i-é ðÿäîê
äåòåðìiíàíòà ∆, ðîçãëÿäóâàíèé ÿê (n − r)-âèìiðíèé âåêòîð, à ÷åðåç
w′ � âåêòîð (δr+1, . . . , δn).
Ñèñòåìà âåêòîðiâ v′1, v′2, . . . , v′n−r ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ, îñêiëüêè
∆ ̸= 0.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Äîâåäåííÿ.

Ïî-ïåðøå, ñèñòåìà âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn−r ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ.
Äiéñíî, (n− r)× n-ìàòðèöÿ

 γ11 . . . γ1r γ1 r+1 . . . γ1n
...

. . .
...

... ∆
...

γn−r 1 . . . γn−r r γn−r r+1 . . . γn−r n

 ,

ñêëàäåíà ç öèõ âåêòîðiâ ÿê iç ðÿäêiâ, ìà¹ âiäìiííèé âiä íóëÿ ìiíîð ∆
ïîðÿäêó n− r. Òîìó ðàíã ñèñòåìè ¨¨ ðÿäêiâ äîðiâíþ¹ n− r.
Çàëèøèëîñü äîâåñòè, ùî äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê w = (δ1, δ2, . . . , δn) ñè-
ñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1) ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñèñòåìè
âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn−r.
Äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, 2, . . . , n − r} ïîçíà÷èìî ÷åðåç v′i i-é ðÿäîê
äåòåðìiíàíòà ∆, ðîçãëÿäóâàíèé ÿê (n − r)-âèìiðíèé âåêòîð, à ÷åðåç
w′ � âåêòîð (δr+1, . . . , δn).
Ñèñòåìà âåêòîðiâ v′1, v′2, . . . , v′n−r ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ, îñêiëüêè
∆ ̸= 0.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Äîâåäåííÿ.

Ïî-ïåðøå, ñèñòåìà âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn−r ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ.
Äiéñíî, (n− r)× n-ìàòðèöÿ γ11 . . . γ1r γ1 r+1 . . . γ1n

...
. . .

...
... ∆

...
γn−r 1 . . . γn−r r γn−r r+1 . . . γn−r n

 ,

ñêëàäåíà ç öèõ âåêòîðiâ ÿê iç ðÿäêiâ, ìà¹ âiäìiííèé âiä íóëÿ ìiíîð ∆
ïîðÿäêó n− r. Òîìó ðàíã ñèñòåìè ¨¨ ðÿäêiâ äîðiâíþ¹ n− r.
Çàëèøèëîñü äîâåñòè, ùî äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê w = (δ1, δ2, . . . , δn) ñè-
ñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1) ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñèñòåìè
âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn−r.
Äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, 2, . . . , n − r} ïîçíà÷èìî ÷åðåç v′i i-é ðÿäîê
äåòåðìiíàíòà ∆, ðîçãëÿäóâàíèé ÿê (n − r)-âèìiðíèé âåêòîð, à ÷åðåç
w′ � âåêòîð (δr+1, . . . , δn).
Ñèñòåìà âåêòîðiâ v′1, v′2, . . . , v′n−r ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ, îñêiëüêè
∆ ̸= 0.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Äîâåäåííÿ.

Ïî-ïåðøå, ñèñòåìà âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn−r ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ.
Äiéñíî, (n− r)× n-ìàòðèöÿ γ11 . . . γ1r γ1 r+1 . . . γ1n

...
. . .

...
... ∆

...
γn−r 1 . . . γn−r r γn−r r+1 . . . γn−r n

 ,

ñêëàäåíà ç öèõ âåêòîðiâ ÿê iç ðÿäêiâ,

ìà¹ âiäìiííèé âiä íóëÿ ìiíîð ∆
ïîðÿäêó n− r. Òîìó ðàíã ñèñòåìè ¨¨ ðÿäêiâ äîðiâíþ¹ n− r.
Çàëèøèëîñü äîâåñòè, ùî äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê w = (δ1, δ2, . . . , δn) ñè-
ñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1) ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñèñòåìè
âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn−r.
Äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, 2, . . . , n − r} ïîçíà÷èìî ÷åðåç v′i i-é ðÿäîê
äåòåðìiíàíòà ∆, ðîçãëÿäóâàíèé ÿê (n − r)-âèìiðíèé âåêòîð, à ÷åðåç
w′ � âåêòîð (δr+1, . . . , δn).
Ñèñòåìà âåêòîðiâ v′1, v′2, . . . , v′n−r ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ, îñêiëüêè
∆ ̸= 0.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Äîâåäåííÿ.

Ïî-ïåðøå, ñèñòåìà âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn−r ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ.
Äiéñíî, (n− r)× n-ìàòðèöÿ γ11 . . . γ1r γ1 r+1 . . . γ1n

...
. . .

...
... ∆

...
γn−r 1 . . . γn−r r γn−r r+1 . . . γn−r n

 ,

ñêëàäåíà ç öèõ âåêòîðiâ ÿê iç ðÿäêiâ, ìà¹ âiäìiííèé âiä íóëÿ ìiíîð ∆

ïîðÿäêó n− r. Òîìó ðàíã ñèñòåìè ¨¨ ðÿäêiâ äîðiâíþ¹ n− r.
Çàëèøèëîñü äîâåñòè, ùî äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê w = (δ1, δ2, . . . , δn) ñè-
ñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1) ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñèñòåìè
âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn−r.
Äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, 2, . . . , n − r} ïîçíà÷èìî ÷åðåç v′i i-é ðÿäîê
äåòåðìiíàíòà ∆, ðîçãëÿäóâàíèé ÿê (n − r)-âèìiðíèé âåêòîð, à ÷åðåç
w′ � âåêòîð (δr+1, . . . , δn).
Ñèñòåìà âåêòîðiâ v′1, v′2, . . . , v′n−r ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ, îñêiëüêè
∆ ̸= 0.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Äîâåäåííÿ.

Ïî-ïåðøå, ñèñòåìà âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn−r ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ.
Äiéñíî, (n− r)× n-ìàòðèöÿ γ11 . . . γ1r γ1 r+1 . . . γ1n

...
. . .

...
... ∆

...
γn−r 1 . . . γn−r r γn−r r+1 . . . γn−r n

 ,

ñêëàäåíà ç öèõ âåêòîðiâ ÿê iç ðÿäêiâ, ìà¹ âiäìiííèé âiä íóëÿ ìiíîð ∆
ïîðÿäêó n− r.

Òîìó ðàíã ñèñòåìè ¨¨ ðÿäêiâ äîðiâíþ¹ n− r.
Çàëèøèëîñü äîâåñòè, ùî äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê w = (δ1, δ2, . . . , δn) ñè-
ñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1) ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñèñòåìè
âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn−r.
Äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, 2, . . . , n − r} ïîçíà÷èìî ÷åðåç v′i i-é ðÿäîê
äåòåðìiíàíòà ∆, ðîçãëÿäóâàíèé ÿê (n − r)-âèìiðíèé âåêòîð, à ÷åðåç
w′ � âåêòîð (δr+1, . . . , δn).
Ñèñòåìà âåêòîðiâ v′1, v′2, . . . , v′n−r ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ, îñêiëüêè
∆ ̸= 0.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Äîâåäåííÿ.

Ïî-ïåðøå, ñèñòåìà âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn−r ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ.
Äiéñíî, (n− r)× n-ìàòðèöÿ γ11 . . . γ1r γ1 r+1 . . . γ1n

...
. . .

...
... ∆

...
γn−r 1 . . . γn−r r γn−r r+1 . . . γn−r n

 ,

ñêëàäåíà ç öèõ âåêòîðiâ ÿê iç ðÿäêiâ, ìà¹ âiäìiííèé âiä íóëÿ ìiíîð ∆
ïîðÿäêó n− r. Òîìó ðàíã ñèñòåìè ¨¨ ðÿäêiâ äîðiâíþ¹ n− r.

Çàëèøèëîñü äîâåñòè, ùî äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê w = (δ1, δ2, . . . , δn) ñè-
ñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1) ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñèñòåìè
âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn−r.
Äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, 2, . . . , n − r} ïîçíà÷èìî ÷åðåç v′i i-é ðÿäîê
äåòåðìiíàíòà ∆, ðîçãëÿäóâàíèé ÿê (n − r)-âèìiðíèé âåêòîð, à ÷åðåç
w′ � âåêòîð (δr+1, . . . , δn).
Ñèñòåìà âåêòîðiâ v′1, v′2, . . . , v′n−r ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ, îñêiëüêè
∆ ̸= 0.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Äîâåäåííÿ.

Ïî-ïåðøå, ñèñòåìà âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn−r ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ.
Äiéñíî, (n− r)× n-ìàòðèöÿ γ11 . . . γ1r γ1 r+1 . . . γ1n

...
. . .

...
... ∆

...
γn−r 1 . . . γn−r r γn−r r+1 . . . γn−r n

 ,

ñêëàäåíà ç öèõ âåêòîðiâ ÿê iç ðÿäêiâ, ìà¹ âiäìiííèé âiä íóëÿ ìiíîð ∆
ïîðÿäêó n− r. Òîìó ðàíã ñèñòåìè ¨¨ ðÿäêiâ äîðiâíþ¹ n− r.
Çàëèøèëîñü äîâåñòè, ùî äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê w = (δ1, δ2, . . . , δn) ñè-
ñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1) ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñèñòåìè
âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn−r.

Äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, 2, . . . , n − r} ïîçíà÷èìî ÷åðåç v′i i-é ðÿäîê
äåòåðìiíàíòà ∆, ðîçãëÿäóâàíèé ÿê (n − r)-âèìiðíèé âåêòîð, à ÷åðåç
w′ � âåêòîð (δr+1, . . . , δn).
Ñèñòåìà âåêòîðiâ v′1, v′2, . . . , v′n−r ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ, îñêiëüêè
∆ ̸= 0.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Äîâåäåííÿ.

Ïî-ïåðøå, ñèñòåìà âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn−r ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ.
Äiéñíî, (n− r)× n-ìàòðèöÿ γ11 . . . γ1r γ1 r+1 . . . γ1n

...
. . .

...
... ∆

...
γn−r 1 . . . γn−r r γn−r r+1 . . . γn−r n

 ,

ñêëàäåíà ç öèõ âåêòîðiâ ÿê iç ðÿäêiâ, ìà¹ âiäìiííèé âiä íóëÿ ìiíîð ∆
ïîðÿäêó n− r. Òîìó ðàíã ñèñòåìè ¨¨ ðÿäêiâ äîðiâíþ¹ n− r.
Çàëèøèëîñü äîâåñòè, ùî äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê w = (δ1, δ2, . . . , δn) ñè-
ñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1) ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñèñòåìè
âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn−r.
Äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, 2, . . . , n − r} ïîçíà÷èìî ÷åðåç v′i i-é ðÿäîê
äåòåðìiíàíòà ∆, ðîçãëÿäóâàíèé ÿê (n − r)-âèìiðíèé âåêòîð,

à ÷åðåç
w′ � âåêòîð (δr+1, . . . , δn).
Ñèñòåìà âåêòîðiâ v′1, v′2, . . . , v′n−r ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ, îñêiëüêè
∆ ̸= 0.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Äîâåäåííÿ.

Ïî-ïåðøå, ñèñòåìà âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn−r ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ.
Äiéñíî, (n− r)× n-ìàòðèöÿ γ11 . . . γ1r γ1 r+1 . . . γ1n

...
. . .

...
... ∆

...
γn−r 1 . . . γn−r r γn−r r+1 . . . γn−r n

 ,

ñêëàäåíà ç öèõ âåêòîðiâ ÿê iç ðÿäêiâ, ìà¹ âiäìiííèé âiä íóëÿ ìiíîð ∆
ïîðÿäêó n− r. Òîìó ðàíã ñèñòåìè ¨¨ ðÿäêiâ äîðiâíþ¹ n− r.
Çàëèøèëîñü äîâåñòè, ùî äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê w = (δ1, δ2, . . . , δn) ñè-
ñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1) ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñèñòåìè
âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn−r.
Äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, 2, . . . , n − r} ïîçíà÷èìî ÷åðåç v′i i-é ðÿäîê
äåòåðìiíàíòà ∆, ðîçãëÿäóâàíèé ÿê (n − r)-âèìiðíèé âåêòîð, à ÷åðåç
w′ � âåêòîð (δr+1, . . . , δn).

Ñèñòåìà âåêòîðiâ v′1, v′2, . . . , v′n−r ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ, îñêiëüêè
∆ ̸= 0.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Äîâåäåííÿ.

Ïî-ïåðøå, ñèñòåìà âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn−r ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ.
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...
. . .

...
... ∆

...
γn−r 1 . . . γn−r r γn−r r+1 . . . γn−r n

 ,

ñêëàäåíà ç öèõ âåêòîðiâ ÿê iç ðÿäêiâ, ìà¹ âiäìiííèé âiä íóëÿ ìiíîð ∆
ïîðÿäêó n− r. Òîìó ðàíã ñèñòåìè ¨¨ ðÿäêiâ äîðiâíþ¹ n− r.
Çàëèøèëîñü äîâåñòè, ùî äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê w = (δ1, δ2, . . . , δn) ñè-
ñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1) ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñèñòåìè
âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn−r.
Äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, 2, . . . , n − r} ïîçíà÷èìî ÷åðåç v′i i-é ðÿäîê
äåòåðìiíàíòà ∆, ðîçãëÿäóâàíèé ÿê (n − r)-âèìiðíèé âåêòîð, à ÷åðåç
w′ � âåêòîð (δr+1, . . . , δn).
Ñèñòåìà âåêòîðiâ v′1, v′2, . . . , v′n−r ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ,

îñêiëüêè
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Äîâåäåííÿ.

Îäíàê ñèñòåìà iç (n−r)-âèìiðíèõ âåêòîðiâ v′1, v
′
2, . . . , v

′
n−r, w

′ ¹ ëiíié-
íî çàëåæíîþ,

áî ÷èñëî âåêòîðiâ öi¹¨ ñèñòåìè áiëüøå íiæ ¨õ ðîçìiðíiñòü.
Òîìó âåêòîð w′ ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñèñòåìè âåêòîðiâ v′1, v

′
2, . . . ,

v′n−r, òîáòî iñíóþòü òàêi äiéñíi ÷èñëà λ1, λ2, . . . , λn−r, ùî

w′ = λ1v
′
1 + λ2v

′
2 + · · ·+ λn−rv

′
n−r. (3)

Ðîçãëÿíåìî òåïåð n-âèìiðíèé âåêòîð

u = λ1v1 + λ2v2 + · · ·+ λn−rvn−r − w.

Âåêòîð u ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîði-
äíèõ ðiâíÿíü, à òîìó i ñàì ¹ ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü. Iç (3)
âèïëèâà¹, ùî îñòàííi n − r êîìïîíåíò âåêòîðà u äîðiâíþþòü íóëþ.
Ïåðøi æ r êîìïîíåíò öüîãî âåêòîðà òàêîæ äîðiâíþþòü íóëþ, îñêiëüêè
¨õ çíà÷åííÿ ìîæíà îá÷èñëèòè iç ðiâíîñòåé (2), áåðó÷è â ÿêîñòi çíà÷åíü
âiëüíèõ íåâiäîìèõ íóëi. Òàêèì ÷èíîì, u = 0, òîáòî

w = λ1v1 + λ2v2 + · · ·+ λn−rvn−r.

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü
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äíèõ ðiâíÿíü, à òîìó i ñàì ¹ ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü. Iç (3)
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Äîâåäåííÿ.

Îäíàê ñèñòåìà iç (n−r)-âèìiðíèõ âåêòîðiâ v′1, v
′
2, . . . , v

′
n−r, w

′ ¹ ëiíié-
íî çàëåæíîþ, áî ÷èñëî âåêòîðiâ öi¹¨ ñèñòåìè áiëüøå íiæ ¨õ ðîçìiðíiñòü.
Òîìó âåêòîð w′ ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñèñòåìè âåêòîðiâ v′1, v

′
2, . . . ,
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Ðîçãëÿíåìî òåïåð n-âèìiðíèé âåêòîð

u = λ1v1 + λ2v2 + · · ·+ λn−rvn−r − w.
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w = λ1v1 + λ2v2 + · · ·+ λn−rvn−r.

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Äîâåäåííÿ.

Îäíàê ñèñòåìà iç (n−r)-âèìiðíèõ âåêòîðiâ v′1, v
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Äîâåäåííÿ.
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′
2, . . . , v

′
n−r, w
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Îçíà÷åííÿ 4

Íåõàé äàíî äåÿêó ñèñòåìó ëiíiéíèõ íåîäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ç äiéñíèìè
êîåôiöi¹íòàìè


a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,

. . . . . . . . . . . . .
as1x1 + as2x2 + · · ·+ asnxn = bs.

(4)

Ñèñòåìà ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = 0,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = 0,

. . . . . . . . . . . . .
as1x1 + as2x2 + · · ·+ asnxn = 0,

(5)

îäåðæàíà iç ñèñòåìè (4) çàìiíîþ âñiõ âiëüíèõ ÷ëåíiâ íóëÿìè, íàçèâà¹-
òüñÿ çâåäåíîþ îäíîðiäíîþ ñèñòåìîþ ðiâíÿíü äëÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü (4).
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Íàñëiäîê 3

Íåõàé c � äåÿêèé (÷àñòèííèé) ðîçâ'ÿçîê

ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (4),
S � ïðîñòið ðîçâ'ÿçêiâ çâåäåíî¨ îäíîðiäíî¨ äëÿ íå¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü (5).
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Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

1. Çíàéòè ôóíäàìåíòàëüíó ñèñòåìó ðîçâ'ÿçêiâ òà çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê
ñèñòåìè ðiâíÿíü 

x1 + x2 − x3 − x4 − 2x5 = 0,
x2 − x4 − x5 = 0,

x1 − x2 − x3 + x4 = 0,
x1 + 2x2 − x3 − 2x4 − 3x5 = 0.

(6)

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Îá÷èñëèìî ñïî÷àòêó ðàíã ìàòðèöi

A =


1 1 −1 −1 −2
0 1 0 −1 −1
1 −1 −1 1 0
1 2 −1 −2 −3


ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (6). Ìiíîð

M =

∣∣∣∣ 1 1
0 1

∣∣∣∣ = 1,

ðîçòàøîâàíèé â ëiâîìó âåðõíüîìó êóòêó ìàòðèöi A, íå äîðiâíþ¹ íóëþ.
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Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

Îá÷èñëþ¹ìî âñi îáâiäíi ìiíîðè òðåòüîãî ïîðÿäêó ìiíîðà M ìàòðèöi
A.

Ïðè öüîìó çâåðíåìî óâàãó íà òå, ùî òðåòié i ÷åòâåðòèé ñòîâïöi ìà-
òðèöi A ïðîïîðöiéíi âiäïîâiäíî ïåðøîìó òà äðóãîìó ¨¨ ñòîâïöÿì. Òîìó
ìiíîðè, óòâîðåíi îáëÿìóâàííÿì çà äîïîìîãîþ ÿê òðåòüîãî, òàê i ÷å-
òâåðòîãî ñòîâïöiâ, äîðiâíþþòü íóëþ. Çàëèøèëîñü îá÷èñëèòè íàñòóïíi
äâà ìiíîðè:

M1 =

∣∣∣∣∣∣
1 1 −2
0 1 −1
1 −1 0

∣∣∣∣∣∣ = 0, M2 =

∣∣∣∣∣∣
1 1 −2
0 1 −1
1 2 −3

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Òàêèì ÷èíîì, rankA = 2. Âðàõîâóþ÷è, ùî áàçîâèé ìiíîð M ðîçòà-
øîâàíèé ó ëiâîìó âåðõíüîìó êóòêó ìàòðèöi A, çàëèøà¹ìî â ñèñòåìi
ðiâíÿíü (6) ïåðøi äâà ðiâíÿííÿ, à â ¨õ ëiâèõ ÷àñòèíàõ � ëèøå ïåðøi
äâi íåâiäîìi. Iíøi òðè íåâiäîìi x3, x4, x5 îãîëîøó¹ìî âiëüíèìè:{

x1 + x2 = x3 + x4 + 2x5,
x2 = x4 + x5.

(7)

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü
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∣∣∣∣∣∣ = 0,

M2 =

∣∣∣∣∣∣
1 1 −2
0 1 −1
1 2 −3

∣∣∣∣∣∣ = 0.
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∣∣∣∣∣∣ = 0, M2 =

∣∣∣∣∣∣
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∣∣∣∣∣∣
1 1 −2
0 1 −1
1 −1 0
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x1 + x2 = x3 + x4 + 2x5,

x2 = x4 + x5.
(7)

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

Îá÷èñëþ¹ìî âñi îáâiäíi ìiíîðè òðåòüîãî ïîðÿäêó ìiíîðà M ìàòðèöi
A. Ïðè öüîìó çâåðíåìî óâàãó íà òå, ùî òðåòié i ÷åòâåðòèé ñòîâïöi ìà-
òðèöi A ïðîïîðöiéíi âiäïîâiäíî ïåðøîìó òà äðóãîìó ¨¨ ñòîâïöÿì. Òîìó
ìiíîðè, óòâîðåíi îáëÿìóâàííÿì çà äîïîìîãîþ ÿê òðåòüîãî, òàê i ÷å-
òâåðòîãî ñòîâïöiâ, äîðiâíþþòü íóëþ. Çàëèøèëîñü îá÷èñëèòè íàñòóïíi
äâà ìiíîðè:

M1 =

∣∣∣∣∣∣
1 1 −2
0 1 −1
1 −1 0

∣∣∣∣∣∣ = 0, M2 =

∣∣∣∣∣∣
1 1 −2
0 1 −1
1 2 −3

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Òàêèì ÷èíîì, rankA = 2. Âðàõîâóþ÷è, ùî áàçîâèé ìiíîð M ðîçòà-
øîâàíèé ó ëiâîìó âåðõíüîìó êóòêó ìàòðèöi A, çàëèøà¹ìî â ñèñòåìi
ðiâíÿíü (6) ïåðøi äâà ðiâíÿííÿ, à â ¨õ ëiâèõ ÷àñòèíàõ � ëèøå ïåðøi
äâi íåâiäîìi. Iíøi òðè íåâiäîìi x3, x4, x5 îãîëîøó¹ìî âiëüíèìè:

{
x1 + x2 = x3 + x4 + 2x5,

x2 = x4 + x5.
(7)

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

Îá÷èñëþ¹ìî âñi îáâiäíi ìiíîðè òðåòüîãî ïîðÿäêó ìiíîðà M ìàòðèöi
A. Ïðè öüîìó çâåðíåìî óâàãó íà òå, ùî òðåòié i ÷åòâåðòèé ñòîâïöi ìà-
òðèöi A ïðîïîðöiéíi âiäïîâiäíî ïåðøîìó òà äðóãîìó ¨¨ ñòîâïöÿì. Òîìó
ìiíîðè, óòâîðåíi îáëÿìóâàííÿì çà äîïîìîãîþ ÿê òðåòüîãî, òàê i ÷å-
òâåðòîãî ñòîâïöiâ, äîðiâíþþòü íóëþ. Çàëèøèëîñü îá÷èñëèòè íàñòóïíi
äâà ìiíîðè:

M1 =

∣∣∣∣∣∣
1 1 −2
0 1 −1
1 −1 0

∣∣∣∣∣∣ = 0, M2 =

∣∣∣∣∣∣
1 1 −2
0 1 −1
1 2 −3

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Òàêèì ÷èíîì, rankA = 2. Âðàõîâóþ÷è, ùî áàçîâèé ìiíîð M ðîçòà-
øîâàíèé ó ëiâîìó âåðõíüîìó êóòêó ìàòðèöi A, çàëèøà¹ìî â ñèñòåìi
ðiâíÿíü (6) ïåðøi äâà ðiâíÿííÿ, à â ¨õ ëiâèõ ÷àñòèíàõ � ëèøå ïåðøi
äâi íåâiäîìi. Iíøi òðè íåâiäîìi x3, x4, x5 îãîëîøó¹ìî âiëüíèìè:{

x1 + x2 = x3 + x4 + 2x5,
x2 = x4 + x5.

(7)

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü



Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

Ñêëàäà¹ìî òàáëèöþ äëÿ çíà÷åíü íåâiäîìèõ x1, . . . , x5, âiäîêðåìèâøè
â íié âiëüíi òà ãîëîâíi íåâiäîìi, i íàäà¹ìî âiëüíèì íåâiäîìèì âêàçàíi
â òàáëèöi çíà÷åííÿ.

x1 x2 x3 x4 x5

1 0 0
0 1 0
0 0 1

Òàáëèöÿ 1.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü
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Äëÿ êîæíîãî ç öèõ òðüîõ íàáîðiâ çíà÷åíü âiëüíèõ íåâiäîìèõ ðîçâ'ÿçó¹ìî
ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (7) i çíàõîäèìî âiäïîâiäíi çíà÷åííÿ ãîëîâíèõ
íåâiäîìèõ x1, x2:

1) äëÿ ïåðøîãî íàáîðó x3 = 1, x4 = x5 = 0 iç (7) îäåðæó¹ìî, ùî
x2 = 0, x1 = 1− x2 = 1;
2) äëÿ äðóãîãî íàáîðó x3 = 0, x4 = 1, x5 = 0 iç (7) îäåðæó¹ìî, ùî
x2 = 1, x1 = 1− x2 = 0;
3) äëÿ òðåòüîãî íàáîðó x3 = x4 = 0, x5 = 1 iç (7) îäåðæó¹ìî, ùî
x2 = 1, x1 = 2− x2 = 1.
Òàêèì ÷èíîì, çàïîâíèâøè âiëüíi ìiñöÿ â òàáëèöi 1, îäåðæèìî íîâó
òàáëèöþ.

x1 x2 x3 x4 x5
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0 1 0 1 0
1 1 0 0 1

Òàáëèöÿ 2.
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Òàáëèöÿ 2 çàäà¹ òðè ðîçâ'ÿçêè

a1 = (1, 0, 1, 0, 0), a2 = (0, 1, 0, 1, 0), a3 = (1, 1, 0, 0, 1)

ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (6).

Âîíè óòâîðþþòü ôóíäàìåí-
òàëüíó ñèñòåìó ðîçâ'ÿçêiâ çàäàíî¨ â óìîâi ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ
ðiâíÿíü. Îñòàíí¹ âèïëèâà¹ iç òåîðåìè 3 i òîãî, ùî ñèñòåìà òðèâèìið-
íèõ âåêòîðiâ (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ.
Çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ðiâíÿíü (6) ¹ äîâiëüíà ëiíiéíà êîìái-
íàöiÿ ðîçâ'ÿçêiâ ôóíäàìåíòàëüíî¨ ñèñòåìè

δ1a1 + δ2a2 + δ3a3 = (δ1 + δ3, δ2 + δ3, δ1, δ2, δ3),

äå δ1, δ2, δ3 � äîâiëüíi äiéñíi ÷èñëà.
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