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Íåõàé M � áóäü-ÿêà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà.

Îçíà÷åííÿ 1

Áiíàðíîþ àëãåáðà¨÷íîþ îïåðàöi¹þ íà ìíîæèíi M íàçèâà¹òüñÿ äîâiëü-
íå âiäîáðàæåííÿ τ : M ×M → M . Îáðàç τ(a, b) âïîðÿäêîâàíî¨ ïàðè
(a, b) ∈ M ×M ïîçíà÷àþòü iíîäi ÷åðåç aτb, à ùå ÷àñòiøå áiíàðíó îïå-
ðàöiþ íà M ïîçíà÷àþòü äåÿêèì ñïåöiàëüíèì ñèìâîëîì:

+, ·, ∗, ⋆, ◦,♡,∩,∪,∨,∧, ⋄,⊕,⊗,⊙, . . .

Ó ïåðøèõ äâîõ âèïàäêàõ îáðàçè a + b òà a · b (àáî ïðîñòî ab) ïàðè
(a, b) ∈ M ×M áóäåìî íàçèâàòè âiäïîâiäíî ñóìîþ òà äîáóòêîì åëå-
ìåíòiâ a, b ∈ M , à ñàìi îïåðàöi¨ · òà + � âiäïîâiäíî ìíîæåííÿì òà
äîäàâàííÿì.

Çàóâàæåííÿ 1

Íàçâàíi âèùå îïåðàöi¨ � óìîâíi. Íà ìíîæèíi M ìîæå áóòè çàäàíî
äåêiëüêà àëãåáðà¨÷íèõ îïåðàöié.
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Ïðèêëàä 1.

Ïðèêëàäîì áiíàðíî¨ àëãåáðà¨÷íî¨ îïåðàöi¨ ¹ ¾çâè÷íå¿ äîäàâàííÿ íà-
òóðàëüíèõ ÷èñåë,

òîáòî âiäîáðàæåííÿ + : N × N → N, çàäàíå çà
ïðàâèëîì:

+(1, 1) = 1 + 1 = 2, +(1, 2) = 1 + 2 = 3, +(1, 3) = 1 + 3 = 4, . . .

+(2, 1) = 2 + 1 = 3, +(2, 2) = 2 + 2 = 4, +(2, 3) = 2 + 3 = 5, . . .

+(3, 1) = 3 + 1 = 2, +(3, 2) = 3 + 2 = 5, +(3, 3) = 3 + 3 = 6, . . .

...
...

...
. . .
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Ïðèêëàä 2.

Ïðèêëàäîì áiíàðíî¨ àëãåáðà¨÷íî¨ îïåðàöi¨ ¹ äîäàâàííÿ

+ : D ×D → D

äåñÿòêîâèõ öèôð, òîáòî åëåìåíòiâ ìíîæèíè

D = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9},

çàäàíå çà ïðàâèëîì:

0 + 0 = 0, 0 + 1 = 1, 0 + 2 = 2, . . . , 0 + 9 = 9,

1 + 0 = 1, 1 + 1 = 2, 1 + 2 = 3, . . . , 1 + 9 = 0,

2 + 0 = 2, 2 + 1 = 3, 2 + 2 = 4, . . . , 2 + 9 = 1,

...
...

...
. . .

...
8 + 0 = 8, 8 + 1 = 9, 8 + 2 = 0, . . . , 8 + 9 = 7,

9 + 0 = 9, 9 + 1 = 0, 9 + 2 = 1, . . . , 9 + 9 = 8.
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ðèñòîâóþ÷è ðèìñüêó ñèñòåìó ÷èñëåííÿ, ÿêà áàçó¹òüñÿ íà âèêîðèñòàííi
ëàòèíñüêèõ ëiòåð:

N ∼= {I, II, III, IV,V,VI,VII,VIII, IX,X, . . . ,

. . . ,L, . . . ,C, . . . ,D, . . . ,M, . . .}.

¾Çâè÷íà¿ îïåðàöiÿ äîäàâàííÿ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, çàïèñàíèõ ó ðèì-
ñüêié ôîðìi âèìàãà¹ áiëüø äåòàëüíîãî ïîÿñíåííÿ. Òîìó íàâåäåìî òiëü-
êè äåÿêi ïðèêëàäè:

I + II = III, II + III = V, XXV +XLII = LXVII.
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êè äåÿêi ïðèêëàäè:

I + II = III, II + III = V, XXV +XLII = LXVII.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ãðóïè. Êiëüöÿ. Ïîëÿ



Ïðèêëàä 4.

Äâiéêîâà ñèñòåìà ÷èñëåííÿ, ÿêà âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ó ñó÷àñíèõ ÅÎÌ
áàçó¹òüñÿ íà áiíàðíèõ àëãåáðà¨÷íèõ îïåðàöiÿ äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ,
çàäàíèõ íà ìíîæèíi

F2 = {0, 1},
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+ 0 1

0 0 1

1 1 0

· 0 1

0 0 0

1 0 1
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Îçíà÷åííÿ 2

Íåïîðîæíÿ ìíîæèíà G,

íà ÿêié çàäàíà áiíàðíà àëãåáðà¨÷íà îïåðàöiÿ
ìíîæåííÿ · : G × G → G, íàçèâà¹òüñÿ ãðóïîþ,ÿêùî âèêîíóþòüñÿ íà-
ñòóïíi óìîâè:

1) àëãåáðà¨÷íà îïåðàöiÿ ¹ àñîöiàòèâíîþ, òîáòî äëÿ äîâiëüíèõ åëå-
ìåíòiâ a, b, c ∈ G ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü (a · b) · c = a · (b · c);

2) iñíó¹ îäèíè÷íèé åëåìåíò, òîáòî iñíó¹ òàêèé åëåìåíò e ìíîæèíè
G, ùî äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a ∈ G ñïðàâäæóþòüñÿ ðiâíîñòi
a · e = e · a = a;

3) äëÿ âñÿêîãî åëåìåíòà a ∈ G iñíó¹ îáåðíåíèé åëåìåíò a−1 iç ìíî-
æèíè G, òîáòî òàêèé åëåìåíò, ùî a · a−1 = a−1 · a = e.

Çàóâàæåííÿ 2

ßêùî ìíîæèíà G, íà ÿêié çàäàíà áiíàðíà àëãåáðà¨÷íà îïåðàöiÿ äî-
äàâàííÿ, ¹ ãðóïîþ,òîäi îäèíè÷íèé åëåìåíò ãðóïè G áóäåìî íàçèâàòè
íóëüîâèì, à îáåðíåíèé åëåìåíò äî åëåìåíòà a ∈ G � ïðîòèëåæíèì
äî a i ïîçíà÷àòèìåìî éîãî ÷åðåç −a.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ãðóïè. Êiëüöÿ. Ïîëÿ
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æèíè G, òîáòî òàêèé åëåìåíò, ùî a · a−1 = a−1 · a = e.

Çàóâàæåííÿ 2

ßêùî ìíîæèíà G, íà ÿêié çàäàíà áiíàðíà àëãåáðà¨÷íà îïåðàöiÿ äî-
äàâàííÿ, ¹ ãðóïîþ,òîäi îäèíè÷íèé åëåìåíò ãðóïè G áóäåìî íàçèâàòè
íóëüîâèì, à îáåðíåíèé åëåìåíò äî åëåìåíòà a ∈ G � ïðîòèëåæíèì
äî a i ïîçíà÷àòèìåìî éîãî ÷åðåç −a.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ãðóïè. Êiëüöÿ. Ïîëÿ



Îçíà÷åííÿ 2

Íåïîðîæíÿ ìíîæèíà G, íà ÿêié çàäàíà áiíàðíà àëãåáðà¨÷íà îïåðàöiÿ
ìíîæåííÿ · : G × G → G, íàçèâà¹òüñÿ ãðóïîþ,
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ñòóïíi óìîâè:

1) àëãåáðà¨÷íà îïåðàöiÿ ¹ àñîöiàòèâíîþ, òîáòî äëÿ äîâiëüíèõ åëå-
ìåíòiâ a, b, c ∈ G ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü (a · b) · c = a · (b · c);

2) iñíó¹ îäèíè÷íèé åëåìåíò, òîáòî iñíó¹ òàêèé åëåìåíò e ìíîæèíè
G, ùî äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a ∈ G ñïðàâäæóþòüñÿ ðiâíîñòi
a · e = e · a = a;

3) äëÿ âñÿêîãî åëåìåíòà a ∈ G iñíó¹ îáåðíåíèé åëåìåíò a−1 iç ìíî-
æèíè G, òîáòî òàêèé åëåìåíò, ùî a · a−1 = a−1 · a = e.

Çàóâàæåííÿ 2

ßêùî ìíîæèíà G, íà ÿêié çàäàíà áiíàðíà àëãåáðà¨÷íà îïåðàöiÿ äî-
äàâàííÿ, ¹ ãðóïîþ,òîäi îäèíè÷íèé åëåìåíò ãðóïè G áóäåìî íàçèâàòè
íóëüîâèì, à îáåðíåíèé åëåìåíò äî åëåìåíòà a ∈ G � ïðîòèëåæíèì
äî a i ïîçíà÷àòèìåìî éîãî ÷åðåç −a.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ãðóïè. Êiëüöÿ. Ïîëÿ



Îçíà÷åííÿ 2

Íåïîðîæíÿ ìíîæèíà G, íà ÿêié çàäàíà áiíàðíà àëãåáðà¨÷íà îïåðàöiÿ
ìíîæåííÿ · : G × G → G, íàçèâà¹òüñÿ ãðóïîþ,ÿêùî âèêîíóþòüñÿ íà-
ñòóïíi óìîâè:

1) àëãåáðà¨÷íà îïåðàöiÿ ¹ àñîöiàòèâíîþ,

òîáòî äëÿ äîâiëüíèõ åëå-
ìåíòiâ a, b, c ∈ G ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü (a · b) · c = a · (b · c);

2) iñíó¹ îäèíè÷íèé åëåìåíò, òîáòî iñíó¹ òàêèé åëåìåíò e ìíîæèíè
G, ùî äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a ∈ G ñïðàâäæóþòüñÿ ðiâíîñòi
a · e = e · a = a;

3) äëÿ âñÿêîãî åëåìåíòà a ∈ G iñíó¹ îáåðíåíèé åëåìåíò a−1 iç ìíî-
æèíè G, òîáòî òàêèé åëåìåíò, ùî a · a−1 = a−1 · a = e.

Çàóâàæåííÿ 2

ßêùî ìíîæèíà G, íà ÿêié çàäàíà áiíàðíà àëãåáðà¨÷íà îïåðàöiÿ äî-
äàâàííÿ, ¹ ãðóïîþ,òîäi îäèíè÷íèé åëåìåíò ãðóïè G áóäåìî íàçèâàòè
íóëüîâèì, à îáåðíåíèé åëåìåíò äî åëåìåíòà a ∈ G � ïðîòèëåæíèì
äî a i ïîçíà÷àòèìåìî éîãî ÷åðåç −a.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ãðóïè. Êiëüöÿ. Ïîëÿ



Îçíà÷åííÿ 2

Íåïîðîæíÿ ìíîæèíà G, íà ÿêié çàäàíà áiíàðíà àëãåáðà¨÷íà îïåðàöiÿ
ìíîæåííÿ · : G × G → G, íàçèâà¹òüñÿ ãðóïîþ,ÿêùî âèêîíóþòüñÿ íà-
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Îçíà÷åííÿ 2
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1) àëãåáðà¨÷íà îïåðàöiÿ ¹ àñîöiàòèâíîþ, òîáòî äëÿ äîâiëüíèõ åëå-
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Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ãðóïè. Êiëüöÿ. Ïîëÿ



Îçíà÷åííÿ 3

ßêùî äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b ãðóïè G ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü
ab = ba, òî ãðóïà G íàçèâà¹òüñÿ àáåëåâîþ.

Îçíà÷åííÿ 4

Ãðóïà G íàçèâà¹òüñÿ ñêií÷åííîþ, ÿêùî ìíîæèíà G ¹ ñêií÷åííîþ.
×èñëî åëåìåíòiâ ìíîæèíè G íàçèâà¹òüñÿ ïîðÿäêîì ãðóïè G i ïîçíà-
÷à¹òüñÿ |G|.

Îçíà÷åííÿ 5

Íåõàé G1 òà G2 � ãðóïè, íà ÿêèõ çàäàíî áiíàðíi àëãåáðà¨÷íi îïåðàöi¨
ìíîæåííÿ âiäïîâiäíî · òà ∗. Ãðóïà G1 íàçèâà¹òüñÿ içîìîðôíîþ ãðóïi
G2, ÿêùî iñíó¹ ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ f : G1 → G2 òàêå, ùî

f(a · b) = f(a) ∗ f(b)

äëÿ áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ a, b ∈ G1. Içîìîðôiçì ãðóïè G1 ãðóïi G2

áóäåìî ñèìâîëi÷íî ïîçíà÷àòè G1
∼= G2.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ãðóïè. Êiëüöÿ. Ïîëÿ



Îçíà÷åííÿ 3

ßêùî äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b ãðóïè G ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü
ab = ba, òî ãðóïà G íàçèâà¹òüñÿ àáåëåâîþ.

Îçíà÷åííÿ 4

Ãðóïà G íàçèâà¹òüñÿ ñêií÷åííîþ, ÿêùî ìíîæèíà G ¹ ñêií÷åííîþ.

×èñëî åëåìåíòiâ ìíîæèíè G íàçèâà¹òüñÿ ïîðÿäêîì ãðóïè G i ïîçíà-
÷à¹òüñÿ |G|.

Îçíà÷åííÿ 5

Íåõàé G1 òà G2 � ãðóïè, íà ÿêèõ çàäàíî áiíàðíi àëãåáðà¨÷íi îïåðàöi¨
ìíîæåííÿ âiäïîâiäíî · òà ∗. Ãðóïà G1 íàçèâà¹òüñÿ içîìîðôíîþ ãðóïi
G2, ÿêùî iñíó¹ ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ f : G1 → G2 òàêå, ùî

f(a · b) = f(a) ∗ f(b)

äëÿ áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ a, b ∈ G1. Içîìîðôiçì ãðóïè G1 ãðóïi G2

áóäåìî ñèìâîëi÷íî ïîçíà÷àòè G1
∼= G2.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ãðóïè. Êiëüöÿ. Ïîëÿ



Îçíà÷åííÿ 3

ßêùî äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b ãðóïè G ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü
ab = ba, òî ãðóïà G íàçèâà¹òüñÿ àáåëåâîþ.

Îçíà÷åííÿ 4

Ãðóïà G íàçèâà¹òüñÿ ñêií÷åííîþ, ÿêùî ìíîæèíà G ¹ ñêií÷åííîþ.
×èñëî åëåìåíòiâ ìíîæèíè G íàçèâà¹òüñÿ ïîðÿäêîì ãðóïè G i ïîçíà-
÷à¹òüñÿ |G|.

Îçíà÷åííÿ 5

Íåõàé G1 òà G2 � ãðóïè, íà ÿêèõ çàäàíî áiíàðíi àëãåáðà¨÷íi îïåðàöi¨
ìíîæåííÿ âiäïîâiäíî · òà ∗. Ãðóïà G1 íàçèâà¹òüñÿ içîìîðôíîþ ãðóïi
G2, ÿêùî iñíó¹ ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ f : G1 → G2 òàêå, ùî

f(a · b) = f(a) ∗ f(b)

äëÿ áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ a, b ∈ G1. Içîìîðôiçì ãðóïè G1 ãðóïi G2

áóäåìî ñèìâîëi÷íî ïîçíà÷àòè G1
∼= G2.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ãðóïè. Êiëüöÿ. Ïîëÿ



Îçíà÷åííÿ 3

ßêùî äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b ãðóïè G ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü
ab = ba, òî ãðóïà G íàçèâà¹òüñÿ àáåëåâîþ.

Îçíà÷åííÿ 4

Ãðóïà G íàçèâà¹òüñÿ ñêií÷åííîþ, ÿêùî ìíîæèíà G ¹ ñêií÷åííîþ.
×èñëî åëåìåíòiâ ìíîæèíè G íàçèâà¹òüñÿ ïîðÿäêîì ãðóïè G i ïîçíà-
÷à¹òüñÿ |G|.

Îçíà÷åííÿ 5

Íåõàé G1 òà G2 � ãðóïè, íà ÿêèõ çàäàíî áiíàðíi àëãåáðà¨÷íi îïåðàöi¨
ìíîæåííÿ âiäïîâiäíî · òà ∗.

Ãðóïà G1 íàçèâà¹òüñÿ içîìîðôíîþ ãðóïi
G2, ÿêùî iñíó¹ ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ f : G1 → G2 òàêå, ùî

f(a · b) = f(a) ∗ f(b)

äëÿ áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ a, b ∈ G1. Içîìîðôiçì ãðóïè G1 ãðóïi G2

áóäåìî ñèìâîëi÷íî ïîçíà÷àòè G1
∼= G2.
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ÿêùî âiäíîñíî
àëãåáðà¨÷íî¨ îïåðàöi¨, çàäàíî¨ íà G, ìíîæèíà H ¹ ãðóïîþ.

Òåîðåìà 1

Ïiäìíîæèíà H ãðóïè G ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè G òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a i b iç H âèêîíóþòüñÿ òàêi óìîâè: 1) ab ∈ H;

2) a−1 ∈ H.
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Îçíà÷åííÿ 7

Íåïîðîæíÿ ìíîæèíà K,

íà ÿêié çàäàíî äâi áiíàðíi àëãåáðà¨÷íi îïåðàöi¨
äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ, íàçèâà¹òüñÿ êiëüöåì, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ òàêi
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2) áiíàðíà àëãåáðà¨÷íà îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ ¹ àñîöiàòèâíîþ, òîáòî äëÿ
äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b, c ìíîæèíè K ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

(ab)c = a(bc);

3) áiíàðíi àëãåáðà¨÷íi îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ ïîâ'ÿçàíi äèñ-
òðèáóòèâíèìè çàêîíàìè, òîáòî äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b, c
ìíîæèíè K ñïðàâäæóþòüñÿ ðiâíîñòi

a(b+ c) = ab+ ac, (a+ b)c = ac+ bc.
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âiäîáðàæåííÿ f : K1 → K2 òàêå, ùî

f(a+ b) = f(a) + f(b), f(ab) = f(a)f(b)

äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b ∈ K1.

Içîìîðôiçì êiëüöÿ K1 êiëüöþ K2

òàêîæ áóäåìî ñèìâîëi÷íî ïîçíà÷àòè K1
∼= K2.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ãðóïè. Êiëüöÿ. Ïîëÿ



Òåîðåìà 2

Íåõàé K � êiëüöå ç îäèíèöåþ. Ìíîæèíà âñiõ îáîðîòíèõ åëåìåíòiâ

êiëüöÿ K âiäíîñíî áiíàðíî¨ àëãåáðà¨÷íî¨ îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ åëåìåíòiâ

öüîãî êiëüöÿ ¹ ãðóïîþ.

Îçíà÷åííÿ 12

Ãðóïó âñiõ îáîðîòíèõ åëåìåíòiâ êiëüöÿ K ç îäèíèöåþ íàçèâàþòü ìóëü-
òèïëiêàòèâíîþ ãðóïîþ êiëüöÿ K i ïîçíà÷àþòü K∗.

Îçíà÷åííÿ 13

Êiëüöå K1 íàçèâà¹òüñÿ içîìîðôíèì êiëüöþ K2, ÿêùî iñíó¹ ái¹êòèâíå
âiäîáðàæåííÿ f : K1 → K2 òàêå, ùî

f(a+ b) = f(a) + f(b), f(ab) = f(a)f(b)

äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b ∈ K1. Içîìîðôiçì êiëüöÿ K1 êiëüöþ K2

òàêîæ áóäåìî ñèìâîëi÷íî ïîçíà÷àòè K1
∼= K2.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ãðóïè. Êiëüöÿ. Ïîëÿ



Îçíà÷åííÿ 14

Ïiäìíîæèíà R êiëüöÿ K íàçèâà¹òüñÿ ïiäêiëüöåì êiëüöÿ K,

ÿêùî âiä-
íîñíî àëãåáðà¨÷íèõ îïåðàöié, çàäàíèõ íà K, R ¹ êiëüöåì.

Òåîðåìà 3

Ïiäìíîæèíà R êiëüöÿ K ¹ ïiäêiëüöåì êiëüöÿ K òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a i b iç R âèêîíóþòüñÿ òàêi óìîâè: 1) a+b ∈ R;

2) −a ∈ R; 3) ab ∈ R.

Îçíà÷åííÿ 15

Êîìóòàòèâíå êiëüöå P ç îäèíèöåþ íàçèâà¹òüñÿ ïîëåì, ÿêùî äîâiëüíèé
íåíóëüîâèé åëåìåíò êiëüöÿ P ¹ îáîðîòíèì, òîáòî P ∗=P \{0}.

Îçíà÷åííÿ 16

ßêùî ïîëå P ¹ ïiäêiëüöåì ïîëÿ F , òî êàæóòü, ùî P � ïiäïîëå ïîëÿ F .
Ïîëå P1 íàçèâà¹òüñÿ içîìîðôíèì ïîëþ P2 , ÿêùî êiëüöå P1 içîìîðôíå
êiëüöþ P2.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ãðóïè. Êiëüöÿ. Ïîëÿ



Îçíà÷åííÿ 14

Ïiäìíîæèíà R êiëüöÿ K íàçèâà¹òüñÿ ïiäêiëüöåì êiëüöÿ K, ÿêùî âiä-
íîñíî àëãåáðà¨÷íèõ îïåðàöié, çàäàíèõ íà K,

R ¹ êiëüöåì.

Òåîðåìà 3

Ïiäìíîæèíà R êiëüöÿ K ¹ ïiäêiëüöåì êiëüöÿ K òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a i b iç R âèêîíóþòüñÿ òàêi óìîâè: 1) a+b ∈ R;

2) −a ∈ R; 3) ab ∈ R.

Îçíà÷åííÿ 15

Êîìóòàòèâíå êiëüöå P ç îäèíèöåþ íàçèâà¹òüñÿ ïîëåì, ÿêùî äîâiëüíèé
íåíóëüîâèé åëåìåíò êiëüöÿ P ¹ îáîðîòíèì, òîáòî P ∗=P \{0}.

Îçíà÷åííÿ 16

ßêùî ïîëå P ¹ ïiäêiëüöåì ïîëÿ F , òî êàæóòü, ùî P � ïiäïîëå ïîëÿ F .
Ïîëå P1 íàçèâà¹òüñÿ içîìîðôíèì ïîëþ P2 , ÿêùî êiëüöå P1 içîìîðôíå
êiëüöþ P2.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ãðóïè. Êiëüöÿ. Ïîëÿ



Îçíà÷åííÿ 14

Ïiäìíîæèíà R êiëüöÿ K íàçèâà¹òüñÿ ïiäêiëüöåì êiëüöÿ K, ÿêùî âiä-
íîñíî àëãåáðà¨÷íèõ îïåðàöié, çàäàíèõ íà K, R ¹ êiëüöåì.

Òåîðåìà 3

Ïiäìíîæèíà R êiëüöÿ K ¹ ïiäêiëüöåì êiëüöÿ K òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a i b iç R âèêîíóþòüñÿ òàêi óìîâè: 1) a+b ∈ R;

2) −a ∈ R; 3) ab ∈ R.

Îçíà÷åííÿ 15

Êîìóòàòèâíå êiëüöå P ç îäèíèöåþ íàçèâà¹òüñÿ ïîëåì, ÿêùî äîâiëüíèé
íåíóëüîâèé åëåìåíò êiëüöÿ P ¹ îáîðîòíèì, òîáòî P ∗=P \{0}.

Îçíà÷åííÿ 16

ßêùî ïîëå P ¹ ïiäêiëüöåì ïîëÿ F , òî êàæóòü, ùî P � ïiäïîëå ïîëÿ F .
Ïîëå P1 íàçèâà¹òüñÿ içîìîðôíèì ïîëþ P2 , ÿêùî êiëüöå P1 içîìîðôíå
êiëüöþ P2.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ãðóïè. Êiëüöÿ. Ïîëÿ



Îçíà÷åííÿ 14

Ïiäìíîæèíà R êiëüöÿ K íàçèâà¹òüñÿ ïiäêiëüöåì êiëüöÿ K, ÿêùî âiä-
íîñíî àëãåáðà¨÷íèõ îïåðàöié, çàäàíèõ íà K, R ¹ êiëüöåì.

Òåîðåìà 3

Ïiäìíîæèíà R êiëüöÿ K ¹ ïiäêiëüöåì êiëüöÿ K

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a i b iç R âèêîíóþòüñÿ òàêi óìîâè: 1) a+b ∈ R;

2) −a ∈ R; 3) ab ∈ R.

Îçíà÷åííÿ 15

Êîìóòàòèâíå êiëüöå P ç îäèíèöåþ íàçèâà¹òüñÿ ïîëåì, ÿêùî äîâiëüíèé
íåíóëüîâèé åëåìåíò êiëüöÿ P ¹ îáîðîòíèì, òîáòî P ∗=P \{0}.

Îçíà÷åííÿ 16

ßêùî ïîëå P ¹ ïiäêiëüöåì ïîëÿ F , òî êàæóòü, ùî P � ïiäïîëå ïîëÿ F .
Ïîëå P1 íàçèâà¹òüñÿ içîìîðôíèì ïîëþ P2 , ÿêùî êiëüöå P1 içîìîðôíå
êiëüöþ P2.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ãðóïè. Êiëüöÿ. Ïîëÿ



Îçíà÷åííÿ 14

Ïiäìíîæèíà R êiëüöÿ K íàçèâà¹òüñÿ ïiäêiëüöåì êiëüöÿ K, ÿêùî âiä-
íîñíî àëãåáðà¨÷íèõ îïåðàöié, çàäàíèõ íà K, R ¹ êiëüöåì.

Òåîðåìà 3

Ïiäìíîæèíà R êiëüöÿ K ¹ ïiäêiëüöåì êiëüöÿ K òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a i b iç R âèêîíóþòüñÿ òàêi óìîâè:

1) a+b ∈ R;

2) −a ∈ R; 3) ab ∈ R.

Îçíà÷åííÿ 15

Êîìóòàòèâíå êiëüöå P ç îäèíèöåþ íàçèâà¹òüñÿ ïîëåì, ÿêùî äîâiëüíèé
íåíóëüîâèé åëåìåíò êiëüöÿ P ¹ îáîðîòíèì, òîáòî P ∗=P \{0}.

Îçíà÷åííÿ 16

ßêùî ïîëå P ¹ ïiäêiëüöåì ïîëÿ F , òî êàæóòü, ùî P � ïiäïîëå ïîëÿ F .
Ïîëå P1 íàçèâà¹òüñÿ içîìîðôíèì ïîëþ P2 , ÿêùî êiëüöå P1 içîìîðôíå
êiëüöþ P2.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ãðóïè. Êiëüöÿ. Ïîëÿ



Îçíà÷åííÿ 14

Ïiäìíîæèíà R êiëüöÿ K íàçèâà¹òüñÿ ïiäêiëüöåì êiëüöÿ K, ÿêùî âiä-
íîñíî àëãåáðà¨÷íèõ îïåðàöié, çàäàíèõ íà K, R ¹ êiëüöåì.

Òåîðåìà 3

Ïiäìíîæèíà R êiëüöÿ K ¹ ïiäêiëüöåì êiëüöÿ K òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a i b iç R âèêîíóþòüñÿ òàêi óìîâè: 1) a+b ∈ R;

2) −a ∈ R; 3) ab ∈ R.

Îçíà÷åííÿ 15

Êîìóòàòèâíå êiëüöå P ç îäèíèöåþ íàçèâà¹òüñÿ ïîëåì, ÿêùî äîâiëüíèé
íåíóëüîâèé åëåìåíò êiëüöÿ P ¹ îáîðîòíèì, òîáòî P ∗=P \{0}.

Îçíà÷åííÿ 16

ßêùî ïîëå P ¹ ïiäêiëüöåì ïîëÿ F , òî êàæóòü, ùî P � ïiäïîëå ïîëÿ F .
Ïîëå P1 íàçèâà¹òüñÿ içîìîðôíèì ïîëþ P2 , ÿêùî êiëüöå P1 içîìîðôíå
êiëüöþ P2.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ãðóïè. Êiëüöÿ. Ïîëÿ



Îçíà÷åííÿ 14

Ïiäìíîæèíà R êiëüöÿ K íàçèâà¹òüñÿ ïiäêiëüöåì êiëüöÿ K, ÿêùî âiä-
íîñíî àëãåáðà¨÷íèõ îïåðàöié, çàäàíèõ íà K, R ¹ êiëüöåì.

Òåîðåìà 3

Ïiäìíîæèíà R êiëüöÿ K ¹ ïiäêiëüöåì êiëüöÿ K òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a i b iç R âèêîíóþòüñÿ òàêi óìîâè: 1) a+b ∈ R;

2) −a ∈ R;

3) ab ∈ R.

Îçíà÷åííÿ 15

Êîìóòàòèâíå êiëüöå P ç îäèíèöåþ íàçèâà¹òüñÿ ïîëåì, ÿêùî äîâiëüíèé
íåíóëüîâèé åëåìåíò êiëüöÿ P ¹ îáîðîòíèì, òîáòî P ∗=P \{0}.

Îçíà÷åííÿ 16

ßêùî ïîëå P ¹ ïiäêiëüöåì ïîëÿ F , òî êàæóòü, ùî P � ïiäïîëå ïîëÿ F .
Ïîëå P1 íàçèâà¹òüñÿ içîìîðôíèì ïîëþ P2 , ÿêùî êiëüöå P1 içîìîðôíå
êiëüöþ P2.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ãðóïè. Êiëüöÿ. Ïîëÿ



Îçíà÷åííÿ 14

Ïiäìíîæèíà R êiëüöÿ K íàçèâà¹òüñÿ ïiäêiëüöåì êiëüöÿ K, ÿêùî âiä-
íîñíî àëãåáðà¨÷íèõ îïåðàöié, çàäàíèõ íà K, R ¹ êiëüöåì.

Òåîðåìà 3

Ïiäìíîæèíà R êiëüöÿ K ¹ ïiäêiëüöåì êiëüöÿ K òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a i b iç R âèêîíóþòüñÿ òàêi óìîâè: 1) a+b ∈ R;

2) −a ∈ R; 3) ab ∈ R.

Îçíà÷åííÿ 15

Êîìóòàòèâíå êiëüöå P ç îäèíèöåþ íàçèâà¹òüñÿ ïîëåì, ÿêùî äîâiëüíèé
íåíóëüîâèé åëåìåíò êiëüöÿ P ¹ îáîðîòíèì, òîáòî P ∗=P \{0}.

Îçíà÷åííÿ 16

ßêùî ïîëå P ¹ ïiäêiëüöåì ïîëÿ F , òî êàæóòü, ùî P � ïiäïîëå ïîëÿ F .
Ïîëå P1 íàçèâà¹òüñÿ içîìîðôíèì ïîëþ P2 , ÿêùî êiëüöå P1 içîìîðôíå
êiëüöþ P2.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ãðóïè. Êiëüöÿ. Ïîëÿ



Îçíà÷åííÿ 14

Ïiäìíîæèíà R êiëüöÿ K íàçèâà¹òüñÿ ïiäêiëüöåì êiëüöÿ K, ÿêùî âiä-
íîñíî àëãåáðà¨÷íèõ îïåðàöié, çàäàíèõ íà K, R ¹ êiëüöåì.

Òåîðåìà 3

Ïiäìíîæèíà R êiëüöÿ K ¹ ïiäêiëüöåì êiëüöÿ K òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a i b iç R âèêîíóþòüñÿ òàêi óìîâè: 1) a+b ∈ R;

2) −a ∈ R; 3) ab ∈ R.

Îçíà÷åííÿ 15

Êîìóòàòèâíå êiëüöå P ç îäèíèöåþ íàçèâà¹òüñÿ ïîëåì,

ÿêùî äîâiëüíèé
íåíóëüîâèé åëåìåíò êiëüöÿ P ¹ îáîðîòíèì, òîáòî P ∗=P \{0}.

Îçíà÷åííÿ 16

ßêùî ïîëå P ¹ ïiäêiëüöåì ïîëÿ F , òî êàæóòü, ùî P � ïiäïîëå ïîëÿ F .
Ïîëå P1 íàçèâà¹òüñÿ içîìîðôíèì ïîëþ P2 , ÿêùî êiëüöå P1 içîìîðôíå
êiëüöþ P2.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ãðóïè. Êiëüöÿ. Ïîëÿ



Îçíà÷åííÿ 14

Ïiäìíîæèíà R êiëüöÿ K íàçèâà¹òüñÿ ïiäêiëüöåì êiëüöÿ K, ÿêùî âiä-
íîñíî àëãåáðà¨÷íèõ îïåðàöié, çàäàíèõ íà K, R ¹ êiëüöåì.

Òåîðåìà 3

Ïiäìíîæèíà R êiëüöÿ K ¹ ïiäêiëüöåì êiëüöÿ K òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a i b iç R âèêîíóþòüñÿ òàêi óìîâè: 1) a+b ∈ R;

2) −a ∈ R; 3) ab ∈ R.

Îçíà÷åííÿ 15

Êîìóòàòèâíå êiëüöå P ç îäèíèöåþ íàçèâà¹òüñÿ ïîëåì, ÿêùî äîâiëüíèé
íåíóëüîâèé åëåìåíò êiëüöÿ P ¹ îáîðîòíèì,

òîáòî P ∗=P \{0}.

Îçíà÷åííÿ 16

ßêùî ïîëå P ¹ ïiäêiëüöåì ïîëÿ F , òî êàæóòü, ùî P � ïiäïîëå ïîëÿ F .
Ïîëå P1 íàçèâà¹òüñÿ içîìîðôíèì ïîëþ P2 , ÿêùî êiëüöå P1 içîìîðôíå
êiëüöþ P2.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ãðóïè. Êiëüöÿ. Ïîëÿ



Îçíà÷åííÿ 14

Ïiäìíîæèíà R êiëüöÿ K íàçèâà¹òüñÿ ïiäêiëüöåì êiëüöÿ K, ÿêùî âiä-
íîñíî àëãåáðà¨÷íèõ îïåðàöié, çàäàíèõ íà K, R ¹ êiëüöåì.

Òåîðåìà 3

Ïiäìíîæèíà R êiëüöÿ K ¹ ïiäêiëüöåì êiëüöÿ K òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a i b iç R âèêîíóþòüñÿ òàêi óìîâè: 1) a+b ∈ R;

2) −a ∈ R; 3) ab ∈ R.

Îçíà÷åííÿ 15

Êîìóòàòèâíå êiëüöå P ç îäèíèöåþ íàçèâà¹òüñÿ ïîëåì, ÿêùî äîâiëüíèé
íåíóëüîâèé åëåìåíò êiëüöÿ P ¹ îáîðîòíèì, òîáòî P ∗=P \{0}.

Îçíà÷åííÿ 16

ßêùî ïîëå P ¹ ïiäêiëüöåì ïîëÿ F , òî êàæóòü, ùî P � ïiäïîëå ïîëÿ F .
Ïîëå P1 íàçèâà¹òüñÿ içîìîðôíèì ïîëþ P2 , ÿêùî êiëüöå P1 içîìîðôíå
êiëüöþ P2.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ãðóïè. Êiëüöÿ. Ïîëÿ



Îçíà÷åííÿ 14

Ïiäìíîæèíà R êiëüöÿ K íàçèâà¹òüñÿ ïiäêiëüöåì êiëüöÿ K, ÿêùî âiä-
íîñíî àëãåáðà¨÷íèõ îïåðàöié, çàäàíèõ íà K, R ¹ êiëüöåì.

Òåîðåìà 3

Ïiäìíîæèíà R êiëüöÿ K ¹ ïiäêiëüöåì êiëüöÿ K òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a i b iç R âèêîíóþòüñÿ òàêi óìîâè: 1) a+b ∈ R;

2) −a ∈ R; 3) ab ∈ R.

Îçíà÷åííÿ 15

Êîìóòàòèâíå êiëüöå P ç îäèíèöåþ íàçèâà¹òüñÿ ïîëåì, ÿêùî äîâiëüíèé
íåíóëüîâèé åëåìåíò êiëüöÿ P ¹ îáîðîòíèì, òîáòî P ∗=P \{0}.

Îçíà÷åííÿ 16
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Íàðåøòi, ðîçãëÿíåìî áiíàðíó àëãåáðà¨÷íó îïåðàöiþ ◦ : Z × Z → Z,
âèçíà÷åíó çà ïðàâèëîì:

m ◦ n = −m+ (−n) (m,n ∈ Z),

äå + ¹ çâè÷àéíîþ îïåðàöi¹þ äîäàâàííÿ öiëèõ ÷èñåë, à −a ¹ ïðîòèëå-
æíèì ÷èñëîì äî öiëîãî ÷èñëà a (î÷åâèäíî, ùîm◦n ∈ Z äëÿ äîâiëüíèõ
m,n ∈ Z).
Îá÷èñëèìî:

(1 ◦ 2) ◦ 3 = (−1 + (−2)) ◦ 3 = (−3) ◦ 3 = −(−3) + (−3) = 0,

1 ◦ (2 ◦ 3) = 1 ◦ (−2 + (−3)) = 1 ◦ (−5) = − 1− (−5) = 4.

Îòæå,
(1 ◦ 2) ◦ 3 ̸= 1 ◦ (2 ◦ 3).

Öå îçíà÷à¹, ùî áiíàðíà àëãåáðà¨÷íà îïåðàöiÿ ◦ íå çàäîâîëüíÿ¹ àñîöi-
àòèâíié âëàñòèâîñòi.
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m ◦ n = −m+ (−n) (m,n ∈ Z),

äå + ¹ çâè÷àéíîþ îïåðàöi¹þ äîäàâàííÿ öiëèõ ÷èñåë, à −a ¹ ïðîòèëå-
æíèì ÷èñëîì äî öiëîãî ÷èñëà a

(î÷åâèäíî, ùîm◦n ∈ Z äëÿ äîâiëüíèõ
m,n ∈ Z).
Îá÷èñëèìî:

(1 ◦ 2) ◦ 3 = (−1 + (−2)) ◦ 3 = (−3) ◦ 3 = −(−3) + (−3) = 0,

1 ◦ (2 ◦ 3) = 1 ◦ (−2 + (−3)) = 1 ◦ (−5) = − 1− (−5) = 4.

Îòæå,
(1 ◦ 2) ◦ 3 ̸= 1 ◦ (2 ◦ 3).

Öå îçíà÷à¹, ùî áiíàðíà àëãåáðà¨÷íà îïåðàöiÿ ◦ íå çàäîâîëüíÿ¹ àñîöi-
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2. Ïîêàçàòè, ùî ìíîæèíà GL(n,R) âñiõ îáîðîòíèõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n
ç äiéñíèìè åëåìåíòàìè âiäíîñíî îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ ìàòðèöü ¹ ãðóïîþ.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âiäîìî (òåîðåìà ïðî äîáóòîê íåâèðîäæåíèõ ìàòðèöü),
ùî äîáóòîê äâîõ äîâiëüíèõ íåâèðîäæåíèõ ìàòðèöü iç GL(n,R) ¹ íåâè-
ðîäæåíîþ ìàòðèöåþ iç GL(n,R). Îòæå, îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ ìàòðèöü ¹
áiíàðíîþ àëãåáðà¨÷íîþ îïåðàöi¹þ íà GL(n,R). Çà òåîðåìîþ ïðî àñî-
öiàòèâíó âëàñòèâiñòü äîáóòêó ìàòðèöü îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ ìàòðèöü çà-
äîâîëüíÿ¹ àñîöiàòèâíié âëàñòèâîñòi. Â ìíîæèíi GL(n,R) iñíó¹ îäèíè-
÷íèé åëåìåíò âiäíîñíî îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ, ðîëü ÿêîãî âiäiãðà¹ îäèíè-
÷íà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n. Íàðåøòi, iç îçíàêè îáîðîòíî¨ ìàòðèöi ñëiäó¹,
ùî äëÿ äîâiëüíî¨ íåâèðîäæåíî¨ ìàòðèöi A ∈ GL(n,R) iñíó¹ îáåðíåíà
ìàòðèöÿ A−1 ∈ GL(n,R). Òàêèì ÷èíîì, ìíîæèíà GL(n,R) âiäíîñíî
îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ ìàòðèöü ¹ ãðóïîþ. Öÿ ãðóïà íàçèâà¹òüñÿ ïîâíîþ
ëiíiéíîþ ãðóïîþ ñòåïåíÿ n íàä R. Çàóâàæèìî, ùî ãðóïà GL(1,R) �
àáåëåâà, à ãðóïà GL(n,R) (n > 1) � íå ¹ àáåëåâîþ.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ãðóïè. Êiëüöÿ. Ïîëÿ
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3. Äîâåñòè, ùî ïiäìíîæèíà Q(
√
3) = {a + b

√
3 | a, b ∈ Q} ìíîæèíè

äiéñíèõ ÷èñåë ¹ ïîëåì âiäíîñíî çâè÷àéíèõ îïåðàöié äîäàâàííÿ i ìíî-
æåííÿ äiéñíèõ ÷èñåë.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çâè÷àéíi îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ äiéñíèõ ÷èñåë
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3). Îñêiëüêè a i b îäíî÷àñíî íå äîðiâíþþòü íóëþ, òî a2−3b2 ̸= 0.

Áî â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó öå á îçíà÷àëî iñíóâàííÿ ðàöiîíàëüíîãî
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ïåðåêîíó¹ìîñÿ, ùî öå ÷èñëî ¹ îáåðíåíèì äî ÷èñëà a+ b
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3.

Ç óñüîãî âèùå ñêàçàíîãî âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà Q(
√
3) ¹ ïîëåì âiä-

íîñíî îïåðàöié äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ äiéñíèõ ÷èñåë iç Q(
√
3).
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