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Нейронні елементи над к ільцем  Zp™

(Представлено членом-кореспондентом Н А Н  України В. В. Грициком)

N euron  elements over the ring  Z pm and the ir use f o r  the study and synthesis o f  discrete fu n c 
tions are introduced and studied.

Нейромережі успішно використовуються для  розв’язування широкого класу практичних 
задач. Класичні нейропарадигми розглядаються в [1-3]. Нейронні елементи над скінченни
ми полями вивчаються в [4]. В роботі вводиться поняття нейронного елемента над кільцем 
класів лишків, досліджується використання таких елементів для  зображення дискретних 
функцій.

Нехай р  —  просте число (р >  2), т  —  натуральне, Zрт =  Z l p mrL  —  кільце класів ли
шків за модулем р т , с — ір(рт), де ір —  функція Ейлера, G  =  U (X pm) —  група оборотних 
елементів кільця Z pm. Відомо [5], що G  =  (є | єс =  1). Тоді для  кожного а Є Ga  =  єШ а , 
де ind а Є { 0 , 1 , . . . .  с — 1}. Нехай п —  натуральне, /со, к\ ,. . .  ,k n —  такі натуральні числа,

П

що кг >  1, кі І (р -  1) (р -  1 наділо ділиться на кі), а і =  є Гг , к =  Н і =  {а і | а =  1),
І~ 1

і =  0,. . . ,  п, Н  =  Н\ х . . .  х  Н п —  прямий добуток циклічних груп Н і . Визначимо відобра- 
ження Gsign: G  —> H q так:

Gsign х
ко ■ ind X

де [а] —  ціла частина раціонального числа а.
О зн ачен н я . Дискретна функція / : Н  —> Но реалізується на нейронному елементі 

над кільцем Ърт (/  —  Zpm-нeйpoфyнкцiя), якщо існує такий п +  1-вимірний вектор =  
=  ('«--'о, . . .  ,гип), (ш( Є Ърт), що для  довільного х  =  (х ь  . . . ,  х п) Є Н

/ (х ) =  Gsign(шo +  Ш\Хі +  . . .  +  юпх п).

Вектор w  називається вектором структури нейронного елемента. Надалі для  скорочення
П

запису зважену суму то +  ^  будемо позначати через ту(х).
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Л е м а  1. Функція / (х )  є Хрт-нейрофункцією з вектором структури лу т.оді і тільки, 
коли знайдеться така функція гф\ Н  —■> (?, що для всіх  х  Є Н

І / (х )  • V;(x ) =  w (x ),  0 <  indV '(x ) <  у - .
K q

Доведення випливає з означення Zpm-нeйpoфyнкцiй.
Нехай Ь ( Н , Х рт) =  {/  | / : Н  —* Zpm}. Очевидно, що Ь {Н ,Т ,Рт )  можна розглядати 

як 2рт-модуль. Визначимо ф ункції Хі '■ Н  —> С, 3 — 0 , 1 , . . . ,  к — 1 так:

Х.7 (х) = х j1 ... х ^ г і

І де 0 ^  ^  <  кі, і =  1 , . . . ,  п, j  =  л  +  к і І 2 +  к ік ї і з  +  . . .  +  кгк2 . . . ,  /с„_и'п..
І Легко бачити, що функції Хі задають гомоморфне відображення групи Н  в групу обо-З  ̂ ^
і ротних елементів кільця Ъута. За аналогією з [6] функції Хі будемо називати характерами
І групи Н  над кільцем 2 рт . Визначимо відображення ( , ) :  Ь ( Н , Х рт) х б *  -> 2 рт таким
І чином:
З
■І к - І

1(х>у) = YLXiV’
і—0

Л е м а  2. Д л я  системи функцій {x j }  справджуються співвідношення:

Е , . _  J &, якщо j  =  0,
f f Xj \0, якщо 0 <  j  <  k, (•*■)

якщо і ^ j .  ' '

Д ов ед ен н я . Доведемо (1 ) д ля  випадку j  >  0.

Е *і(х)= Е  ■ • • Е  ailjl ■ • • < njn = П (і + "? + ••■+af (fct-l}).
хЄЯ гі=0 гп=0 і=1

Нехай j i  ^  1. Тоді (crj1 — 1) х(х) — 0- Досить показати, що o f1 — 1 —  оборотний елемент
хєя

кільця Z pm. Останнє твердження випливає з малої теореми Ферма та таких співвідношень:

£ =  є + р тZ, є Є Z ,  є к‘ =  є кі ^  1 (m od р). Рівність (2) випливає з (1) та з співвідношення
(Хі, X j) =  XI, ле І — 11 +  +  . . .  +  Іпк\ . ■. кп- і ,  lq =  i q -  jg  (m od kq), {lq Є {0  , . . . , k q -  1},
q =  1, . . .  ,n).

Т е о р е м а  1. Система функцій { x j }  є базисом Z pm-модуля L ( H , Z pm).
Д о в ед ен н я . Покажемо спочатку, що функції Xj утворюють лінійно незалежну над Z pm 

систему. Розглянемо рівність «оХО +  ■ • • +  ® k - lX k - l  — 0- Домножимо ї ї  на Хг_1 і просумуємо 
за всіма х  Є Я . З урахуванням (2) отримаємо, що каі =  0. Оскільки к і р взаємно прості, то 
» і  =  0. Доведемо тепер, що Xj  породжують L (H ,  Zpm). Нехай Будемо вважати,

Що / =  (/о, • ■ ■ J k - \ ) T , Де f j  =  / (e r f , . . . ,cr£n), j  =  j i  +  A:i j 2 +  . . .  +  fci . . .  k n - l jn ,  j i  Є 
Є { 0 , . . . ,  кі — 1}, г =  1 , . . . , п .  Розглянемо квадратну матрицю U  порядку к: U  — ||iij7||, 
де Uij =  X j (x i)- 3 леми 2 випливає, що {У-1 =  ( l / k )U *, де 1 /к —  елемент кільця Z рт .
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обернений до к +  ртЪ, и *  =  IK*j||i j = ö j r i ,  ^  =  v-ji ■ Нехай вектор Sf =  (s0,  Sfc-i)T

визначається так: Sf =  k~ l U * f . Тоді / =  s0Xo +  • • ■ +  Sfc-iXfc-i- Теорема доведена.
Т е о р е м а  2. Дискретна функція f : H  —► Но є Z pm-нейрофункціею з вектором стру

ктури w  тоді і т ільки тоді, коли існує така функція чр: Н  —> G, що 0 ^  ind f/j(x) <  c/A’q 
і для всіх Xj, j  — 0 , . . . ,  k — 1, крім j  =  0,1, k i , , kxk2 ■ ■ ■ kn- i

( ^ ( x )/ (x ) ,X j ( x ) )  =  0. (3)

Д о в ед ен н я . Покажемо спочатку, що умова (3) є необхідною. Нехай функція / реа
лізується над Z pm на нейронному елементі з вектором структури w  =  (wo, u'i, ■ ■., и>п). 
Тоді, за лемою 1, існує така функція і/>(х), що 0 ^  ind z/Чх) <  c/k0 і i/> (x )f(x ) =  w (x ).

Отже, ф (х )/ (х ) =  u’oxo +  го їх і +  u^Xfci +  • • • +  ™nXfci...fc„_i ■ Функцію  ф (х )/ (х )  розкладаємо
к - і

за базисом { X j } : ^ ( х )/ (х ) =  X ^ sjX j ( x )- 3 двох останніх рівностей і однозначності роз-
j —0

кладу за базисом { x j }  випливає справедливість співвідношення (3). Необхідність доведе
на. Покажемо, що умова (3 ) є достатньою. З справедливості співвідношення (3) випливає, 
що у розкладі функції i p ( x ) f ( x )  за базисом { x j }  коефіцієнти Sj дорівнюють нулю при 
j  0 {0 ,1 , h i , . . . ,  к ік2 . ■ ■ кп- 1 } .  Тому д ля  функції / (х )  виконується достатня умова леми 1. 
Отже /(х) є -нейрофункціею з вектором структури w. Теорема доведена.

Якщ о дискретна функція /(х) задовольняє умови теореми 2, то координати вектора 
структури нейронного елемента, який реалізує / (х ),  знаходяться за формулами:

■ ш 0  =  /с_1(г/’(х )/ (х ),хо (х ) ) ,  W j  =  fc_1(0 (x )/ (x ) ,x 2j - i ( x )), j  =  1, ■ • ■ , п .

Проілюструємо синтез нейронного елемента над кільцем Z pm такому прикладі. Нехай 
п =  2, ki =  fc'2 =  2, р =  5, т  =  1, с =  4, є =  2, о і  =  <72 =  4, / (1 ,1 ) — / (4 ,4 ) =  
=  4, / (1 ,4 ) -  / (4 ,1 ) =  1. Тоді на основі теореми 2 маємо, що бульова (в алфавіті { 1 , 4 } )  
функція / ( ї ї ,  £2 ) є Zs-нейрофункцією з вектором структури w  =  (1 ,4 ,4 ). Звідси випливає 
цікавий факт, що непорогові (в класичному розумінні) бульові ф ункції х  о  у та х  ©  у є 
Zs-нейрофункціями.

Відзначимо також, що на множині Zpm-нейрофункцій можна ввести інваріантні опера
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