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Наведені критерії реалізовності дискретних функцій одним багатозначним нейронним елементом. 
Розроблено метод його синтезу над полем комплексних чисел.

Р о зр о б к а  м ето д ів  си н тезу  б агато зн ач н о го  
нейронного елем ента для р еал ізац ії дискретних 
ф ункц ій  є ак ту ал ьн о ю  і п р акти ч н о  важ ли вою  
задачею, тому ці елем енти мож уть бути широко 
використані при побудові пристроїв автоматичного 
керування, розпізнавання зображень і сигналів та при 
п р о гн о зу в ан н і в и п ад ко в и х  п р о ц е с ів . В статті 
узагальнюються результати робіт [1,2].

Н ехай  2 к = {0,1,..., ■ -  1} , ( і  = \,2,...,п) і 
Z„, = {0,1,...,т -  1} с к ін ч е н і м н о ж и н и , де к , > 2 ,  
т > 2 , і Оп = г к х  х  - х ^к„ декартовий добуток

Д и с к р ет н о ю  ф у н кц ієюм нож ин  2 к , . , . , І к̂  
визначеною  на Д , із значенням и в 2 т будемо 
називати однозначне в ідображ ення / : О п - ї І т 
Позначимо через к найменше спільне кратне чисел 
кх,к2,...,кп та т . П оле ко м п л ексн и х  чисел  при 
довільному к містить всі корені к-ого ступеня з 1. 
тобто VI є  С .

Н ехай £  перв існ ий  корінь к-го  ступеня з 1. 
Розглянемо циклічні групи

*_\ І к
/ / , .  = (  <7, (7, = Є к ' \  Н ъ = (  <7, 1(7, = є к'

к \
я ,  = я „  = (  ( 7 j c r  =  Є '

які відповідно мають порядки к 1,к 2,...,к„  і ш. Позначимо
через Сп прямий добуток циклічних груп Н к ......^к . ■
Дискретна функція задана на Сп із значеннями в Н т , 
реал ізує  однозначне в ідображ енн я / : С п —> Я ,„ . 
Довільний елемент g  є  Оп може бути записаний так:

g  = o { 'w

(1)

-2 ,д е  л ( ^ ) є { 0 ,1 ,2 , . . .Д ,-1 } ,

і = 1 , 2 , Тоді  значення характера Х ^  s„} групи
Єп на елементі g є G n визначаються таким чином:

Х {„  , , , ( g )=  = е

Елементи множ ини D n розташ уєм о у звичному

п о р яд к у : (0 ,...,0 ,0), (0 ,...,0 ,і) ,.. . ,  (0,...,0,&п - і ) ,
0..... 1.0)....... ( 0 - U „ - l ) , . . „  (1 ,0 ,...,0),...,

-  1,...,кп -  і) і кож ному набору (5,,...,5„) є  Д , 
поставимо у відповідність його порядковий номер S і 
для характерів X(Sl,...,sr) ф упи  Gn введемо позначення
X{S{ ^ ) (#) = X., (s ) . Для характерів групи G„ над
полем  С  сп ів в ід н о ш ен н я  о р то го н ал ьн о ст і для 
характерів запишеться як:

' Z X s { g ) x q{g) = \G„\Ssll

де Хч (s) —  комплексно спряжене значення Хч (s) ■ 
Gn -  порядок групи Gn , <5 w = 1, якщо s=q, і 8sq = 0. 

якщо s Ф q .
Визначимо на полі С, за виключенням точки 0, 

функцію С sign z

Vz є  С \ {0} Csign z = erJ , якщо

2 пі 2тг(./ + 1)
-■ < a r g z <  ------- ,
m m

де j  є  {0,l,...,m -  l} і <7 = £ / ^ .
К аж у ть , що д и с к р ет н а  ф у н кц ія  f : G n - ) Z m 

р еал ізу єть ся  одним  б агатозн ачн и м  нейронним  
елементом над полем С, якщо існує такий (и + 1)- 
ВИМІрНИЙ ВеКТО р W = (0Jq,C01,...,0)ii  ̂ (ffl, є  С ) , що 
\ /х  є  Gn /  (х) = С sign w (x ).

Вектор w = (со0, <w,,..., <wn) називається вектором 
структури багатозначного нейронного елемента.

Т ео р ем а  1. Д и с к р е т н а  ф ун к ц ія  / :Gn —» Zm 
реа л ізуєт ься  одним багат означним  нейронним  
елем ент о м  з век т о р о м  ст рукт ури  
w = ) над полем С в тому і тільки в
т ом у випадку, коли існує  т ака  ф ункц ія  г (;с), 
визначена на Gn із значенням в С \{0} , що

r ( x ) f ( x ) = w ( x ) ,

0 < a r g r ( x ) < — .
т
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ИМ

л - і ) .

Л , ) є Д ,
номер -V і 
шачення

Gn над
)СТІ д л я

(1)

Я Х ч {8)<
і Ssq = о ,

т о ч к и  0 ,

Z m
йронним  
їй (и + і)- 
є  С) . що

вектором
:мента.
■G„ —> Zm 
гйронним  
гру к тур и 
і тільки в 
ція г ( х ) , 
що

Теорема доводиться аналогічно теоремі 2.1 [1].

Р о зглян ем о  в ек то р и  а = (1,0) і
(  2 л  . 2яЛ

о -  со.у —  ,5Ш —  як і п ри  т > 2, о ч ев и д н о , 
\  т т )

неколінеарні. Це означає, що  функцію г (х )  можна 

записати у вигляді

г(дс) = а (х )  + Ь(дс)£, 

де а(х), Ь(х) приймають значення з поля дійсних 
чисел Я.

В р о б о т і [1] п о к а за н о , що ф у н кц ія  г(х ) 
( г : Є —> С \  {о}), яка задовільняє умову

0 < а ^ г ( х ) <  - -  (т >2), 
т

допускає зображення г(ле) = а(х^  + Ь ( х ) є , тоді і тільки 
тоді, коли існують такі функції а (х ) ( а:С п —> К ). 
б(дс) ( Ь:Сп —>і?), що а ( х ) > 0  і б (д :)> 0 .

На основі цього, теорему 1 можна переписати так: 
Теорем а  2. Д и с к р е т н а  ф ун к ц ія  / : С п Хт 

<т>2) р е а л і з у є т ь с я  о д н и м  б а га т о зн а ч н и м  
нейронным елем ен т о м  з вект о р о м  ст рукт ури  
н> -  (со0,й),... . ,£0П) над полем С тоді і тільки тоді, 
коли існують т акі дві ф ун кц ії  а{х) і Ь ( х \ , як і  
визначені на і приймають дійсні значення, що

(а(л:) + й (л :)є ) /(х )  = и’(дг),

а(лс) > 0 , Ь(х)>  0.
Зауважимо, що теорема 2 невірна при т=2, тому 

що в ц ьо м у  в и п ад к у  в екто р и  а = (1,0) і 

Ь = (созк .б іп п ) = ( -  1,0) колінеарні. У випадку т=2 
справджується теорема 2.4 [1].

В и зн ач и м о  в м н о ж и н і У£ -  —> С}

скалярний добуток двох векторів /  = і

£  = (£ і--> £ 9) (Я = [Є„ — порядок групи) таким 
чином:

( / • * )  = / і  £ і +•■■+/„£,,, 
де —  к о м п л ек сн о  сп р яж ен е  зн ач ен н я

gi , і = 1,2 ц . Тоді у "  утворює унітарний простір і

група характерів х (&п) задає ортогональний базис 
цього простору.

Теорема 3. Дискретна функція  /. '(?„  —> І п при 
т>2 р е а л і з у є т ь с я  о д н и м  б а г а т о з н а ч н и м  
нейронным елем ент о м  з вект о р о м  ст рукт ури  

и> = (<У0,й>] ) над полем С тоді і тільки тоді,

коли існ у ю т ь  т а к і  д в і  ф у н к ц і ї  а (л :)> 0  

{а:С п ^ К ) , Ь ( х ) > 0  {Ь:Єп —»/?), що,

{[а(х) + Ь ( х ) є ) / ( х ) ,  * ,(* ) )  = 0,

для всіх Х & є  Х{Сп), крім тих  5, які відповідають 
н а б о р а м  (О Д...ДО ), (0 Д .. .Д 1 ) , (0 Д ...Д .0 ),..., 
(0,1,...ДО ), (ІД ...Д О ).

Д о в е д е н н я .  Н е о б х ід н іс т ь .  Н ехай  дискретна 

функція / : Є п ~ ^ 2 т при т >2 реалізується одним 

багатозначним нейронним елементом з вектором 

структури  н» = (со0,а>и ...,соп} над полем  С. Тоді 

згідно з теоремою 2 існують такі функції а (х ) > 0 і 

Ь(х ) > 0 , які задовільняють умову

(а(ж) + б(дс)е)/(л:) = « 0 +(0]х 1+...+а)пх п , (2)

враховуючи, що о) ^(і-° о.о) = х і, ,

2(о.о о.і) = х п рівність (2) можна переписати так:

(а(дс)+  й ( л ) є ) / ( х ) =  сй0Х(0,...,о)(*) +

+  *̂ *1X(і,о о . о ) О " - ) +  м лХ.(о,...,о,і)М- (3 )

Ф ункцію  (а(дс) + Ь(дс)£)/(дс)є розкладаєм о  за 

базисом з характерів групи Сп, тобто

(о(дс) + 6(л: )£ ) /(дс) = 5 1 ^ ^ ( дг) ї (4)

де q 5 = S ( a W + 6 (jc)eK W ^ W ’ t =  G" ■
n X£G„

3 (3) і (4) випливає, що qs = 0 , якщо 5 не відповідає 

наборам (0,... ,0), (1Д ...,0 ), ...,(0,...,0.і).Враховуючи, 

що Gn qs = ([a(x) + b ( x ) £ ) f ( x ) , x s(x )Y  одержуємо

((а(л:) + b(x)ejf(x), %s (x)j = 0,

для вс іх  5, як і в ід п о в ід а ю т ь  н аб о р ам  

з D n \ (0,...,0), (1.....0), ..., (0......1). Отже, необхід
ність доведена.

Достатність очевидна.
Якщо дискретна функція f : Gn —> Zm задовільняє 

умовам теореми 3, то координати вектора структури 
w = (w0,a>,,...,&>„) б агат о зн ач н о го  н ей р о н н о го  
елем ента над полем  С, який  р еал ізу є  ф ункцію  
/ ( * , , . . . , лгп)знаходяться за формулою

=  I  \ H x Y b {x ) e ) f { x ) ’x i { x ) ) ,  І =  0,1,2,...,« .

Якщо т=2, то для синтезу нейронного елемента 
над С може бути використана теорема ІІ.2.2[2].
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Criteria o f realization of discrete functions by one multivalued neuron element, and method of its 
svnthesis over the field of complex numbers are given in the paper.
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