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Îçíà÷åííÿ 1

Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P ,

A � ïiäïðîñòið â L i u ∈ L. Ñóìà
ìíîæèí {u}+A, òîáòî ìíîæèíà

{u+ a | a ∈ A}

íàçèâà¹òüñÿ ñóìiæíèì êëàñîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L çà ïiäïðîñòîðîì A ç
ïðåäñòàâíèêîì êëàñó u (¨ ¨ òàêîæ íàçèâàþòü ëiíiéíèì ìíîãîâèäîì).

Ñóìiæíèé êëàñ çà ïiäïðîñòîðîì A ç ïðåäñòàâíèêîì u ïîçíà÷àþòü ÷åðåç
u+A.

Ïðèêëàä ñóìiæíîãî êëàñó.

Íåõàé A � ïðîñòið ðîçâ'ÿçêiâ ëiíiéíîãî îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ x1 − x2 = 0 ç
äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè òà ç äâîìà íåâiäîìèìè x1, x2. Òîáòî

A = {(α, α) | α ∈ R} ⊂ R2.

Ñóìiæíèì êëàñîì çà ïiäïðîñòîðîì A ç ïðåäñòàâíèêîì u = (1, 2) ¹ ìíîæèíà

u+A = {(1 + α, 2 + α) | α ∈ R} ,
ÿêà ¹ ìíîæèíîþ ðîçâ'ÿçêiâ ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ x1 − x2 = −1. Òîìó

u+A = {(β, 1 + β) | β ∈ R} = {(0, 1) + (β, β) | β ∈ R} = (0, 1) +A.
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Âëàñòèâîñòi ñóìiæíèõ êëàñiâ çà äàíèì ïiäïðîñòîðîì.

Òåîðåìà 1

Íåõàé A � ïiäïðîñòið ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P

i x, y ∈ L. Òîäi:

ÿêùî x ∈ A, òî x+A = A;

ÿêùî x+A ̸= y+A, òî ïåðåðiç (x+A)∩(y+A) ¹ ïîðîæíüîþ ìíîæèíîþ;

x+A = y +A òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè x− y ∈ A;

(x+A) + (y+A) = (x+ y) +A, òîáòî ñóìà ñóìiæíèõ êëàñiâ çà ïiäïðî-

ñòîðîì A ¹ ñóìiæíèì êëàñîì çà öèì ïiäïðîñòîðîì.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè.

ßêùî x ∈ A, òî äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ A ñóìà x + a ¹ åëåìåíòîì ïiä-
ïðîñòîðó A. Òîìó x + A ⊂ A. Ç iíøîãî áîêó áóäü-ÿêèé åëåìåíò a iç
ïiäïðîñòîðó A ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi a = x+ (a− x). Îñêiëüêè
A � ïiäïðîñòið â L i x, a ∈ A, òî a−x ∈ A. Òîìó a = x+(a−x) ∈ x+A,
à öå îçíà÷à¹, ùî A ⊂ x+A. Òàêèì ÷èíîì, x+A = A.

Íåõàé x + A ̸= y + A. Ïðèïóñòèìî, ùî (x + A) ∩ (y + A) ̸= ∅ i z �
äåÿêèé åëåìåíò ïåðåðiçó (x+ A) ∩ (y + A). Òîäi z = x+ a i z = y + a′

äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ a, a′ ∈ A. Çâiäñè x+ a = y + a′ i ÿê íàñëiäîê

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið
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ñòîðîì A ¹ ñóìiæíèì êëàñîì çà öèì ïiäïðîñòîðîì.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè.

ßêùî x ∈ A, òî äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ A ñóìà x + a ¹ åëåìåíòîì ïiä-
ïðîñòîðó A. Òîìó x + A ⊂ A. Ç iíøîãî áîêó áóäü-ÿêèé åëåìåíò a iç
ïiäïðîñòîðó A ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi a = x+ (a− x). Îñêiëüêè
A � ïiäïðîñòið â L i x, a ∈ A, òî a−x ∈ A. Òîìó a = x+(a−x) ∈ x+A,
à öå îçíà÷à¹, ùî A ⊂ x+A. Òàêèì ÷èíîì, x+A = A.

Íåõàé x + A ̸= y + A. Ïðèïóñòèìî, ùî (x + A) ∩ (y + A) ̸= ∅ i z �
äåÿêèé åëåìåíò ïåðåðiçó (x+ A) ∩ (y + A). Òîäi z = x+ a i z = y + a′

äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ a, a′ ∈ A. Çâiäñè x+ a = y + a′ i ÿê íàñëiäîê

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Âëàñòèâîñòi ñóìiæíèõ êëàñiâ çà äàíèì ïiäïðîñòîðîì.

Òåîðåìà 1

Íåõàé A � ïiäïðîñòið ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P i x, y ∈ L. Òîäi:

ÿêùî x ∈ A, òî x+A = A;

ÿêùî x+A ̸= y+A, òî ïåðåðiç (x+A)∩(y+A) ¹ ïîðîæíüîþ ìíîæèíîþ;

x+A = y +A òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè x− y ∈ A;

(x+A) + (y+A) = (x+ y) +A, òîáòî ñóìà ñóìiæíèõ êëàñiâ çà ïiäïðî-

ñòîðîì A ¹ ñóìiæíèì êëàñîì çà öèì ïiäïðîñòîðîì.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè.

ßêùî x ∈ A, òî äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ A ñóìà x + a ¹ åëåìåíòîì ïiä-
ïðîñòîðó A. Òîìó x + A ⊂ A. Ç iíøîãî áîêó áóäü-ÿêèé åëåìåíò a iç
ïiäïðîñòîðó A ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi a = x+ (a− x). Îñêiëüêè
A � ïiäïðîñòið â L i x, a ∈ A, òî a−x ∈ A. Òîìó a = x+(a−x) ∈ x+A,
à öå îçíà÷à¹, ùî A ⊂ x+A. Òàêèì ÷èíîì, x+A = A.

Íåõàé x + A ̸= y + A. Ïðèïóñòèìî, ùî (x + A) ∩ (y + A) ̸= ∅ i z �
äåÿêèé åëåìåíò ïåðåðiçó (x+ A) ∩ (y + A). Òîäi z = x+ a i z = y + a′

äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ a, a′ ∈ A. Çâiäñè x+ a = y + a′ i ÿê íàñëiäîê

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Âëàñòèâîñòi ñóìiæíèõ êëàñiâ çà äàíèì ïiäïðîñòîðîì.

Òåîðåìà 1

Íåõàé A � ïiäïðîñòið ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P i x, y ∈ L. Òîäi:

ÿêùî x ∈ A, òî x+A = A;

ÿêùî x+A ̸= y+A, òî ïåðåðiç (x+A)∩(y+A) ¹ ïîðîæíüîþ ìíîæèíîþ;

x+A = y +A òîäi i òiëüêè òîäi,

êîëè x− y ∈ A;

(x+A) + (y+A) = (x+ y) +A, òîáòî ñóìà ñóìiæíèõ êëàñiâ çà ïiäïðî-

ñòîðîì A ¹ ñóìiæíèì êëàñîì çà öèì ïiäïðîñòîðîì.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè.

ßêùî x ∈ A, òî äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ A ñóìà x + a ¹ åëåìåíòîì ïiä-
ïðîñòîðó A. Òîìó x + A ⊂ A. Ç iíøîãî áîêó áóäü-ÿêèé åëåìåíò a iç
ïiäïðîñòîðó A ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi a = x+ (a− x). Îñêiëüêè
A � ïiäïðîñòið â L i x, a ∈ A, òî a−x ∈ A. Òîìó a = x+(a−x) ∈ x+A,
à öå îçíà÷à¹, ùî A ⊂ x+A. Òàêèì ÷èíîì, x+A = A.

Íåõàé x + A ̸= y + A. Ïðèïóñòèìî, ùî (x + A) ∩ (y + A) ̸= ∅ i z �
äåÿêèé åëåìåíò ïåðåðiçó (x+ A) ∩ (y + A). Òîäi z = x+ a i z = y + a′

äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ a, a′ ∈ A. Çâiäñè x+ a = y + a′ i ÿê íàñëiäîê

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Âëàñòèâîñòi ñóìiæíèõ êëàñiâ çà äàíèì ïiäïðîñòîðîì.

Òåîðåìà 1

Íåõàé A � ïiäïðîñòið ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P i x, y ∈ L. Òîäi:

ÿêùî x ∈ A, òî x+A = A;

ÿêùî x+A ̸= y+A, òî ïåðåðiç (x+A)∩(y+A) ¹ ïîðîæíüîþ ìíîæèíîþ;

x+A = y +A òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè x− y ∈ A;

(x+A) + (y+A) = (x+ y) +A, òîáòî ñóìà ñóìiæíèõ êëàñiâ çà ïiäïðî-

ñòîðîì A ¹ ñóìiæíèì êëàñîì çà öèì ïiäïðîñòîðîì.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè.

ßêùî x ∈ A, òî äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ A ñóìà x + a ¹ åëåìåíòîì ïiä-
ïðîñòîðó A. Òîìó x + A ⊂ A. Ç iíøîãî áîêó áóäü-ÿêèé åëåìåíò a iç
ïiäïðîñòîðó A ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi a = x+ (a− x). Îñêiëüêè
A � ïiäïðîñòið â L i x, a ∈ A, òî a−x ∈ A. Òîìó a = x+(a−x) ∈ x+A,
à öå îçíà÷à¹, ùî A ⊂ x+A. Òàêèì ÷èíîì, x+A = A.

Íåõàé x + A ̸= y + A. Ïðèïóñòèìî, ùî (x + A) ∩ (y + A) ̸= ∅ i z �
äåÿêèé åëåìåíò ïåðåðiçó (x+ A) ∩ (y + A). Òîäi z = x+ a i z = y + a′

äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ a, a′ ∈ A. Çâiäñè x+ a = y + a′ i ÿê íàñëiäîê

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Âëàñòèâîñòi ñóìiæíèõ êëàñiâ çà äàíèì ïiäïðîñòîðîì.

Òåîðåìà 1

Íåõàé A � ïiäïðîñòið ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P i x, y ∈ L. Òîäi:

ÿêùî x ∈ A, òî x+A = A;

ÿêùî x+A ̸= y+A, òî ïåðåðiç (x+A)∩(y+A) ¹ ïîðîæíüîþ ìíîæèíîþ;

x+A = y +A òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè x− y ∈ A;

x+A+ y+A = x + y+A,

òîáòî ñóìà ñóìiæíèõ êëàñiâ çà ïiäïðîñòîðîì

A ¹ ñóìiæíèì êëàñîì çà öèì ïiäïðîñòîðîì.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè.

ßêùî x ∈ A, òî äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ A ñóìà x + a ¹ åëåìåíòîì ïiä-
ïðîñòîðó A. Òîìó x + A ⊂ A. Ç iíøîãî áîêó áóäü-ÿêèé åëåìåíò a iç
ïiäïðîñòîðó A ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi a = x+ (a− x). Îñêiëüêè
A � ïiäïðîñòið â L i x, a ∈ A, òî a−x ∈ A. Òîìó a = x+(a−x) ∈ x+A,
à öå îçíà÷à¹, ùî A ⊂ x+A. Òàêèì ÷èíîì, x+A = A.

Íåõàé x + A ̸= y + A. Ïðèïóñòèìî, ùî (x + A) ∩ (y + A) ̸= ∅ i z �
äåÿêèé åëåìåíò ïåðåðiçó (x+ A) ∩ (y + A). Òîäi z = x+ a i z = y + a′

äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ a, a′ ∈ A. Çâiäñè x+ a = y + a′ i ÿê íàñëiäîê

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Âëàñòèâîñòi ñóìiæíèõ êëàñiâ çà äàíèì ïiäïðîñòîðîì.

Òåîðåìà 1

Íåõàé A � ïiäïðîñòið ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P i x, y ∈ L. Òîäi:

ÿêùî x ∈ A, òî x+A = A;

ÿêùî x+A ̸= y+A, òî ïåðåðiç (x+A)∩(y+A) ¹ ïîðîæíüîþ ìíîæèíîþ;

x+A = y +A òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè x− y ∈ A;

(x+A) + (y+A) = (x+ y) +A,

òîáòî ñóìà ñóìiæíèõ êëàñiâ çà ïiäïðî-

ñòîðîì A ¹ ñóìiæíèì êëàñîì çà öèì ïiäïðîñòîðîì.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè.

ßêùî x ∈ A, òî äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ A ñóìà x + a ¹ åëåìåíòîì ïiä-
ïðîñòîðó A. Òîìó x + A ⊂ A. Ç iíøîãî áîêó áóäü-ÿêèé åëåìåíò a iç
ïiäïðîñòîðó A ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi a = x+ (a− x). Îñêiëüêè
A � ïiäïðîñòið â L i x, a ∈ A, òî a−x ∈ A. Òîìó a = x+(a−x) ∈ x+A,
à öå îçíà÷à¹, ùî A ⊂ x+A. Òàêèì ÷èíîì, x+A = A.

Íåõàé x + A ̸= y + A. Ïðèïóñòèìî, ùî (x + A) ∩ (y + A) ̸= ∅ i z �
äåÿêèé åëåìåíò ïåðåðiçó (x+ A) ∩ (y + A). Òîäi z = x+ a i z = y + a′

äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ a, a′ ∈ A. Çâiäñè x+ a = y + a′ i ÿê íàñëiäîê

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Âëàñòèâîñòi ñóìiæíèõ êëàñiâ çà äàíèì ïiäïðîñòîðîì.

Òåîðåìà 1

Íåõàé A � ïiäïðîñòið ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P i x, y ∈ L. Òîäi:

ÿêùî x ∈ A, òî x+A = A;

ÿêùî x+A ̸= y+A, òî ïåðåðiç (x+A)∩(y+A) ¹ ïîðîæíüîþ ìíîæèíîþ;

x+A = y +A òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè x− y ∈ A;

(x+A) + (y+A) = (x+ y) +A, òîáòî ñóìà ñóìiæíèõ êëàñiâ çà ïiäïðî-

ñòîðîì A ¹ ñóìiæíèì êëàñîì çà öèì ïiäïðîñòîðîì.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè.

ßêùî x ∈ A, òî äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ A ñóìà x + a ¹ åëåìåíòîì ïiä-
ïðîñòîðó A. Òîìó x + A ⊂ A. Ç iíøîãî áîêó áóäü-ÿêèé åëåìåíò a iç
ïiäïðîñòîðó A ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi a = x+ (a− x). Îñêiëüêè
A � ïiäïðîñòið â L i x, a ∈ A, òî a−x ∈ A. Òîìó a = x+(a−x) ∈ x+A,
à öå îçíà÷à¹, ùî A ⊂ x+A. Òàêèì ÷èíîì, x+A = A.

Íåõàé x + A ̸= y + A. Ïðèïóñòèìî, ùî (x + A) ∩ (y + A) ̸= ∅ i z �
äåÿêèé åëåìåíò ïåðåðiçó (x+ A) ∩ (y + A). Òîäi z = x+ a i z = y + a′

äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ a, a′ ∈ A. Çâiäñè x+ a = y + a′ i ÿê íàñëiäîê

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Âëàñòèâîñòi ñóìiæíèõ êëàñiâ çà äàíèì ïiäïðîñòîðîì.

Òåîðåìà 1

Íåõàé A � ïiäïðîñòið ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P i x, y ∈ L. Òîäi:

ÿêùî x ∈ A, òî x+A = A;

ÿêùî x+A ̸= y+A, òî ïåðåðiç (x+A)∩(y+A) ¹ ïîðîæíüîþ ìíîæèíîþ;

x+A = y +A òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè x− y ∈ A;

(x+A) + (y+A) = (x+ y) +A, òîáòî ñóìà ñóìiæíèõ êëàñiâ çà ïiäïðî-

ñòîðîì A ¹ ñóìiæíèì êëàñîì çà öèì ïiäïðîñòîðîì.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè.

ßêùî x ∈ A, òî äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ A ñóìà x + a ¹ åëåìåíòîì ïiä-
ïðîñòîðó A. Òîìó x + A ⊂ A. Ç iíøîãî áîêó áóäü-ÿêèé åëåìåíò a iç
ïiäïðîñòîðó A ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi a = x+ (a− x). Îñêiëüêè
A � ïiäïðîñòið â L i x, a ∈ A, òî a−x ∈ A. Òîìó a = x+(a−x) ∈ x+A,
à öå îçíà÷à¹, ùî A ⊂ x+A. Òàêèì ÷èíîì, x+A = A.

Íåõàé x + A ̸= y + A. Ïðèïóñòèìî, ùî (x + A) ∩ (y + A) ̸= ∅ i z �
äåÿêèé åëåìåíò ïåðåðiçó (x+ A) ∩ (y + A). Òîäi z = x+ a i z = y + a′

äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ a, a′ ∈ A. Çâiäñè x+ a = y + a′ i ÿê íàñëiäîê

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Âëàñòèâîñòi ñóìiæíèõ êëàñiâ çà äàíèì ïiäïðîñòîðîì.

Òåîðåìà 1

Íåõàé A � ïiäïðîñòið ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P i x, y ∈ L. Òîäi:

ÿêùî x ∈ A, òî x+A = A;

ÿêùî x+A ̸= y+A, òî ïåðåðiç (x+A)∩(y+A) ¹ ïîðîæíüîþ ìíîæèíîþ;

x+A = y +A òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè x− y ∈ A;

(x+A) + (y+A) = (x+ y) +A, òîáòî ñóìà ñóìiæíèõ êëàñiâ çà ïiäïðî-

ñòîðîì A ¹ ñóìiæíèì êëàñîì çà öèì ïiäïðîñòîðîì.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè.

ßêùî x ∈ A,

òî äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ A ñóìà x + a ¹ åëåìåíòîì ïiä-
ïðîñòîðó A. Òîìó x + A ⊂ A. Ç iíøîãî áîêó áóäü-ÿêèé åëåìåíò a iç
ïiäïðîñòîðó A ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi a = x+ (a− x). Îñêiëüêè
A � ïiäïðîñòið â L i x, a ∈ A, òî a−x ∈ A. Òîìó a = x+(a−x) ∈ x+A,
à öå îçíà÷à¹, ùî A ⊂ x+A. Òàêèì ÷èíîì, x+A = A.

Íåõàé x + A ̸= y + A. Ïðèïóñòèìî, ùî (x + A) ∩ (y + A) ̸= ∅ i z �
äåÿêèé åëåìåíò ïåðåðiçó (x+ A) ∩ (y + A). Òîäi z = x+ a i z = y + a′

äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ a, a′ ∈ A. Çâiäñè x+ a = y + a′ i ÿê íàñëiäîê

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Âëàñòèâîñòi ñóìiæíèõ êëàñiâ çà äàíèì ïiäïðîñòîðîì.

Òåîðåìà 1

Íåõàé A � ïiäïðîñòið ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P i x, y ∈ L. Òîäi:

ÿêùî x ∈ A, òî x+A = A;

ÿêùî x+A ̸= y+A, òî ïåðåðiç (x+A)∩(y+A) ¹ ïîðîæíüîþ ìíîæèíîþ;

x+A = y +A òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè x− y ∈ A;

(x+A) + (y+A) = (x+ y) +A, òîáòî ñóìà ñóìiæíèõ êëàñiâ çà ïiäïðî-

ñòîðîì A ¹ ñóìiæíèì êëàñîì çà öèì ïiäïðîñòîðîì.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè.

ßêùî x ∈ A, òî äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ A

ñóìà x + a ¹ åëåìåíòîì ïiä-
ïðîñòîðó A. Òîìó x + A ⊂ A. Ç iíøîãî áîêó áóäü-ÿêèé åëåìåíò a iç
ïiäïðîñòîðó A ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi a = x+ (a− x). Îñêiëüêè
A � ïiäïðîñòið â L i x, a ∈ A, òî a−x ∈ A. Òîìó a = x+(a−x) ∈ x+A,
à öå îçíà÷à¹, ùî A ⊂ x+A. Òàêèì ÷èíîì, x+A = A.

Íåõàé x + A ̸= y + A. Ïðèïóñòèìî, ùî (x + A) ∩ (y + A) ̸= ∅ i z �
äåÿêèé åëåìåíò ïåðåðiçó (x+ A) ∩ (y + A). Òîäi z = x+ a i z = y + a′

äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ a, a′ ∈ A. Çâiäñè x+ a = y + a′ i ÿê íàñëiäîê
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Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Âëàñòèâîñòi ñóìiæíèõ êëàñiâ çà äàíèì ïiäïðîñòîðîì.

Òåîðåìà 1

Íåõàé A � ïiäïðîñòið ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P i x, y ∈ L. Òîäi:

ÿêùî x ∈ A, òî x+A = A;

ÿêùî x+A ̸= y+A, òî ïåðåðiç (x+A)∩(y+A) ¹ ïîðîæíüîþ ìíîæèíîþ;

x+A = y +A òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè x− y ∈ A;

(x+A) + (y+A) = (x+ y) +A, òîáòî ñóìà ñóìiæíèõ êëàñiâ çà ïiäïðî-

ñòîðîì A ¹ ñóìiæíèì êëàñîì çà öèì ïiäïðîñòîðîì.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè.

ßêùî x ∈ A, òî äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ A ñóìà x + a ¹ åëåìåíòîì ïiä-
ïðîñòîðó A. Òîìó x + A ⊂ A. Ç iíøîãî áîêó áóäü-ÿêèé åëåìåíò a iç
ïiäïðîñòîðó A ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi a = x+ (a− x). Îñêiëüêè
A � ïiäïðîñòið â L i x, a ∈ A, òî a−x ∈ A. Òîìó a = x+(a−x) ∈ x+A,
à öå îçíà÷à¹, ùî A ⊂ x+A.

Òàêèì ÷èíîì, x+A = A.

Íåõàé x + A ̸= y + A. Ïðèïóñòèìî, ùî (x + A) ∩ (y + A) ̸= ∅ i z �
äåÿêèé åëåìåíò ïåðåðiçó (x+ A) ∩ (y + A). Òîäi z = x+ a i z = y + a′

äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ a, a′ ∈ A. Çâiäñè x+ a = y + a′ i ÿê íàñëiäîê

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Âëàñòèâîñòi ñóìiæíèõ êëàñiâ çà äàíèì ïiäïðîñòîðîì.

Òåîðåìà 1

Íåõàé A � ïiäïðîñòið ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P i x, y ∈ L. Òîäi:

ÿêùî x ∈ A, òî x+A = A;

ÿêùî x+A ̸= y+A, òî ïåðåðiç (x+A)∩(y+A) ¹ ïîðîæíüîþ ìíîæèíîþ;

x+A = y +A òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè x− y ∈ A;

(x+A) + (y+A) = (x+ y) +A, òîáòî ñóìà ñóìiæíèõ êëàñiâ çà ïiäïðî-

ñòîðîì A ¹ ñóìiæíèì êëàñîì çà öèì ïiäïðîñòîðîì.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè.

ßêùî x ∈ A, òî äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ A ñóìà x + a ¹ åëåìåíòîì ïiä-
ïðîñòîðó A. Òîìó x + A ⊂ A. Ç iíøîãî áîêó áóäü-ÿêèé åëåìåíò a iç
ïiäïðîñòîðó A ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi a = x+ (a− x). Îñêiëüêè
A � ïiäïðîñòið â L i x, a ∈ A, òî a−x ∈ A. Òîìó a = x+(a−x) ∈ x+A,
à öå îçíà÷à¹, ùî A ⊂ x+A. Òàêèì ÷èíîì, x+A = A.

Íåõàé x + A ̸= y + A.

Ïðèïóñòèìî, ùî (x + A) ∩ (y + A) ̸= ∅ i z �
äåÿêèé åëåìåíò ïåðåðiçó (x+ A) ∩ (y + A). Òîäi z = x+ a i z = y + a′

äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ a, a′ ∈ A. Çâiäñè x+ a = y + a′ i ÿê íàñëiäîê

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Âëàñòèâîñòi ñóìiæíèõ êëàñiâ çà äàíèì ïiäïðîñòîðîì.

Òåîðåìà 1

Íåõàé A � ïiäïðîñòið ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P i x, y ∈ L. Òîäi:

ÿêùî x ∈ A, òî x+A = A;

ÿêùî x+A ̸= y+A, òî ïåðåðiç (x+A)∩(y+A) ¹ ïîðîæíüîþ ìíîæèíîþ;

x+A = y +A òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè x− y ∈ A;

(x+A) + (y+A) = (x+ y) +A, òîáòî ñóìà ñóìiæíèõ êëàñiâ çà ïiäïðî-

ñòîðîì A ¹ ñóìiæíèì êëàñîì çà öèì ïiäïðîñòîðîì.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè.

ßêùî x ∈ A, òî äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ A ñóìà x + a ¹ åëåìåíòîì ïiä-
ïðîñòîðó A. Òîìó x + A ⊂ A. Ç iíøîãî áîêó áóäü-ÿêèé åëåìåíò a iç
ïiäïðîñòîðó A ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi a = x+ (a− x). Îñêiëüêè
A � ïiäïðîñòið â L i x, a ∈ A, òî a−x ∈ A. Òîìó a = x+(a−x) ∈ x+A,
à öå îçíà÷à¹, ùî A ⊂ x+A. Òàêèì ÷èíîì, x+A = A.

Íåõàé x + A ̸= y + A. Ïðèïóñòèìî, ùî (x + A) ∩ (y + A) ̸= ∅

i z �
äåÿêèé åëåìåíò ïåðåðiçó (x+ A) ∩ (y + A). Òîäi z = x+ a i z = y + a′

äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ a, a′ ∈ A. Çâiäñè x+ a = y + a′ i ÿê íàñëiäîê

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Âëàñòèâîñòi ñóìiæíèõ êëàñiâ çà äàíèì ïiäïðîñòîðîì.

Òåîðåìà 1

Íåõàé A � ïiäïðîñòið ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P i x, y ∈ L. Òîäi:

ÿêùî x ∈ A, òî x+A = A;

ÿêùî x+A ̸= y+A, òî ïåðåðiç (x+A)∩(y+A) ¹ ïîðîæíüîþ ìíîæèíîþ;

x+A = y +A òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè x− y ∈ A;

(x+A) + (y+A) = (x+ y) +A, òîáòî ñóìà ñóìiæíèõ êëàñiâ çà ïiäïðî-

ñòîðîì A ¹ ñóìiæíèì êëàñîì çà öèì ïiäïðîñòîðîì.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè.

ßêùî x ∈ A, òî äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ A ñóìà x + a ¹ åëåìåíòîì ïiä-
ïðîñòîðó A. Òîìó x + A ⊂ A. Ç iíøîãî áîêó áóäü-ÿêèé åëåìåíò a iç
ïiäïðîñòîðó A ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi a = x+ (a− x). Îñêiëüêè
A � ïiäïðîñòið â L i x, a ∈ A, òî a−x ∈ A. Òîìó a = x+(a−x) ∈ x+A,
à öå îçíà÷à¹, ùî A ⊂ x+A. Òàêèì ÷èíîì, x+A = A.

Íåõàé x + A ̸= y + A. Ïðèïóñòèìî, ùî (x + A) ∩ (y + A) ̸= ∅ i z �
äåÿêèé åëåìåíò ïåðåðiçó (x+ A) ∩ (y + A).

Òîäi z = x+ a i z = y + a′

äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ a, a′ ∈ A. Çâiäñè x+ a = y + a′ i ÿê íàñëiäîê

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Âëàñòèâîñòi ñóìiæíèõ êëàñiâ çà äàíèì ïiäïðîñòîðîì.

Òåîðåìà 1

Íåõàé A � ïiäïðîñòið ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P i x, y ∈ L. Òîäi:

ÿêùî x ∈ A, òî x+A = A;

ÿêùî x+A ̸= y+A, òî ïåðåðiç (x+A)∩(y+A) ¹ ïîðîæíüîþ ìíîæèíîþ;

x+A = y +A òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè x− y ∈ A;

(x+A) + (y+A) = (x+ y) +A, òîáòî ñóìà ñóìiæíèõ êëàñiâ çà ïiäïðî-

ñòîðîì A ¹ ñóìiæíèì êëàñîì çà öèì ïiäïðîñòîðîì.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè.

ßêùî x ∈ A, òî äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ A ñóìà x + a ¹ åëåìåíòîì ïiä-
ïðîñòîðó A. Òîìó x + A ⊂ A. Ç iíøîãî áîêó áóäü-ÿêèé åëåìåíò a iç
ïiäïðîñòîðó A ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi a = x+ (a− x). Îñêiëüêè
A � ïiäïðîñòið â L i x, a ∈ A, òî a−x ∈ A. Òîìó a = x+(a−x) ∈ x+A,
à öå îçíà÷à¹, ùî A ⊂ x+A. Òàêèì ÷èíîì, x+A = A.

Íåõàé x + A ̸= y + A. Ïðèïóñòèìî, ùî (x + A) ∩ (y + A) ̸= ∅ i z �
äåÿêèé åëåìåíò ïåðåðiçó (x+ A) ∩ (y + A). Òîäi z = x+ a

i z = y + a′

äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ a, a′ ∈ A. Çâiäñè x+ a = y + a′ i ÿê íàñëiäîê

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Âëàñòèâîñòi ñóìiæíèõ êëàñiâ çà äàíèì ïiäïðîñòîðîì.

Òåîðåìà 1

Íåõàé A � ïiäïðîñòið ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P i x, y ∈ L. Òîäi:

ÿêùî x ∈ A, òî x+A = A;

ÿêùî x+A ̸= y+A, òî ïåðåðiç (x+A)∩(y+A) ¹ ïîðîæíüîþ ìíîæèíîþ;

x+A = y +A òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè x− y ∈ A;

(x+A) + (y+A) = (x+ y) +A, òîáòî ñóìà ñóìiæíèõ êëàñiâ çà ïiäïðî-

ñòîðîì A ¹ ñóìiæíèì êëàñîì çà öèì ïiäïðîñòîðîì.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè.

ßêùî x ∈ A, òî äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ A ñóìà x + a ¹ åëåìåíòîì ïiä-
ïðîñòîðó A. Òîìó x + A ⊂ A. Ç iíøîãî áîêó áóäü-ÿêèé åëåìåíò a iç
ïiäïðîñòîðó A ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi a = x+ (a− x). Îñêiëüêè
A � ïiäïðîñòið â L i x, a ∈ A, òî a−x ∈ A. Òîìó a = x+(a−x) ∈ x+A,
à öå îçíà÷à¹, ùî A ⊂ x+A. Òàêèì ÷èíîì, x+A = A.

Íåõàé x + A ̸= y + A. Ïðèïóñòèìî, ùî (x + A) ∩ (y + A) ̸= ∅ i z �
äåÿêèé åëåìåíò ïåðåðiçó (x+ A) ∩ (y + A). Òîäi z = x+ a i z = y + a′

äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ a, a′ ∈ A. Çâiäñè x+ a = y + a′ i ÿê íàñëiäîê

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Âëàñòèâîñòi ñóìiæíèõ êëàñiâ çà äàíèì ïiäïðîñòîðîì.

Òåîðåìà 1

Íåõàé A � ïiäïðîñòið ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P i x, y ∈ L. Òîäi:

ÿêùî x ∈ A, òî x+A = A;

ÿêùî x+A ̸= y+A, òî ïåðåðiç (x+A)∩(y+A) ¹ ïîðîæíüîþ ìíîæèíîþ;

x+A = y +A òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè x− y ∈ A;

(x+A) + (y+A) = (x+ y) +A, òîáòî ñóìà ñóìiæíèõ êëàñiâ çà ïiäïðî-

ñòîðîì A ¹ ñóìiæíèì êëàñîì çà öèì ïiäïðîñòîðîì.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè.

ßêùî x ∈ A, òî äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ A ñóìà x + a ¹ åëåìåíòîì ïiä-
ïðîñòîðó A. Òîìó x + A ⊂ A. Ç iíøîãî áîêó áóäü-ÿêèé åëåìåíò a iç
ïiäïðîñòîðó A ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi a = x+ (a− x). Îñêiëüêè
A � ïiäïðîñòið â L i x, a ∈ A, òî a−x ∈ A. Òîìó a = x+(a−x) ∈ x+A,
à öå îçíà÷à¹, ùî A ⊂ x+A. Òàêèì ÷èíîì, x+A = A.

Íåõàé x + A ̸= y + A. Ïðèïóñòèìî, ùî (x + A) ∩ (y + A) ̸= ∅ i z �
äåÿêèé åëåìåíò ïåðåðiçó (x+ A) ∩ (y + A). Òîäi z = x+ a i z = y + a′

äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ a, a′ ∈ A.

Çâiäñè x+ a = y + a′ i ÿê íàñëiäîê

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Âëàñòèâîñòi ñóìiæíèõ êëàñiâ çà äàíèì ïiäïðîñòîðîì.

Òåîðåìà 1

Íåõàé A � ïiäïðîñòið ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P i x, y ∈ L. Òîäi:

ÿêùî x ∈ A, òî x+A = A;

ÿêùî x+A ̸= y+A, òî ïåðåðiç (x+A)∩(y+A) ¹ ïîðîæíüîþ ìíîæèíîþ;

x+A = y +A òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè x− y ∈ A;

(x+A) + (y+A) = (x+ y) +A, òîáòî ñóìà ñóìiæíèõ êëàñiâ çà ïiäïðî-

ñòîðîì A ¹ ñóìiæíèì êëàñîì çà öèì ïiäïðîñòîðîì.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè.

ßêùî x ∈ A, òî äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ A ñóìà x + a ¹ åëåìåíòîì ïiä-
ïðîñòîðó A. Òîìó x + A ⊂ A. Ç iíøîãî áîêó áóäü-ÿêèé åëåìåíò a iç
ïiäïðîñòîðó A ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi a = x+ (a− x). Îñêiëüêè
A � ïiäïðîñòið â L i x, a ∈ A, òî a−x ∈ A. Òîìó a = x+(a−x) ∈ x+A,
à öå îçíà÷à¹, ùî A ⊂ x+A. Òàêèì ÷èíîì, x+A = A.

Íåõàé x + A ̸= y + A. Ïðèïóñòèìî, ùî (x + A) ∩ (y + A) ̸= ∅ i z �
äåÿêèé åëåìåíò ïåðåðiçó (x+ A) ∩ (y + A). Òîäi z = x+ a i z = y + a′

äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ a, a′ ∈ A. Çâiäñè x+ a = y + a′

i ÿê íàñëiäîê

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Âëàñòèâîñòi ñóìiæíèõ êëàñiâ çà äàíèì ïiäïðîñòîðîì.

Òåîðåìà 1

Íåõàé A � ïiäïðîñòið ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P i x, y ∈ L. Òîäi:

ÿêùî x ∈ A, òî x+A = A;

ÿêùî x+A ̸= y+A, òî ïåðåðiç (x+A)∩(y+A) ¹ ïîðîæíüîþ ìíîæèíîþ;

x+A = y +A òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè x− y ∈ A;

(x+A) + (y+A) = (x+ y) +A, òîáòî ñóìà ñóìiæíèõ êëàñiâ çà ïiäïðî-

ñòîðîì A ¹ ñóìiæíèì êëàñîì çà öèì ïiäïðîñòîðîì.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè.

ßêùî x ∈ A, òî äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ A ñóìà x + a ¹ åëåìåíòîì ïiä-
ïðîñòîðó A. Òîìó x + A ⊂ A. Ç iíøîãî áîêó áóäü-ÿêèé åëåìåíò a iç
ïiäïðîñòîðó A ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi a = x+ (a− x). Îñêiëüêè
A � ïiäïðîñòið â L i x, a ∈ A, òî a−x ∈ A. Òîìó a = x+(a−x) ∈ x+A,
à öå îçíà÷à¹, ùî A ⊂ x+A. Òàêèì ÷èíîì, x+A = A.
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Äîâåäåííÿ.

x = y + (a′ − a),

y = x+ (a− a′). Òîìó äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà a′′ ∈ A
ñïðàâäæóþòüñÿ íàñòóïíi âiäíîøåííÿ:

x+ a′′ = (y + (a′ − a)) + a′′ = y + (a′ − a+ a′′) ∈ y +A,

y + a′′ = (x+ (a− a′)) + a′′ = x+ (a− a′ + a′′) ∈ x+A.

Öå îçíà÷à¹, ùî x+ A ⊂ y + A i y + A ⊂ x+ A. Îòæå, x+ A = y + A,
ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi. Òîìó (x+A) ∩ (y +A) = ∅.

Íåõàé äëÿ äåÿêèõ x, y ∈ L ñóìiæíèé êëàñ x + A äîðiâíþ¹ ñóìiæíîìó
êëàñó y + A. Òîäi x = x + 0̄ ∈ x + A = y + A. Òîìó iñíó¹ åëåìåíò
a ∈ A òàêèé, ùî x = y + a. Çâiäñè x − y = a ∈ A. Íàâïàêè, ÿêùî
x − y ∈ A, òî äëÿ äëÿ äåÿêîãî âåêòîðà a ∈ A x = y + a. Öå îçíà÷à¹,
ùî x ∈ (x+A)∩ (y+A). Çà ïîïåðåäíüîþ âëàñòèâiñòþ ñóìiæíèõ êëàñiâ
çâiäñè ñëiäó¹, ùî x+A = y +A.

Íàñàìêiíåöü äîâåäåìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ x, y ∈ L ñïðàâäæó-
¹òüñÿ ðiâíiñòü (x + A) + (y + A) = (x + y) + A. Äîâiëüíèé âåêòîð, ùî
íàëåæèòü ñóìi (x+A) + (y+A), ìà¹ âèãëÿä (x+ a) + (y+ a′), äå a, a′

äåÿêi âåêòîðè iç A. Àëå (x+a)+(y+a′) = (x+y)+(a+a′) ∈ (x+y)+A.
Òîìó (x+A)+(y+A) ⊂ (x+y)+A. Ç iíøîãî áîêó äëÿ äîâiëüíîãî âåêòî-
ðà a′′ ∈ A ñïðàâäæó¹òüñÿ âiäíîøåííÿ (x+y)+a′′ = (x+0̄)+(y+a′′) ∈
∈ (x+A) + (y +A), ÿêå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè.
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Äîâåäåííÿ.
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Òîìó äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà a′′ ∈ A
ñïðàâäæóþòüñÿ íàñòóïíi âiäíîøåííÿ:
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ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi. Òîìó (x+A) ∩ (y +A) = ∅.

Íåõàé äëÿ äåÿêèõ x, y ∈ L ñóìiæíèé êëàñ x + A äîðiâíþ¹ ñóìiæíîìó
êëàñó y + A. Òîäi x = x + 0̄ ∈ x + A = y + A. Òîìó iñíó¹ åëåìåíò
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äåÿêi âåêòîðè iç A. Àëå (x+a)+(y+a′) = (x+y)+(a+a′) ∈ (x+y)+A.
Òîìó (x+A)+(y+A) ⊂ (x+y)+A. Ç iíøîãî áîêó äëÿ äîâiëüíîãî âåêòî-
ðà a′′ ∈ A ñïðàâäæó¹òüñÿ âiäíîøåííÿ (x+y)+a′′ = (x+0̄)+(y+a′′) ∈
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Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið
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Äîâåäåííÿ.
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êëàñó y + A. Òîäi x = x + 0̄ ∈ x + A = y + A. Òîìó iñíó¹ åëåìåíò
a ∈ A òàêèé, ùî x = y + a. Çâiäñè x − y = a ∈ A. Íàâïàêè, ÿêùî
x − y ∈ A, òî äëÿ äëÿ äåÿêîãî âåêòîðà a ∈ A x = y + a. Öå îçíà÷à¹,
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íàëåæèòü ñóìi (x+A) + (y+A), ìà¹ âèãëÿä (x+ a) + (y+ a′), äå a, a′

äåÿêi âåêòîðè iç A. Àëå (x+a)+(y+a′) = (x+y)+(a+a′) ∈ (x+y)+A.
Òîìó (x+A)+(y+A) ⊂ (x+y)+A. Ç iíøîãî áîêó äëÿ äîâiëüíîãî âåêòî-
ðà a′′ ∈ A ñïðàâäæó¹òüñÿ âiäíîøåííÿ (x+y)+a′′ = (x+0̄)+(y+a′′) ∈
∈ (x+A) + (y +A), ÿêå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè.
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Äîâåäåííÿ.

x = y + (a′ − a), y = x+ (a− a′). Òîìó äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà a′′ ∈ A
ñïðàâäæóþòüñÿ íàñòóïíi âiäíîøåííÿ:

x+ a′′ =

(y + (a′ − a)) + a′′ = y + (a′ − a+ a′′) ∈ y +A,

y + a′′ = (x+ (a− a′)) + a′′ = x+ (a− a′ + a′′) ∈ x+A.

Öå îçíà÷à¹, ùî x+ A ⊂ y + A i y + A ⊂ x+ A. Îòæå, x+ A = y + A,
ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi. Òîìó (x+A) ∩ (y +A) = ∅.

Íåõàé äëÿ äåÿêèõ x, y ∈ L ñóìiæíèé êëàñ x + A äîðiâíþ¹ ñóìiæíîìó
êëàñó y + A. Òîäi x = x + 0̄ ∈ x + A = y + A. Òîìó iñíó¹ åëåìåíò
a ∈ A òàêèé, ùî x = y + a. Çâiäñè x − y = a ∈ A. Íàâïàêè, ÿêùî
x − y ∈ A, òî äëÿ äëÿ äåÿêîãî âåêòîðà a ∈ A x = y + a. Öå îçíà÷à¹,
ùî x ∈ (x+A)∩ (y+A). Çà ïîïåðåäíüîþ âëàñòèâiñòþ ñóìiæíèõ êëàñiâ
çâiäñè ñëiäó¹, ùî x+A = y +A.

Íàñàìêiíåöü äîâåäåìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ x, y ∈ L ñïðàâäæó-
¹òüñÿ ðiâíiñòü (x + A) + (y + A) = (x + y) + A. Äîâiëüíèé âåêòîð, ùî
íàëåæèòü ñóìi (x+A) + (y+A), ìà¹ âèãëÿä (x+ a) + (y+ a′), äå a, a′

äåÿêi âåêòîðè iç A. Àëå (x+a)+(y+a′) = (x+y)+(a+a′) ∈ (x+y)+A.
Òîìó (x+A)+(y+A) ⊂ (x+y)+A. Ç iíøîãî áîêó äëÿ äîâiëüíîãî âåêòî-
ðà a′′ ∈ A ñïðàâäæó¹òüñÿ âiäíîøåííÿ (x+y)+a′′ = (x+0̄)+(y+a′′) ∈
∈ (x+A) + (y +A), ÿêå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè.
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Äîâåäåííÿ.

x = y + (a′ − a), y = x+ (a− a′). Òîìó äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà a′′ ∈ A
ñïðàâäæóþòüñÿ íàñòóïíi âiäíîøåííÿ:

x+ a′′ = (y + (a′ − a)) + a′′

= y + (a′ − a+ a′′) ∈ y +A,

y + a′′ = (x+ (a− a′)) + a′′ = x+ (a− a′ + a′′) ∈ x+A.

Öå îçíà÷à¹, ùî x+ A ⊂ y + A i y + A ⊂ x+ A. Îòæå, x+ A = y + A,
ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi. Òîìó (x+A) ∩ (y +A) = ∅.

Íåõàé äëÿ äåÿêèõ x, y ∈ L ñóìiæíèé êëàñ x + A äîðiâíþ¹ ñóìiæíîìó
êëàñó y + A. Òîäi x = x + 0̄ ∈ x + A = y + A. Òîìó iñíó¹ åëåìåíò
a ∈ A òàêèé, ùî x = y + a. Çâiäñè x − y = a ∈ A. Íàâïàêè, ÿêùî
x − y ∈ A, òî äëÿ äëÿ äåÿêîãî âåêòîðà a ∈ A x = y + a. Öå îçíà÷à¹,
ùî x ∈ (x+A)∩ (y+A). Çà ïîïåðåäíüîþ âëàñòèâiñòþ ñóìiæíèõ êëàñiâ
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íàëåæèòü ñóìi (x+A) + (y+A), ìà¹ âèãëÿä (x+ a) + (y+ a′), äå a, a′

äåÿêi âåêòîðè iç A. Àëå (x+a)+(y+a′) = (x+y)+(a+a′) ∈ (x+y)+A.
Òîìó (x+A)+(y+A) ⊂ (x+y)+A. Ç iíøîãî áîêó äëÿ äîâiëüíîãî âåêòî-
ðà a′′ ∈ A ñïðàâäæó¹òüñÿ âiäíîøåííÿ (x+y)+a′′ = (x+0̄)+(y+a′′) ∈
∈ (x+A) + (y +A), ÿêå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè.
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Äîâåäåííÿ.

x = y + (a′ − a), y = x+ (a− a′). Òîìó äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà a′′ ∈ A
ñïðàâäæóþòüñÿ íàñòóïíi âiäíîøåííÿ:

x+ a′′ = (y + (a′ − a)) + a′′ = y + (a′ − a+ a′′)

∈ y +A,

y + a′′ = (x+ (a− a′)) + a′′ = x+ (a− a′ + a′′) ∈ x+A.
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êëàñó y + A. Òîäi x = x + 0̄ ∈ x + A = y + A. Òîìó iñíó¹ åëåìåíò
a ∈ A òàêèé, ùî x = y + a. Çâiäñè x − y = a ∈ A. Íàâïàêè, ÿêùî
x − y ∈ A, òî äëÿ äëÿ äåÿêîãî âåêòîðà a ∈ A x = y + a. Öå îçíà÷à¹,
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¹òüñÿ ðiâíiñòü (x + A) + (y + A) = (x + y) + A. Äîâiëüíèé âåêòîð, ùî
íàëåæèòü ñóìi (x+A) + (y+A), ìà¹ âèãëÿä (x+ a) + (y+ a′), äå a, a′

äåÿêi âåêòîðè iç A. Àëå (x+a)+(y+a′) = (x+y)+(a+a′) ∈ (x+y)+A.
Òîìó (x+A)+(y+A) ⊂ (x+y)+A. Ç iíøîãî áîêó äëÿ äîâiëüíîãî âåêòî-
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∈ (x+A) + (y +A), ÿêå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè.
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Äîâåäåííÿ.

x = y + (a′ − a), y = x+ (a− a′). Òîìó äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà a′′ ∈ A
ñïðàâäæóþòüñÿ íàñòóïíi âiäíîøåííÿ:

x+ a′′ = (y + (a′ − a)) + a′′ = y + (a′ − a+ a′′) ∈ y +A,

y + a′′ = (x+ (a− a′)) + a′′ = x+ (a− a′ + a′′) ∈ x+A.

Öå îçíà÷à¹, ùî x+ A ⊂ y + A i y + A ⊂ x+ A. Îòæå, x+ A = y + A,
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x − y ∈ A, òî äëÿ äëÿ äåÿêîãî âåêòîðà a ∈ A x = y + a. Öå îçíà÷à¹,
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Íàñàìêiíåöü äîâåäåìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ x, y ∈ L ñïðàâäæó-
¹òüñÿ ðiâíiñòü (x + A) + (y + A) = (x + y) + A. Äîâiëüíèé âåêòîð, ùî
íàëåæèòü ñóìi (x+A) + (y+A), ìà¹ âèãëÿä (x+ a) + (y+ a′), äå a, a′

äåÿêi âåêòîðè iç A. Àëå (x+a)+(y+a′) = (x+y)+(a+a′) ∈ (x+y)+A.
Òîìó (x+A)+(y+A) ⊂ (x+y)+A. Ç iíøîãî áîêó äëÿ äîâiëüíîãî âåêòî-
ðà a′′ ∈ A ñïðàâäæó¹òüñÿ âiäíîøåííÿ (x+y)+a′′ = (x+0̄)+(y+a′′) ∈
∈ (x+A) + (y +A), ÿêå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Äîâåäåííÿ.

x = y + (a′ − a), y = x+ (a− a′). Òîìó äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà a′′ ∈ A
ñïðàâäæóþòüñÿ íàñòóïíi âiäíîøåííÿ:

x+ a′′ = (y + (a′ − a)) + a′′ = y + (a′ − a+ a′′) ∈ y +A,

y + a′′ = (x+ (a− a′)) + a′′ = x+ (a− a′ + a′′) ∈ x+A.

Öå îçíà÷à¹, ùî x+ A ⊂ y + A i y + A ⊂ x+ A. Îòæå, x+ A = y + A,
ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi. Òîìó (x+A) ∩ (y +A) = ∅.

Íåõàé äëÿ äåÿêèõ x, y ∈ L ñóìiæíèé êëàñ x + A äîðiâíþ¹ ñóìiæíîìó
êëàñó y + A. Òîäi x = x + 0̄ ∈ x + A = y + A. Òîìó iñíó¹ åëåìåíò
a ∈ A òàêèé, ùî x = y + a. Çâiäñè x − y = a ∈ A. Íàâïàêè, ÿêùî
x − y ∈ A, òî äëÿ äëÿ äåÿêîãî âåêòîðà a ∈ A x = y + a. Öå îçíà÷à¹,
ùî x ∈ (x+A)∩ (y+A). Çà ïîïåðåäíüîþ âëàñòèâiñòþ ñóìiæíèõ êëàñiâ
çâiäñè ñëiäó¹, ùî x+A = y +A.

Íàñàìêiíåöü äîâåäåìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ x, y ∈ L ñïðàâäæó-
¹òüñÿ ðiâíiñòü (x + A) + (y + A) = (x + y) + A. Äîâiëüíèé âåêòîð, ùî
íàëåæèòü ñóìi (x+A) + (y+A), ìà¹ âèãëÿä (x+ a) + (y+ a′), äå a, a′

äåÿêi âåêòîðè iç A. Àëå (x+a)+(y+a′) = (x+y)+(a+a′) ∈ (x+y)+A.
Òîìó (x+A)+(y+A) ⊂ (x+y)+A. Ç iíøîãî áîêó äëÿ äîâiëüíîãî âåêòî-
ðà a′′ ∈ A ñïðàâäæó¹òüñÿ âiäíîøåííÿ (x+y)+a′′ = (x+0̄)+(y+a′′) ∈
∈ (x+A) + (y +A), ÿêå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Äîâåäåííÿ.

x = y + (a′ − a), y = x+ (a− a′). Òîìó äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà a′′ ∈ A
ñïðàâäæóþòüñÿ íàñòóïíi âiäíîøåííÿ:

x+ a′′ = (y + (a′ − a)) + a′′ = y + (a′ − a+ a′′) ∈ y +A,

y + a′′ = (x+ (a− a′)) + a′′ = x+ (a− a′ + a′′) ∈ x+A.

Öå îçíà÷à¹, ùî x+ A ⊂ y + A i y + A ⊂ x+ A. Îòæå, x+ A = y + A,
ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi. Òîìó (x+A) ∩ (y +A) = ∅.

Íåõàé äëÿ äåÿêèõ x, y ∈ L ñóìiæíèé êëàñ x + A äîðiâíþ¹ ñóìiæíîìó
êëàñó y + A. Òîäi x = x + 0̄ ∈ x + A = y + A. Òîìó iñíó¹ åëåìåíò
a ∈ A òàêèé, ùî x = y + a. Çâiäñè x − y = a ∈ A. Íàâïàêè, ÿêùî
x − y ∈ A, òî äëÿ äëÿ äåÿêîãî âåêòîðà a ∈ A x = y + a. Öå îçíà÷à¹,
ùî x ∈ (x+A)∩ (y+A). Çà ïîïåðåäíüîþ âëàñòèâiñòþ ñóìiæíèõ êëàñiâ
çâiäñè ñëiäó¹, ùî x+A = y +A.

Íàñàìêiíåöü äîâåäåìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ x, y ∈ L ñïðàâäæó-
¹òüñÿ ðiâíiñòü (x + A) + (y + A) = (x + y) + A.

Äîâiëüíèé âåêòîð, ùî
íàëåæèòü ñóìi (x+A) + (y+A), ìà¹ âèãëÿä (x+ a) + (y+ a′), äå a, a′

äåÿêi âåêòîðè iç A. Àëå (x+a)+(y+a′) = (x+y)+(a+a′) ∈ (x+y)+A.
Òîìó (x+A)+(y+A) ⊂ (x+y)+A. Ç iíøîãî áîêó äëÿ äîâiëüíîãî âåêòî-
ðà a′′ ∈ A ñïðàâäæó¹òüñÿ âiäíîøåííÿ (x+y)+a′′ = (x+0̄)+(y+a′′) ∈
∈ (x+A) + (y +A), ÿêå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Äîâåäåííÿ.

x = y + (a′ − a), y = x+ (a− a′). Òîìó äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà a′′ ∈ A
ñïðàâäæóþòüñÿ íàñòóïíi âiäíîøåííÿ:

x+ a′′ = (y + (a′ − a)) + a′′ = y + (a′ − a+ a′′) ∈ y +A,

y + a′′ = (x+ (a− a′)) + a′′ = x+ (a− a′ + a′′) ∈ x+A.

Öå îçíà÷à¹, ùî x+ A ⊂ y + A i y + A ⊂ x+ A. Îòæå, x+ A = y + A,
ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi. Òîìó (x+A) ∩ (y +A) = ∅.

Íåõàé äëÿ äåÿêèõ x, y ∈ L ñóìiæíèé êëàñ x + A äîðiâíþ¹ ñóìiæíîìó
êëàñó y + A. Òîäi x = x + 0̄ ∈ x + A = y + A. Òîìó iñíó¹ åëåìåíò
a ∈ A òàêèé, ùî x = y + a. Çâiäñè x − y = a ∈ A. Íàâïàêè, ÿêùî
x − y ∈ A, òî äëÿ äëÿ äåÿêîãî âåêòîðà a ∈ A x = y + a. Öå îçíà÷à¹,
ùî x ∈ (x+A)∩ (y+A). Çà ïîïåðåäíüîþ âëàñòèâiñòþ ñóìiæíèõ êëàñiâ
çâiäñè ñëiäó¹, ùî x+A = y +A.

Íàñàìêiíåöü äîâåäåìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ x, y ∈ L ñïðàâäæó-
¹òüñÿ ðiâíiñòü (x + A) + (y + A) = (x + y) + A. Äîâiëüíèé âåêòîð, ùî
íàëåæèòü ñóìi (x+A) + (y+A),

ìà¹ âèãëÿä (x+ a) + (y+ a′), äå a, a′

äåÿêi âåêòîðè iç A. Àëå (x+a)+(y+a′) = (x+y)+(a+a′) ∈ (x+y)+A.
Òîìó (x+A)+(y+A) ⊂ (x+y)+A. Ç iíøîãî áîêó äëÿ äîâiëüíîãî âåêòî-
ðà a′′ ∈ A ñïðàâäæó¹òüñÿ âiäíîøåííÿ (x+y)+a′′ = (x+0̄)+(y+a′′) ∈
∈ (x+A) + (y +A), ÿêå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Äîâåäåííÿ.

x = y + (a′ − a), y = x+ (a− a′). Òîìó äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà a′′ ∈ A
ñïðàâäæóþòüñÿ íàñòóïíi âiäíîøåííÿ:

x+ a′′ = (y + (a′ − a)) + a′′ = y + (a′ − a+ a′′) ∈ y +A,

y + a′′ = (x+ (a− a′)) + a′′ = x+ (a− a′ + a′′) ∈ x+A.

Öå îçíà÷à¹, ùî x+ A ⊂ y + A i y + A ⊂ x+ A. Îòæå, x+ A = y + A,
ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi. Òîìó (x+A) ∩ (y +A) = ∅.

Íåõàé äëÿ äåÿêèõ x, y ∈ L ñóìiæíèé êëàñ x + A äîðiâíþ¹ ñóìiæíîìó
êëàñó y + A. Òîäi x = x + 0̄ ∈ x + A = y + A. Òîìó iñíó¹ åëåìåíò
a ∈ A òàêèé, ùî x = y + a. Çâiäñè x − y = a ∈ A. Íàâïàêè, ÿêùî
x − y ∈ A, òî äëÿ äëÿ äåÿêîãî âåêòîðà a ∈ A x = y + a. Öå îçíà÷à¹,
ùî x ∈ (x+A)∩ (y+A). Çà ïîïåðåäíüîþ âëàñòèâiñòþ ñóìiæíèõ êëàñiâ
çâiäñè ñëiäó¹, ùî x+A = y +A.

Íàñàìêiíåöü äîâåäåìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ x, y ∈ L ñïðàâäæó-
¹òüñÿ ðiâíiñòü (x + A) + (y + A) = (x + y) + A. Äîâiëüíèé âåêòîð, ùî
íàëåæèòü ñóìi (x+A) + (y+A), ìà¹ âèãëÿä (x+ a) + (y+ a′), äå a, a′

äåÿêi âåêòîðè iç A.

Àëå (x+a)+(y+a′) = (x+y)+(a+a′) ∈ (x+y)+A.
Òîìó (x+A)+(y+A) ⊂ (x+y)+A. Ç iíøîãî áîêó äëÿ äîâiëüíîãî âåêòî-
ðà a′′ ∈ A ñïðàâäæó¹òüñÿ âiäíîøåííÿ (x+y)+a′′ = (x+0̄)+(y+a′′) ∈
∈ (x+A) + (y +A), ÿêå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Äîâåäåííÿ.

x = y + (a′ − a), y = x+ (a− a′). Òîìó äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà a′′ ∈ A
ñïðàâäæóþòüñÿ íàñòóïíi âiäíîøåííÿ:

x+ a′′ = (y + (a′ − a)) + a′′ = y + (a′ − a+ a′′) ∈ y +A,

y + a′′ = (x+ (a− a′)) + a′′ = x+ (a− a′ + a′′) ∈ x+A.

Öå îçíà÷à¹, ùî x+ A ⊂ y + A i y + A ⊂ x+ A. Îòæå, x+ A = y + A,
ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi. Òîìó (x+A) ∩ (y +A) = ∅.

Íåõàé äëÿ äåÿêèõ x, y ∈ L ñóìiæíèé êëàñ x + A äîðiâíþ¹ ñóìiæíîìó
êëàñó y + A. Òîäi x = x + 0̄ ∈ x + A = y + A. Òîìó iñíó¹ åëåìåíò
a ∈ A òàêèé, ùî x = y + a. Çâiäñè x − y = a ∈ A. Íàâïàêè, ÿêùî
x − y ∈ A, òî äëÿ äëÿ äåÿêîãî âåêòîðà a ∈ A x = y + a. Öå îçíà÷à¹,
ùî x ∈ (x+A)∩ (y+A). Çà ïîïåðåäíüîþ âëàñòèâiñòþ ñóìiæíèõ êëàñiâ
çâiäñè ñëiäó¹, ùî x+A = y +A.

Íàñàìêiíåöü äîâåäåìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ x, y ∈ L ñïðàâäæó-
¹òüñÿ ðiâíiñòü (x + A) + (y + A) = (x + y) + A. Äîâiëüíèé âåêòîð, ùî
íàëåæèòü ñóìi (x+A) + (y+A), ìà¹ âèãëÿä (x+ a) + (y+ a′), äå a, a′

äåÿêi âåêòîðè iç A. Àëå (x+a)+(y+a′)

= (x+y)+(a+a′) ∈ (x+y)+A.
Òîìó (x+A)+(y+A) ⊂ (x+y)+A. Ç iíøîãî áîêó äëÿ äîâiëüíîãî âåêòî-
ðà a′′ ∈ A ñïðàâäæó¹òüñÿ âiäíîøåííÿ (x+y)+a′′ = (x+0̄)+(y+a′′) ∈
∈ (x+A) + (y +A), ÿêå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè.
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Äîâåäåííÿ.

x = y + (a′ − a), y = x+ (a− a′). Òîìó äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà a′′ ∈ A
ñïðàâäæóþòüñÿ íàñòóïíi âiäíîøåííÿ:

x+ a′′ = (y + (a′ − a)) + a′′ = y + (a′ − a+ a′′) ∈ y +A,

y + a′′ = (x+ (a− a′)) + a′′ = x+ (a− a′ + a′′) ∈ x+A.

Öå îçíà÷à¹, ùî x+ A ⊂ y + A i y + A ⊂ x+ A. Îòæå, x+ A = y + A,
ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi. Òîìó (x+A) ∩ (y +A) = ∅.

Íåõàé äëÿ äåÿêèõ x, y ∈ L ñóìiæíèé êëàñ x + A äîðiâíþ¹ ñóìiæíîìó
êëàñó y + A. Òîäi x = x + 0̄ ∈ x + A = y + A. Òîìó iñíó¹ åëåìåíò
a ∈ A òàêèé, ùî x = y + a. Çâiäñè x − y = a ∈ A. Íàâïàêè, ÿêùî
x − y ∈ A, òî äëÿ äëÿ äåÿêîãî âåêòîðà a ∈ A x = y + a. Öå îçíà÷à¹,
ùî x ∈ (x+A)∩ (y+A). Çà ïîïåðåäíüîþ âëàñòèâiñòþ ñóìiæíèõ êëàñiâ
çâiäñè ñëiäó¹, ùî x+A = y +A.

Íàñàìêiíåöü äîâåäåìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ x, y ∈ L ñïðàâäæó-
¹òüñÿ ðiâíiñòü (x + A) + (y + A) = (x + y) + A. Äîâiëüíèé âåêòîð, ùî
íàëåæèòü ñóìi (x+A) + (y+A), ìà¹ âèãëÿä (x+ a) + (y+ a′), äå a, a′

äåÿêi âåêòîðè iç A. Àëå (x+a)+(y+a′) = (x+y)+(a+a′)

∈ (x+y)+A.
Òîìó (x+A)+(y+A) ⊂ (x+y)+A. Ç iíøîãî áîêó äëÿ äîâiëüíîãî âåêòî-
ðà a′′ ∈ A ñïðàâäæó¹òüñÿ âiäíîøåííÿ (x+y)+a′′ = (x+0̄)+(y+a′′) ∈
∈ (x+A) + (y +A), ÿêå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Äîâåäåííÿ.

x = y + (a′ − a), y = x+ (a− a′). Òîìó äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà a′′ ∈ A
ñïðàâäæóþòüñÿ íàñòóïíi âiäíîøåííÿ:

x+ a′′ = (y + (a′ − a)) + a′′ = y + (a′ − a+ a′′) ∈ y +A,

y + a′′ = (x+ (a− a′)) + a′′ = x+ (a− a′ + a′′) ∈ x+A.

Öå îçíà÷à¹, ùî x+ A ⊂ y + A i y + A ⊂ x+ A. Îòæå, x+ A = y + A,
ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi. Òîìó (x+A) ∩ (y +A) = ∅.

Íåõàé äëÿ äåÿêèõ x, y ∈ L ñóìiæíèé êëàñ x + A äîðiâíþ¹ ñóìiæíîìó
êëàñó y + A. Òîäi x = x + 0̄ ∈ x + A = y + A. Òîìó iñíó¹ åëåìåíò
a ∈ A òàêèé, ùî x = y + a. Çâiäñè x − y = a ∈ A. Íàâïàêè, ÿêùî
x − y ∈ A, òî äëÿ äëÿ äåÿêîãî âåêòîðà a ∈ A x = y + a. Öå îçíà÷à¹,
ùî x ∈ (x+A)∩ (y+A). Çà ïîïåðåäíüîþ âëàñòèâiñòþ ñóìiæíèõ êëàñiâ
çâiäñè ñëiäó¹, ùî x+A = y +A.

Íàñàìêiíåöü äîâåäåìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ x, y ∈ L ñïðàâäæó-
¹òüñÿ ðiâíiñòü (x + A) + (y + A) = (x + y) + A. Äîâiëüíèé âåêòîð, ùî
íàëåæèòü ñóìi (x+A) + (y+A), ìà¹ âèãëÿä (x+ a) + (y+ a′), äå a, a′

äåÿêi âåêòîðè iç A. Àëå (x+a)+(y+a′) = (x+y)+(a+a′) ∈ (x+y)+A.

Òîìó (x+A)+(y+A) ⊂ (x+y)+A. Ç iíøîãî áîêó äëÿ äîâiëüíîãî âåêòî-
ðà a′′ ∈ A ñïðàâäæó¹òüñÿ âiäíîøåííÿ (x+y)+a′′ = (x+0̄)+(y+a′′) ∈
∈ (x+A) + (y +A), ÿêå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Äîâåäåííÿ.

x = y + (a′ − a), y = x+ (a− a′). Òîìó äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà a′′ ∈ A
ñïðàâäæóþòüñÿ íàñòóïíi âiäíîøåííÿ:

x+ a′′ = (y + (a′ − a)) + a′′ = y + (a′ − a+ a′′) ∈ y +A,

y + a′′ = (x+ (a− a′)) + a′′ = x+ (a− a′ + a′′) ∈ x+A.

Öå îçíà÷à¹, ùî x+ A ⊂ y + A i y + A ⊂ x+ A. Îòæå, x+ A = y + A,
ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi. Òîìó (x+A) ∩ (y +A) = ∅.
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Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið
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Òåîðåìà 2

Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P ,

A � ïiäïðîñòið â L. Ìíîæèíà

L/A = {x+A | x ∈ L}

âñiõ ñóìiæíèõ êëàñiâ çà ïiäïðîñòîðîì A âiäíîñíî äi¨ äîäàâàííÿ ñóìiæíèõ

êëàñiâ
(x+A) + (y +B) = (x+ y) +A (x, y ∈ L)

òà äi¨ ìíîæåííÿ åëåìåíòiâ ïîëÿ P íà ñóìiæíi êëàñè, ùî âèêîíó¹òüñÿ çà

òàêèì ïðàâèëîì

γ(x+A) = γx+A (γ ∈ P, x ∈ L)

¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì P .

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè. Çà âèùå äîâåäåíîþ âëàñòèâiñòþ ñóìà
ñóìiæíèõ êëàñiâ ¹ öiëêîì âèçíà÷åíèì ñóìiæíèì êëàñîì. Òèì íå ìåíøå,
äîâåäåìî, ùî ñóìà ñóìiæíèõ êëàñiâ íå çàëåæèòü âiä âèáîðó ïðåäñòàâíèêiâ
ñóìiæíèõ êëàñiâ, ÿêi äîäàþòüñÿ. Íåõàé x, x′, y, y′ âåêòîðè iç ëiíiéíîãî ïðî-
ñòîðó L òàêi, ùî x+A = x′+A, y+A = y′+A. Òîäi x−x′ ∈ A i y−y′ ∈ A.
Òîìó

(x+ y)− (x′ + y′) = (x− x′) + (y − y′) ∈ A.

Îòæå, (x+ y) +A = (x′ + y′) +A.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið
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ñòîðó L òàêi, ùî x+A = x′+A, y+A = y′+A. Òîäi x−x′ ∈ A i y−y′ ∈ A.
Òîìó

(x+ y)− (x′ + y′) = (x− x′) + (y − y′) ∈ A.

Îòæå, (x+ y) +A = (x′ + y′) +A.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Äîâåäåííÿ.

Àíàëîãi÷íî äîáóòîê äåÿêîãî åëåìåíòà γ ïîëÿ P

íà ñóìiæíèé êëàñ x + A
íå çàëåæèòü âiä âèáîðó ïðåäñòàâíèêà öüîãî ñóìiæíîãî êëàñó. Äiéñíî, ÿêùî
x + A = x′ + A, òî x − x′ ∈ A. Òîäi γx − γx′ = γ(x − x′) ∈ A. Òîìó
γ(x+A) = γ(x′ +A).
Îñêiëüêè L ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì, òî äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ x, y, z ∈ L òà
åëåìåíòiâ α, β ∈ P ñïðàâäæóþòüñÿ íàñòóïíi ðiâíîñòi:

(x+A) + (y +A) = (x+ y) +A = (y + x) +A = (y +A) + (x+A);(
(x+A) + (y +A)

)
+ (z +A) =

(
(x+ y) +A

)
+ (z +A) =(

(x+ y) + z
)
+A =

(
x+ (y + z)

)
+A = (x+A) +

(
(y + z) +A

)
=

= (x+A) +
(
(y +A) + (z +A)

)
;

α
(
β(x+A)

)
= α(βx+A) = α(βx) +A = (αβ)x+A = (αβ)

(
x+A

)
;

(α+β)(x+A) = (α+β)x+A = (αx+βx)+A = (αx+A)+(βx+A) =
= α(x+A) + β(x+A);

α
(
(x+A)+(y+A)

)
= α

(
(x+y)+A

)
= α(x+y)+A = (αx+αy)+A =

= (αx+A) + (αy +A) = α(x+A) + α(y +A);

1(x+A) = 1x+A = x+A;

(x+A) + (0̄ +A) = (x+ 0̄) +A = x+A;

(x+A) + (−x+A) = (x+ (−x)) +A = 0̄ +A.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Äîâåäåííÿ.

Àíàëîãi÷íî äîáóòîê äåÿêîãî åëåìåíòà γ ïîëÿ P íà ñóìiæíèé êëàñ x + A
íå çàëåæèòü âiä âèáîðó ïðåäñòàâíèêà öüîãî ñóìiæíîãî êëàñó.

Äiéñíî, ÿêùî
x + A = x′ + A, òî x − x′ ∈ A. Òîäi γx − γx′ = γ(x − x′) ∈ A. Òîìó
γ(x+A) = γ(x′ +A).
Îñêiëüêè L ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì, òî äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ x, y, z ∈ L òà
åëåìåíòiâ α, β ∈ P ñïðàâäæóþòüñÿ íàñòóïíi ðiâíîñòi:

(x+A) + (y +A) = (x+ y) +A = (y + x) +A = (y +A) + (x+A);(
(x+A) + (y +A)

)
+ (z +A) =

(
(x+ y) +A

)
+ (z +A) =(

(x+ y) + z
)
+A =

(
x+ (y + z)

)
+A = (x+A) +

(
(y + z) +A

)
=

= (x+A) +
(
(y +A) + (z +A)

)
;

α
(
β(x+A)

)
= α(βx+A) = α(βx) +A = (αβ)x+A = (αβ)

(
x+A

)
;

(α+β)(x+A) = (α+β)x+A = (αx+βx)+A = (αx+A)+(βx+A) =
= α(x+A) + β(x+A);

α
(
(x+A)+(y+A)

)
= α

(
(x+y)+A

)
= α(x+y)+A = (αx+αy)+A =

= (αx+A) + (αy +A) = α(x+A) + α(y +A);

1(x+A) = 1x+A = x+A;

(x+A) + (0̄ +A) = (x+ 0̄) +A = x+A;

(x+A) + (−x+A) = (x+ (−x)) +A = 0̄ +A.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Äîâåäåííÿ.

Àíàëîãi÷íî äîáóòîê äåÿêîãî åëåìåíòà γ ïîëÿ P íà ñóìiæíèé êëàñ x + A
íå çàëåæèòü âiä âèáîðó ïðåäñòàâíèêà öüîãî ñóìiæíîãî êëàñó. Äiéñíî, ÿêùî
x + A = x′ + A,

òî x − x′ ∈ A. Òîäi γx − γx′ = γ(x − x′) ∈ A. Òîìó
γ(x+A) = γ(x′ +A).
Îñêiëüêè L ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì, òî äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ x, y, z ∈ L òà
åëåìåíòiâ α, β ∈ P ñïðàâäæóþòüñÿ íàñòóïíi ðiâíîñòi:

(x+A) + (y +A) = (x+ y) +A = (y + x) +A = (y +A) + (x+A);(
(x+A) + (y +A)

)
+ (z +A) =

(
(x+ y) +A

)
+ (z +A) =(

(x+ y) + z
)
+A =

(
x+ (y + z)

)
+A = (x+A) +

(
(y + z) +A

)
=

= (x+A) +
(
(y +A) + (z +A)

)
;

α
(
β(x+A)

)
= α(βx+A) = α(βx) +A = (αβ)x+A = (αβ)

(
x+A

)
;

(α+β)(x+A) = (α+β)x+A = (αx+βx)+A = (αx+A)+(βx+A) =
= α(x+A) + β(x+A);

α
(
(x+A)+(y+A)

)
= α

(
(x+y)+A

)
= α(x+y)+A = (αx+αy)+A =

= (αx+A) + (αy +A) = α(x+A) + α(y +A);

1(x+A) = 1x+A = x+A;

(x+A) + (0̄ +A) = (x+ 0̄) +A = x+A;

(x+A) + (−x+A) = (x+ (−x)) +A = 0̄ +A.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Äîâåäåííÿ.

Àíàëîãi÷íî äîáóòîê äåÿêîãî åëåìåíòà γ ïîëÿ P íà ñóìiæíèé êëàñ x + A
íå çàëåæèòü âiä âèáîðó ïðåäñòàâíèêà öüîãî ñóìiæíîãî êëàñó. Äiéñíî, ÿêùî
x + A = x′ + A, òî x − x′ ∈ A.

Òîäi γx − γx′ = γ(x − x′) ∈ A. Òîìó
γ(x+A) = γ(x′ +A).
Îñêiëüêè L ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì, òî äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ x, y, z ∈ L òà
åëåìåíòiâ α, β ∈ P ñïðàâäæóþòüñÿ íàñòóïíi ðiâíîñòi:

(x+A) + (y +A) = (x+ y) +A = (y + x) +A = (y +A) + (x+A);(
(x+A) + (y +A)

)
+ (z +A) =

(
(x+ y) +A

)
+ (z +A) =(

(x+ y) + z
)
+A =

(
x+ (y + z)

)
+A = (x+A) +

(
(y + z) +A

)
=

= (x+A) +
(
(y +A) + (z +A)

)
;

α
(
β(x+A)

)
= α(βx+A) = α(βx) +A = (αβ)x+A = (αβ)

(
x+A

)
;

(α+β)(x+A) = (α+β)x+A = (αx+βx)+A = (αx+A)+(βx+A) =
= α(x+A) + β(x+A);

α
(
(x+A)+(y+A)

)
= α

(
(x+y)+A

)
= α(x+y)+A = (αx+αy)+A =

= (αx+A) + (αy +A) = α(x+A) + α(y +A);

1(x+A) = 1x+A = x+A;

(x+A) + (0̄ +A) = (x+ 0̄) +A = x+A;

(x+A) + (−x+A) = (x+ (−x)) +A = 0̄ +A.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Äîâåäåííÿ.

Àíàëîãi÷íî äîáóòîê äåÿêîãî åëåìåíòà γ ïîëÿ P íà ñóìiæíèé êëàñ x + A
íå çàëåæèòü âiä âèáîðó ïðåäñòàâíèêà öüîãî ñóìiæíîãî êëàñó. Äiéñíî, ÿêùî
x + A = x′ + A, òî x − x′ ∈ A. Òîäi γx − γx′

= γ(x − x′) ∈ A. Òîìó
γ(x+A) = γ(x′ +A).
Îñêiëüêè L ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì, òî äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ x, y, z ∈ L òà
åëåìåíòiâ α, β ∈ P ñïðàâäæóþòüñÿ íàñòóïíi ðiâíîñòi:

(x+A) + (y +A) = (x+ y) +A = (y + x) +A = (y +A) + (x+A);(
(x+A) + (y +A)

)
+ (z +A) =

(
(x+ y) +A

)
+ (z +A) =(

(x+ y) + z
)
+A =

(
x+ (y + z)

)
+A = (x+A) +

(
(y + z) +A

)
=

= (x+A) +
(
(y +A) + (z +A)

)
;

α
(
β(x+A)

)
= α(βx+A) = α(βx) +A = (αβ)x+A = (αβ)

(
x+A

)
;

(α+β)(x+A) = (α+β)x+A = (αx+βx)+A = (αx+A)+(βx+A) =
= α(x+A) + β(x+A);

α
(
(x+A)+(y+A)

)
= α

(
(x+y)+A

)
= α(x+y)+A = (αx+αy)+A =

= (αx+A) + (αy +A) = α(x+A) + α(y +A);

1(x+A) = 1x+A = x+A;

(x+A) + (0̄ +A) = (x+ 0̄) +A = x+A;

(x+A) + (−x+A) = (x+ (−x)) +A = 0̄ +A.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Äîâåäåííÿ.

Àíàëîãi÷íî äîáóòîê äåÿêîãî åëåìåíòà γ ïîëÿ P íà ñóìiæíèé êëàñ x + A
íå çàëåæèòü âiä âèáîðó ïðåäñòàâíèêà öüîãî ñóìiæíîãî êëàñó. Äiéñíî, ÿêùî
x + A = x′ + A, òî x − x′ ∈ A. Òîäi γx − γx′ = γ(x − x′)

∈ A. Òîìó
γ(x+A) = γ(x′ +A).
Îñêiëüêè L ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì, òî äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ x, y, z ∈ L òà
åëåìåíòiâ α, β ∈ P ñïðàâäæóþòüñÿ íàñòóïíi ðiâíîñòi:

(x+A) + (y +A) = (x+ y) +A = (y + x) +A = (y +A) + (x+A);(
(x+A) + (y +A)

)
+ (z +A) =

(
(x+ y) +A

)
+ (z +A) =(

(x+ y) + z
)
+A =

(
x+ (y + z)

)
+A = (x+A) +

(
(y + z) +A

)
=

= (x+A) +
(
(y +A) + (z +A)

)
;

α
(
β(x+A)

)
= α(βx+A) = α(βx) +A = (αβ)x+A = (αβ)

(
x+A

)
;

(α+β)(x+A) = (α+β)x+A = (αx+βx)+A = (αx+A)+(βx+A) =
= α(x+A) + β(x+A);

α
(
(x+A)+(y+A)

)
= α

(
(x+y)+A

)
= α(x+y)+A = (αx+αy)+A =

= (αx+A) + (αy +A) = α(x+A) + α(y +A);

1(x+A) = 1x+A = x+A;

(x+A) + (0̄ +A) = (x+ 0̄) +A = x+A;

(x+A) + (−x+A) = (x+ (−x)) +A = 0̄ +A.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Äîâåäåííÿ.

Àíàëîãi÷íî äîáóòîê äåÿêîãî åëåìåíòà γ ïîëÿ P íà ñóìiæíèé êëàñ x + A
íå çàëåæèòü âiä âèáîðó ïðåäñòàâíèêà öüîãî ñóìiæíîãî êëàñó. Äiéñíî, ÿêùî
x + A = x′ + A, òî x − x′ ∈ A. Òîäi γx − γx′ = γ(x − x′) ∈ A.

Òîìó
γ(x+A) = γ(x′ +A).
Îñêiëüêè L ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì, òî äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ x, y, z ∈ L òà
åëåìåíòiâ α, β ∈ P ñïðàâäæóþòüñÿ íàñòóïíi ðiâíîñòi:

(x+A) + (y +A) = (x+ y) +A = (y + x) +A = (y +A) + (x+A);(
(x+A) + (y +A)

)
+ (z +A) =

(
(x+ y) +A

)
+ (z +A) =(

(x+ y) + z
)
+A =

(
x+ (y + z)

)
+A = (x+A) +

(
(y + z) +A

)
=

= (x+A) +
(
(y +A) + (z +A)

)
;

α
(
β(x+A)

)
= α(βx+A) = α(βx) +A = (αβ)x+A = (αβ)

(
x+A

)
;

(α+β)(x+A) = (α+β)x+A = (αx+βx)+A = (αx+A)+(βx+A) =
= α(x+A) + β(x+A);

α
(
(x+A)+(y+A)

)
= α

(
(x+y)+A

)
= α(x+y)+A = (αx+αy)+A =

= (αx+A) + (αy +A) = α(x+A) + α(y +A);

1(x+A) = 1x+A = x+A;

(x+A) + (0̄ +A) = (x+ 0̄) +A = x+A;

(x+A) + (−x+A) = (x+ (−x)) +A = 0̄ +A.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Äîâåäåííÿ.

Àíàëîãi÷íî äîáóòîê äåÿêîãî åëåìåíòà γ ïîëÿ P íà ñóìiæíèé êëàñ x + A
íå çàëåæèòü âiä âèáîðó ïðåäñòàâíèêà öüîãî ñóìiæíîãî êëàñó. Äiéñíî, ÿêùî
x + A = x′ + A, òî x − x′ ∈ A. Òîäi γx − γx′ = γ(x − x′) ∈ A. Òîìó
γ(x+A) = γ(x′ +A).

Îñêiëüêè L ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì, òî äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ x, y, z ∈ L òà
åëåìåíòiâ α, β ∈ P ñïðàâäæóþòüñÿ íàñòóïíi ðiâíîñòi:

(x+A) + (y +A) = (x+ y) +A = (y + x) +A = (y +A) + (x+A);(
(x+A) + (y +A)

)
+ (z +A) =

(
(x+ y) +A

)
+ (z +A) =(

(x+ y) + z
)
+A =

(
x+ (y + z)

)
+A = (x+A) +

(
(y + z) +A

)
=

= (x+A) +
(
(y +A) + (z +A)

)
;

α
(
β(x+A)

)
= α(βx+A) = α(βx) +A = (αβ)x+A = (αβ)

(
x+A

)
;

(α+β)(x+A) = (α+β)x+A = (αx+βx)+A = (αx+A)+(βx+A) =
= α(x+A) + β(x+A);

α
(
(x+A)+(y+A)

)
= α

(
(x+y)+A

)
= α(x+y)+A = (αx+αy)+A =

= (αx+A) + (αy +A) = α(x+A) + α(y +A);

1(x+A) = 1x+A = x+A;

(x+A) + (0̄ +A) = (x+ 0̄) +A = x+A;

(x+A) + (−x+A) = (x+ (−x)) +A = 0̄ +A.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Äîâåäåííÿ.

Àíàëîãi÷íî äîáóòîê äåÿêîãî åëåìåíòà γ ïîëÿ P íà ñóìiæíèé êëàñ x + A
íå çàëåæèòü âiä âèáîðó ïðåäñòàâíèêà öüîãî ñóìiæíîãî êëàñó. Äiéñíî, ÿêùî
x + A = x′ + A, òî x − x′ ∈ A. Òîäi γx − γx′ = γ(x − x′) ∈ A. Òîìó
γ(x+A) = γ(x′ +A).
Îñêiëüêè L ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì,

òî äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ x, y, z ∈ L òà
åëåìåíòiâ α, β ∈ P ñïðàâäæóþòüñÿ íàñòóïíi ðiâíîñòi:

(x+A) + (y +A) = (x+ y) +A = (y + x) +A = (y +A) + (x+A);(
(x+A) + (y +A)

)
+ (z +A) =

(
(x+ y) +A

)
+ (z +A) =(

(x+ y) + z
)
+A =

(
x+ (y + z)

)
+A = (x+A) +

(
(y + z) +A

)
=

= (x+A) +
(
(y +A) + (z +A)

)
;

α
(
β(x+A)

)
= α(βx+A) = α(βx) +A = (αβ)x+A = (αβ)

(
x+A

)
;

(α+β)(x+A) = (α+β)x+A = (αx+βx)+A = (αx+A)+(βx+A) =
= α(x+A) + β(x+A);

α
(
(x+A)+(y+A)

)
= α

(
(x+y)+A

)
= α(x+y)+A = (αx+αy)+A =

= (αx+A) + (αy +A) = α(x+A) + α(y +A);

1(x+A) = 1x+A = x+A;

(x+A) + (0̄ +A) = (x+ 0̄) +A = x+A;

(x+A) + (−x+A) = (x+ (−x)) +A = 0̄ +A.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Äîâåäåííÿ.

Àíàëîãi÷íî äîáóòîê äåÿêîãî åëåìåíòà γ ïîëÿ P íà ñóìiæíèé êëàñ x + A
íå çàëåæèòü âiä âèáîðó ïðåäñòàâíèêà öüîãî ñóìiæíîãî êëàñó. Äiéñíî, ÿêùî
x + A = x′ + A, òî x − x′ ∈ A. Òîäi γx − γx′ = γ(x − x′) ∈ A. Òîìó
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Äîâåäåííÿ.
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ëiíiéíèì ïðîñòîðîì.

Iç îñòàííi äâîõ ëàíöþãiâ ðiâíîñòåé ñëiäó¹, ùî ñóìiæíèé
êëàñ 0̄ +A = A âiäiãðà¹ ðîëü íóëüîâîãî âåêòîðà, à ñóìiæíèé êëàñ −x+A �
ïðîòèëåæíîãî âåêòîðà äî ñóìiæíîãî êëàñó x+A.

Îçíà÷åííÿ 2

Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P , A � ïiäïðîñòið â L. Ëiíiéíèé
ïðîñòið

L/A = {x+A | x ∈ L}
âñiõ ñóìiæíèõ êëàñiâ çà ïiäïðîñòîðîì A âiäíîñíî äi¨ äîäàâàííÿ ñóìiæíèõ
êëàñiâ

(x+A) + (y +B) = (x+ y) +A (x, y ∈ L)

òà äi¨ ìíîæåííÿ åëåìåíòiâ ïîëÿ P íà ñóìiæíi êëàñè

γ(x+A) = γx+A (γ ∈ P, x ∈ L)

íàçèâà¹òüñÿ ôàêòîðïðîñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L çà ïiäïðîñòîðîì A.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Äîâåäåííÿ.

Öå îçíà÷à¹, ùî ìíîæèíà L/A âñiõ ñóìiæíèõ êëàñiâ çà ïiäïðîñòîðîì A ¹
ëiíiéíèì ïðîñòîðîì. Iç îñòàííi äâîõ ëàíöþãiâ ðiâíîñòåé ñëiäó¹,

ùî ñóìiæíèé
êëàñ 0̄ +A = A âiäiãðà¹ ðîëü íóëüîâîãî âåêòîðà, à ñóìiæíèé êëàñ −x+A �
ïðîòèëåæíîãî âåêòîðà äî ñóìiæíîãî êëàñó x+A.

Îçíà÷åííÿ 2

Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P , A � ïiäïðîñòið â L. Ëiíiéíèé
ïðîñòið

L/A = {x+A | x ∈ L}
âñiõ ñóìiæíèõ êëàñiâ çà ïiäïðîñòîðîì A âiäíîñíî äi¨ äîäàâàííÿ ñóìiæíèõ
êëàñiâ

(x+A) + (y +B) = (x+ y) +A (x, y ∈ L)

òà äi¨ ìíîæåííÿ åëåìåíòiâ ïîëÿ P íà ñóìiæíi êëàñè

γ(x+A) = γx+A (γ ∈ P, x ∈ L)

íàçèâà¹òüñÿ ôàêòîðïðîñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L çà ïiäïðîñòîðîì A.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Äîâåäåííÿ.

Öå îçíà÷à¹, ùî ìíîæèíà L/A âñiõ ñóìiæíèõ êëàñiâ çà ïiäïðîñòîðîì A ¹
ëiíiéíèì ïðîñòîðîì. Iç îñòàííi äâîõ ëàíöþãiâ ðiâíîñòåé ñëiäó¹, ùî ñóìiæíèé
êëàñ 0̄ +A

= A âiäiãðà¹ ðîëü íóëüîâîãî âåêòîðà, à ñóìiæíèé êëàñ −x+A �
ïðîòèëåæíîãî âåêòîðà äî ñóìiæíîãî êëàñó x+A.

Îçíà÷åííÿ 2

Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P , A � ïiäïðîñòið â L. Ëiíiéíèé
ïðîñòið

L/A = {x+A | x ∈ L}
âñiõ ñóìiæíèõ êëàñiâ çà ïiäïðîñòîðîì A âiäíîñíî äi¨ äîäàâàííÿ ñóìiæíèõ
êëàñiâ

(x+A) + (y +B) = (x+ y) +A (x, y ∈ L)

òà äi¨ ìíîæåííÿ åëåìåíòiâ ïîëÿ P íà ñóìiæíi êëàñè

γ(x+A) = γx+A (γ ∈ P, x ∈ L)

íàçèâà¹òüñÿ ôàêòîðïðîñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L çà ïiäïðîñòîðîì A.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Äîâåäåííÿ.

Öå îçíà÷à¹, ùî ìíîæèíà L/A âñiõ ñóìiæíèõ êëàñiâ çà ïiäïðîñòîðîì A ¹
ëiíiéíèì ïðîñòîðîì. Iç îñòàííi äâîõ ëàíöþãiâ ðiâíîñòåé ñëiäó¹, ùî ñóìiæíèé
êëàñ 0̄ +A = A âiäiãðà¹ ðîëü íóëüîâîãî âåêòîðà,

à ñóìiæíèé êëàñ −x+A �
ïðîòèëåæíîãî âåêòîðà äî ñóìiæíîãî êëàñó x+A.

Îçíà÷åííÿ 2

Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P , A � ïiäïðîñòið â L. Ëiíiéíèé
ïðîñòið

L/A = {x+A | x ∈ L}
âñiõ ñóìiæíèõ êëàñiâ çà ïiäïðîñòîðîì A âiäíîñíî äi¨ äîäàâàííÿ ñóìiæíèõ
êëàñiâ

(x+A) + (y +B) = (x+ y) +A (x, y ∈ L)

òà äi¨ ìíîæåííÿ åëåìåíòiâ ïîëÿ P íà ñóìiæíi êëàñè

γ(x+A) = γx+A (γ ∈ P, x ∈ L)

íàçèâà¹òüñÿ ôàêòîðïðîñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L çà ïiäïðîñòîðîì A.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Äîâåäåííÿ.

Öå îçíà÷à¹, ùî ìíîæèíà L/A âñiõ ñóìiæíèõ êëàñiâ çà ïiäïðîñòîðîì A ¹
ëiíiéíèì ïðîñòîðîì. Iç îñòàííi äâîõ ëàíöþãiâ ðiâíîñòåé ñëiäó¹, ùî ñóìiæíèé
êëàñ 0̄ +A = A âiäiãðà¹ ðîëü íóëüîâîãî âåêòîðà, à ñóìiæíèé êëàñ −x+A

�
ïðîòèëåæíîãî âåêòîðà äî ñóìiæíîãî êëàñó x+A.

Îçíà÷åííÿ 2

Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P , A � ïiäïðîñòið â L. Ëiíiéíèé
ïðîñòið

L/A = {x+A | x ∈ L}
âñiõ ñóìiæíèõ êëàñiâ çà ïiäïðîñòîðîì A âiäíîñíî äi¨ äîäàâàííÿ ñóìiæíèõ
êëàñiâ

(x+A) + (y +B) = (x+ y) +A (x, y ∈ L)

òà äi¨ ìíîæåííÿ åëåìåíòiâ ïîëÿ P íà ñóìiæíi êëàñè

γ(x+A) = γx+A (γ ∈ P, x ∈ L)

íàçèâà¹òüñÿ ôàêòîðïðîñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L çà ïiäïðîñòîðîì A.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Äîâåäåííÿ.

Öå îçíà÷à¹, ùî ìíîæèíà L/A âñiõ ñóìiæíèõ êëàñiâ çà ïiäïðîñòîðîì A ¹
ëiíiéíèì ïðîñòîðîì. Iç îñòàííi äâîõ ëàíöþãiâ ðiâíîñòåé ñëiäó¹, ùî ñóìiæíèé
êëàñ 0̄ +A = A âiäiãðà¹ ðîëü íóëüîâîãî âåêòîðà, à ñóìiæíèé êëàñ −x+A �
ïðîòèëåæíîãî âåêòîðà äî ñóìiæíîãî êëàñó x+A.

Îçíà÷åííÿ 2

Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P ,

A � ïiäïðîñòið â L. Ëiíiéíèé
ïðîñòið

L/A = {x+A | x ∈ L}
âñiõ ñóìiæíèõ êëàñiâ çà ïiäïðîñòîðîì A âiäíîñíî äi¨ äîäàâàííÿ ñóìiæíèõ
êëàñiâ

(x+A) + (y +B) = (x+ y) +A (x, y ∈ L)

òà äi¨ ìíîæåííÿ åëåìåíòiâ ïîëÿ P íà ñóìiæíi êëàñè

γ(x+A) = γx+A (γ ∈ P, x ∈ L)

íàçèâà¹òüñÿ ôàêòîðïðîñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L çà ïiäïðîñòîðîì A.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Äîâåäåííÿ.

Öå îçíà÷à¹, ùî ìíîæèíà L/A âñiõ ñóìiæíèõ êëàñiâ çà ïiäïðîñòîðîì A ¹
ëiíiéíèì ïðîñòîðîì. Iç îñòàííi äâîõ ëàíöþãiâ ðiâíîñòåé ñëiäó¹, ùî ñóìiæíèé
êëàñ 0̄ +A = A âiäiãðà¹ ðîëü íóëüîâîãî âåêòîðà, à ñóìiæíèé êëàñ −x+A �
ïðîòèëåæíîãî âåêòîðà äî ñóìiæíîãî êëàñó x+A.

Îçíà÷åííÿ 2

Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P , A � ïiäïðîñòið â L.

Ëiíiéíèé
ïðîñòið

L/A = {x+A | x ∈ L}
âñiõ ñóìiæíèõ êëàñiâ çà ïiäïðîñòîðîì A âiäíîñíî äi¨ äîäàâàííÿ ñóìiæíèõ
êëàñiâ

(x+A) + (y +B) = (x+ y) +A (x, y ∈ L)

òà äi¨ ìíîæåííÿ åëåìåíòiâ ïîëÿ P íà ñóìiæíi êëàñè

γ(x+A) = γx+A (γ ∈ P, x ∈ L)

íàçèâà¹òüñÿ ôàêòîðïðîñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L çà ïiäïðîñòîðîì A.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Äîâåäåííÿ.

Öå îçíà÷à¹, ùî ìíîæèíà L/A âñiõ ñóìiæíèõ êëàñiâ çà ïiäïðîñòîðîì A ¹
ëiíiéíèì ïðîñòîðîì. Iç îñòàííi äâîõ ëàíöþãiâ ðiâíîñòåé ñëiäó¹, ùî ñóìiæíèé
êëàñ 0̄ +A = A âiäiãðà¹ ðîëü íóëüîâîãî âåêòîðà, à ñóìiæíèé êëàñ −x+A �
ïðîòèëåæíîãî âåêòîðà äî ñóìiæíîãî êëàñó x+A.

Îçíà÷åííÿ 2

Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P , A � ïiäïðîñòið â L. Ëiíiéíèé
ïðîñòið

L/A = {x+A | x ∈ L}

âñiõ ñóìiæíèõ êëàñiâ çà ïiäïðîñòîðîì A âiäíîñíî äi¨ äîäàâàííÿ ñóìiæíèõ
êëàñiâ

(x+A) + (y +B) = (x+ y) +A (x, y ∈ L)

òà äi¨ ìíîæåííÿ åëåìåíòiâ ïîëÿ P íà ñóìiæíi êëàñè

γ(x+A) = γx+A (γ ∈ P, x ∈ L)

íàçèâà¹òüñÿ ôàêòîðïðîñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L çà ïiäïðîñòîðîì A.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Äîâåäåííÿ.

Öå îçíà÷à¹, ùî ìíîæèíà L/A âñiõ ñóìiæíèõ êëàñiâ çà ïiäïðîñòîðîì A ¹
ëiíiéíèì ïðîñòîðîì. Iç îñòàííi äâîõ ëàíöþãiâ ðiâíîñòåé ñëiäó¹, ùî ñóìiæíèé
êëàñ 0̄ +A = A âiäiãðà¹ ðîëü íóëüîâîãî âåêòîðà, à ñóìiæíèé êëàñ −x+A �
ïðîòèëåæíîãî âåêòîðà äî ñóìiæíîãî êëàñó x+A.

Îçíà÷åííÿ 2

Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P , A � ïiäïðîñòið â L. Ëiíiéíèé
ïðîñòið

L/A = {x+A | x ∈ L}
âñiõ ñóìiæíèõ êëàñiâ çà ïiäïðîñòîðîì A

âiäíîñíî äi¨ äîäàâàííÿ ñóìiæíèõ
êëàñiâ

(x+A) + (y +B) = (x+ y) +A (x, y ∈ L)

òà äi¨ ìíîæåííÿ åëåìåíòiâ ïîëÿ P íà ñóìiæíi êëàñè

γ(x+A) = γx+A (γ ∈ P, x ∈ L)

íàçèâà¹òüñÿ ôàêòîðïðîñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L çà ïiäïðîñòîðîì A.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Äîâåäåííÿ.

Öå îçíà÷à¹, ùî ìíîæèíà L/A âñiõ ñóìiæíèõ êëàñiâ çà ïiäïðîñòîðîì A ¹
ëiíiéíèì ïðîñòîðîì. Iç îñòàííi äâîõ ëàíöþãiâ ðiâíîñòåé ñëiäó¹, ùî ñóìiæíèé
êëàñ 0̄ +A = A âiäiãðà¹ ðîëü íóëüîâîãî âåêòîðà, à ñóìiæíèé êëàñ −x+A �
ïðîòèëåæíîãî âåêòîðà äî ñóìiæíîãî êëàñó x+A.

Îçíà÷åííÿ 2

Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P , A � ïiäïðîñòið â L. Ëiíiéíèé
ïðîñòið

L/A = {x+A | x ∈ L}
âñiõ ñóìiæíèõ êëàñiâ çà ïiäïðîñòîðîì A âiäíîñíî äi¨ äîäàâàííÿ ñóìiæíèõ
êëàñiâ

(x+A) + (y +B) = (x+ y) +A (x, y ∈ L)

òà äi¨ ìíîæåííÿ åëåìåíòiâ ïîëÿ P íà ñóìiæíi êëàñè

γ(x+A) = γx+A (γ ∈ P, x ∈ L)

íàçèâà¹òüñÿ ôàêòîðïðîñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L çà ïiäïðîñòîðîì A.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Äîâåäåííÿ.

Öå îçíà÷à¹, ùî ìíîæèíà L/A âñiõ ñóìiæíèõ êëàñiâ çà ïiäïðîñòîðîì A ¹
ëiíiéíèì ïðîñòîðîì. Iç îñòàííi äâîõ ëàíöþãiâ ðiâíîñòåé ñëiäó¹, ùî ñóìiæíèé
êëàñ 0̄ +A = A âiäiãðà¹ ðîëü íóëüîâîãî âåêòîðà, à ñóìiæíèé êëàñ −x+A �
ïðîòèëåæíîãî âåêòîðà äî ñóìiæíîãî êëàñó x+A.

Îçíà÷åííÿ 2

Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P , A � ïiäïðîñòið â L. Ëiíiéíèé
ïðîñòið

L/A = {x+A | x ∈ L}
âñiõ ñóìiæíèõ êëàñiâ çà ïiäïðîñòîðîì A âiäíîñíî äi¨ äîäàâàííÿ ñóìiæíèõ
êëàñiâ

(x+A) + (y +B) = (x+ y) +A (x, y ∈ L)

òà äi¨ ìíîæåííÿ åëåìåíòiâ ïîëÿ P íà ñóìiæíi êëàñè

γ(x+A) = γx+A (γ ∈ P, x ∈ L)

íàçèâà¹òüñÿ ôàêòîðïðîñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L çà ïiäïðîñòîðîì A.
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Äîâåäåííÿ.

Öå îçíà÷à¹, ùî ìíîæèíà L/A âñiõ ñóìiæíèõ êëàñiâ çà ïiäïðîñòîðîì A ¹
ëiíiéíèì ïðîñòîðîì. Iç îñòàííi äâîõ ëàíöþãiâ ðiâíîñòåé ñëiäó¹, ùî ñóìiæíèé
êëàñ 0̄ +A = A âiäiãðà¹ ðîëü íóëüîâîãî âåêòîðà, à ñóìiæíèé êëàñ −x+A �
ïðîòèëåæíîãî âåêòîðà äî ñóìiæíîãî êëàñó x+A.

Îçíà÷åííÿ 2

Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P , A � ïiäïðîñòið â L. Ëiíiéíèé
ïðîñòið

L/A = {x+A | x ∈ L}
âñiõ ñóìiæíèõ êëàñiâ çà ïiäïðîñòîðîì A âiäíîñíî äi¨ äîäàâàííÿ ñóìiæíèõ
êëàñiâ

(x+A) + (y +B) = (x+ y) +A (x, y ∈ L)

òà äi¨ ìíîæåííÿ åëåìåíòiâ ïîëÿ P íà ñóìiæíi êëàñè

γ(x+A) = γx+A (γ ∈ P, x ∈ L)

íàçèâà¹òüñÿ ôàêòîðïðîñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L çà ïiäïðîñòîðîì A.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Òåîðåìà 3 (ïðî ðîçìiðíiñòü òðüîõ ïðîñòîðiâ)

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P ,

A � ïiäïðîñòið

â L. Òîäi ôàêòîðïðîñòið L/A ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L çà ïiäïðîñòîðîì A ¹

ñêií÷åííîâèìiðíèì i dimPL = dimPA+ dimPL/A.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè i dimPL = n. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ñè-
ñòåìó n + 1 âåêòîðiâ (ó öüîìó âèïàäêó ñóìiæíèõ êëàñiâ) ôàêòîðïðîñòîðó
L/A: x1 + A, x2 + A, . . . , xn+1 + A, äå x1, x2, . . . , xn+1 � äåÿêi âåêòîðè
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Îñêiëüêè dimPL = n, òî ñèñòåìà âåêòîðiâ x1, x2, . . . ,
xn+1 ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ. Òîáòî iñíóþòü åëåìåíòè α1, α2, . . . , αn+1 ∈ P , íå
âñi ðiâíi íóëþ òàêi, ùî

α1x1 + α2x2 + · · ·+ αn+1xn+1 = 0̄.

Òîäi
α1(x1 +A) + α2(x2 +A) + · · ·+ αn+1(xn+1 +A) =

= (α1x1 + α2x2 + · · ·+ αn+1xn+1) +A = 0̄ +A = A.

Òàêèì ÷èíîì, áóäü-ÿêà ñèñòåìà iç n+1 âåêòîðiâ, à îòæå i áóäü-ÿêà ñèñòåìà iç
áiëüø íiæ n âåêòîðiâ ôàêòîðïðîñòîðó L/A ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ. Öå äîâîäèòü,
ùî ôàêòîðïðîñòið L/A ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì i éîãî ðîçìiðíiñòü íå ïåðåâèùó¹
n, òîáòî ðîçìiðíîñòi ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P .

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Òåîðåìà 3 (ïðî ðîçìiðíiñòü òðüîõ ïðîñòîðiâ)

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P , A � ïiäïðîñòið

â L.

Òîäi ôàêòîðïðîñòið L/A ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L çà ïiäïðîñòîðîì A ¹

ñêií÷åííîâèìiðíèì i dimPL = dimPA+ dimPL/A.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè i dimPL = n. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ñè-
ñòåìó n + 1 âåêòîðiâ (ó öüîìó âèïàäêó ñóìiæíèõ êëàñiâ) ôàêòîðïðîñòîðó
L/A: x1 + A, x2 + A, . . . , xn+1 + A, äå x1, x2, . . . , xn+1 � äåÿêi âåêòîðè
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Îñêiëüêè dimPL = n, òî ñèñòåìà âåêòîðiâ x1, x2, . . . ,
xn+1 ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ. Òîáòî iñíóþòü åëåìåíòè α1, α2, . . . , αn+1 ∈ P , íå
âñi ðiâíi íóëþ òàêi, ùî

α1x1 + α2x2 + · · ·+ αn+1xn+1 = 0̄.

Òîäi
α1(x1 +A) + α2(x2 +A) + · · ·+ αn+1(xn+1 +A) =

= (α1x1 + α2x2 + · · ·+ αn+1xn+1) +A = 0̄ +A = A.

Òàêèì ÷èíîì, áóäü-ÿêà ñèñòåìà iç n+1 âåêòîðiâ, à îòæå i áóäü-ÿêà ñèñòåìà iç
áiëüø íiæ n âåêòîðiâ ôàêòîðïðîñòîðó L/A ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ. Öå äîâîäèòü,
ùî ôàêòîðïðîñòið L/A ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì i éîãî ðîçìiðíiñòü íå ïåðåâèùó¹
n, òîáòî ðîçìiðíîñòi ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P .

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Òåîðåìà 3 (ïðî ðîçìiðíiñòü òðüîõ ïðîñòîðiâ)

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P , A � ïiäïðîñòið

â L. Òîäi ôàêòîðïðîñòið L/A ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L çà ïiäïðîñòîðîì A ¹

ñêií÷åííîâèìiðíèì

i dimPL = dimPA+ dimPL/A.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè i dimPL = n. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ñè-
ñòåìó n + 1 âåêòîðiâ (ó öüîìó âèïàäêó ñóìiæíèõ êëàñiâ) ôàêòîðïðîñòîðó
L/A: x1 + A, x2 + A, . . . , xn+1 + A, äå x1, x2, . . . , xn+1 � äåÿêi âåêòîðè
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Îñêiëüêè dimPL = n, òî ñèñòåìà âåêòîðiâ x1, x2, . . . ,
xn+1 ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ. Òîáòî iñíóþòü åëåìåíòè α1, α2, . . . , αn+1 ∈ P , íå
âñi ðiâíi íóëþ òàêi, ùî

α1x1 + α2x2 + · · ·+ αn+1xn+1 = 0̄.

Òîäi
α1(x1 +A) + α2(x2 +A) + · · ·+ αn+1(xn+1 +A) =

= (α1x1 + α2x2 + · · ·+ αn+1xn+1) +A = 0̄ +A = A.

Òàêèì ÷èíîì, áóäü-ÿêà ñèñòåìà iç n+1 âåêòîðiâ, à îòæå i áóäü-ÿêà ñèñòåìà iç
áiëüø íiæ n âåêòîðiâ ôàêòîðïðîñòîðó L/A ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ. Öå äîâîäèòü,
ùî ôàêòîðïðîñòið L/A ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì i éîãî ðîçìiðíiñòü íå ïåðåâèùó¹
n, òîáòî ðîçìiðíîñòi ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P .

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Òåîðåìà 3 (ïðî ðîçìiðíiñòü òðüîõ ïðîñòîðiâ)

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P , A � ïiäïðîñòið

â L. Òîäi ôàêòîðïðîñòið L/A ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L çà ïiäïðîñòîðîì A ¹

ñêií÷åííîâèìiðíèì i dimPL = dimPA+ dimPL/A.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè i dimPL = n. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ñè-
ñòåìó n + 1 âåêòîðiâ (ó öüîìó âèïàäêó ñóìiæíèõ êëàñiâ) ôàêòîðïðîñòîðó
L/A: x1 + A, x2 + A, . . . , xn+1 + A, äå x1, x2, . . . , xn+1 � äåÿêi âåêòîðè
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Îñêiëüêè dimPL = n, òî ñèñòåìà âåêòîðiâ x1, x2, . . . ,
xn+1 ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ. Òîáòî iñíóþòü åëåìåíòè α1, α2, . . . , αn+1 ∈ P , íå
âñi ðiâíi íóëþ òàêi, ùî

α1x1 + α2x2 + · · ·+ αn+1xn+1 = 0̄.

Òîäi
α1(x1 +A) + α2(x2 +A) + · · ·+ αn+1(xn+1 +A) =

= (α1x1 + α2x2 + · · ·+ αn+1xn+1) +A = 0̄ +A = A.

Òàêèì ÷èíîì, áóäü-ÿêà ñèñòåìà iç n+1 âåêòîðiâ, à îòæå i áóäü-ÿêà ñèñòåìà iç
áiëüø íiæ n âåêòîðiâ ôàêòîðïðîñòîðó L/A ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ. Öå äîâîäèòü,
ùî ôàêòîðïðîñòið L/A ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì i éîãî ðîçìiðíiñòü íå ïåðåâèùó¹
n, òîáòî ðîçìiðíîñòi ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P .

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Òåîðåìà 3 (ïðî ðîçìiðíiñòü òðüîõ ïðîñòîðiâ)

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P , A � ïiäïðîñòið

â L. Òîäi ôàêòîðïðîñòið L/A ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L çà ïiäïðîñòîðîì A ¹

ñêií÷åííîâèìiðíèì i dimPL = dimPA+ dimPL/A.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè

i dimPL = n. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ñè-
ñòåìó n + 1 âåêòîðiâ (ó öüîìó âèïàäêó ñóìiæíèõ êëàñiâ) ôàêòîðïðîñòîðó
L/A: x1 + A, x2 + A, . . . , xn+1 + A, äå x1, x2, . . . , xn+1 � äåÿêi âåêòîðè
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Îñêiëüêè dimPL = n, òî ñèñòåìà âåêòîðiâ x1, x2, . . . ,
xn+1 ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ. Òîáòî iñíóþòü åëåìåíòè α1, α2, . . . , αn+1 ∈ P , íå
âñi ðiâíi íóëþ òàêi, ùî

α1x1 + α2x2 + · · ·+ αn+1xn+1 = 0̄.

Òîäi
α1(x1 +A) + α2(x2 +A) + · · ·+ αn+1(xn+1 +A) =

= (α1x1 + α2x2 + · · ·+ αn+1xn+1) +A = 0̄ +A = A.

Òàêèì ÷èíîì, áóäü-ÿêà ñèñòåìà iç n+1 âåêòîðiâ, à îòæå i áóäü-ÿêà ñèñòåìà iç
áiëüø íiæ n âåêòîðiâ ôàêòîðïðîñòîðó L/A ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ. Öå äîâîäèòü,
ùî ôàêòîðïðîñòið L/A ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì i éîãî ðîçìiðíiñòü íå ïåðåâèùó¹
n, òîáòî ðîçìiðíîñòi ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P .

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Òåîðåìà 3 (ïðî ðîçìiðíiñòü òðüîõ ïðîñòîðiâ)

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P , A � ïiäïðîñòið

â L. Òîäi ôàêòîðïðîñòið L/A ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L çà ïiäïðîñòîðîì A ¹

ñêií÷åííîâèìiðíèì i dimPL = dimPA+ dimPL/A.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè i dimPL = n.

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ñè-
ñòåìó n + 1 âåêòîðiâ (ó öüîìó âèïàäêó ñóìiæíèõ êëàñiâ) ôàêòîðïðîñòîðó
L/A: x1 + A, x2 + A, . . . , xn+1 + A, äå x1, x2, . . . , xn+1 � äåÿêi âåêòîðè
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Îñêiëüêè dimPL = n, òî ñèñòåìà âåêòîðiâ x1, x2, . . . ,
xn+1 ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ. Òîáòî iñíóþòü åëåìåíòè α1, α2, . . . , αn+1 ∈ P , íå
âñi ðiâíi íóëþ òàêi, ùî

α1x1 + α2x2 + · · ·+ αn+1xn+1 = 0̄.

Òîäi
α1(x1 +A) + α2(x2 +A) + · · ·+ αn+1(xn+1 +A) =

= (α1x1 + α2x2 + · · ·+ αn+1xn+1) +A = 0̄ +A = A.

Òàêèì ÷èíîì, áóäü-ÿêà ñèñòåìà iç n+1 âåêòîðiâ, à îòæå i áóäü-ÿêà ñèñòåìà iç
áiëüø íiæ n âåêòîðiâ ôàêòîðïðîñòîðó L/A ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ. Öå äîâîäèòü,
ùî ôàêòîðïðîñòið L/A ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì i éîãî ðîçìiðíiñòü íå ïåðåâèùó¹
n, òîáòî ðîçìiðíîñòi ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P .

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Òåîðåìà 3 (ïðî ðîçìiðíiñòü òðüîõ ïðîñòîðiâ)

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P , A � ïiäïðîñòið

â L. Òîäi ôàêòîðïðîñòið L/A ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L çà ïiäïðîñòîðîì A ¹

ñêií÷åííîâèìiðíèì i dimPL = dimPA+ dimPL/A.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè i dimPL = n. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ñè-
ñòåìó n + 1 âåêòîðiâ

(ó öüîìó âèïàäêó ñóìiæíèõ êëàñiâ) ôàêòîðïðîñòîðó
L/A: x1 + A, x2 + A, . . . , xn+1 + A, äå x1, x2, . . . , xn+1 � äåÿêi âåêòîðè
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Îñêiëüêè dimPL = n, òî ñèñòåìà âåêòîðiâ x1, x2, . . . ,
xn+1 ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ. Òîáòî iñíóþòü åëåìåíòè α1, α2, . . . , αn+1 ∈ P , íå
âñi ðiâíi íóëþ òàêi, ùî

α1x1 + α2x2 + · · ·+ αn+1xn+1 = 0̄.

Òîäi
α1(x1 +A) + α2(x2 +A) + · · ·+ αn+1(xn+1 +A) =

= (α1x1 + α2x2 + · · ·+ αn+1xn+1) +A = 0̄ +A = A.

Òàêèì ÷èíîì, áóäü-ÿêà ñèñòåìà iç n+1 âåêòîðiâ, à îòæå i áóäü-ÿêà ñèñòåìà iç
áiëüø íiæ n âåêòîðiâ ôàêòîðïðîñòîðó L/A ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ. Öå äîâîäèòü,
ùî ôàêòîðïðîñòið L/A ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì i éîãî ðîçìiðíiñòü íå ïåðåâèùó¹
n, òîáòî ðîçìiðíîñòi ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P .

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Òåîðåìà 3 (ïðî ðîçìiðíiñòü òðüîõ ïðîñòîðiâ)

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P , A � ïiäïðîñòið

â L. Òîäi ôàêòîðïðîñòið L/A ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L çà ïiäïðîñòîðîì A ¹

ñêií÷åííîâèìiðíèì i dimPL = dimPA+ dimPL/A.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè i dimPL = n. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ñè-
ñòåìó n + 1 âåêòîðiâ (ó öüîìó âèïàäêó ñóìiæíèõ êëàñiâ) ôàêòîðïðîñòîðó
L/A:

x1 + A, x2 + A, . . . , xn+1 + A, äå x1, x2, . . . , xn+1 � äåÿêi âåêòîðè
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Îñêiëüêè dimPL = n, òî ñèñòåìà âåêòîðiâ x1, x2, . . . ,
xn+1 ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ. Òîáòî iñíóþòü åëåìåíòè α1, α2, . . . , αn+1 ∈ P , íå
âñi ðiâíi íóëþ òàêi, ùî

α1x1 + α2x2 + · · ·+ αn+1xn+1 = 0̄.

Òîäi
α1(x1 +A) + α2(x2 +A) + · · ·+ αn+1(xn+1 +A) =

= (α1x1 + α2x2 + · · ·+ αn+1xn+1) +A = 0̄ +A = A.

Òàêèì ÷èíîì, áóäü-ÿêà ñèñòåìà iç n+1 âåêòîðiâ, à îòæå i áóäü-ÿêà ñèñòåìà iç
áiëüø íiæ n âåêòîðiâ ôàêòîðïðîñòîðó L/A ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ. Öå äîâîäèòü,
ùî ôàêòîðïðîñòið L/A ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì i éîãî ðîçìiðíiñòü íå ïåðåâèùó¹
n, òîáòî ðîçìiðíîñòi ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P .

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið
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Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P , A � ïiäïðîñòið

â L. Òîäi ôàêòîðïðîñòið L/A ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L çà ïiäïðîñòîðîì A ¹

ñêií÷åííîâèìiðíèì i dimPL = dimPA+ dimPL/A.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè i dimPL = n. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ñè-
ñòåìó n + 1 âåêòîðiâ (ó öüîìó âèïàäêó ñóìiæíèõ êëàñiâ) ôàêòîðïðîñòîðó
L/A: x1 + A, x2 + A, . . . , xn+1 + A,

äå x1, x2, . . . , xn+1 � äåÿêi âåêòîðè
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Îñêiëüêè dimPL = n, òî ñèñòåìà âåêòîðiâ x1, x2, . . . ,
xn+1 ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ. Òîáòî iñíóþòü åëåìåíòè α1, α2, . . . , αn+1 ∈ P , íå
âñi ðiâíi íóëþ òàêi, ùî

α1x1 + α2x2 + · · ·+ αn+1xn+1 = 0̄.

Òîäi
α1(x1 +A) + α2(x2 +A) + · · ·+ αn+1(xn+1 +A) =

= (α1x1 + α2x2 + · · ·+ αn+1xn+1) +A = 0̄ +A = A.

Òàêèì ÷èíîì, áóäü-ÿêà ñèñòåìà iç n+1 âåêòîðiâ, à îòæå i áóäü-ÿêà ñèñòåìà iç
áiëüø íiæ n âåêòîðiâ ôàêòîðïðîñòîðó L/A ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ. Öå äîâîäèòü,
ùî ôàêòîðïðîñòið L/A ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì i éîãî ðîçìiðíiñòü íå ïåðåâèùó¹
n, òîáòî ðîçìiðíîñòi ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P .
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Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P , A � ïiäïðîñòið

â L. Òîäi ôàêòîðïðîñòið L/A ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L çà ïiäïðîñòîðîì A ¹

ñêií÷åííîâèìiðíèì i dimPL = dimPA+ dimPL/A.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè i dimPL = n. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ñè-
ñòåìó n + 1 âåêòîðiâ (ó öüîìó âèïàäêó ñóìiæíèõ êëàñiâ) ôàêòîðïðîñòîðó
L/A: x1 + A, x2 + A, . . . , xn+1 + A, äå x1, x2, . . . , xn+1

� äåÿêi âåêòîðè
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Îñêiëüêè dimPL = n, òî ñèñòåìà âåêòîðiâ x1, x2, . . . ,
xn+1 ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ. Òîáòî iñíóþòü åëåìåíòè α1, α2, . . . , αn+1 ∈ P , íå
âñi ðiâíi íóëþ òàêi, ùî

α1x1 + α2x2 + · · ·+ αn+1xn+1 = 0̄.

Òîäi
α1(x1 +A) + α2(x2 +A) + · · ·+ αn+1(xn+1 +A) =

= (α1x1 + α2x2 + · · ·+ αn+1xn+1) +A = 0̄ +A = A.

Òàêèì ÷èíîì, áóäü-ÿêà ñèñòåìà iç n+1 âåêòîðiâ, à îòæå i áóäü-ÿêà ñèñòåìà iç
áiëüø íiæ n âåêòîðiâ ôàêòîðïðîñòîðó L/A ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ. Öå äîâîäèòü,
ùî ôàêòîðïðîñòið L/A ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì i éîãî ðîçìiðíiñòü íå ïåðåâèùó¹
n, òîáòî ðîçìiðíîñòi ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P .
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ñêií÷åííîâèìiðíèì i dimPL = dimPA+ dimPL/A.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè i dimPL = n. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ñè-
ñòåìó n + 1 âåêòîðiâ (ó öüîìó âèïàäêó ñóìiæíèõ êëàñiâ) ôàêòîðïðîñòîðó
L/A: x1 + A, x2 + A, . . . , xn+1 + A, äå x1, x2, . . . , xn+1 � äåÿêi âåêòîðè
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.

Îñêiëüêè dimPL = n, òî ñèñòåìà âåêòîðiâ x1, x2, . . . ,
xn+1 ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ. Òîáòî iñíóþòü åëåìåíòè α1, α2, . . . , αn+1 ∈ P , íå
âñi ðiâíi íóëþ òàêi, ùî

α1x1 + α2x2 + · · ·+ αn+1xn+1 = 0̄.

Òîäi
α1(x1 +A) + α2(x2 +A) + · · ·+ αn+1(xn+1 +A) =

= (α1x1 + α2x2 + · · ·+ αn+1xn+1) +A = 0̄ +A = A.

Òàêèì ÷èíîì, áóäü-ÿêà ñèñòåìà iç n+1 âåêòîðiâ, à îòæå i áóäü-ÿêà ñèñòåìà iç
áiëüø íiæ n âåêòîðiâ ôàêòîðïðîñòîðó L/A ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ. Öå äîâîäèòü,
ùî ôàêòîðïðîñòið L/A ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì i éîãî ðîçìiðíiñòü íå ïåðåâèùó¹
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ñêií÷åííîâèìiðíèì i dimPL = dimPA+ dimPL/A.
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Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè i dimPL = n. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ñè-
ñòåìó n + 1 âåêòîðiâ (ó öüîìó âèïàäêó ñóìiæíèõ êëàñiâ) ôàêòîðïðîñòîðó
L/A: x1 + A, x2 + A, . . . , xn+1 + A, äå x1, x2, . . . , xn+1 � äåÿêi âåêòîðè
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Îñêiëüêè dimPL = n, òî ñèñòåìà âåêòîðiâ x1, x2, . . . ,
xn+1 ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ.

Òîáòî iñíóþòü åëåìåíòè α1, α2, . . . , αn+1 ∈ P , íå
âñi ðiâíi íóëþ òàêi, ùî

α1x1 + α2x2 + · · ·+ αn+1xn+1 = 0̄.

Òîäi
α1(x1 +A) + α2(x2 +A) + · · ·+ αn+1(xn+1 +A) =

= (α1x1 + α2x2 + · · ·+ αn+1xn+1) +A = 0̄ +A = A.

Òàêèì ÷èíîì, áóäü-ÿêà ñèñòåìà iç n+1 âåêòîðiâ, à îòæå i áóäü-ÿêà ñèñòåìà iç
áiëüø íiæ n âåêòîðiâ ôàêòîðïðîñòîðó L/A ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ. Öå äîâîäèòü,
ùî ôàêòîðïðîñòið L/A ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì i éîãî ðîçìiðíiñòü íå ïåðåâèùó¹
n, òîáòî ðîçìiðíîñòi ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P .
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ñêií÷åííîâèìiðíèì i dimPL = dimPA+ dimPL/A.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè i dimPL = n. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ñè-
ñòåìó n + 1 âåêòîðiâ (ó öüîìó âèïàäêó ñóìiæíèõ êëàñiâ) ôàêòîðïðîñòîðó
L/A: x1 + A, x2 + A, . . . , xn+1 + A, äå x1, x2, . . . , xn+1 � äåÿêi âåêòîðè
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Îñêiëüêè dimPL = n, òî ñèñòåìà âåêòîðiâ x1, x2, . . . ,
xn+1 ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ. Òîáòî iñíóþòü åëåìåíòè α1, α2, . . . , αn+1 ∈ P , íå
âñi ðiâíi íóëþ òàêi, ùî

α1x1 + α2x2 + · · ·+ αn+1xn+1 = 0̄.

Òîäi
α1(x1 +A) + α2(x2 +A) + · · ·+ αn+1(xn+1 +A) =

= (α1x1 + α2x2 + · · ·+ αn+1xn+1) +A = 0̄ +A = A.

Òàêèì ÷èíîì, áóäü-ÿêà ñèñòåìà iç n+1 âåêòîðiâ, à îòæå i áóäü-ÿêà ñèñòåìà iç
áiëüø íiæ n âåêòîðiâ ôàêòîðïðîñòîðó L/A ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ. Öå äîâîäèòü,
ùî ôàêòîðïðîñòið L/A ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì i éîãî ðîçìiðíiñòü íå ïåðåâèùó¹
n, òîáòî ðîçìiðíîñòi ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P .
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Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè i dimPL = n. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ñè-
ñòåìó n + 1 âåêòîðiâ (ó öüîìó âèïàäêó ñóìiæíèõ êëàñiâ) ôàêòîðïðîñòîðó
L/A: x1 + A, x2 + A, . . . , xn+1 + A, äå x1, x2, . . . , xn+1 � äåÿêi âåêòîðè
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Îñêiëüêè dimPL = n, òî ñèñòåìà âåêòîðiâ x1, x2, . . . ,
xn+1 ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ. Òîáòî iñíóþòü åëåìåíòè α1, α2, . . . , αn+1 ∈ P , íå
âñi ðiâíi íóëþ òàêi, ùî

α1x1 + α2x2 + · · ·+ αn+1xn+1 = 0̄.

Òîäi
α1(x1 +A) + α2(x2 +A) + · · ·+ αn+1(xn+1 +A)

=

= (α1x1 + α2x2 + · · ·+ αn+1xn+1) +A = 0̄ +A = A.

Òàêèì ÷èíîì, áóäü-ÿêà ñèñòåìà iç n+1 âåêòîðiâ, à îòæå i áóäü-ÿêà ñèñòåìà iç
áiëüø íiæ n âåêòîðiâ ôàêòîðïðîñòîðó L/A ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ. Öå äîâîäèòü,
ùî ôàêòîðïðîñòið L/A ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì i éîãî ðîçìiðíiñòü íå ïåðåâèùó¹
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Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè i dimPL = n. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ñè-
ñòåìó n + 1 âåêòîðiâ (ó öüîìó âèïàäêó ñóìiæíèõ êëàñiâ) ôàêòîðïðîñòîðó
L/A: x1 + A, x2 + A, . . . , xn+1 + A, äå x1, x2, . . . , xn+1 � äåÿêi âåêòîðè
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Îñêiëüêè dimPL = n, òî ñèñòåìà âåêòîðiâ x1, x2, . . . ,
xn+1 ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ. Òîáòî iñíóþòü åëåìåíòè α1, α2, . . . , αn+1 ∈ P , íå
âñi ðiâíi íóëþ òàêi, ùî

α1x1 + α2x2 + · · ·+ αn+1xn+1 = 0̄.

Òîäi
α1(x1 +A) + α2(x2 +A) + · · ·+ αn+1(xn+1 +A) =

= (α1x1 + α2x2 + · · ·+ αn+1xn+1) +A

= 0̄ +A = A.

Òàêèì ÷èíîì, áóäü-ÿêà ñèñòåìà iç n+1 âåêòîðiâ, à îòæå i áóäü-ÿêà ñèñòåìà iç
áiëüø íiæ n âåêòîðiâ ôàêòîðïðîñòîðó L/A ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ. Öå äîâîäèòü,
ùî ôàêòîðïðîñòið L/A ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì i éîãî ðîçìiðíiñòü íå ïåðåâèùó¹
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Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè i dimPL = n. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ñè-
ñòåìó n + 1 âåêòîðiâ (ó öüîìó âèïàäêó ñóìiæíèõ êëàñiâ) ôàêòîðïðîñòîðó
L/A: x1 + A, x2 + A, . . . , xn+1 + A, äå x1, x2, . . . , xn+1 � äåÿêi âåêòîðè
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Îñêiëüêè dimPL = n, òî ñèñòåìà âåêòîðiâ x1, x2, . . . ,
xn+1 ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ. Òîáòî iñíóþòü åëåìåíòè α1, α2, . . . , αn+1 ∈ P , íå
âñi ðiâíi íóëþ òàêi, ùî

α1x1 + α2x2 + · · ·+ αn+1xn+1 = 0̄.

Òîäi
α1(x1 +A) + α2(x2 +A) + · · ·+ αn+1(xn+1 +A) =

= (α1x1 + α2x2 + · · ·+ αn+1xn+1) +A = 0̄ +A

= A.

Òàêèì ÷èíîì, áóäü-ÿêà ñèñòåìà iç n+1 âåêòîðiâ, à îòæå i áóäü-ÿêà ñèñòåìà iç
áiëüø íiæ n âåêòîðiâ ôàêòîðïðîñòîðó L/A ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ. Öå äîâîäèòü,
ùî ôàêòîðïðîñòið L/A ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì i éîãî ðîçìiðíiñòü íå ïåðåâèùó¹
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Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P , A � ïiäïðîñòið

â L. Òîäi ôàêòîðïðîñòið L/A ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L çà ïiäïðîñòîðîì A ¹

ñêií÷åííîâèìiðíèì i dimPL = dimPA+ dimPL/A.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè i dimPL = n. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ñè-
ñòåìó n + 1 âåêòîðiâ (ó öüîìó âèïàäêó ñóìiæíèõ êëàñiâ) ôàêòîðïðîñòîðó
L/A: x1 + A, x2 + A, . . . , xn+1 + A, äå x1, x2, . . . , xn+1 � äåÿêi âåêòîðè
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Îñêiëüêè dimPL = n, òî ñèñòåìà âåêòîðiâ x1, x2, . . . ,
xn+1 ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ. Òîáòî iñíóþòü åëåìåíòè α1, α2, . . . , αn+1 ∈ P , íå
âñi ðiâíi íóëþ òàêi, ùî

α1x1 + α2x2 + · · ·+ αn+1xn+1 = 0̄.

Òîäi
α1(x1 +A) + α2(x2 +A) + · · ·+ αn+1(xn+1 +A) =

= (α1x1 + α2x2 + · · ·+ αn+1xn+1) +A = 0̄ +A = A.

Òàêèì ÷èíîì, áóäü-ÿêà ñèñòåìà iç n+1 âåêòîðiâ, à îòæå i áóäü-ÿêà ñèñòåìà iç
áiëüø íiæ n âåêòîðiâ ôàêòîðïðîñòîðó L/A ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ. Öå äîâîäèòü,
ùî ôàêòîðïðîñòið L/A ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì i éîãî ðîçìiðíiñòü íå ïåðåâèùó¹
n, òîáòî ðîçìiðíîñòi ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P .
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Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P , A � ïiäïðîñòið
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ñêií÷åííîâèìiðíèì i dimPL = dimPA+ dimPL/A.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè i dimPL = n. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ñè-
ñòåìó n + 1 âåêòîðiâ (ó öüîìó âèïàäêó ñóìiæíèõ êëàñiâ) ôàêòîðïðîñòîðó
L/A: x1 + A, x2 + A, . . . , xn+1 + A, äå x1, x2, . . . , xn+1 � äåÿêi âåêòîðè
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Îñêiëüêè dimPL = n, òî ñèñòåìà âåêòîðiâ x1, x2, . . . ,
xn+1 ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ. Òîáòî iñíóþòü åëåìåíòè α1, α2, . . . , αn+1 ∈ P , íå
âñi ðiâíi íóëþ òàêi, ùî

α1x1 + α2x2 + · · ·+ αn+1xn+1 = 0̄.

Òîäi
α1(x1 +A) + α2(x2 +A) + · · ·+ αn+1(xn+1 +A) =

= (α1x1 + α2x2 + · · ·+ αn+1xn+1) +A = 0̄ +A = A.

Òàêèì ÷èíîì, áóäü-ÿêà ñèñòåìà iç n+1 âåêòîðiâ,

à îòæå i áóäü-ÿêà ñèñòåìà iç
áiëüø íiæ n âåêòîðiâ ôàêòîðïðîñòîðó L/A ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ. Öå äîâîäèòü,
ùî ôàêòîðïðîñòið L/A ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì i éîãî ðîçìiðíiñòü íå ïåðåâèùó¹
n, òîáòî ðîçìiðíîñòi ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P .
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Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè i dimPL = n. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ñè-
ñòåìó n + 1 âåêòîðiâ (ó öüîìó âèïàäêó ñóìiæíèõ êëàñiâ) ôàêòîðïðîñòîðó
L/A: x1 + A, x2 + A, . . . , xn+1 + A, äå x1, x2, . . . , xn+1 � äåÿêi âåêòîðè
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Îñêiëüêè dimPL = n, òî ñèñòåìà âåêòîðiâ x1, x2, . . . ,
xn+1 ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ. Òîáòî iñíóþòü åëåìåíòè α1, α2, . . . , αn+1 ∈ P , íå
âñi ðiâíi íóëþ òàêi, ùî

α1x1 + α2x2 + · · ·+ αn+1xn+1 = 0̄.

Òîäi
α1(x1 +A) + α2(x2 +A) + · · ·+ αn+1(xn+1 +A) =

= (α1x1 + α2x2 + · · ·+ αn+1xn+1) +A = 0̄ +A = A.

Òàêèì ÷èíîì, áóäü-ÿêà ñèñòåìà iç n+1 âåêòîðiâ, à îòæå i áóäü-ÿêà ñèñòåìà iç
áiëüø íiæ n âåêòîðiâ
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Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè i dimPL = n. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ñè-
ñòåìó n + 1 âåêòîðiâ (ó öüîìó âèïàäêó ñóìiæíèõ êëàñiâ) ôàêòîðïðîñòîðó
L/A: x1 + A, x2 + A, . . . , xn+1 + A, äå x1, x2, . . . , xn+1 � äåÿêi âåêòîðè
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Îñêiëüêè dimPL = n, òî ñèñòåìà âåêòîðiâ x1, x2, . . . ,
xn+1 ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ. Òîáòî iñíóþòü åëåìåíòè α1, α2, . . . , αn+1 ∈ P , íå
âñi ðiâíi íóëþ òàêi, ùî

α1x1 + α2x2 + · · ·+ αn+1xn+1 = 0̄.

Òîäi
α1(x1 +A) + α2(x2 +A) + · · ·+ αn+1(xn+1 +A) =

= (α1x1 + α2x2 + · · ·+ αn+1xn+1) +A = 0̄ +A = A.

Òàêèì ÷èíîì, áóäü-ÿêà ñèñòåìà iç n+1 âåêòîðiâ, à îòæå i áóäü-ÿêà ñèñòåìà iç
áiëüø íiæ n âåêòîðiâ ôàêòîðïðîñòîðó L/A

¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ. Öå äîâîäèòü,
ùî ôàêòîðïðîñòið L/A ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì i éîãî ðîçìiðíiñòü íå ïåðåâèùó¹
n, òîáòî ðîçìiðíîñòi ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P .
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Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè i dimPL = n. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ñè-
ñòåìó n + 1 âåêòîðiâ (ó öüîìó âèïàäêó ñóìiæíèõ êëàñiâ) ôàêòîðïðîñòîðó
L/A: x1 + A, x2 + A, . . . , xn+1 + A, äå x1, x2, . . . , xn+1 � äåÿêi âåêòîðè
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Îñêiëüêè dimPL = n, òî ñèñòåìà âåêòîðiâ x1, x2, . . . ,
xn+1 ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ. Òîáòî iñíóþòü åëåìåíòè α1, α2, . . . , αn+1 ∈ P , íå
âñi ðiâíi íóëþ òàêi, ùî

α1x1 + α2x2 + · · ·+ αn+1xn+1 = 0̄.

Òîäi
α1(x1 +A) + α2(x2 +A) + · · ·+ αn+1(xn+1 +A) =

= (α1x1 + α2x2 + · · ·+ αn+1xn+1) +A = 0̄ +A = A.

Òàêèì ÷èíîì, áóäü-ÿêà ñèñòåìà iç n+1 âåêòîðiâ, à îòæå i áóäü-ÿêà ñèñòåìà iç
áiëüø íiæ n âåêòîðiâ ôàêòîðïðîñòîðó L/A ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ.

Öå äîâîäèòü,
ùî ôàêòîðïðîñòið L/A ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì i éîãî ðîçìiðíiñòü íå ïåðåâèùó¹
n, òîáòî ðîçìiðíîñòi ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P .
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ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Îñêiëüêè dimPL = n, òî ñèñòåìà âåêòîðiâ x1, x2, . . . ,
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âñi ðiâíi íóëþ òàêi, ùî

α1x1 + α2x2 + · · ·+ αn+1xn+1 = 0̄.

Òîäi
α1(x1 +A) + α2(x2 +A) + · · ·+ αn+1(xn+1 +A) =

= (α1x1 + α2x2 + · · ·+ αn+1xn+1) +A = 0̄ +A = A.

Òàêèì ÷èíîì, áóäü-ÿêà ñèñòåìà iç n+1 âåêòîðiâ, à îòæå i áóäü-ÿêà ñèñòåìà iç
áiëüø íiæ n âåêòîðiâ ôàêòîðïðîñòîðó L/A ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ. Öå äîâîäèòü,
ùî ôàêòîðïðîñòið L/A ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì

i éîãî ðîçìiðíiñòü íå ïåðåâèùó¹
n, òîáòî ðîçìiðíîñòi ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P .
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= (α1x1 + α2x2 + · · ·+ αn+1xn+1) +A = 0̄ +A = A.

Òàêèì ÷èíîì, áóäü-ÿêà ñèñòåìà iç n+1 âåêòîðiâ, à îòæå i áóäü-ÿêà ñèñòåìà iç
áiëüø íiæ n âåêòîðiâ ôàêòîðïðîñòîðó L/A ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ. Öå äîâîäèòü,
ùî ôàêòîðïðîñòið L/A ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì i éîãî ðîçìiðíiñòü íå ïåðåâèùó¹
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Òàêèì ÷èíîì, áóäü-ÿêà ñèñòåìà iç n+1 âåêòîðiâ, à îòæå i áóäü-ÿêà ñèñòåìà iç
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Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé dimPL/A = k.

ßêùî k = 0, òî ôàêòîðïðîñòið L/A ¹ íóëüîâèì ïðî-
ñòîðîì, òîáòî ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç îäíîãî åëåìåíòà, à ñàìå ñóìiæíîãî êëàñó
A. Òîìó äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ L x + A = A, ùî ìîæëèâî ëèøå ó âèïàäêó,
êîëè x ∈ A. Öå îçíà÷à¹, ùî L ⊂ A i ÿê íàñëiäîê A = L (î÷åâèäíî A ⊂ L).
Òîìó dimPL = n = n+ 0 = dimPA+ dimPL/A.
Íåõàé k ̸= 0 i ñèñòåìà ñóìiæíèõ êëàñiâ b1 + A, b2 + A, . . . , bk + A, äå b1,
b2, . . . , bk � äåÿêi âåêòîðè iç L, ¹ áàçèñîì ôàêòîðïðîñòîðó L/A. Ìîæëèâi
âèïàäêè: A ¹ íóëüîâèì àáî íåíóëüîâèì ïiäïðîñòîðîì â L. ßêùî A � íó-
ëüîâèé ïiäïðîñòið, òî äîâåäåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ b1, b2, . . . , bk � öå
áàçèñ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. ßê ïîêàçàíî âèùå, ÿêùî ñèñòåìà âåêòîðiâ b1,
b2, . . . , bk áóëà á ëiíiéíî çàëåæíîþ, òî ëiíiéíî çàëåæíîþ áóëà á i ñèñòåìà
ñóìiæíèõ êëàñiâ b1 + A, b2 + A, . . . , bk + A. À öå ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ,
ùî îñòàííÿ ¹ áàçèñîì ôàêòîðïðîñòîðó L/A. Äàëi, äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà
u ∈ L çíàéäóòüñÿ åëåìåíòè γ1, γ2, . . . , γk ïîëÿ P òàêi, ùî

u+A = γ1(b1 +A) + γ2(b2 +A) + · · ·+ γk(bk +A).

Çâiäñè u+A = (γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk) +A.

Òîìó u−(γ1b1+γ2b2+ · · ·+γkbk) ∈ A. Îñêiëüêè A � íóëüîâèé ïiäïðîñòið,òî
u− (γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk) = 0̄. Îòæå, u = γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk. Òàêèì
÷èíîì, k = dimPL = n = 0 + n = dimPA+ dimPL/A i òåîðåìà äîâåäåíà ó
öüîìó âèïàäêó.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé dimPL/A = k. ßêùî k = 0,

òî ôàêòîðïðîñòið L/A ¹ íóëüîâèì ïðî-
ñòîðîì, òîáòî ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç îäíîãî åëåìåíòà, à ñàìå ñóìiæíîãî êëàñó
A. Òîìó äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ L x + A = A, ùî ìîæëèâî ëèøå ó âèïàäêó,
êîëè x ∈ A. Öå îçíà÷à¹, ùî L ⊂ A i ÿê íàñëiäîê A = L (î÷åâèäíî A ⊂ L).
Òîìó dimPL = n = n+ 0 = dimPA+ dimPL/A.
Íåõàé k ̸= 0 i ñèñòåìà ñóìiæíèõ êëàñiâ b1 + A, b2 + A, . . . , bk + A, äå b1,
b2, . . . , bk � äåÿêi âåêòîðè iç L, ¹ áàçèñîì ôàêòîðïðîñòîðó L/A. Ìîæëèâi
âèïàäêè: A ¹ íóëüîâèì àáî íåíóëüîâèì ïiäïðîñòîðîì â L. ßêùî A � íó-
ëüîâèé ïiäïðîñòið, òî äîâåäåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ b1, b2, . . . , bk � öå
áàçèñ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. ßê ïîêàçàíî âèùå, ÿêùî ñèñòåìà âåêòîðiâ b1,
b2, . . . , bk áóëà á ëiíiéíî çàëåæíîþ, òî ëiíiéíî çàëåæíîþ áóëà á i ñèñòåìà
ñóìiæíèõ êëàñiâ b1 + A, b2 + A, . . . , bk + A. À öå ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ,
ùî îñòàííÿ ¹ áàçèñîì ôàêòîðïðîñòîðó L/A. Äàëi, äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà
u ∈ L çíàéäóòüñÿ åëåìåíòè γ1, γ2, . . . , γk ïîëÿ P òàêi, ùî

u+A = γ1(b1 +A) + γ2(b2 +A) + · · ·+ γk(bk +A).

Çâiäñè u+A = (γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk) +A.

Òîìó u−(γ1b1+γ2b2+ · · ·+γkbk) ∈ A. Îñêiëüêè A � íóëüîâèé ïiäïðîñòið,òî
u− (γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk) = 0̄. Îòæå, u = γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk. Òàêèì
÷èíîì, k = dimPL = n = 0 + n = dimPA+ dimPL/A i òåîðåìà äîâåäåíà ó
öüîìó âèïàäêó.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé dimPL/A = k. ßêùî k = 0, òî ôàêòîðïðîñòið L/A

¹ íóëüîâèì ïðî-
ñòîðîì, òîáòî ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç îäíîãî åëåìåíòà, à ñàìå ñóìiæíîãî êëàñó
A. Òîìó äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ L x + A = A, ùî ìîæëèâî ëèøå ó âèïàäêó,
êîëè x ∈ A. Öå îçíà÷à¹, ùî L ⊂ A i ÿê íàñëiäîê A = L (î÷åâèäíî A ⊂ L).
Òîìó dimPL = n = n+ 0 = dimPA+ dimPL/A.
Íåõàé k ̸= 0 i ñèñòåìà ñóìiæíèõ êëàñiâ b1 + A, b2 + A, . . . , bk + A, äå b1,
b2, . . . , bk � äåÿêi âåêòîðè iç L, ¹ áàçèñîì ôàêòîðïðîñòîðó L/A. Ìîæëèâi
âèïàäêè: A ¹ íóëüîâèì àáî íåíóëüîâèì ïiäïðîñòîðîì â L. ßêùî A � íó-
ëüîâèé ïiäïðîñòið, òî äîâåäåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ b1, b2, . . . , bk � öå
áàçèñ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. ßê ïîêàçàíî âèùå, ÿêùî ñèñòåìà âåêòîðiâ b1,
b2, . . . , bk áóëà á ëiíiéíî çàëåæíîþ, òî ëiíiéíî çàëåæíîþ áóëà á i ñèñòåìà
ñóìiæíèõ êëàñiâ b1 + A, b2 + A, . . . , bk + A. À öå ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ,
ùî îñòàííÿ ¹ áàçèñîì ôàêòîðïðîñòîðó L/A. Äàëi, äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà
u ∈ L çíàéäóòüñÿ åëåìåíòè γ1, γ2, . . . , γk ïîëÿ P òàêi, ùî

u+A = γ1(b1 +A) + γ2(b2 +A) + · · ·+ γk(bk +A).

Çâiäñè u+A = (γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk) +A.

Òîìó u−(γ1b1+γ2b2+ · · ·+γkbk) ∈ A. Îñêiëüêè A � íóëüîâèé ïiäïðîñòið,òî
u− (γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk) = 0̄. Îòæå, u = γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk. Òàêèì
÷èíîì, k = dimPL = n = 0 + n = dimPA+ dimPL/A i òåîðåìà äîâåäåíà ó
öüîìó âèïàäêó.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé dimPL/A = k. ßêùî k = 0, òî ôàêòîðïðîñòið L/A ¹ íóëüîâèì ïðî-
ñòîðîì,

òîáòî ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç îäíîãî åëåìåíòà, à ñàìå ñóìiæíîãî êëàñó
A. Òîìó äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ L x + A = A, ùî ìîæëèâî ëèøå ó âèïàäêó,
êîëè x ∈ A. Öå îçíà÷à¹, ùî L ⊂ A i ÿê íàñëiäîê A = L (î÷åâèäíî A ⊂ L).
Òîìó dimPL = n = n+ 0 = dimPA+ dimPL/A.
Íåõàé k ̸= 0 i ñèñòåìà ñóìiæíèõ êëàñiâ b1 + A, b2 + A, . . . , bk + A, äå b1,
b2, . . . , bk � äåÿêi âåêòîðè iç L, ¹ áàçèñîì ôàêòîðïðîñòîðó L/A. Ìîæëèâi
âèïàäêè: A ¹ íóëüîâèì àáî íåíóëüîâèì ïiäïðîñòîðîì â L. ßêùî A � íó-
ëüîâèé ïiäïðîñòið, òî äîâåäåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ b1, b2, . . . , bk � öå
áàçèñ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. ßê ïîêàçàíî âèùå, ÿêùî ñèñòåìà âåêòîðiâ b1,
b2, . . . , bk áóëà á ëiíiéíî çàëåæíîþ, òî ëiíiéíî çàëåæíîþ áóëà á i ñèñòåìà
ñóìiæíèõ êëàñiâ b1 + A, b2 + A, . . . , bk + A. À öå ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ,
ùî îñòàííÿ ¹ áàçèñîì ôàêòîðïðîñòîðó L/A. Äàëi, äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà
u ∈ L çíàéäóòüñÿ åëåìåíòè γ1, γ2, . . . , γk ïîëÿ P òàêi, ùî

u+A = γ1(b1 +A) + γ2(b2 +A) + · · ·+ γk(bk +A).

Çâiäñè u+A = (γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk) +A.

Òîìó u−(γ1b1+γ2b2+ · · ·+γkbk) ∈ A. Îñêiëüêè A � íóëüîâèé ïiäïðîñòið,òî
u− (γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk) = 0̄. Îòæå, u = γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk. Òàêèì
÷èíîì, k = dimPL = n = 0 + n = dimPA+ dimPL/A i òåîðåìà äîâåäåíà ó
öüîìó âèïàäêó.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé dimPL/A = k. ßêùî k = 0, òî ôàêòîðïðîñòið L/A ¹ íóëüîâèì ïðî-
ñòîðîì, òîáòî ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç îäíîãî åëåìåíòà,

à ñàìå ñóìiæíîãî êëàñó
A. Òîìó äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ L x + A = A, ùî ìîæëèâî ëèøå ó âèïàäêó,
êîëè x ∈ A. Öå îçíà÷à¹, ùî L ⊂ A i ÿê íàñëiäîê A = L (î÷åâèäíî A ⊂ L).
Òîìó dimPL = n = n+ 0 = dimPA+ dimPL/A.
Íåõàé k ̸= 0 i ñèñòåìà ñóìiæíèõ êëàñiâ b1 + A, b2 + A, . . . , bk + A, äå b1,
b2, . . . , bk � äåÿêi âåêòîðè iç L, ¹ áàçèñîì ôàêòîðïðîñòîðó L/A. Ìîæëèâi
âèïàäêè: A ¹ íóëüîâèì àáî íåíóëüîâèì ïiäïðîñòîðîì â L. ßêùî A � íó-
ëüîâèé ïiäïðîñòið, òî äîâåäåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ b1, b2, . . . , bk � öå
áàçèñ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. ßê ïîêàçàíî âèùå, ÿêùî ñèñòåìà âåêòîðiâ b1,
b2, . . . , bk áóëà á ëiíiéíî çàëåæíîþ, òî ëiíiéíî çàëåæíîþ áóëà á i ñèñòåìà
ñóìiæíèõ êëàñiâ b1 + A, b2 + A, . . . , bk + A. À öå ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ,
ùî îñòàííÿ ¹ áàçèñîì ôàêòîðïðîñòîðó L/A. Äàëi, äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà
u ∈ L çíàéäóòüñÿ åëåìåíòè γ1, γ2, . . . , γk ïîëÿ P òàêi, ùî

u+A = γ1(b1 +A) + γ2(b2 +A) + · · ·+ γk(bk +A).

Çâiäñè u+A = (γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk) +A.

Òîìó u−(γ1b1+γ2b2+ · · ·+γkbk) ∈ A. Îñêiëüêè A � íóëüîâèé ïiäïðîñòið,òî
u− (γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk) = 0̄. Îòæå, u = γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk. Òàêèì
÷èíîì, k = dimPL = n = 0 + n = dimPA+ dimPL/A i òåîðåìà äîâåäåíà ó
öüîìó âèïàäêó.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé dimPL/A = k. ßêùî k = 0, òî ôàêòîðïðîñòið L/A ¹ íóëüîâèì ïðî-
ñòîðîì, òîáòî ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç îäíîãî åëåìåíòà, à ñàìå ñóìiæíîãî êëàñó
A.

Òîìó äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ L x + A = A, ùî ìîæëèâî ëèøå ó âèïàäêó,
êîëè x ∈ A. Öå îçíà÷à¹, ùî L ⊂ A i ÿê íàñëiäîê A = L (î÷åâèäíî A ⊂ L).
Òîìó dimPL = n = n+ 0 = dimPA+ dimPL/A.
Íåõàé k ̸= 0 i ñèñòåìà ñóìiæíèõ êëàñiâ b1 + A, b2 + A, . . . , bk + A, äå b1,
b2, . . . , bk � äåÿêi âåêòîðè iç L, ¹ áàçèñîì ôàêòîðïðîñòîðó L/A. Ìîæëèâi
âèïàäêè: A ¹ íóëüîâèì àáî íåíóëüîâèì ïiäïðîñòîðîì â L. ßêùî A � íó-
ëüîâèé ïiäïðîñòið, òî äîâåäåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ b1, b2, . . . , bk � öå
áàçèñ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. ßê ïîêàçàíî âèùå, ÿêùî ñèñòåìà âåêòîðiâ b1,
b2, . . . , bk áóëà á ëiíiéíî çàëåæíîþ, òî ëiíiéíî çàëåæíîþ áóëà á i ñèñòåìà
ñóìiæíèõ êëàñiâ b1 + A, b2 + A, . . . , bk + A. À öå ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ,
ùî îñòàííÿ ¹ áàçèñîì ôàêòîðïðîñòîðó L/A. Äàëi, äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà
u ∈ L çíàéäóòüñÿ åëåìåíòè γ1, γ2, . . . , γk ïîëÿ P òàêi, ùî

u+A = γ1(b1 +A) + γ2(b2 +A) + · · ·+ γk(bk +A).

Çâiäñè u+A = (γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk) +A.

Òîìó u−(γ1b1+γ2b2+ · · ·+γkbk) ∈ A. Îñêiëüêè A � íóëüîâèé ïiäïðîñòið,òî
u− (γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk) = 0̄. Îòæå, u = γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk. Òàêèì
÷èíîì, k = dimPL = n = 0 + n = dimPA+ dimPL/A i òåîðåìà äîâåäåíà ó
öüîìó âèïàäêó.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé dimPL/A = k. ßêùî k = 0, òî ôàêòîðïðîñòið L/A ¹ íóëüîâèì ïðî-
ñòîðîì, òîáòî ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç îäíîãî åëåìåíòà, à ñàìå ñóìiæíîãî êëàñó
A. Òîìó äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ L

x + A = A, ùî ìîæëèâî ëèøå ó âèïàäêó,
êîëè x ∈ A. Öå îçíà÷à¹, ùî L ⊂ A i ÿê íàñëiäîê A = L (î÷åâèäíî A ⊂ L).
Òîìó dimPL = n = n+ 0 = dimPA+ dimPL/A.
Íåõàé k ̸= 0 i ñèñòåìà ñóìiæíèõ êëàñiâ b1 + A, b2 + A, . . . , bk + A, äå b1,
b2, . . . , bk � äåÿêi âåêòîðè iç L, ¹ áàçèñîì ôàêòîðïðîñòîðó L/A. Ìîæëèâi
âèïàäêè: A ¹ íóëüîâèì àáî íåíóëüîâèì ïiäïðîñòîðîì â L. ßêùî A � íó-
ëüîâèé ïiäïðîñòið, òî äîâåäåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ b1, b2, . . . , bk � öå
áàçèñ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. ßê ïîêàçàíî âèùå, ÿêùî ñèñòåìà âåêòîðiâ b1,
b2, . . . , bk áóëà á ëiíiéíî çàëåæíîþ, òî ëiíiéíî çàëåæíîþ áóëà á i ñèñòåìà
ñóìiæíèõ êëàñiâ b1 + A, b2 + A, . . . , bk + A. À öå ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ,
ùî îñòàííÿ ¹ áàçèñîì ôàêòîðïðîñòîðó L/A. Äàëi, äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà
u ∈ L çíàéäóòüñÿ åëåìåíòè γ1, γ2, . . . , γk ïîëÿ P òàêi, ùî

u+A = γ1(b1 +A) + γ2(b2 +A) + · · ·+ γk(bk +A).

Çâiäñè u+A = (γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk) +A.
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ùî îñòàííÿ ¹ áàçèñîì ôàêòîðïðîñòîðó L/A. Äàëi, äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà
u ∈ L çíàéäóòüñÿ åëåìåíòè γ1, γ2, . . . , γk ïîëÿ P òàêi, ùî

u+A = γ1(b1 +A) + γ2(b2 +A) + · · ·+ γk(bk +A).

Çâiäñè u+A = (γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk) +A.

Òîìó u−(γ1b1+γ2b2+ · · ·+γkbk) ∈ A. Îñêiëüêè A � íóëüîâèé ïiäïðîñòið,òî
u− (γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk) = 0̄. Îòæå, u = γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk. Òàêèì
÷èíîì, k = dimPL = n = 0 + n = dimPA+ dimPL/A i òåîðåìà äîâåäåíà ó
öüîìó âèïàäêó.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé dimPL/A = k. ßêùî k = 0, òî ôàêòîðïðîñòið L/A ¹ íóëüîâèì ïðî-
ñòîðîì, òîáòî ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç îäíîãî åëåìåíòà, à ñàìå ñóìiæíîãî êëàñó
A. Òîìó äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ L x + A = A, ùî ìîæëèâî ëèøå ó âèïàäêó,
êîëè x ∈ A. Öå îçíà÷à¹, ùî L ⊂ A i ÿê íàñëiäîê A = L (î÷åâèäíî A ⊂ L).
Òîìó dimPL = n = n+ 0 = dimPA+ dimPL/A.

Íåõàé k ̸= 0 i ñèñòåìà ñóìiæíèõ êëàñiâ b1 + A, b2 + A, . . . , bk + A, äå b1,
b2, . . . , bk � äåÿêi âåêòîðè iç L, ¹ áàçèñîì ôàêòîðïðîñòîðó L/A. Ìîæëèâi
âèïàäêè: A ¹ íóëüîâèì àáî íåíóëüîâèì ïiäïðîñòîðîì â L. ßêùî A � íó-
ëüîâèé ïiäïðîñòið, òî äîâåäåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ b1, b2, . . . , bk � öå
áàçèñ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. ßê ïîêàçàíî âèùå, ÿêùî ñèñòåìà âåêòîðiâ b1,
b2, . . . , bk áóëà á ëiíiéíî çàëåæíîþ, òî ëiíiéíî çàëåæíîþ áóëà á i ñèñòåìà
ñóìiæíèõ êëàñiâ b1 + A, b2 + A, . . . , bk + A. À öå ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ,
ùî îñòàííÿ ¹ áàçèñîì ôàêòîðïðîñòîðó L/A. Äàëi, äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà
u ∈ L çíàéäóòüñÿ åëåìåíòè γ1, γ2, . . . , γk ïîëÿ P òàêi, ùî

u+A = γ1(b1 +A) + γ2(b2 +A) + · · ·+ γk(bk +A).

Çâiäñè u+A = (γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk) +A.

Òîìó u−(γ1b1+γ2b2+ · · ·+γkbk) ∈ A. Îñêiëüêè A � íóëüîâèé ïiäïðîñòið,òî
u− (γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk) = 0̄. Îòæå, u = γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk. Òàêèì
÷èíîì, k = dimPL = n = 0 + n = dimPA+ dimPL/A i òåîðåìà äîâåäåíà ó
öüîìó âèïàäêó.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé dimPL/A = k. ßêùî k = 0, òî ôàêòîðïðîñòið L/A ¹ íóëüîâèì ïðî-
ñòîðîì, òîáòî ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç îäíîãî åëåìåíòà, à ñàìå ñóìiæíîãî êëàñó
A. Òîìó äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ L x + A = A, ùî ìîæëèâî ëèøå ó âèïàäêó,
êîëè x ∈ A. Öå îçíà÷à¹, ùî L ⊂ A i ÿê íàñëiäîê A = L (î÷åâèäíî A ⊂ L).
Òîìó dimPL = n = n+ 0 = dimPA+ dimPL/A.
Íåõàé k ̸= 0

i ñèñòåìà ñóìiæíèõ êëàñiâ b1 + A, b2 + A, . . . , bk + A, äå b1,
b2, . . . , bk � äåÿêi âåêòîðè iç L, ¹ áàçèñîì ôàêòîðïðîñòîðó L/A. Ìîæëèâi
âèïàäêè: A ¹ íóëüîâèì àáî íåíóëüîâèì ïiäïðîñòîðîì â L. ßêùî A � íó-
ëüîâèé ïiäïðîñòið, òî äîâåäåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ b1, b2, . . . , bk � öå
áàçèñ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. ßê ïîêàçàíî âèùå, ÿêùî ñèñòåìà âåêòîðiâ b1,
b2, . . . , bk áóëà á ëiíiéíî çàëåæíîþ, òî ëiíiéíî çàëåæíîþ áóëà á i ñèñòåìà
ñóìiæíèõ êëàñiâ b1 + A, b2 + A, . . . , bk + A. À öå ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ,
ùî îñòàííÿ ¹ áàçèñîì ôàêòîðïðîñòîðó L/A. Äàëi, äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà
u ∈ L çíàéäóòüñÿ åëåìåíòè γ1, γ2, . . . , γk ïîëÿ P òàêi, ùî

u+A = γ1(b1 +A) + γ2(b2 +A) + · · ·+ γk(bk +A).

Çâiäñè u+A = (γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk) +A.

Òîìó u−(γ1b1+γ2b2+ · · ·+γkbk) ∈ A. Îñêiëüêè A � íóëüîâèé ïiäïðîñòið,òî
u− (γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk) = 0̄. Îòæå, u = γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk. Òàêèì
÷èíîì, k = dimPL = n = 0 + n = dimPA+ dimPL/A i òåîðåìà äîâåäåíà ó
öüîìó âèïàäêó.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé dimPL/A = k. ßêùî k = 0, òî ôàêòîðïðîñòið L/A ¹ íóëüîâèì ïðî-
ñòîðîì, òîáòî ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç îäíîãî åëåìåíòà, à ñàìå ñóìiæíîãî êëàñó
A. Òîìó äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ L x + A = A, ùî ìîæëèâî ëèøå ó âèïàäêó,
êîëè x ∈ A. Öå îçíà÷à¹, ùî L ⊂ A i ÿê íàñëiäîê A = L (î÷åâèäíî A ⊂ L).
Òîìó dimPL = n = n+ 0 = dimPA+ dimPL/A.
Íåõàé k ̸= 0 i ñèñòåìà ñóìiæíèõ êëàñiâ b1 + A, b2 + A, . . . , bk + A,

äå b1,
b2, . . . , bk � äåÿêi âåêòîðè iç L, ¹ áàçèñîì ôàêòîðïðîñòîðó L/A. Ìîæëèâi
âèïàäêè: A ¹ íóëüîâèì àáî íåíóëüîâèì ïiäïðîñòîðîì â L. ßêùî A � íó-
ëüîâèé ïiäïðîñòið, òî äîâåäåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ b1, b2, . . . , bk � öå
áàçèñ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. ßê ïîêàçàíî âèùå, ÿêùî ñèñòåìà âåêòîðiâ b1,
b2, . . . , bk áóëà á ëiíiéíî çàëåæíîþ, òî ëiíiéíî çàëåæíîþ áóëà á i ñèñòåìà
ñóìiæíèõ êëàñiâ b1 + A, b2 + A, . . . , bk + A. À öå ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ,
ùî îñòàííÿ ¹ áàçèñîì ôàêòîðïðîñòîðó L/A. Äàëi, äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà
u ∈ L çíàéäóòüñÿ åëåìåíòè γ1, γ2, . . . , γk ïîëÿ P òàêi, ùî

u+A = γ1(b1 +A) + γ2(b2 +A) + · · ·+ γk(bk +A).

Çâiäñè u+A = (γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk) +A.

Òîìó u−(γ1b1+γ2b2+ · · ·+γkbk) ∈ A. Îñêiëüêè A � íóëüîâèé ïiäïðîñòið,òî
u− (γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk) = 0̄. Îòæå, u = γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk. Òàêèì
÷èíîì, k = dimPL = n = 0 + n = dimPA+ dimPL/A i òåîðåìà äîâåäåíà ó
öüîìó âèïàäêó.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé dimPL/A = k. ßêùî k = 0, òî ôàêòîðïðîñòið L/A ¹ íóëüîâèì ïðî-
ñòîðîì, òîáòî ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç îäíîãî åëåìåíòà, à ñàìå ñóìiæíîãî êëàñó
A. Òîìó äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ L x + A = A, ùî ìîæëèâî ëèøå ó âèïàäêó,
êîëè x ∈ A. Öå îçíà÷à¹, ùî L ⊂ A i ÿê íàñëiäîê A = L (î÷åâèäíî A ⊂ L).
Òîìó dimPL = n = n+ 0 = dimPA+ dimPL/A.
Íåõàé k ̸= 0 i ñèñòåìà ñóìiæíèõ êëàñiâ b1 + A, b2 + A, . . . , bk + A, äå b1,
b2, . . . , bk � äåÿêi âåêòîðè iç L,

¹ áàçèñîì ôàêòîðïðîñòîðó L/A. Ìîæëèâi
âèïàäêè: A ¹ íóëüîâèì àáî íåíóëüîâèì ïiäïðîñòîðîì â L. ßêùî A � íó-
ëüîâèé ïiäïðîñòið, òî äîâåäåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ b1, b2, . . . , bk � öå
áàçèñ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. ßê ïîêàçàíî âèùå, ÿêùî ñèñòåìà âåêòîðiâ b1,
b2, . . . , bk áóëà á ëiíiéíî çàëåæíîþ, òî ëiíiéíî çàëåæíîþ áóëà á i ñèñòåìà
ñóìiæíèõ êëàñiâ b1 + A, b2 + A, . . . , bk + A. À öå ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ,
ùî îñòàííÿ ¹ áàçèñîì ôàêòîðïðîñòîðó L/A. Äàëi, äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà
u ∈ L çíàéäóòüñÿ åëåìåíòè γ1, γ2, . . . , γk ïîëÿ P òàêi, ùî

u+A = γ1(b1 +A) + γ2(b2 +A) + · · ·+ γk(bk +A).

Çâiäñè u+A = (γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk) +A.

Òîìó u−(γ1b1+γ2b2+ · · ·+γkbk) ∈ A. Îñêiëüêè A � íóëüîâèé ïiäïðîñòið,òî
u− (γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk) = 0̄. Îòæå, u = γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk. Òàêèì
÷èíîì, k = dimPL = n = 0 + n = dimPA+ dimPL/A i òåîðåìà äîâåäåíà ó
öüîìó âèïàäêó.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé dimPL/A = k. ßêùî k = 0, òî ôàêòîðïðîñòið L/A ¹ íóëüîâèì ïðî-
ñòîðîì, òîáòî ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç îäíîãî åëåìåíòà, à ñàìå ñóìiæíîãî êëàñó
A. Òîìó äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ L x + A = A, ùî ìîæëèâî ëèøå ó âèïàäêó,
êîëè x ∈ A. Öå îçíà÷à¹, ùî L ⊂ A i ÿê íàñëiäîê A = L (î÷åâèäíî A ⊂ L).
Òîìó dimPL = n = n+ 0 = dimPA+ dimPL/A.
Íåõàé k ̸= 0 i ñèñòåìà ñóìiæíèõ êëàñiâ b1 + A, b2 + A, . . . , bk + A, äå b1,
b2, . . . , bk � äåÿêi âåêòîðè iç L, ¹ áàçèñîì ôàêòîðïðîñòîðó L/A.

Ìîæëèâi
âèïàäêè: A ¹ íóëüîâèì àáî íåíóëüîâèì ïiäïðîñòîðîì â L. ßêùî A � íó-
ëüîâèé ïiäïðîñòið, òî äîâåäåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ b1, b2, . . . , bk � öå
áàçèñ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. ßê ïîêàçàíî âèùå, ÿêùî ñèñòåìà âåêòîðiâ b1,
b2, . . . , bk áóëà á ëiíiéíî çàëåæíîþ, òî ëiíiéíî çàëåæíîþ áóëà á i ñèñòåìà
ñóìiæíèõ êëàñiâ b1 + A, b2 + A, . . . , bk + A. À öå ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ,
ùî îñòàííÿ ¹ áàçèñîì ôàêòîðïðîñòîðó L/A. Äàëi, äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà
u ∈ L çíàéäóòüñÿ åëåìåíòè γ1, γ2, . . . , γk ïîëÿ P òàêi, ùî

u+A = γ1(b1 +A) + γ2(b2 +A) + · · ·+ γk(bk +A).

Çâiäñè u+A = (γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk) +A.

Òîìó u−(γ1b1+γ2b2+ · · ·+γkbk) ∈ A. Îñêiëüêè A � íóëüîâèé ïiäïðîñòið,òî
u− (γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk) = 0̄. Îòæå, u = γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk. Òàêèì
÷èíîì, k = dimPL = n = 0 + n = dimPA+ dimPL/A i òåîðåìà äîâåäåíà ó
öüîìó âèïàäêó.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé dimPL/A = k. ßêùî k = 0, òî ôàêòîðïðîñòið L/A ¹ íóëüîâèì ïðî-
ñòîðîì, òîáòî ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç îäíîãî åëåìåíòà, à ñàìå ñóìiæíîãî êëàñó
A. Òîìó äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ L x + A = A, ùî ìîæëèâî ëèøå ó âèïàäêó,
êîëè x ∈ A. Öå îçíà÷à¹, ùî L ⊂ A i ÿê íàñëiäîê A = L (î÷åâèäíî A ⊂ L).
Òîìó dimPL = n = n+ 0 = dimPA+ dimPL/A.
Íåõàé k ̸= 0 i ñèñòåìà ñóìiæíèõ êëàñiâ b1 + A, b2 + A, . . . , bk + A, äå b1,
b2, . . . , bk � äåÿêi âåêòîðè iç L, ¹ áàçèñîì ôàêòîðïðîñòîðó L/A. Ìîæëèâi
âèïàäêè: A ¹ íóëüîâèì

àáî íåíóëüîâèì ïiäïðîñòîðîì â L. ßêùî A � íó-
ëüîâèé ïiäïðîñòið, òî äîâåäåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ b1, b2, . . . , bk � öå
áàçèñ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. ßê ïîêàçàíî âèùå, ÿêùî ñèñòåìà âåêòîðiâ b1,
b2, . . . , bk áóëà á ëiíiéíî çàëåæíîþ, òî ëiíiéíî çàëåæíîþ áóëà á i ñèñòåìà
ñóìiæíèõ êëàñiâ b1 + A, b2 + A, . . . , bk + A. À öå ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ,
ùî îñòàííÿ ¹ áàçèñîì ôàêòîðïðîñòîðó L/A. Äàëi, äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà
u ∈ L çíàéäóòüñÿ åëåìåíòè γ1, γ2, . . . , γk ïîëÿ P òàêi, ùî

u+A = γ1(b1 +A) + γ2(b2 +A) + · · ·+ γk(bk +A).

Çâiäñè u+A = (γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk) +A.

Òîìó u−(γ1b1+γ2b2+ · · ·+γkbk) ∈ A. Îñêiëüêè A � íóëüîâèé ïiäïðîñòið,òî
u− (γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk) = 0̄. Îòæå, u = γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk. Òàêèì
÷èíîì, k = dimPL = n = 0 + n = dimPA+ dimPL/A i òåîðåìà äîâåäåíà ó
öüîìó âèïàäêó.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé dimPL/A = k. ßêùî k = 0, òî ôàêòîðïðîñòið L/A ¹ íóëüîâèì ïðî-
ñòîðîì, òîáòî ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç îäíîãî åëåìåíòà, à ñàìå ñóìiæíîãî êëàñó
A. Òîìó äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ L x + A = A, ùî ìîæëèâî ëèøå ó âèïàäêó,
êîëè x ∈ A. Öå îçíà÷à¹, ùî L ⊂ A i ÿê íàñëiäîê A = L (î÷åâèäíî A ⊂ L).
Òîìó dimPL = n = n+ 0 = dimPA+ dimPL/A.
Íåõàé k ̸= 0 i ñèñòåìà ñóìiæíèõ êëàñiâ b1 + A, b2 + A, . . . , bk + A, äå b1,
b2, . . . , bk � äåÿêi âåêòîðè iç L, ¹ áàçèñîì ôàêòîðïðîñòîðó L/A. Ìîæëèâi
âèïàäêè: A ¹ íóëüîâèì àáî íåíóëüîâèì ïiäïðîñòîðîì â L.

ßêùî A � íó-
ëüîâèé ïiäïðîñòið, òî äîâåäåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ b1, b2, . . . , bk � öå
áàçèñ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. ßê ïîêàçàíî âèùå, ÿêùî ñèñòåìà âåêòîðiâ b1,
b2, . . . , bk áóëà á ëiíiéíî çàëåæíîþ, òî ëiíiéíî çàëåæíîþ áóëà á i ñèñòåìà
ñóìiæíèõ êëàñiâ b1 + A, b2 + A, . . . , bk + A. À öå ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ,
ùî îñòàííÿ ¹ áàçèñîì ôàêòîðïðîñòîðó L/A. Äàëi, äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà
u ∈ L çíàéäóòüñÿ åëåìåíòè γ1, γ2, . . . , γk ïîëÿ P òàêi, ùî

u+A = γ1(b1 +A) + γ2(b2 +A) + · · ·+ γk(bk +A).

Çâiäñè u+A = (γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk) +A.

Òîìó u−(γ1b1+γ2b2+ · · ·+γkbk) ∈ A. Îñêiëüêè A � íóëüîâèé ïiäïðîñòið,òî
u− (γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk) = 0̄. Îòæå, u = γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk. Òàêèì
÷èíîì, k = dimPL = n = 0 + n = dimPA+ dimPL/A i òåîðåìà äîâåäåíà ó
öüîìó âèïàäêó.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé dimPL/A = k. ßêùî k = 0, òî ôàêòîðïðîñòið L/A ¹ íóëüîâèì ïðî-
ñòîðîì, òîáòî ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç îäíîãî åëåìåíòà, à ñàìå ñóìiæíîãî êëàñó
A. Òîìó äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ L x + A = A, ùî ìîæëèâî ëèøå ó âèïàäêó,
êîëè x ∈ A. Öå îçíà÷à¹, ùî L ⊂ A i ÿê íàñëiäîê A = L (î÷åâèäíî A ⊂ L).
Òîìó dimPL = n = n+ 0 = dimPA+ dimPL/A.
Íåõàé k ̸= 0 i ñèñòåìà ñóìiæíèõ êëàñiâ b1 + A, b2 + A, . . . , bk + A, äå b1,
b2, . . . , bk � äåÿêi âåêòîðè iç L, ¹ áàçèñîì ôàêòîðïðîñòîðó L/A. Ìîæëèâi
âèïàäêè: A ¹ íóëüîâèì àáî íåíóëüîâèì ïiäïðîñòîðîì â L. ßêùî A � íó-
ëüîâèé ïiäïðîñòið,

òî äîâåäåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ b1, b2, . . . , bk � öå
áàçèñ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. ßê ïîêàçàíî âèùå, ÿêùî ñèñòåìà âåêòîðiâ b1,
b2, . . . , bk áóëà á ëiíiéíî çàëåæíîþ, òî ëiíiéíî çàëåæíîþ áóëà á i ñèñòåìà
ñóìiæíèõ êëàñiâ b1 + A, b2 + A, . . . , bk + A. À öå ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ,
ùî îñòàííÿ ¹ áàçèñîì ôàêòîðïðîñòîðó L/A. Äàëi, äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà
u ∈ L çíàéäóòüñÿ åëåìåíòè γ1, γ2, . . . , γk ïîëÿ P òàêi, ùî

u+A = γ1(b1 +A) + γ2(b2 +A) + · · ·+ γk(bk +A).

Çâiäñè u+A = (γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk) +A.

Òîìó u−(γ1b1+γ2b2+ · · ·+γkbk) ∈ A. Îñêiëüêè A � íóëüîâèé ïiäïðîñòið,òî
u− (γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk) = 0̄. Îòæå, u = γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk. Òàêèì
÷èíîì, k = dimPL = n = 0 + n = dimPA+ dimPL/A i òåîðåìà äîâåäåíà ó
öüîìó âèïàäêó.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé dimPL/A = k. ßêùî k = 0, òî ôàêòîðïðîñòið L/A ¹ íóëüîâèì ïðî-
ñòîðîì, òîáòî ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç îäíîãî åëåìåíòà, à ñàìå ñóìiæíîãî êëàñó
A. Òîìó äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ L x + A = A, ùî ìîæëèâî ëèøå ó âèïàäêó,
êîëè x ∈ A. Öå îçíà÷à¹, ùî L ⊂ A i ÿê íàñëiäîê A = L (î÷åâèäíî A ⊂ L).
Òîìó dimPL = n = n+ 0 = dimPA+ dimPL/A.
Íåõàé k ̸= 0 i ñèñòåìà ñóìiæíèõ êëàñiâ b1 + A, b2 + A, . . . , bk + A, äå b1,
b2, . . . , bk � äåÿêi âåêòîðè iç L, ¹ áàçèñîì ôàêòîðïðîñòîðó L/A. Ìîæëèâi
âèïàäêè: A ¹ íóëüîâèì àáî íåíóëüîâèì ïiäïðîñòîðîì â L. ßêùî A � íó-
ëüîâèé ïiäïðîñòið, òî äîâåäåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ b1, b2, . . . , bk � öå
áàçèñ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.

ßê ïîêàçàíî âèùå, ÿêùî ñèñòåìà âåêòîðiâ b1,
b2, . . . , bk áóëà á ëiíiéíî çàëåæíîþ, òî ëiíiéíî çàëåæíîþ áóëà á i ñèñòåìà
ñóìiæíèõ êëàñiâ b1 + A, b2 + A, . . . , bk + A. À öå ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ,
ùî îñòàííÿ ¹ áàçèñîì ôàêòîðïðîñòîðó L/A. Äàëi, äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà
u ∈ L çíàéäóòüñÿ åëåìåíòè γ1, γ2, . . . , γk ïîëÿ P òàêi, ùî

u+A = γ1(b1 +A) + γ2(b2 +A) + · · ·+ γk(bk +A).

Çâiäñè u+A = (γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk) +A.

Òîìó u−(γ1b1+γ2b2+ · · ·+γkbk) ∈ A. Îñêiëüêè A � íóëüîâèé ïiäïðîñòið,òî
u− (γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk) = 0̄. Îòæå, u = γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk. Òàêèì
÷èíîì, k = dimPL = n = 0 + n = dimPA+ dimPL/A i òåîðåìà äîâåäåíà ó
öüîìó âèïàäêó.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé dimPL/A = k. ßêùî k = 0, òî ôàêòîðïðîñòið L/A ¹ íóëüîâèì ïðî-
ñòîðîì, òîáòî ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç îäíîãî åëåìåíòà, à ñàìå ñóìiæíîãî êëàñó
A. Òîìó äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ L x + A = A, ùî ìîæëèâî ëèøå ó âèïàäêó,
êîëè x ∈ A. Öå îçíà÷à¹, ùî L ⊂ A i ÿê íàñëiäîê A = L (î÷åâèäíî A ⊂ L).
Òîìó dimPL = n = n+ 0 = dimPA+ dimPL/A.
Íåõàé k ̸= 0 i ñèñòåìà ñóìiæíèõ êëàñiâ b1 + A, b2 + A, . . . , bk + A, äå b1,
b2, . . . , bk � äåÿêi âåêòîðè iç L, ¹ áàçèñîì ôàêòîðïðîñòîðó L/A. Ìîæëèâi
âèïàäêè: A ¹ íóëüîâèì àáî íåíóëüîâèì ïiäïðîñòîðîì â L. ßêùî A � íó-
ëüîâèé ïiäïðîñòið, òî äîâåäåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ b1, b2, . . . , bk � öå
áàçèñ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. ßê ïîêàçàíî âèùå,

ÿêùî ñèñòåìà âåêòîðiâ b1,
b2, . . . , bk áóëà á ëiíiéíî çàëåæíîþ, òî ëiíiéíî çàëåæíîþ áóëà á i ñèñòåìà
ñóìiæíèõ êëàñiâ b1 + A, b2 + A, . . . , bk + A. À öå ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ,
ùî îñòàííÿ ¹ áàçèñîì ôàêòîðïðîñòîðó L/A. Äàëi, äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà
u ∈ L çíàéäóòüñÿ åëåìåíòè γ1, γ2, . . . , γk ïîëÿ P òàêi, ùî

u+A = γ1(b1 +A) + γ2(b2 +A) + · · ·+ γk(bk +A).

Çâiäñè u+A = (γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk) +A.

Òîìó u−(γ1b1+γ2b2+ · · ·+γkbk) ∈ A. Îñêiëüêè A � íóëüîâèé ïiäïðîñòið,òî
u− (γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk) = 0̄. Îòæå, u = γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk. Òàêèì
÷èíîì, k = dimPL = n = 0 + n = dimPA+ dimPL/A i òåîðåìà äîâåäåíà ó
öüîìó âèïàäêó.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé dimPL/A = k. ßêùî k = 0, òî ôàêòîðïðîñòið L/A ¹ íóëüîâèì ïðî-
ñòîðîì, òîáòî ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç îäíîãî åëåìåíòà, à ñàìå ñóìiæíîãî êëàñó
A. Òîìó äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ L x + A = A, ùî ìîæëèâî ëèøå ó âèïàäêó,
êîëè x ∈ A. Öå îçíà÷à¹, ùî L ⊂ A i ÿê íàñëiäîê A = L (î÷åâèäíî A ⊂ L).
Òîìó dimPL = n = n+ 0 = dimPA+ dimPL/A.
Íåõàé k ̸= 0 i ñèñòåìà ñóìiæíèõ êëàñiâ b1 + A, b2 + A, . . . , bk + A, äå b1,
b2, . . . , bk � äåÿêi âåêòîðè iç L, ¹ áàçèñîì ôàêòîðïðîñòîðó L/A. Ìîæëèâi
âèïàäêè: A ¹ íóëüîâèì àáî íåíóëüîâèì ïiäïðîñòîðîì â L. ßêùî A � íó-
ëüîâèé ïiäïðîñòið, òî äîâåäåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ b1, b2, . . . , bk � öå
áàçèñ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. ßê ïîêàçàíî âèùå, ÿêùî ñèñòåìà âåêòîðiâ b1,
b2, . . . , bk áóëà á ëiíiéíî çàëåæíîþ,

òî ëiíiéíî çàëåæíîþ áóëà á i ñèñòåìà
ñóìiæíèõ êëàñiâ b1 + A, b2 + A, . . . , bk + A. À öå ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ,
ùî îñòàííÿ ¹ áàçèñîì ôàêòîðïðîñòîðó L/A. Äàëi, äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà
u ∈ L çíàéäóòüñÿ åëåìåíòè γ1, γ2, . . . , γk ïîëÿ P òàêi, ùî

u+A = γ1(b1 +A) + γ2(b2 +A) + · · ·+ γk(bk +A).

Çâiäñè u+A = (γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk) +A.

Òîìó u−(γ1b1+γ2b2+ · · ·+γkbk) ∈ A. Îñêiëüêè A � íóëüîâèé ïiäïðîñòið,òî
u− (γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk) = 0̄. Îòæå, u = γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk. Òàêèì
÷èíîì, k = dimPL = n = 0 + n = dimPA+ dimPL/A i òåîðåìà äîâåäåíà ó
öüîìó âèïàäêó.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé dimPL/A = k. ßêùî k = 0, òî ôàêòîðïðîñòið L/A ¹ íóëüîâèì ïðî-
ñòîðîì, òîáòî ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç îäíîãî åëåìåíòà, à ñàìå ñóìiæíîãî êëàñó
A. Òîìó äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ L x + A = A, ùî ìîæëèâî ëèøå ó âèïàäêó,
êîëè x ∈ A. Öå îçíà÷à¹, ùî L ⊂ A i ÿê íàñëiäîê A = L (î÷åâèäíî A ⊂ L).
Òîìó dimPL = n = n+ 0 = dimPA+ dimPL/A.
Íåõàé k ̸= 0 i ñèñòåìà ñóìiæíèõ êëàñiâ b1 + A, b2 + A, . . . , bk + A, äå b1,
b2, . . . , bk � äåÿêi âåêòîðè iç L, ¹ áàçèñîì ôàêòîðïðîñòîðó L/A. Ìîæëèâi
âèïàäêè: A ¹ íóëüîâèì àáî íåíóëüîâèì ïiäïðîñòîðîì â L. ßêùî A � íó-
ëüîâèé ïiäïðîñòið, òî äîâåäåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ b1, b2, . . . , bk � öå
áàçèñ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. ßê ïîêàçàíî âèùå, ÿêùî ñèñòåìà âåêòîðiâ b1,
b2, . . . , bk áóëà á ëiíiéíî çàëåæíîþ, òî ëiíiéíî çàëåæíîþ áóëà á i ñèñòåìà
ñóìiæíèõ êëàñiâ b1 + A, b2 + A, . . . , bk + A. À öå ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ,
ùî îñòàííÿ ¹ áàçèñîì ôàêòîðïðîñòîðó L/A.

Äàëi, äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà
u ∈ L çíàéäóòüñÿ åëåìåíòè γ1, γ2, . . . , γk ïîëÿ P òàêi, ùî

u+A = γ1(b1 +A) + γ2(b2 +A) + · · ·+ γk(bk +A).

Çâiäñè u+A = (γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk) +A.

Òîìó u−(γ1b1+γ2b2+ · · ·+γkbk) ∈ A. Îñêiëüêè A � íóëüîâèé ïiäïðîñòið,òî
u− (γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk) = 0̄. Îòæå, u = γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk. Òàêèì
÷èíîì, k = dimPL = n = 0 + n = dimPA+ dimPL/A i òåîðåìà äîâåäåíà ó
öüîìó âèïàäêó.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé dimPL/A = k. ßêùî k = 0, òî ôàêòîðïðîñòið L/A ¹ íóëüîâèì ïðî-
ñòîðîì, òîáòî ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç îäíîãî åëåìåíòà, à ñàìå ñóìiæíîãî êëàñó
A. Òîìó äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ L x + A = A, ùî ìîæëèâî ëèøå ó âèïàäêó,
êîëè x ∈ A. Öå îçíà÷à¹, ùî L ⊂ A i ÿê íàñëiäîê A = L (î÷åâèäíî A ⊂ L).
Òîìó dimPL = n = n+ 0 = dimPA+ dimPL/A.
Íåõàé k ̸= 0 i ñèñòåìà ñóìiæíèõ êëàñiâ b1 + A, b2 + A, . . . , bk + A, äå b1,
b2, . . . , bk � äåÿêi âåêòîðè iç L, ¹ áàçèñîì ôàêòîðïðîñòîðó L/A. Ìîæëèâi
âèïàäêè: A ¹ íóëüîâèì àáî íåíóëüîâèì ïiäïðîñòîðîì â L. ßêùî A � íó-
ëüîâèé ïiäïðîñòið, òî äîâåäåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ b1, b2, . . . , bk � öå
áàçèñ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. ßê ïîêàçàíî âèùå, ÿêùî ñèñòåìà âåêòîðiâ b1,
b2, . . . , bk áóëà á ëiíiéíî çàëåæíîþ, òî ëiíiéíî çàëåæíîþ áóëà á i ñèñòåìà
ñóìiæíèõ êëàñiâ b1 + A, b2 + A, . . . , bk + A. À öå ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ,
ùî îñòàííÿ ¹ áàçèñîì ôàêòîðïðîñòîðó L/A. Äàëi, äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà
u ∈ L

çíàéäóòüñÿ åëåìåíòè γ1, γ2, . . . , γk ïîëÿ P òàêi, ùî

u+A = γ1(b1 +A) + γ2(b2 +A) + · · ·+ γk(bk +A).

Çâiäñè u+A = (γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk) +A.

Òîìó u−(γ1b1+γ2b2+ · · ·+γkbk) ∈ A. Îñêiëüêè A � íóëüîâèé ïiäïðîñòið,òî
u− (γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk) = 0̄. Îòæå, u = γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk. Òàêèì
÷èíîì, k = dimPL = n = 0 + n = dimPA+ dimPL/A i òåîðåìà äîâåäåíà ó
öüîìó âèïàäêó.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé dimPL/A = k. ßêùî k = 0, òî ôàêòîðïðîñòið L/A ¹ íóëüîâèì ïðî-
ñòîðîì, òîáòî ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç îäíîãî åëåìåíòà, à ñàìå ñóìiæíîãî êëàñó
A. Òîìó äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ L x + A = A, ùî ìîæëèâî ëèøå ó âèïàäêó,
êîëè x ∈ A. Öå îçíà÷à¹, ùî L ⊂ A i ÿê íàñëiäîê A = L (î÷åâèäíî A ⊂ L).
Òîìó dimPL = n = n+ 0 = dimPA+ dimPL/A.
Íåõàé k ̸= 0 i ñèñòåìà ñóìiæíèõ êëàñiâ b1 + A, b2 + A, . . . , bk + A, äå b1,
b2, . . . , bk � äåÿêi âåêòîðè iç L, ¹ áàçèñîì ôàêòîðïðîñòîðó L/A. Ìîæëèâi
âèïàäêè: A ¹ íóëüîâèì àáî íåíóëüîâèì ïiäïðîñòîðîì â L. ßêùî A � íó-
ëüîâèé ïiäïðîñòið, òî äîâåäåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ b1, b2, . . . , bk � öå
áàçèñ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. ßê ïîêàçàíî âèùå, ÿêùî ñèñòåìà âåêòîðiâ b1,
b2, . . . , bk áóëà á ëiíiéíî çàëåæíîþ, òî ëiíiéíî çàëåæíîþ áóëà á i ñèñòåìà
ñóìiæíèõ êëàñiâ b1 + A, b2 + A, . . . , bk + A. À öå ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ,
ùî îñòàííÿ ¹ áàçèñîì ôàêòîðïðîñòîðó L/A. Äàëi, äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà
u ∈ L çíàéäóòüñÿ åëåìåíòè γ1, γ2, . . . , γk ïîëÿ P

òàêi, ùî

u+A = γ1(b1 +A) + γ2(b2 +A) + · · ·+ γk(bk +A).

Çâiäñè u+A = (γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk) +A.

Òîìó u−(γ1b1+γ2b2+ · · ·+γkbk) ∈ A. Îñêiëüêè A � íóëüîâèé ïiäïðîñòið,òî
u− (γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk) = 0̄. Îòæå, u = γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk. Òàêèì
÷èíîì, k = dimPL = n = 0 + n = dimPA+ dimPL/A i òåîðåìà äîâåäåíà ó
öüîìó âèïàäêó.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé dimPL/A = k. ßêùî k = 0, òî ôàêòîðïðîñòið L/A ¹ íóëüîâèì ïðî-
ñòîðîì, òîáòî ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç îäíîãî åëåìåíòà, à ñàìå ñóìiæíîãî êëàñó
A. Òîìó äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ L x + A = A, ùî ìîæëèâî ëèøå ó âèïàäêó,
êîëè x ∈ A. Öå îçíà÷à¹, ùî L ⊂ A i ÿê íàñëiäîê A = L (î÷åâèäíî A ⊂ L).
Òîìó dimPL = n = n+ 0 = dimPA+ dimPL/A.
Íåõàé k ̸= 0 i ñèñòåìà ñóìiæíèõ êëàñiâ b1 + A, b2 + A, . . . , bk + A, äå b1,
b2, . . . , bk � äåÿêi âåêòîðè iç L, ¹ áàçèñîì ôàêòîðïðîñòîðó L/A. Ìîæëèâi
âèïàäêè: A ¹ íóëüîâèì àáî íåíóëüîâèì ïiäïðîñòîðîì â L. ßêùî A � íó-
ëüîâèé ïiäïðîñòið, òî äîâåäåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ b1, b2, . . . , bk � öå
áàçèñ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. ßê ïîêàçàíî âèùå, ÿêùî ñèñòåìà âåêòîðiâ b1,
b2, . . . , bk áóëà á ëiíiéíî çàëåæíîþ, òî ëiíiéíî çàëåæíîþ áóëà á i ñèñòåìà
ñóìiæíèõ êëàñiâ b1 + A, b2 + A, . . . , bk + A. À öå ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ,
ùî îñòàííÿ ¹ áàçèñîì ôàêòîðïðîñòîðó L/A. Äàëi, äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà
u ∈ L çíàéäóòüñÿ åëåìåíòè γ1, γ2, . . . , γk ïîëÿ P òàêi, ùî

u+A = γ1(b1 +A) + γ2(b2 +A) + · · ·+ γk(bk +A).

Çâiäñè u+A = (γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk) +A.

Òîìó u−(γ1b1+γ2b2+ · · ·+γkbk) ∈ A. Îñêiëüêè A � íóëüîâèé ïiäïðîñòið,òî
u− (γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk) = 0̄. Îòæå, u = γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk. Òàêèì
÷èíîì, k = dimPL = n = 0 + n = dimPA+ dimPL/A i òåîðåìà äîâåäåíà ó
öüîìó âèïàäêó.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé dimPL/A = k. ßêùî k = 0, òî ôàêòîðïðîñòið L/A ¹ íóëüîâèì ïðî-
ñòîðîì, òîáòî ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç îäíîãî åëåìåíòà, à ñàìå ñóìiæíîãî êëàñó
A. Òîìó äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ L x + A = A, ùî ìîæëèâî ëèøå ó âèïàäêó,
êîëè x ∈ A. Öå îçíà÷à¹, ùî L ⊂ A i ÿê íàñëiäîê A = L (î÷åâèäíî A ⊂ L).
Òîìó dimPL = n = n+ 0 = dimPA+ dimPL/A.
Íåõàé k ̸= 0 i ñèñòåìà ñóìiæíèõ êëàñiâ b1 + A, b2 + A, . . . , bk + A, äå b1,
b2, . . . , bk � äåÿêi âåêòîðè iç L, ¹ áàçèñîì ôàêòîðïðîñòîðó L/A. Ìîæëèâi
âèïàäêè: A ¹ íóëüîâèì àáî íåíóëüîâèì ïiäïðîñòîðîì â L. ßêùî A � íó-
ëüîâèé ïiäïðîñòið, òî äîâåäåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ b1, b2, . . . , bk � öå
áàçèñ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. ßê ïîêàçàíî âèùå, ÿêùî ñèñòåìà âåêòîðiâ b1,
b2, . . . , bk áóëà á ëiíiéíî çàëåæíîþ, òî ëiíiéíî çàëåæíîþ áóëà á i ñèñòåìà
ñóìiæíèõ êëàñiâ b1 + A, b2 + A, . . . , bk + A. À öå ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ,
ùî îñòàííÿ ¹ áàçèñîì ôàêòîðïðîñòîðó L/A. Äàëi, äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà
u ∈ L çíàéäóòüñÿ åëåìåíòè γ1, γ2, . . . , γk ïîëÿ P òàêi, ùî

u+A = γ1(b1 +A) + γ2(b2 +A) + · · ·+ γk(bk +A).

Çâiäñè u+A = (γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk) +A.

Òîìó u−(γ1b1+γ2b2+ · · ·+γkbk) ∈ A. Îñêiëüêè A � íóëüîâèé ïiäïðîñòið,òî
u− (γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk) = 0̄. Îòæå, u = γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk. Òàêèì
÷èíîì, k = dimPL = n = 0 + n = dimPA+ dimPL/A i òåîðåìà äîâåäåíà ó
öüîìó âèïàäêó.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé dimPL/A = k. ßêùî k = 0, òî ôàêòîðïðîñòið L/A ¹ íóëüîâèì ïðî-
ñòîðîì, òîáòî ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç îäíîãî åëåìåíòà, à ñàìå ñóìiæíîãî êëàñó
A. Òîìó äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ L x + A = A, ùî ìîæëèâî ëèøå ó âèïàäêó,
êîëè x ∈ A. Öå îçíà÷à¹, ùî L ⊂ A i ÿê íàñëiäîê A = L (î÷åâèäíî A ⊂ L).
Òîìó dimPL = n = n+ 0 = dimPA+ dimPL/A.
Íåõàé k ̸= 0 i ñèñòåìà ñóìiæíèõ êëàñiâ b1 + A, b2 + A, . . . , bk + A, äå b1,
b2, . . . , bk � äåÿêi âåêòîðè iç L, ¹ áàçèñîì ôàêòîðïðîñòîðó L/A. Ìîæëèâi
âèïàäêè: A ¹ íóëüîâèì àáî íåíóëüîâèì ïiäïðîñòîðîì â L. ßêùî A � íó-
ëüîâèé ïiäïðîñòið, òî äîâåäåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ b1, b2, . . . , bk � öå
áàçèñ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. ßê ïîêàçàíî âèùå, ÿêùî ñèñòåìà âåêòîðiâ b1,
b2, . . . , bk áóëà á ëiíiéíî çàëåæíîþ, òî ëiíiéíî çàëåæíîþ áóëà á i ñèñòåìà
ñóìiæíèõ êëàñiâ b1 + A, b2 + A, . . . , bk + A. À öå ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ,
ùî îñòàííÿ ¹ áàçèñîì ôàêòîðïðîñòîðó L/A. Äàëi, äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà
u ∈ L çíàéäóòüñÿ åëåìåíòè γ1, γ2, . . . , γk ïîëÿ P òàêi, ùî

u+A = γ1(b1 +A) + γ2(b2 +A) + · · ·+ γk(bk +A).

Çâiäñè u+A = (γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk) +A.

Òîìó u−(γ1b1+γ2b2+ · · ·+γkbk) ∈ A.

Îñêiëüêè A � íóëüîâèé ïiäïðîñòið,òî
u− (γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk) = 0̄. Îòæå, u = γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk. Òàêèì
÷èíîì, k = dimPL = n = 0 + n = dimPA+ dimPL/A i òåîðåìà äîâåäåíà ó
öüîìó âèïàäêó.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé dimPL/A = k. ßêùî k = 0, òî ôàêòîðïðîñòið L/A ¹ íóëüîâèì ïðî-
ñòîðîì, òîáòî ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç îäíîãî åëåìåíòà, à ñàìå ñóìiæíîãî êëàñó
A. Òîìó äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ L x + A = A, ùî ìîæëèâî ëèøå ó âèïàäêó,
êîëè x ∈ A. Öå îçíà÷à¹, ùî L ⊂ A i ÿê íàñëiäîê A = L (î÷åâèäíî A ⊂ L).
Òîìó dimPL = n = n+ 0 = dimPA+ dimPL/A.
Íåõàé k ̸= 0 i ñèñòåìà ñóìiæíèõ êëàñiâ b1 + A, b2 + A, . . . , bk + A, äå b1,
b2, . . . , bk � äåÿêi âåêòîðè iç L, ¹ áàçèñîì ôàêòîðïðîñòîðó L/A. Ìîæëèâi
âèïàäêè: A ¹ íóëüîâèì àáî íåíóëüîâèì ïiäïðîñòîðîì â L. ßêùî A � íó-
ëüîâèé ïiäïðîñòið, òî äîâåäåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ b1, b2, . . . , bk � öå
áàçèñ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. ßê ïîêàçàíî âèùå, ÿêùî ñèñòåìà âåêòîðiâ b1,
b2, . . . , bk áóëà á ëiíiéíî çàëåæíîþ, òî ëiíiéíî çàëåæíîþ áóëà á i ñèñòåìà
ñóìiæíèõ êëàñiâ b1 + A, b2 + A, . . . , bk + A. À öå ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ,
ùî îñòàííÿ ¹ áàçèñîì ôàêòîðïðîñòîðó L/A. Äàëi, äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà
u ∈ L çíàéäóòüñÿ åëåìåíòè γ1, γ2, . . . , γk ïîëÿ P òàêi, ùî

u+A = γ1(b1 +A) + γ2(b2 +A) + · · ·+ γk(bk +A).

Çâiäñè u+A = (γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk) +A.

Òîìó u−(γ1b1+γ2b2+ · · ·+γkbk) ∈ A. Îñêiëüêè A � íóëüîâèé ïiäïðîñòið,

òî
u− (γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk) = 0̄. Îòæå, u = γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk. Òàêèì
÷èíîì, k = dimPL = n = 0 + n = dimPA+ dimPL/A i òåîðåìà äîâåäåíà ó
öüîìó âèïàäêó.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé dimPL/A = k. ßêùî k = 0, òî ôàêòîðïðîñòið L/A ¹ íóëüîâèì ïðî-
ñòîðîì, òîáòî ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç îäíîãî åëåìåíòà, à ñàìå ñóìiæíîãî êëàñó
A. Òîìó äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ L x + A = A, ùî ìîæëèâî ëèøå ó âèïàäêó,
êîëè x ∈ A. Öå îçíà÷à¹, ùî L ⊂ A i ÿê íàñëiäîê A = L (î÷åâèäíî A ⊂ L).
Òîìó dimPL = n = n+ 0 = dimPA+ dimPL/A.
Íåõàé k ̸= 0 i ñèñòåìà ñóìiæíèõ êëàñiâ b1 + A, b2 + A, . . . , bk + A, äå b1,
b2, . . . , bk � äåÿêi âåêòîðè iç L, ¹ áàçèñîì ôàêòîðïðîñòîðó L/A. Ìîæëèâi
âèïàäêè: A ¹ íóëüîâèì àáî íåíóëüîâèì ïiäïðîñòîðîì â L. ßêùî A � íó-
ëüîâèé ïiäïðîñòið, òî äîâåäåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ b1, b2, . . . , bk � öå
áàçèñ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. ßê ïîêàçàíî âèùå, ÿêùî ñèñòåìà âåêòîðiâ b1,
b2, . . . , bk áóëà á ëiíiéíî çàëåæíîþ, òî ëiíiéíî çàëåæíîþ áóëà á i ñèñòåìà
ñóìiæíèõ êëàñiâ b1 + A, b2 + A, . . . , bk + A. À öå ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ,
ùî îñòàííÿ ¹ áàçèñîì ôàêòîðïðîñòîðó L/A. Äàëi, äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà
u ∈ L çíàéäóòüñÿ åëåìåíòè γ1, γ2, . . . , γk ïîëÿ P òàêi, ùî

u+A = γ1(b1 +A) + γ2(b2 +A) + · · ·+ γk(bk +A).

Çâiäñè u+A = (γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk) +A.

Òîìó u−(γ1b1+γ2b2+ · · ·+γkbk) ∈ A. Îñêiëüêè A � íóëüîâèé ïiäïðîñòið,òî
u− (γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk) = 0̄.

Îòæå, u = γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk. Òàêèì
÷èíîì, k = dimPL = n = 0 + n = dimPA+ dimPL/A i òåîðåìà äîâåäåíà ó
öüîìó âèïàäêó.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé dimPL/A = k. ßêùî k = 0, òî ôàêòîðïðîñòið L/A ¹ íóëüîâèì ïðî-
ñòîðîì, òîáòî ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç îäíîãî åëåìåíòà, à ñàìå ñóìiæíîãî êëàñó
A. Òîìó äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ L x + A = A, ùî ìîæëèâî ëèøå ó âèïàäêó,
êîëè x ∈ A. Öå îçíà÷à¹, ùî L ⊂ A i ÿê íàñëiäîê A = L (î÷åâèäíî A ⊂ L).
Òîìó dimPL = n = n+ 0 = dimPA+ dimPL/A.
Íåõàé k ̸= 0 i ñèñòåìà ñóìiæíèõ êëàñiâ b1 + A, b2 + A, . . . , bk + A, äå b1,
b2, . . . , bk � äåÿêi âåêòîðè iç L, ¹ áàçèñîì ôàêòîðïðîñòîðó L/A. Ìîæëèâi
âèïàäêè: A ¹ íóëüîâèì àáî íåíóëüîâèì ïiäïðîñòîðîì â L. ßêùî A � íó-
ëüîâèé ïiäïðîñòið, òî äîâåäåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ b1, b2, . . . , bk � öå
áàçèñ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. ßê ïîêàçàíî âèùå, ÿêùî ñèñòåìà âåêòîðiâ b1,
b2, . . . , bk áóëà á ëiíiéíî çàëåæíîþ, òî ëiíiéíî çàëåæíîþ áóëà á i ñèñòåìà
ñóìiæíèõ êëàñiâ b1 + A, b2 + A, . . . , bk + A. À öå ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ,
ùî îñòàííÿ ¹ áàçèñîì ôàêòîðïðîñòîðó L/A. Äàëi, äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà
u ∈ L çíàéäóòüñÿ åëåìåíòè γ1, γ2, . . . , γk ïîëÿ P òàêi, ùî

u+A = γ1(b1 +A) + γ2(b2 +A) + · · ·+ γk(bk +A).

Çâiäñè u+A = (γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk) +A.

Òîìó u−(γ1b1+γ2b2+ · · ·+γkbk) ∈ A. Îñêiëüêè A � íóëüîâèé ïiäïðîñòið,òî
u− (γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk) = 0̄. Îòæå, u = γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk.

Òàêèì
÷èíîì, k = dimPL = n = 0 + n = dimPA+ dimPL/A i òåîðåìà äîâåäåíà ó
öüîìó âèïàäêó.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé dimPL/A = k. ßêùî k = 0, òî ôàêòîðïðîñòið L/A ¹ íóëüîâèì ïðî-
ñòîðîì, òîáòî ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç îäíîãî åëåìåíòà, à ñàìå ñóìiæíîãî êëàñó
A. Òîìó äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ L x + A = A, ùî ìîæëèâî ëèøå ó âèïàäêó,
êîëè x ∈ A. Öå îçíà÷à¹, ùî L ⊂ A i ÿê íàñëiäîê A = L (î÷åâèäíî A ⊂ L).
Òîìó dimPL = n = n+ 0 = dimPA+ dimPL/A.
Íåõàé k ̸= 0 i ñèñòåìà ñóìiæíèõ êëàñiâ b1 + A, b2 + A, . . . , bk + A, äå b1,
b2, . . . , bk � äåÿêi âåêòîðè iç L, ¹ áàçèñîì ôàêòîðïðîñòîðó L/A. Ìîæëèâi
âèïàäêè: A ¹ íóëüîâèì àáî íåíóëüîâèì ïiäïðîñòîðîì â L. ßêùî A � íó-
ëüîâèé ïiäïðîñòið, òî äîâåäåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ b1, b2, . . . , bk � öå
áàçèñ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. ßê ïîêàçàíî âèùå, ÿêùî ñèñòåìà âåêòîðiâ b1,
b2, . . . , bk áóëà á ëiíiéíî çàëåæíîþ, òî ëiíiéíî çàëåæíîþ áóëà á i ñèñòåìà
ñóìiæíèõ êëàñiâ b1 + A, b2 + A, . . . , bk + A. À öå ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ,
ùî îñòàííÿ ¹ áàçèñîì ôàêòîðïðîñòîðó L/A. Äàëi, äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà
u ∈ L çíàéäóòüñÿ åëåìåíòè γ1, γ2, . . . , γk ïîëÿ P òàêi, ùî

u+A = γ1(b1 +A) + γ2(b2 +A) + · · ·+ γk(bk +A).

Çâiäñè u+A = (γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk) +A.

Òîìó u−(γ1b1+γ2b2+ · · ·+γkbk) ∈ A. Îñêiëüêè A � íóëüîâèé ïiäïðîñòið,òî
u− (γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk) = 0̄. Îòæå, u = γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk. Òàêèì
÷èíîì, k = dimPL = n

= 0 + n = dimPA+ dimPL/A i òåîðåìà äîâåäåíà ó
öüîìó âèïàäêó.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé dimPL/A = k. ßêùî k = 0, òî ôàêòîðïðîñòið L/A ¹ íóëüîâèì ïðî-
ñòîðîì, òîáòî ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç îäíîãî åëåìåíòà, à ñàìå ñóìiæíîãî êëàñó
A. Òîìó äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ L x + A = A, ùî ìîæëèâî ëèøå ó âèïàäêó,
êîëè x ∈ A. Öå îçíà÷à¹, ùî L ⊂ A i ÿê íàñëiäîê A = L (î÷åâèäíî A ⊂ L).
Òîìó dimPL = n = n+ 0 = dimPA+ dimPL/A.
Íåõàé k ̸= 0 i ñèñòåìà ñóìiæíèõ êëàñiâ b1 + A, b2 + A, . . . , bk + A, äå b1,
b2, . . . , bk � äåÿêi âåêòîðè iç L, ¹ áàçèñîì ôàêòîðïðîñòîðó L/A. Ìîæëèâi
âèïàäêè: A ¹ íóëüîâèì àáî íåíóëüîâèì ïiäïðîñòîðîì â L. ßêùî A � íó-
ëüîâèé ïiäïðîñòið, òî äîâåäåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ b1, b2, . . . , bk � öå
áàçèñ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. ßê ïîêàçàíî âèùå, ÿêùî ñèñòåìà âåêòîðiâ b1,
b2, . . . , bk áóëà á ëiíiéíî çàëåæíîþ, òî ëiíiéíî çàëåæíîþ áóëà á i ñèñòåìà
ñóìiæíèõ êëàñiâ b1 + A, b2 + A, . . . , bk + A. À öå ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ,
ùî îñòàííÿ ¹ áàçèñîì ôàêòîðïðîñòîðó L/A. Äàëi, äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà
u ∈ L çíàéäóòüñÿ åëåìåíòè γ1, γ2, . . . , γk ïîëÿ P òàêi, ùî

u+A = γ1(b1 +A) + γ2(b2 +A) + · · ·+ γk(bk +A).

Çâiäñè u+A = (γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk) +A.

Òîìó u−(γ1b1+γ2b2+ · · ·+γkbk) ∈ A. Îñêiëüêè A � íóëüîâèé ïiäïðîñòið,òî
u− (γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk) = 0̄. Îòæå, u = γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk. Òàêèì
÷èíîì, k = dimPL = n = 0 + n

= dimPA+ dimPL/A i òåîðåìà äîâåäåíà ó
öüîìó âèïàäêó.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé dimPL/A = k. ßêùî k = 0, òî ôàêòîðïðîñòið L/A ¹ íóëüîâèì ïðî-
ñòîðîì, òîáòî ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç îäíîãî åëåìåíòà, à ñàìå ñóìiæíîãî êëàñó
A. Òîìó äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ L x + A = A, ùî ìîæëèâî ëèøå ó âèïàäêó,
êîëè x ∈ A. Öå îçíà÷à¹, ùî L ⊂ A i ÿê íàñëiäîê A = L (î÷åâèäíî A ⊂ L).
Òîìó dimPL = n = n+ 0 = dimPA+ dimPL/A.
Íåõàé k ̸= 0 i ñèñòåìà ñóìiæíèõ êëàñiâ b1 + A, b2 + A, . . . , bk + A, äå b1,
b2, . . . , bk � äåÿêi âåêòîðè iç L, ¹ áàçèñîì ôàêòîðïðîñòîðó L/A. Ìîæëèâi
âèïàäêè: A ¹ íóëüîâèì àáî íåíóëüîâèì ïiäïðîñòîðîì â L. ßêùî A � íó-
ëüîâèé ïiäïðîñòið, òî äîâåäåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ b1, b2, . . . , bk � öå
áàçèñ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. ßê ïîêàçàíî âèùå, ÿêùî ñèñòåìà âåêòîðiâ b1,
b2, . . . , bk áóëà á ëiíiéíî çàëåæíîþ, òî ëiíiéíî çàëåæíîþ áóëà á i ñèñòåìà
ñóìiæíèõ êëàñiâ b1 + A, b2 + A, . . . , bk + A. À öå ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ,
ùî îñòàííÿ ¹ áàçèñîì ôàêòîðïðîñòîðó L/A. Äàëi, äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà
u ∈ L çíàéäóòüñÿ åëåìåíòè γ1, γ2, . . . , γk ïîëÿ P òàêi, ùî

u+A = γ1(b1 +A) + γ2(b2 +A) + · · ·+ γk(bk +A).

Çâiäñè u+A = (γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk) +A.

Òîìó u−(γ1b1+γ2b2+ · · ·+γkbk) ∈ A. Îñêiëüêè A � íóëüîâèé ïiäïðîñòið,òî
u− (γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk) = 0̄. Îòæå, u = γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk. Òàêèì
÷èíîì, k = dimPL = n = 0 + n = dimPA+ dimPL/A

i òåîðåìà äîâåäåíà ó
öüîìó âèïàäêó.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé dimPL/A = k. ßêùî k = 0, òî ôàêòîðïðîñòið L/A ¹ íóëüîâèì ïðî-
ñòîðîì, òîáòî ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç îäíîãî åëåìåíòà, à ñàìå ñóìiæíîãî êëàñó
A. Òîìó äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ L x + A = A, ùî ìîæëèâî ëèøå ó âèïàäêó,
êîëè x ∈ A. Öå îçíà÷à¹, ùî L ⊂ A i ÿê íàñëiäîê A = L (î÷åâèäíî A ⊂ L).
Òîìó dimPL = n = n+ 0 = dimPA+ dimPL/A.
Íåõàé k ̸= 0 i ñèñòåìà ñóìiæíèõ êëàñiâ b1 + A, b2 + A, . . . , bk + A, äå b1,
b2, . . . , bk � äåÿêi âåêòîðè iç L, ¹ áàçèñîì ôàêòîðïðîñòîðó L/A. Ìîæëèâi
âèïàäêè: A ¹ íóëüîâèì àáî íåíóëüîâèì ïiäïðîñòîðîì â L. ßêùî A � íó-
ëüîâèé ïiäïðîñòið, òî äîâåäåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ b1, b2, . . . , bk � öå
áàçèñ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. ßê ïîêàçàíî âèùå, ÿêùî ñèñòåìà âåêòîðiâ b1,
b2, . . . , bk áóëà á ëiíiéíî çàëåæíîþ, òî ëiíiéíî çàëåæíîþ áóëà á i ñèñòåìà
ñóìiæíèõ êëàñiâ b1 + A, b2 + A, . . . , bk + A. À öå ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ,
ùî îñòàííÿ ¹ áàçèñîì ôàêòîðïðîñòîðó L/A. Äàëi, äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà
u ∈ L çíàéäóòüñÿ åëåìåíòè γ1, γ2, . . . , γk ïîëÿ P òàêi, ùî

u+A = γ1(b1 +A) + γ2(b2 +A) + · · ·+ γk(bk +A).

Çâiäñè u+A = (γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk) +A.

Òîìó u−(γ1b1+γ2b2+ · · ·+γkbk) ∈ A. Îñêiëüêè A � íóëüîâèé ïiäïðîñòið,òî
u− (γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk) = 0̄. Îòæå, u = γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk. Òàêèì
÷èíîì, k = dimPL = n = 0 + n = dimPA+ dimPL/A i òåîðåìà äîâåäåíà ó
öüîìó âèïàäêó.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Äîâåäåííÿ.

Íàñàìêiíåöü ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè A � íåíóëüîâèé ïiäïðîñòið ëiíiéíîãî
ïðîñòîðó L.

Íåõàé dimPA = l i a1, a2, . . . , al � áàçèñ ïiäïðîñòîðó A.
Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , al, b1, b2, . . . , bk ¹ áàçèñîì
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Âiä ïðîòèëåæíîãî äîâåäåìî, ùî öÿ ñèñòåìà âåêòîðiâ
¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ. Ïðèïóñòèìî, ùî α1, α2, . . . , αl, β1, β2, . . . , βk �
åëåìåíòè ïîëÿ P , íå âñi ðiâíi íóëþ, ùî

α1a1 + α2a2 + · · ·+ αlal + β1b1 + β2b2 + · · ·+ βkbk = 0̄.

Òîäi
β1b1 + β2b2 + · · ·+ βkbk = − α1a1 − α2a2 − · · · − αlal ∈ A,

à òîìó

β1(b1+A)+β2(b2+A)+ · · ·+βk(bk+A) = (β1b1+β2b2+ · · ·+βkbk)+A = A.

Îñêiëüêè ñèñòåìà ñóìiæíèõ êëàñiâ b1 + A, b2 + A, . . . , bk + A ¹ áàçèñîì
ôàêòîðïðîñòîðó L/A, òî iç ïîïåðåäíüî¨ ðiâíîñòi ñëiäó¹, ùî β1 = 0, β2 = 0,
. . . , βk = 0. Òîäi

α1a1 + α2a2 + · · ·+ αlal = 0̄.
Àëå ÷åðåç òå, ùî a1, a2, . . . , al � áàçèñ ïiäïðîñòîðó A, òî çâiäñè îäåðæèìî,
ùî α1 = 0, α2 = 0, . . . , αl = 0. Îäåðæàíà ñóïåðå÷íiñòü äîâîäèòü ëiíiéíó
íåçàëåæíiñòü ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , al, b1, b2, . . . , bk.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Äîâåäåííÿ.

Íàñàìêiíåöü ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè A � íåíóëüîâèé ïiäïðîñòið ëiíiéíîãî
ïðîñòîðó L. Íåõàé dimPA = l

i a1, a2, . . . , al � áàçèñ ïiäïðîñòîðó A.
Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , al, b1, b2, . . . , bk ¹ áàçèñîì
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Âiä ïðîòèëåæíîãî äîâåäåìî, ùî öÿ ñèñòåìà âåêòîðiâ
¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ. Ïðèïóñòèìî, ùî α1, α2, . . . , αl, β1, β2, . . . , βk �
åëåìåíòè ïîëÿ P , íå âñi ðiâíi íóëþ, ùî

α1a1 + α2a2 + · · ·+ αlal + β1b1 + β2b2 + · · ·+ βkbk = 0̄.

Òîäi
β1b1 + β2b2 + · · ·+ βkbk = − α1a1 − α2a2 − · · · − αlal ∈ A,

à òîìó

β1(b1+A)+β2(b2+A)+ · · ·+βk(bk+A) = (β1b1+β2b2+ · · ·+βkbk)+A = A.

Îñêiëüêè ñèñòåìà ñóìiæíèõ êëàñiâ b1 + A, b2 + A, . . . , bk + A ¹ áàçèñîì
ôàêòîðïðîñòîðó L/A, òî iç ïîïåðåäíüî¨ ðiâíîñòi ñëiäó¹, ùî β1 = 0, β2 = 0,
. . . , βk = 0. Òîäi

α1a1 + α2a2 + · · ·+ αlal = 0̄.
Àëå ÷åðåç òå, ùî a1, a2, . . . , al � áàçèñ ïiäïðîñòîðó A, òî çâiäñè îäåðæèìî,
ùî α1 = 0, α2 = 0, . . . , αl = 0. Îäåðæàíà ñóïåðå÷íiñòü äîâîäèòü ëiíiéíó
íåçàëåæíiñòü ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , al, b1, b2, . . . , bk.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Äîâåäåííÿ.

Íàñàìêiíåöü ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè A � íåíóëüîâèé ïiäïðîñòið ëiíiéíîãî
ïðîñòîðó L. Íåõàé dimPA = l i a1, a2, . . . , al � áàçèñ ïiäïðîñòîðó A.

Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , al, b1, b2, . . . , bk ¹ áàçèñîì
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Âiä ïðîòèëåæíîãî äîâåäåìî, ùî öÿ ñèñòåìà âåêòîðiâ
¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ. Ïðèïóñòèìî, ùî α1, α2, . . . , αl, β1, β2, . . . , βk �
åëåìåíòè ïîëÿ P , íå âñi ðiâíi íóëþ, ùî

α1a1 + α2a2 + · · ·+ αlal + β1b1 + β2b2 + · · ·+ βkbk = 0̄.

Òîäi
β1b1 + β2b2 + · · ·+ βkbk = − α1a1 − α2a2 − · · · − αlal ∈ A,

à òîìó

β1(b1+A)+β2(b2+A)+ · · ·+βk(bk+A) = (β1b1+β2b2+ · · ·+βkbk)+A = A.

Îñêiëüêè ñèñòåìà ñóìiæíèõ êëàñiâ b1 + A, b2 + A, . . . , bk + A ¹ áàçèñîì
ôàêòîðïðîñòîðó L/A, òî iç ïîïåðåäíüî¨ ðiâíîñòi ñëiäó¹, ùî β1 = 0, β2 = 0,
. . . , βk = 0. Òîäi

α1a1 + α2a2 + · · ·+ αlal = 0̄.
Àëå ÷åðåç òå, ùî a1, a2, . . . , al � áàçèñ ïiäïðîñòîðó A, òî çâiäñè îäåðæèìî,
ùî α1 = 0, α2 = 0, . . . , αl = 0. Îäåðæàíà ñóïåðå÷íiñòü äîâîäèòü ëiíiéíó
íåçàëåæíiñòü ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , al, b1, b2, . . . , bk.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Äîâåäåííÿ.

Íàñàìêiíåöü ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè A � íåíóëüîâèé ïiäïðîñòið ëiíiéíîãî
ïðîñòîðó L. Íåõàé dimPA = l i a1, a2, . . . , al � áàçèñ ïiäïðîñòîðó A.
Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , al, b1, b2, . . . , bk

¹ áàçèñîì
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Âiä ïðîòèëåæíîãî äîâåäåìî, ùî öÿ ñèñòåìà âåêòîðiâ
¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ. Ïðèïóñòèìî, ùî α1, α2, . . . , αl, β1, β2, . . . , βk �
åëåìåíòè ïîëÿ P , íå âñi ðiâíi íóëþ, ùî

α1a1 + α2a2 + · · ·+ αlal + β1b1 + β2b2 + · · ·+ βkbk = 0̄.

Òîäi
β1b1 + β2b2 + · · ·+ βkbk = − α1a1 − α2a2 − · · · − αlal ∈ A,

à òîìó

β1(b1+A)+β2(b2+A)+ · · ·+βk(bk+A) = (β1b1+β2b2+ · · ·+βkbk)+A = A.

Îñêiëüêè ñèñòåìà ñóìiæíèõ êëàñiâ b1 + A, b2 + A, . . . , bk + A ¹ áàçèñîì
ôàêòîðïðîñòîðó L/A, òî iç ïîïåðåäíüî¨ ðiâíîñòi ñëiäó¹, ùî β1 = 0, β2 = 0,
. . . , βk = 0. Òîäi

α1a1 + α2a2 + · · ·+ αlal = 0̄.
Àëå ÷åðåç òå, ùî a1, a2, . . . , al � áàçèñ ïiäïðîñòîðó A, òî çâiäñè îäåðæèìî,
ùî α1 = 0, α2 = 0, . . . , αl = 0. Îäåðæàíà ñóïåðå÷íiñòü äîâîäèòü ëiíiéíó
íåçàëåæíiñòü ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , al, b1, b2, . . . , bk.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Äîâåäåííÿ.

Íàñàìêiíåöü ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè A � íåíóëüîâèé ïiäïðîñòið ëiíiéíîãî
ïðîñòîðó L. Íåõàé dimPA = l i a1, a2, . . . , al � áàçèñ ïiäïðîñòîðó A.
Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , al, b1, b2, . . . , bk ¹ áàçèñîì
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.

Âiä ïðîòèëåæíîãî äîâåäåìî, ùî öÿ ñèñòåìà âåêòîðiâ
¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ. Ïðèïóñòèìî, ùî α1, α2, . . . , αl, β1, β2, . . . , βk �
åëåìåíòè ïîëÿ P , íå âñi ðiâíi íóëþ, ùî

α1a1 + α2a2 + · · ·+ αlal + β1b1 + β2b2 + · · ·+ βkbk = 0̄.

Òîäi
β1b1 + β2b2 + · · ·+ βkbk = − α1a1 − α2a2 − · · · − αlal ∈ A,

à òîìó

β1(b1+A)+β2(b2+A)+ · · ·+βk(bk+A) = (β1b1+β2b2+ · · ·+βkbk)+A = A.

Îñêiëüêè ñèñòåìà ñóìiæíèõ êëàñiâ b1 + A, b2 + A, . . . , bk + A ¹ áàçèñîì
ôàêòîðïðîñòîðó L/A, òî iç ïîïåðåäíüî¨ ðiâíîñòi ñëiäó¹, ùî β1 = 0, β2 = 0,
. . . , βk = 0. Òîäi

α1a1 + α2a2 + · · ·+ αlal = 0̄.
Àëå ÷åðåç òå, ùî a1, a2, . . . , al � áàçèñ ïiäïðîñòîðó A, òî çâiäñè îäåðæèìî,
ùî α1 = 0, α2 = 0, . . . , αl = 0. Îäåðæàíà ñóïåðå÷íiñòü äîâîäèòü ëiíiéíó
íåçàëåæíiñòü ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , al, b1, b2, . . . , bk.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ñóìiæíi êëàñè çà ïiäïðîñòîðîì. Ôàêòîðïðîñòið



Äîâåäåííÿ.

Íàñàìêiíåöü ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè A � íåíóëüîâèé ïiäïðîñòið ëiíiéíîãî
ïðîñòîðó L. Íåõàé dimPA = l i a1, a2, . . . , al � áàçèñ ïiäïðîñòîðó A.
Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , al, b1, b2, . . . , bk ¹ áàçèñîì
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Âiä ïðîòèëåæíîãî äîâåäåìî, ùî öÿ ñèñòåìà âåêòîðiâ
¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ.

Ïðèïóñòèìî, ùî α1, α2, . . . , αl, β1, β2, . . . , βk �
åëåìåíòè ïîëÿ P , íå âñi ðiâíi íóëþ, ùî

α1a1 + α2a2 + · · ·+ αlal + β1b1 + β2b2 + · · ·+ βkbk = 0̄.
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β1(b1+A)+β2(b2+A)+ · · ·+βk(bk+A) = (β1b1+β2b2+ · · ·+βkbk)+A = A.
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ôàêòîðïðîñòîðó L/A, òî iç ïîïåðåäíüî¨ ðiâíîñòi ñëiäó¹, ùî β1 = 0, β2 = 0,
. . . , βk = 0. Òîäi

α1a1 + α2a2 + · · ·+ αlal = 0̄.
Àëå ÷åðåç òå, ùî a1, a2, . . . , al � áàçèñ ïiäïðîñòîðó A, òî çâiäñè îäåðæèìî,
ùî α1 = 0, α2 = 0, . . . , αl = 0. Îäåðæàíà ñóïåðå÷íiñòü äîâîäèòü ëiíiéíó
íåçàëåæíiñòü ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , al, b1, b2, . . . , bk.
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Äîâåäåííÿ.

Íàñàìêiíåöü ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè A � íåíóëüîâèé ïiäïðîñòið ëiíiéíîãî
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Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , al, b1, b2, . . . , bk ¹ áàçèñîì
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�
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Òîäi
β1b1 + β2b2 + · · ·+ βkbk = − α1a1 − α2a2 − · · · − αlal ∈ A,

à òîìó

β1(b1+A)+β2(b2+A)+ · · ·+βk(bk+A) = (β1b1+β2b2+ · · ·+βkbk)+A = A.
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Äîâåäåííÿ.
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Òîäi
β1b1 + β2b2 + · · ·+ βkbk = − α1a1 − α2a2 − · · · − αlal ∈ A,

à òîìó

β1(b1+A)+β2(b2+A)+ · · ·+βk(bk+A) = (β1b1+β2b2+ · · ·+βkbk)+A = A.

Îñêiëüêè ñèñòåìà ñóìiæíèõ êëàñiâ b1 + A, b2 + A, . . . , bk + A ¹ áàçèñîì
ôàêòîðïðîñòîðó L/A, òî iç ïîïåðåäíüî¨ ðiâíîñòi ñëiäó¹, ùî β1 = 0, β2 = 0,
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Äîâåäåííÿ.

Íàñàìêiíåöü ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè A � íåíóëüîâèé ïiäïðîñòið ëiíiéíîãî
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α1a1 + α2a2 + · · ·+ αlal + β1b1 + β2b2 + · · ·+ βkbk = 0̄.

Òîäi
β1b1 + β2b2 + · · ·+ βkbk = − α1a1 − α2a2 − · · · − αlal ∈ A,

à òîìó

β1(b1+A)+β2(b2+A)+ · · ·+βk(bk+A) = (β1b1+β2b2+ · · ·+βkbk)+A = A.

Îñêiëüêè ñèñòåìà ñóìiæíèõ êëàñiâ b1 + A, b2 + A, . . . , bk + A ¹ áàçèñîì
ôàêòîðïðîñòîðó L/A, òî iç ïîïåðåäíüî¨ ðiâíîñòi ñëiäó¹, ùî β1 = 0, β2 = 0,
. . . , βk = 0. Òîäi

α1a1 + α2a2 + · · ·+ αlal = 0̄.
Àëå ÷åðåç òå, ùî a1, a2, . . . , al � áàçèñ ïiäïðîñòîðó A, òî çâiäñè îäåðæèìî,
ùî α1 = 0, α2 = 0, . . . , αl = 0. Îäåðæàíà ñóïåðå÷íiñòü äîâîäèòü ëiíiéíó
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Äîâåäåííÿ.
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α1a1 + α2a2 + · · ·+ αlal + β1b1 + β2b2 + · · ·+ βkbk = 0̄.

Òîäi
β1b1 + β2b2 + · · ·+ βkbk =

− α1a1 − α2a2 − · · · − αlal ∈ A,

à òîìó

β1(b1+A)+β2(b2+A)+ · · ·+βk(bk+A) = (β1b1+β2b2+ · · ·+βkbk)+A = A.
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. . . , βk = 0. Òîäi

α1a1 + α2a2 + · · ·+ αlal = 0̄.
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à òîìó
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ôàêòîðïðîñòîðó L/A, òî iç ïîïåðåäíüî¨ ðiâíîñòi ñëiäó¹, ùî β1 = 0, β2 = 0,
. . . , βk = 0. Òîäi

α1a1 + α2a2 + · · ·+ αlal = 0̄.
Àëå ÷åðåç òå, ùî a1, a2, . . . , al � áàçèñ ïiäïðîñòîðó A, òî çâiäñè îäåðæèìî,
ùî α1 = 0, α2 = 0, . . . , αl = 0. Îäåðæàíà ñóïåðå÷íiñòü äîâîäèòü ëiíiéíó
íåçàëåæíiñòü ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , al, b1, b2, . . . , bk.
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Îòæå,

u = δ1a1 + δ2a2 + · · ·+ δlal + γ1b1 + γ2b2 + · · ·+ γkbk,

ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.
Çà òåîðåìîþ ïðî ðîçìiðíiñòü ëiíiéíîãî ïðîñòîðó

dimPL = l + k = dimPA+ dimPL/A.

Òåîðåìà äîâåäåíà.
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Äîâåäåííÿ.
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dimPL = l + k = dimPA+ dimPL/A.

Òåîðåìà äîâåäåíà.
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