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ïðîñòîðó L. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ a′1, a
′
2, . . . , a

′
n ëiíiéíîãî ïðîñòîðó

L′ iñíó¹ ¹äèíå ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ φ : L→ L′ òàêå, ùî

φ(a1) = a′1, φ(a2) = a′2, . . . , φ(an) = a′n.

Äîâåäåííÿ.
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a1, a2, . . . , an ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Òîáòî, ÿêùî

a = α1a1 + α2a2 + · · ·+ αnan

� ðîçêëàä âåêòîðà a çà áàçèñîì a1, a2, . . . , an ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L, òî

φ(a) = α1a
′
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′
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′
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′
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φ(a1) = a′1, φ(a2) = a′2, . . . , φ(an) = a′n.

Äîâåäåííÿ.
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÷àþòüñÿ öèì âåêòîðîì îäíîçíà÷íî,
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åëåìåíòè ïîëÿ P ,

b = β1a1 + β2a2 + · · ·+ βnan, c = γ1a1 + γ2a2 + · · ·+ γnan

� âiäïîâiäíî ðîçêëàäè âåêòîðiâ b i c çà áàçèñîì a1, a2, . . . , an ëiíiéíîãî
ïðîñòîðó L, òî

φ(βb+ γc) = φ((ββ1 + γγ1)a1 + (ββ2 + γγ2)a2 + · · ·+ (ββn + γγn)an) =
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′
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′
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Äîâåäåííÿ.

Îñêiëüêè êîîðäèíàòè âåêòîðà ó çàäàíîìó áàçèñi ëiíiéíîãî ïðîñòîðó âèçíà-
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òåîðåìè ïðî äi¨ âåêòîðàìè ó êîîðäèíàòíié ôîðìi ñëiäó¹, ùî φ ¹ ëiíiéíèì
âiäîáðàæåííÿì. Äiéñíî, ÿêùî b, c � áóäü-ÿêi âåêòîðè iç L, β, γ � áóäü-ÿêi
åëåìåíòè ïîëÿ P ,

b = β1a1 + β2a2 + · · ·+ βnan, c = γ1a1 + γ2a2 + · · ·+ γnan

� âiäïîâiäíî ðîçêëàäè âåêòîðiâ b i c çà áàçèñîì a1, a2, . . . , an ëiíiéíîãî
ïðîñòîðó L,

òî

φ(βb+ γc) = φ((ββ1 + γγ1)a1 + (ββ2 + γγ2)a2 + · · ·+ (ββn + γγn)an) =

= (ββ1 + γγ1)a
′
1 + (ββ2 + γγ2)a

′
2 + · · ·+ (ββn + γγn)a

′
n =

= β(β1a
′
1+β2a

′
2+ · · ·+βna′n)+γ(γ1a′1+γ2a′2+ · · ·+γna′n) = βφ(b)+γφ(c).

Äî òîãî æ

φ(a1) = φ(1a1 + 0a2 + · · ·+ 0an) = 1a′1 + 0a′2 + · · ·+ 0a′n = a′1,

φ(a2) = φ(0a1 + 1a2 + · · ·+ 0an) = 0a′1 + 1a′2 + · · ·+ 0a′n = a′2,

. . . . . . . .

φ(an) = φ(0a1 + 0a2 + · · ·+ 1an) = 0a′1 + 0a′2 + · · ·+ 1a′n = a′n.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ ñêií÷åííîâèìiðíèõ ëií. ïðîñòîðiâ . . .



Äîâåäåííÿ.

Îñêiëüêè êîîðäèíàòè âåêòîðà ó çàäàíîìó áàçèñi ëiíiéíîãî ïðîñòîðó âèçíà-
÷àþòüñÿ öèì âåêòîðîì îäíîçíà÷íî, îò âiäïîâiäíiñòü φ ¹ âiäîáðàæåííÿì. Iç
òåîðåìè ïðî äi¨ âåêòîðàìè ó êîîðäèíàòíié ôîðìi ñëiäó¹, ùî φ ¹ ëiíiéíèì
âiäîáðàæåííÿì. Äiéñíî, ÿêùî b, c � áóäü-ÿêi âåêòîðè iç L, β, γ � áóäü-ÿêi
åëåìåíòè ïîëÿ P ,

b = β1a1 + β2a2 + · · ·+ βnan, c = γ1a1 + γ2a2 + · · ·+ γnan

� âiäïîâiäíî ðîçêëàäè âåêòîðiâ b i c çà áàçèñîì a1, a2, . . . , an ëiíiéíîãî
ïðîñòîðó L, òî

φ(βb+ γc) =

φ((ββ1 + γγ1)a1 + (ββ2 + γγ2)a2 + · · ·+ (ββn + γγn)an) =

= (ββ1 + γγ1)a
′
1 + (ββ2 + γγ2)a

′
2 + · · ·+ (ββn + γγn)a

′
n =

= β(β1a
′
1+β2a

′
2+ · · ·+βna′n)+γ(γ1a′1+γ2a′2+ · · ·+γna′n) = βφ(b)+γφ(c).

Äî òîãî æ

φ(a1) = φ(1a1 + 0a2 + · · ·+ 0an) = 1a′1 + 0a′2 + · · ·+ 0a′n = a′1,

φ(a2) = φ(0a1 + 1a2 + · · ·+ 0an) = 0a′1 + 1a′2 + · · ·+ 0a′n = a′2,

. . . . . . . .

φ(an) = φ(0a1 + 0a2 + · · ·+ 1an) = 0a′1 + 0a′2 + · · ·+ 1a′n = a′n.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ ñêií÷åííîâèìiðíèõ ëií. ïðîñòîðiâ . . .



Äîâåäåííÿ.

Îñêiëüêè êîîðäèíàòè âåêòîðà ó çàäàíîìó áàçèñi ëiíiéíîãî ïðîñòîðó âèçíà-
÷àþòüñÿ öèì âåêòîðîì îäíîçíà÷íî, îò âiäïîâiäíiñòü φ ¹ âiäîáðàæåííÿì. Iç
òåîðåìè ïðî äi¨ âåêòîðàìè ó êîîðäèíàòíié ôîðìi ñëiäó¹, ùî φ ¹ ëiíiéíèì
âiäîáðàæåííÿì. Äiéñíî, ÿêùî b, c � áóäü-ÿêi âåêòîðè iç L, β, γ � áóäü-ÿêi
åëåìåíòè ïîëÿ P ,

b = β1a1 + β2a2 + · · ·+ βnan, c = γ1a1 + γ2a2 + · · ·+ γnan

� âiäïîâiäíî ðîçêëàäè âåêòîðiâ b i c çà áàçèñîì a1, a2, . . . , an ëiíiéíîãî
ïðîñòîðó L, òî

φ(βb+ γc) = φ((ββ1 + γγ1)a1 + (ββ2 + γγ2)a2 + · · ·+ (ββn + γγn)an)

=

= (ββ1 + γγ1)a
′
1 + (ββ2 + γγ2)a

′
2 + · · ·+ (ββn + γγn)a

′
n =

= β(β1a
′
1+β2a

′
2+ · · ·+βna′n)+γ(γ1a′1+γ2a′2+ · · ·+γna′n) = βφ(b)+γφ(c).

Äî òîãî æ

φ(a1) = φ(1a1 + 0a2 + · · ·+ 0an) = 1a′1 + 0a′2 + · · ·+ 0a′n = a′1,

φ(a2) = φ(0a1 + 1a2 + · · ·+ 0an) = 0a′1 + 1a′2 + · · ·+ 0a′n = a′2,

. . . . . . . .

φ(an) = φ(0a1 + 0a2 + · · ·+ 1an) = 0a′1 + 0a′2 + · · ·+ 1a′n = a′n.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ ñêií÷åííîâèìiðíèõ ëií. ïðîñòîðiâ . . .



Äîâåäåííÿ.

Îñêiëüêè êîîðäèíàòè âåêòîðà ó çàäàíîìó áàçèñi ëiíiéíîãî ïðîñòîðó âèçíà-
÷àþòüñÿ öèì âåêòîðîì îäíîçíà÷íî, îò âiäïîâiäíiñòü φ ¹ âiäîáðàæåííÿì. Iç
òåîðåìè ïðî äi¨ âåêòîðàìè ó êîîðäèíàòíié ôîðìi ñëiäó¹, ùî φ ¹ ëiíiéíèì
âiäîáðàæåííÿì. Äiéñíî, ÿêùî b, c � áóäü-ÿêi âåêòîðè iç L, β, γ � áóäü-ÿêi
åëåìåíòè ïîëÿ P ,

b = β1a1 + β2a2 + · · ·+ βnan, c = γ1a1 + γ2a2 + · · ·+ γnan

� âiäïîâiäíî ðîçêëàäè âåêòîðiâ b i c çà áàçèñîì a1, a2, . . . , an ëiíiéíîãî
ïðîñòîðó L, òî

φ(βb+ γc) = φ((ββ1 + γγ1)a1 + (ββ2 + γγ2)a2 + · · ·+ (ββn + γγn)an) =

= (ββ1 + γγ1)a
′
1 + (ββ2 + γγ2)a

′
2 + · · ·+ (ββn + γγn)a

′
n

=

= β(β1a
′
1+β2a

′
2+ · · ·+βna′n)+γ(γ1a′1+γ2a′2+ · · ·+γna′n) = βφ(b)+γφ(c).

Äî òîãî æ

φ(a1) = φ(1a1 + 0a2 + · · ·+ 0an) = 1a′1 + 0a′2 + · · ·+ 0a′n = a′1,

φ(a2) = φ(0a1 + 1a2 + · · ·+ 0an) = 0a′1 + 1a′2 + · · ·+ 0a′n = a′2,

. . . . . . . .

φ(an) = φ(0a1 + 0a2 + · · ·+ 1an) = 0a′1 + 0a′2 + · · ·+ 1a′n = a′n.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ ñêií÷åííîâèìiðíèõ ëií. ïðîñòîðiâ . . .



Äîâåäåííÿ.

Îñêiëüêè êîîðäèíàòè âåêòîðà ó çàäàíîìó áàçèñi ëiíiéíîãî ïðîñòîðó âèçíà-
÷àþòüñÿ öèì âåêòîðîì îäíîçíà÷íî, îò âiäïîâiäíiñòü φ ¹ âiäîáðàæåííÿì. Iç
òåîðåìè ïðî äi¨ âåêòîðàìè ó êîîðäèíàòíié ôîðìi ñëiäó¹, ùî φ ¹ ëiíiéíèì
âiäîáðàæåííÿì. Äiéñíî, ÿêùî b, c � áóäü-ÿêi âåêòîðè iç L, β, γ � áóäü-ÿêi
åëåìåíòè ïîëÿ P ,

b = β1a1 + β2a2 + · · ·+ βnan, c = γ1a1 + γ2a2 + · · ·+ γnan

� âiäïîâiäíî ðîçêëàäè âåêòîðiâ b i c çà áàçèñîì a1, a2, . . . , an ëiíiéíîãî
ïðîñòîðó L, òî

φ(βb+ γc) = φ((ββ1 + γγ1)a1 + (ββ2 + γγ2)a2 + · · ·+ (ββn + γγn)an) =

= (ββ1 + γγ1)a
′
1 + (ββ2 + γγ2)a

′
2 + · · ·+ (ββn + γγn)a

′
n =

= β(β1a
′
1+β2a

′
2+ · · ·+βna′n)+γ(γ1a′1+γ2a′2+ · · ·+γna′n)

= βφ(b)+γφ(c).

Äî òîãî æ

φ(a1) = φ(1a1 + 0a2 + · · ·+ 0an) = 1a′1 + 0a′2 + · · ·+ 0a′n = a′1,

φ(a2) = φ(0a1 + 1a2 + · · ·+ 0an) = 0a′1 + 1a′2 + · · ·+ 0a′n = a′2,

. . . . . . . .

φ(an) = φ(0a1 + 0a2 + · · ·+ 1an) = 0a′1 + 0a′2 + · · ·+ 1a′n = a′n.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ ñêií÷åííîâèìiðíèõ ëií. ïðîñòîðiâ . . .



Äîâåäåííÿ.

Îñêiëüêè êîîðäèíàòè âåêòîðà ó çàäàíîìó áàçèñi ëiíiéíîãî ïðîñòîðó âèçíà-
÷àþòüñÿ öèì âåêòîðîì îäíîçíà÷íî, îò âiäïîâiäíiñòü φ ¹ âiäîáðàæåííÿì. Iç
òåîðåìè ïðî äi¨ âåêòîðàìè ó êîîðäèíàòíié ôîðìi ñëiäó¹, ùî φ ¹ ëiíiéíèì
âiäîáðàæåííÿì. Äiéñíî, ÿêùî b, c � áóäü-ÿêi âåêòîðè iç L, β, γ � áóäü-ÿêi
åëåìåíòè ïîëÿ P ,

b = β1a1 + β2a2 + · · ·+ βnan, c = γ1a1 + γ2a2 + · · ·+ γnan

� âiäïîâiäíî ðîçêëàäè âåêòîðiâ b i c çà áàçèñîì a1, a2, . . . , an ëiíiéíîãî
ïðîñòîðó L, òî

φ(βb+ γc) = φ((ββ1 + γγ1)a1 + (ββ2 + γγ2)a2 + · · ·+ (ββn + γγn)an) =

= (ββ1 + γγ1)a
′
1 + (ββ2 + γγ2)a

′
2 + · · ·+ (ββn + γγn)a

′
n =

= β(β1a
′
1+β2a

′
2+ · · ·+βna′n)+γ(γ1a′1+γ2a′2+ · · ·+γna′n) = βφ(b)+γφ(c).

Äî òîãî æ

φ(a1) = φ(1a1 + 0a2 + · · ·+ 0an) = 1a′1 + 0a′2 + · · ·+ 0a′n = a′1,

φ(a2) = φ(0a1 + 1a2 + · · ·+ 0an) = 0a′1 + 1a′2 + · · ·+ 0a′n = a′2,

. . . . . . . .

φ(an) = φ(0a1 + 0a2 + · · ·+ 1an) = 0a′1 + 0a′2 + · · ·+ 1a′n = a′n.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ ñêií÷åííîâèìiðíèõ ëií. ïðîñòîðiâ . . .



Äîâåäåííÿ.

Îñêiëüêè êîîðäèíàòè âåêòîðà ó çàäàíîìó áàçèñi ëiíiéíîãî ïðîñòîðó âèçíà-
÷àþòüñÿ öèì âåêòîðîì îäíîçíà÷íî, îò âiäïîâiäíiñòü φ ¹ âiäîáðàæåííÿì. Iç
òåîðåìè ïðî äi¨ âåêòîðàìè ó êîîðäèíàòíié ôîðìi ñëiäó¹, ùî φ ¹ ëiíiéíèì
âiäîáðàæåííÿì. Äiéñíî, ÿêùî b, c � áóäü-ÿêi âåêòîðè iç L, β, γ � áóäü-ÿêi
åëåìåíòè ïîëÿ P ,

b = β1a1 + β2a2 + · · ·+ βnan, c = γ1a1 + γ2a2 + · · ·+ γnan

� âiäïîâiäíî ðîçêëàäè âåêòîðiâ b i c çà áàçèñîì a1, a2, . . . , an ëiíiéíîãî
ïðîñòîðó L, òî

φ(βb+ γc) = φ((ββ1 + γγ1)a1 + (ββ2 + γγ2)a2 + · · ·+ (ββn + γγn)an) =

= (ββ1 + γγ1)a
′
1 + (ββ2 + γγ2)a

′
2 + · · ·+ (ββn + γγn)a

′
n =

= β(β1a
′
1+β2a

′
2+ · · ·+βna′n)+γ(γ1a′1+γ2a′2+ · · ·+γna′n) = βφ(b)+γφ(c).

Äî òîãî æ

φ(a1) =

φ(1a1 + 0a2 + · · ·+ 0an) = 1a′1 + 0a′2 + · · ·+ 0a′n = a′1,

φ(a2) = φ(0a1 + 1a2 + · · ·+ 0an) = 0a′1 + 1a′2 + · · ·+ 0a′n = a′2,

. . . . . . . .

φ(an) = φ(0a1 + 0a2 + · · ·+ 1an) = 0a′1 + 0a′2 + · · ·+ 1a′n = a′n.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ ñêií÷åííîâèìiðíèõ ëií. ïðîñòîðiâ . . .



Äîâåäåííÿ.

Îñêiëüêè êîîðäèíàòè âåêòîðà ó çàäàíîìó áàçèñi ëiíiéíîãî ïðîñòîðó âèçíà-
÷àþòüñÿ öèì âåêòîðîì îäíîçíà÷íî, îò âiäïîâiäíiñòü φ ¹ âiäîáðàæåííÿì. Iç
òåîðåìè ïðî äi¨ âåêòîðàìè ó êîîðäèíàòíié ôîðìi ñëiäó¹, ùî φ ¹ ëiíiéíèì
âiäîáðàæåííÿì. Äiéñíî, ÿêùî b, c � áóäü-ÿêi âåêòîðè iç L, β, γ � áóäü-ÿêi
åëåìåíòè ïîëÿ P ,

b = β1a1 + β2a2 + · · ·+ βnan, c = γ1a1 + γ2a2 + · · ·+ γnan

� âiäïîâiäíî ðîçêëàäè âåêòîðiâ b i c çà áàçèñîì a1, a2, . . . , an ëiíiéíîãî
ïðîñòîðó L, òî

φ(βb+ γc) = φ((ββ1 + γγ1)a1 + (ββ2 + γγ2)a2 + · · ·+ (ββn + γγn)an) =

= (ββ1 + γγ1)a
′
1 + (ββ2 + γγ2)a

′
2 + · · ·+ (ββn + γγn)a

′
n =

= β(β1a
′
1+β2a

′
2+ · · ·+βna′n)+γ(γ1a′1+γ2a′2+ · · ·+γna′n) = βφ(b)+γφ(c).

Äî òîãî æ

φ(a1) = φ(1a1 + 0a2 + · · ·+ 0an)

= 1a′1 + 0a′2 + · · ·+ 0a′n = a′1,

φ(a2) = φ(0a1 + 1a2 + · · ·+ 0an) = 0a′1 + 1a′2 + · · ·+ 0a′n = a′2,

. . . . . . . .

φ(an) = φ(0a1 + 0a2 + · · ·+ 1an) = 0a′1 + 0a′2 + · · ·+ 1a′n = a′n.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ ñêií÷åííîâèìiðíèõ ëií. ïðîñòîðiâ . . .



Äîâåäåííÿ.

Îñêiëüêè êîîðäèíàòè âåêòîðà ó çàäàíîìó áàçèñi ëiíiéíîãî ïðîñòîðó âèçíà-
÷àþòüñÿ öèì âåêòîðîì îäíîçíà÷íî, îò âiäïîâiäíiñòü φ ¹ âiäîáðàæåííÿì. Iç
òåîðåìè ïðî äi¨ âåêòîðàìè ó êîîðäèíàòíié ôîðìi ñëiäó¹, ùî φ ¹ ëiíiéíèì
âiäîáðàæåííÿì. Äiéñíî, ÿêùî b, c � áóäü-ÿêi âåêòîðè iç L, β, γ � áóäü-ÿêi
åëåìåíòè ïîëÿ P ,

b = β1a1 + β2a2 + · · ·+ βnan, c = γ1a1 + γ2a2 + · · ·+ γnan

� âiäïîâiäíî ðîçêëàäè âåêòîðiâ b i c çà áàçèñîì a1, a2, . . . , an ëiíiéíîãî
ïðîñòîðó L, òî

φ(βb+ γc) = φ((ββ1 + γγ1)a1 + (ββ2 + γγ2)a2 + · · ·+ (ββn + γγn)an) =

= (ββ1 + γγ1)a
′
1 + (ββ2 + γγ2)a

′
2 + · · ·+ (ββn + γγn)a

′
n =

= β(β1a
′
1+β2a

′
2+ · · ·+βna′n)+γ(γ1a′1+γ2a′2+ · · ·+γna′n) = βφ(b)+γφ(c).

Äî òîãî æ

φ(a1) = φ(1a1 + 0a2 + · · ·+ 0an) = 1a′1 + 0a′2 + · · ·+ 0a′n

= a′1,

φ(a2) = φ(0a1 + 1a2 + · · ·+ 0an) = 0a′1 + 1a′2 + · · ·+ 0a′n = a′2,

. . . . . . . .
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Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåìî ¹äèíiñòü ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ φ,

ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì òåî-
ðåìè. Ïðèïóñòèìî, ùî ψ : L→ L′ � ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ, äëÿ ÿêîãî

ψ(a1) = a′1, ψ(a2) = a′2, . . . , ψ(an) = a′n.

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé âåêòîð b iç L. Íåõàé

b = β1a1 + β2a2 + · · ·+ βnan

� ðîçêëàä âåêòîðà b çà áàçèñîì a1, a2, . . . , an ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Òîäi
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Îçíà÷åííÿ 1

Íåõàé L i L′ ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèìè ëiíiéíèìè ïðîñòîðàìè íàä îäíèì i òèì
æå ïîëåì P , ψ : L→ L′ ¹ ëiíiéíèì âiäîáðàæåííÿì, a1, a2, . . . , an òà b1, b2,
. . . , bm � âiäïîâiäíî áàçèñè ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ L i L′. Ìàòðèöÿ, ñêëàäåíà iç
êîîðäèíàòíèõ ñòîâïöiâ îáðàçiâ ψ(a1), ψ(a2), . . . , ψ(an) ó áàçèñi b1, b2, . . . ,
bm ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L′, íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöåþ ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ ψ
ó áàçèñàõ a1, a2, . . . , an òà b1, b2, . . . , bm âiäïîâiäíî ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ
L i L′.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ ñêií÷åííîâèìiðíèõ ëií. ïðîñòîðiâ . . .



Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåìî ¹äèíiñòü ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ φ, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì òåî-
ðåìè. Ïðèïóñòèìî, ùî ψ : L→ L′ � ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ, äëÿ ÿêîãî

ψ(a1) = a′1, ψ(a2) = a′2, . . . , ψ(an) = a′n.

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé âåêòîð b iç L. Íåõàé

b = β1a1 + β2a2 + · · ·+ βnan

� ðîçêëàä âåêòîðà b çà áàçèñîì a1, a2, . . . , an ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Òîäi

ψ(b) = ψ(β1a1 + β2a2 + · · ·+ βnan) = β1ψ(a1) + β2ψ(a2) + · · ·+ βnψ(an)

=

= β1a
′
1 + β2a

′
2 + · · ·+ βna

′
n = φ(β1a1 + β2a2 + · · ·+ βnan) = φ(b).

Öå îçíà÷à¹ ðiâíiñòü âiäîáðàæåíü ψ i φ. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Îçíà÷åííÿ 1

Íåõàé L i L′ ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèìè ëiíiéíèìè ïðîñòîðàìè íàä îäíèì i òèì
æå ïîëåì P , ψ : L→ L′ ¹ ëiíiéíèì âiäîáðàæåííÿì, a1, a2, . . . , an òà b1, b2,
. . . , bm � âiäïîâiäíî áàçèñè ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ L i L′. Ìàòðèöÿ, ñêëàäåíà iç
êîîðäèíàòíèõ ñòîâïöiâ îáðàçiâ ψ(a1), ψ(a2), . . . , ψ(an) ó áàçèñi b1, b2, . . . ,
bm ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L′, íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöåþ ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ ψ
ó áàçèñàõ a1, a2, . . . , an òà b1, b2, . . . , bm âiäïîâiäíî ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ
L i L′.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ ñêií÷åííîâèìiðíèõ ëií. ïðîñòîðiâ . . .



Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåìî ¹äèíiñòü ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ φ, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì òåî-
ðåìè. Ïðèïóñòèìî, ùî ψ : L→ L′ � ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ, äëÿ ÿêîãî

ψ(a1) = a′1, ψ(a2) = a′2, . . . , ψ(an) = a′n.

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé âåêòîð b iç L. Íåõàé

b = β1a1 + β2a2 + · · ·+ βnan

� ðîçêëàä âåêòîðà b çà áàçèñîì a1, a2, . . . , an ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Òîäi

ψ(b) = ψ(β1a1 + β2a2 + · · ·+ βnan) = β1ψ(a1) + β2ψ(a2) + · · ·+ βnψ(an) =

= β1a
′
1 + β2a

′
2 + · · ·+ βna

′
n

= φ(β1a1 + β2a2 + · · ·+ βnan) = φ(b).

Öå îçíà÷à¹ ðiâíiñòü âiäîáðàæåíü ψ i φ. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Îçíà÷åííÿ 1

Íåõàé L i L′ ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèìè ëiíiéíèìè ïðîñòîðàìè íàä îäíèì i òèì
æå ïîëåì P , ψ : L→ L′ ¹ ëiíiéíèì âiäîáðàæåííÿì, a1, a2, . . . , an òà b1, b2,
. . . , bm � âiäïîâiäíî áàçèñè ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ L i L′. Ìàòðèöÿ, ñêëàäåíà iç
êîîðäèíàòíèõ ñòîâïöiâ îáðàçiâ ψ(a1), ψ(a2), . . . , ψ(an) ó áàçèñi b1, b2, . . . ,
bm ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L′, íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöåþ ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ ψ
ó áàçèñàõ a1, a2, . . . , an òà b1, b2, . . . , bm âiäïîâiäíî ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ
L i L′.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ ñêií÷åííîâèìiðíèõ ëií. ïðîñòîðiâ . . .



Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåìî ¹äèíiñòü ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ φ, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì òåî-
ðåìè. Ïðèïóñòèìî, ùî ψ : L→ L′ � ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ, äëÿ ÿêîãî

ψ(a1) = a′1, ψ(a2) = a′2, . . . , ψ(an) = a′n.

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé âåêòîð b iç L. Íåõàé

b = β1a1 + β2a2 + · · ·+ βnan

� ðîçêëàä âåêòîðà b çà áàçèñîì a1, a2, . . . , an ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Òîäi

ψ(b) = ψ(β1a1 + β2a2 + · · ·+ βnan) = β1ψ(a1) + β2ψ(a2) + · · ·+ βnψ(an) =

= β1a
′
1 + β2a

′
2 + · · ·+ βna

′
n = φ(β1a1 + β2a2 + · · ·+ βnan)

= φ(b).

Öå îçíà÷à¹ ðiâíiñòü âiäîáðàæåíü ψ i φ. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Îçíà÷åííÿ 1

Íåõàé L i L′ ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèìè ëiíiéíèìè ïðîñòîðàìè íàä îäíèì i òèì
æå ïîëåì P , ψ : L→ L′ ¹ ëiíiéíèì âiäîáðàæåííÿì, a1, a2, . . . , an òà b1, b2,
. . . , bm � âiäïîâiäíî áàçèñè ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ L i L′. Ìàòðèöÿ, ñêëàäåíà iç
êîîðäèíàòíèõ ñòîâïöiâ îáðàçiâ ψ(a1), ψ(a2), . . . , ψ(an) ó áàçèñi b1, b2, . . . ,
bm ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L′, íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöåþ ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ ψ
ó áàçèñàõ a1, a2, . . . , an òà b1, b2, . . . , bm âiäïîâiäíî ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ
L i L′.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ ñêií÷åííîâèìiðíèõ ëií. ïðîñòîðiâ . . .



Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåìî ¹äèíiñòü ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ φ, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì òåî-
ðåìè. Ïðèïóñòèìî, ùî ψ : L→ L′ � ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ, äëÿ ÿêîãî

ψ(a1) = a′1, ψ(a2) = a′2, . . . , ψ(an) = a′n.

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé âåêòîð b iç L. Íåõàé

b = β1a1 + β2a2 + · · ·+ βnan

� ðîçêëàä âåêòîðà b çà áàçèñîì a1, a2, . . . , an ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Òîäi

ψ(b) = ψ(β1a1 + β2a2 + · · ·+ βnan) = β1ψ(a1) + β2ψ(a2) + · · ·+ βnψ(an) =

= β1a
′
1 + β2a

′
2 + · · ·+ βna

′
n = φ(β1a1 + β2a2 + · · ·+ βnan) = φ(b).

Öå îçíà÷à¹ ðiâíiñòü âiäîáðàæåíü ψ i φ. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Îçíà÷åííÿ 1

Íåõàé L i L′ ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèìè ëiíiéíèìè ïðîñòîðàìè íàä îäíèì i òèì
æå ïîëåì P , ψ : L→ L′ ¹ ëiíiéíèì âiäîáðàæåííÿì, a1, a2, . . . , an òà b1, b2,
. . . , bm � âiäïîâiäíî áàçèñè ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ L i L′. Ìàòðèöÿ, ñêëàäåíà iç
êîîðäèíàòíèõ ñòîâïöiâ îáðàçiâ ψ(a1), ψ(a2), . . . , ψ(an) ó áàçèñi b1, b2, . . . ,
bm ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L′, íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöåþ ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ ψ
ó áàçèñàõ a1, a2, . . . , an òà b1, b2, . . . , bm âiäïîâiäíî ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ
L i L′.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ ñêií÷åííîâèìiðíèõ ëií. ïðîñòîðiâ . . .



Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåìî ¹äèíiñòü ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ φ, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì òåî-
ðåìè. Ïðèïóñòèìî, ùî ψ : L→ L′ � ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ, äëÿ ÿêîãî

ψ(a1) = a′1, ψ(a2) = a′2, . . . , ψ(an) = a′n.

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé âåêòîð b iç L. Íåõàé

b = β1a1 + β2a2 + · · ·+ βnan

� ðîçêëàä âåêòîðà b çà áàçèñîì a1, a2, . . . , an ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Òîäi

ψ(b) = ψ(β1a1 + β2a2 + · · ·+ βnan) = β1ψ(a1) + β2ψ(a2) + · · ·+ βnψ(an) =

= β1a
′
1 + β2a

′
2 + · · ·+ βna

′
n = φ(β1a1 + β2a2 + · · ·+ βnan) = φ(b).

Öå îçíà÷à¹ ðiâíiñòü âiäîáðàæåíü ψ i φ.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Îçíà÷åííÿ 1

Íåõàé L i L′ ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèìè ëiíiéíèìè ïðîñòîðàìè íàä îäíèì i òèì
æå ïîëåì P , ψ : L→ L′ ¹ ëiíiéíèì âiäîáðàæåííÿì, a1, a2, . . . , an òà b1, b2,
. . . , bm � âiäïîâiäíî áàçèñè ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ L i L′. Ìàòðèöÿ, ñêëàäåíà iç
êîîðäèíàòíèõ ñòîâïöiâ îáðàçiâ ψ(a1), ψ(a2), . . . , ψ(an) ó áàçèñi b1, b2, . . . ,
bm ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L′, íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöåþ ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ ψ
ó áàçèñàõ a1, a2, . . . , an òà b1, b2, . . . , bm âiäïîâiäíî ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ
L i L′.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ ñêií÷åííîâèìiðíèõ ëií. ïðîñòîðiâ . . .



Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåìî ¹äèíiñòü ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ φ, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì òåî-
ðåìè. Ïðèïóñòèìî, ùî ψ : L→ L′ � ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ, äëÿ ÿêîãî

ψ(a1) = a′1, ψ(a2) = a′2, . . . , ψ(an) = a′n.

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé âåêòîð b iç L. Íåõàé

b = β1a1 + β2a2 + · · ·+ βnan

� ðîçêëàä âåêòîðà b çà áàçèñîì a1, a2, . . . , an ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Òîäi

ψ(b) = ψ(β1a1 + β2a2 + · · ·+ βnan) = β1ψ(a1) + β2ψ(a2) + · · ·+ βnψ(an) =

= β1a
′
1 + β2a

′
2 + · · ·+ βna

′
n = φ(β1a1 + β2a2 + · · ·+ βnan) = φ(b).

Öå îçíà÷à¹ ðiâíiñòü âiäîáðàæåíü ψ i φ. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Îçíà÷åííÿ 1

Íåõàé L i L′ ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèìè ëiíiéíèìè ïðîñòîðàìè íàä îäíèì i òèì
æå ïîëåì P , ψ : L→ L′ ¹ ëiíiéíèì âiäîáðàæåííÿì, a1, a2, . . . , an òà b1, b2,
. . . , bm � âiäïîâiäíî áàçèñè ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ L i L′. Ìàòðèöÿ, ñêëàäåíà iç
êîîðäèíàòíèõ ñòîâïöiâ îáðàçiâ ψ(a1), ψ(a2), . . . , ψ(an) ó áàçèñi b1, b2, . . . ,
bm ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L′, íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöåþ ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ ψ
ó áàçèñàõ a1, a2, . . . , an òà b1, b2, . . . , bm âiäïîâiäíî ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ
L i L′.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ ñêií÷åííîâèìiðíèõ ëií. ïðîñòîðiâ . . .



Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåìî ¹äèíiñòü ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ φ, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì òåî-
ðåìè. Ïðèïóñòèìî, ùî ψ : L→ L′ � ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ, äëÿ ÿêîãî

ψ(a1) = a′1, ψ(a2) = a′2, . . . , ψ(an) = a′n.

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé âåêòîð b iç L. Íåõàé

b = β1a1 + β2a2 + · · ·+ βnan

� ðîçêëàä âåêòîðà b çà áàçèñîì a1, a2, . . . , an ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Òîäi

ψ(b) = ψ(β1a1 + β2a2 + · · ·+ βnan) = β1ψ(a1) + β2ψ(a2) + · · ·+ βnψ(an) =

= β1a
′
1 + β2a

′
2 + · · ·+ βna

′
n = φ(β1a1 + β2a2 + · · ·+ βnan) = φ(b).

Öå îçíà÷à¹ ðiâíiñòü âiäîáðàæåíü ψ i φ. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Îçíà÷åííÿ 1

Íåõàé L i L′ ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèìè ëiíiéíèìè ïðîñòîðàìè íàä îäíèì i òèì
æå ïîëåì P ,

ψ : L→ L′ ¹ ëiíiéíèì âiäîáðàæåííÿì, a1, a2, . . . , an òà b1, b2,
. . . , bm � âiäïîâiäíî áàçèñè ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ L i L′. Ìàòðèöÿ, ñêëàäåíà iç
êîîðäèíàòíèõ ñòîâïöiâ îáðàçiâ ψ(a1), ψ(a2), . . . , ψ(an) ó áàçèñi b1, b2, . . . ,
bm ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L′, íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöåþ ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ ψ
ó áàçèñàõ a1, a2, . . . , an òà b1, b2, . . . , bm âiäïîâiäíî ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ
L i L′.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ ñêií÷åííîâèìiðíèõ ëií. ïðîñòîðiâ . . .



Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåìî ¹äèíiñòü ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ φ, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì òåî-
ðåìè. Ïðèïóñòèìî, ùî ψ : L→ L′ � ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ, äëÿ ÿêîãî

ψ(a1) = a′1, ψ(a2) = a′2, . . . , ψ(an) = a′n.

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé âåêòîð b iç L. Íåõàé

b = β1a1 + β2a2 + · · ·+ βnan

� ðîçêëàä âåêòîðà b çà áàçèñîì a1, a2, . . . , an ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Òîäi

ψ(b) = ψ(β1a1 + β2a2 + · · ·+ βnan) = β1ψ(a1) + β2ψ(a2) + · · ·+ βnψ(an) =

= β1a
′
1 + β2a

′
2 + · · ·+ βna

′
n = φ(β1a1 + β2a2 + · · ·+ βnan) = φ(b).

Öå îçíà÷à¹ ðiâíiñòü âiäîáðàæåíü ψ i φ. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Îçíà÷åííÿ 1

Íåõàé L i L′ ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèìè ëiíiéíèìè ïðîñòîðàìè íàä îäíèì i òèì
æå ïîëåì P , ψ : L→ L′ ¹ ëiíiéíèì âiäîáðàæåííÿì,

a1, a2, . . . , an òà b1, b2,
. . . , bm � âiäïîâiäíî áàçèñè ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ L i L′. Ìàòðèöÿ, ñêëàäåíà iç
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Òîáòî, ÿêùî
ψ(a1) = γ11b1 + γ21b2 + · · ·+ γm1bm,

ψ(a2) = γ12b1 + γ22b2 + · · ·+ γm2bm,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ψ(an) = γ1nb1 + γ2nb2 + · · ·+ γmnbm,

äå γij ∈ P ; i = 1, 2, . . . ,m; j = 1, 2, . . . , n, � ðîçêëàäè îáðàçiâ áàçèñíèõ
âåêòîðiâ iç L çà áàçèñîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L′, òî ìàòðèöåþ ëiíiéíîãî âiä-
îáðàæåííÿ ψ ó áàçèñàõ a1, a2, . . . , an òà b1, b2, . . . , bm âiäïîâiäíî ëiíiéíèõ
ïðîñòîðiâ L i L′ ¹ ìàòðèöÿ

Ψ =


γ11 γ12 . . . γ1n
γ21 γ22 . . . γ2n
...

...
. . .

...
γm1 γm2 . . . γmn

 .
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a2, . . . , an:

x = ξ1a1 + ξ2a2 + · · ·+ ξnan,

äå ξj ∈ P ; j = 1, 2, . . . , n. Òàêîæ ðîçêëàäåìî îáðàç ψ(x) çà áàçèñîì b1, . . . ,
bm ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L′:

ψ(x) = ζ1b1 + ζ2b2 + · · ·+ ζmbm,

äå ζi ∈ P ; i = 1, 2, . . . ,m.
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ψ(a2) = γ12b1 + γ22b2 + · · ·+ γm2bm,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ψ(an) = γ1nb1 + γ2nb2 + · · ·+ γmnbm,

äå γij ∈ P ;

i = 1, 2, . . . ,m; j = 1, 2, . . . , n, � ðîçêëàäè îáðàçiâ áàçèñíèõ
âåêòîðiâ iç L çà áàçèñîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L′, òî ìàòðèöåþ ëiíiéíîãî âiä-
îáðàæåííÿ ψ ó áàçèñàõ a1, a2, . . . , an òà b1, b2, . . . , bm âiäïîâiäíî ëiíiéíèõ
ïðîñòîðiâ L i L′ ¹ ìàòðèöÿ

Ψ =
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Ðîçêëàäåìî äîâiëüíèé âåêòîð x ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L çà áàçèñîì éîãî a1,
a2, . . . , an:

x = ξ1a1 + ξ2a2 + · · ·+ ξnan,

äå ξj ∈ P ; j = 1, 2, . . . , n. Òàêîæ ðîçêëàäåìî îáðàç ψ(x) çà áàçèñîì b1, . . . ,
bm ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L′:

ψ(x) = ζ1b1 + ζ2b2 + · · ·+ ζmbm,

äå ζi ∈ P ; i = 1, 2, . . . ,m.
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ψ(a2) = γ12b1 + γ22b2 + · · ·+ γm2bm,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ψ(an) = γ1nb1 + γ2nb2 + · · ·+ γmnbm,

äå γij ∈ P ; i = 1, 2, . . . ,m; j = 1, 2, . . . , n,

� ðîçêëàäè îáðàçiâ áàçèñíèõ
âåêòîðiâ iç L çà áàçèñîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L′, òî ìàòðèöåþ ëiíiéíîãî âiä-
îáðàæåííÿ ψ ó áàçèñàõ a1, a2, . . . , an òà b1, b2, . . . , bm âiäïîâiäíî ëiíiéíèõ
ïðîñòîðiâ L i L′ ¹ ìàòðèöÿ
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x = ξ1a1 + ξ2a2 + · · ·+ ξnan,

äå ξj ∈ P ; j = 1, 2, . . . , n. Òàêîæ ðîçêëàäåìî îáðàç ψ(x) çà áàçèñîì b1, . . . ,
bm ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L′:

ψ(x) = ζ1b1 + ζ2b2 + · · ·+ ζmbm,
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. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ψ(an) = γ1nb1 + γ2nb2 + · · ·+ γmnbm,

äå γij ∈ P ; i = 1, 2, . . . ,m; j = 1, 2, . . . , n, � ðîçêëàäè îáðàçiâ áàçèñíèõ
âåêòîðiâ iç L çà áàçèñîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L′,

òî ìàòðèöåþ ëiíiéíîãî âiä-
îáðàæåííÿ ψ ó áàçèñàõ a1, a2, . . . , an òà b1, b2, . . . , bm âiäïîâiäíî ëiíiéíèõ
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Ðîçêëàäåìî äîâiëüíèé âåêòîð x ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L çà áàçèñîì éîãî a1,
a2, . . . , an:

x = ξ1a1 + ξ2a2 + · · ·+ ξnan,

äå ξj ∈ P ; j = 1, 2, . . . , n. Òàêîæ ðîçêëàäåìî îáðàç ψ(x) çà áàçèñîì b1, . . . ,
bm ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L′:

ψ(x) = ζ1b1 + ζ2b2 + · · ·+ ζmbm,

äå ζi ∈ P ; i = 1, 2, . . . ,m.
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ψ(a1) = γ11b1 + γ21b2 + · · ·+ γm1bm,

ψ(a2) = γ12b1 + γ22b2 + · · ·+ γm2bm,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ψ(an) = γ1nb1 + γ2nb2 + · · ·+ γmnbm,

äå γij ∈ P ; i = 1, 2, . . . ,m; j = 1, 2, . . . , n, � ðîçêëàäè îáðàçiâ áàçèñíèõ
âåêòîðiâ iç L çà áàçèñîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L′, òî ìàòðèöåþ ëiíiéíîãî âiä-
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a2, . . . , an:

x = ξ1a1 + ξ2a2 + · · ·+ ξnan,

äå ξj ∈ P ; j = 1, 2, . . . , n. Òàêîæ ðîçêëàäåìî îáðàç ψ(x) çà áàçèñîì b1, . . . ,
bm ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L′:

ψ(x) = ζ1b1 + ζ2b2 + · · ·+ ζmbm,

äå ζi ∈ P ; i = 1, 2, . . . ,m.
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ψ(a1) = γ11b1 + γ21b2 + · · ·+ γm1bm,

ψ(a2) = γ12b1 + γ22b2 + · · ·+ γm2bm,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ψ(an) = γ1nb1 + γ2nb2 + · · ·+ γmnbm,

äå γij ∈ P ; i = 1, 2, . . . ,m; j = 1, 2, . . . , n, � ðîçêëàäè îáðàçiâ áàçèñíèõ
âåêòîðiâ iç L çà áàçèñîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L′, òî ìàòðèöåþ ëiíiéíîãî âiä-
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äå ξj ∈ P ; j = 1, 2, . . . , n. Òàêîæ ðîçêëàäåìî îáðàç ψ(x) çà áàçèñîì b1, . . . ,
bm ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L′:

ψ(x) = ζ1b1 + ζ2b2 + · · ·+ ζmbm,

äå ζi ∈ P ; i = 1, 2, . . . ,m.
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. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ψ(an) = γ1nb1 + γ2nb2 + · · ·+ γmnbm,

äå γij ∈ P ; i = 1, 2, . . . ,m; j = 1, 2, . . . , n, � ðîçêëàäè îáðàçiâ áàçèñíèõ
âåêòîðiâ iç L çà áàçèñîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L′, òî ìàòðèöåþ ëiíiéíîãî âiä-
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Ðîçêëàäåìî äîâiëüíèé âåêòîð x ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L

çà áàçèñîì éîãî a1,
a2, . . . , an:

x = ξ1a1 + ξ2a2 + · · ·+ ξnan,

äå ξj ∈ P ; j = 1, 2, . . . , n. Òàêîæ ðîçêëàäåìî îáðàç ψ(x) çà áàçèñîì b1, . . . ,
bm ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L′:

ψ(x) = ζ1b1 + ζ2b2 + · · ·+ ζmbm,

äå ζi ∈ P ; i = 1, 2, . . . ,m.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ ñêií÷åííîâèìiðíèõ ëií. ïðîñòîðiâ . . .



Òîáòî, ÿêùî
ψ(a1) = γ11b1 + γ21b2 + · · ·+ γm1bm,

ψ(a2) = γ12b1 + γ22b2 + · · ·+ γm2bm,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ψ(an) = γ1nb1 + γ2nb2 + · · ·+ γmnbm,

äå γij ∈ P ; i = 1, 2, . . . ,m; j = 1, 2, . . . , n, � ðîçêëàäè îáðàçiâ áàçèñíèõ
âåêòîðiâ iç L çà áàçèñîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L′, òî ìàòðèöåþ ëiíiéíîãî âiä-
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äå ξj ∈ P ; j = 1, 2, . . . , n. Òàêîæ ðîçêëàäåìî îáðàç ψ(x) çà áàçèñîì b1, . . . ,
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ψ(a2) = γ12b1 + γ22b2 + · · ·+ γm2bm,
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ψ(an) = γ1nb1 + γ2nb2 + · · ·+ γmnbm,

äå γij ∈ P ; i = 1, 2, . . . ,m; j = 1, 2, . . . , n, � ðîçêëàäè îáðàçiâ áàçèñíèõ
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ψ(x) = ζ1b1 + ζ2b2 + · · ·+ ζmbm,
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Òîáòî, ÿêùî
ψ(a1) = γ11b1 + γ21b2 + · · ·+ γm1bm,

ψ(a2) = γ12b1 + γ22b2 + · · ·+ γm2bm,
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îáðàæåííÿ ψ ó áàçèñàõ a1, a2, . . . , an òà b1, b2, . . . , bm âiäïîâiäíî ëiíiéíèõ
ïðîñòîðiâ L i L′ ¹ ìàòðèöÿ

Ψ =


γ11 γ12 . . . γ1n
γ21 γ22 . . . γ2n
...

...
. . .

...
γm1 γm2 . . . γmn

 .

Ðîçêëàäåìî äîâiëüíèé âåêòîð x ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L çà áàçèñîì éîãî a1,
a2, . . . , an:

x = ξ1a1 + ξ2a2 + · · ·+ ξnan,

äå ξj ∈ P ; j = 1, 2, . . . , n. Òàêîæ ðîçêëàäåìî îáðàç ψ(x)

çà áàçèñîì b1, . . . ,
bm ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L′:

ψ(x) = ζ1b1 + ζ2b2 + · · ·+ ζmbm,

äå ζi ∈ P ; i = 1, 2, . . . ,m.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ ñêií÷åííîâèìiðíèõ ëií. ïðîñòîðiâ . . .



Òîáòî, ÿêùî
ψ(a1) = γ11b1 + γ21b2 + · · ·+ γm1bm,

ψ(a2) = γ12b1 + γ22b2 + · · ·+ γm2bm,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ψ(an) = γ1nb1 + γ2nb2 + · · ·+ γmnbm,

äå γij ∈ P ; i = 1, 2, . . . ,m; j = 1, 2, . . . , n, � ðîçêëàäè îáðàçiâ áàçèñíèõ
âåêòîðiâ iç L çà áàçèñîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L′, òî ìàòðèöåþ ëiíiéíîãî âiä-
îáðàæåííÿ ψ ó áàçèñàõ a1, a2, . . . , an òà b1, b2, . . . , bm âiäïîâiäíî ëiíiéíèõ
ïðîñòîðiâ L i L′ ¹ ìàòðèöÿ

Ψ =


γ11 γ12 . . . γ1n
γ21 γ22 . . . γ2n
...

...
. . .

...
γm1 γm2 . . . γmn

 .

Ðîçêëàäåìî äîâiëüíèé âåêòîð x ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L çà áàçèñîì éîãî a1,
a2, . . . , an:

x = ξ1a1 + ξ2a2 + · · ·+ ξnan,

äå ξj ∈ P ; j = 1, 2, . . . , n. Òàêîæ ðîçêëàäåìî îáðàç ψ(x) çà áàçèñîì b1, . . . ,
bm ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L′:

ψ(x) = ζ1b1 + ζ2b2 + · · ·+ ζmbm,

äå ζi ∈ P ; i = 1, 2, . . . ,m.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ ñêií÷åííîâèìiðíèõ ëií. ïðîñòîðiâ . . .



Òîáòî, ÿêùî
ψ(a1) = γ11b1 + γ21b2 + · · ·+ γm1bm,

ψ(a2) = γ12b1 + γ22b2 + · · ·+ γm2bm,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ψ(an) = γ1nb1 + γ2nb2 + · · ·+ γmnbm,

äå γij ∈ P ; i = 1, 2, . . . ,m; j = 1, 2, . . . , n, � ðîçêëàäè îáðàçiâ áàçèñíèõ
âåêòîðiâ iç L çà áàçèñîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L′, òî ìàòðèöåþ ëiíiéíîãî âiä-
îáðàæåííÿ ψ ó áàçèñàõ a1, a2, . . . , an òà b1, b2, . . . , bm âiäïîâiäíî ëiíiéíèõ
ïðîñòîðiâ L i L′ ¹ ìàòðèöÿ

Ψ =


γ11 γ12 . . . γ1n
γ21 γ22 . . . γ2n
...

...
. . .

...
γm1 γm2 . . . γmn

 .

Ðîçêëàäåìî äîâiëüíèé âåêòîð x ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L çà áàçèñîì éîãî a1,
a2, . . . , an:

x = ξ1a1 + ξ2a2 + · · ·+ ξnan,

äå ξj ∈ P ; j = 1, 2, . . . , n. Òàêîæ ðîçêëàäåìî îáðàç ψ(x) çà áàçèñîì b1, . . . ,
bm ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L′:

ψ(x) = ζ1b1 + ζ2b2 + · · ·+ ζmbm,

äå ζi ∈ P ; i = 1, 2, . . . ,m.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ ñêií÷åííîâèìiðíèõ ëií. ïðîñòîðiâ . . .



Òîáòî, ÿêùî
ψ(a1) = γ11b1 + γ21b2 + · · ·+ γm1bm,

ψ(a2) = γ12b1 + γ22b2 + · · ·+ γm2bm,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ψ(an) = γ1nb1 + γ2nb2 + · · ·+ γmnbm,

äå γij ∈ P ; i = 1, 2, . . . ,m; j = 1, 2, . . . , n, � ðîçêëàäè îáðàçiâ áàçèñíèõ
âåêòîðiâ iç L çà áàçèñîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L′, òî ìàòðèöåþ ëiíiéíîãî âiä-
îáðàæåííÿ ψ ó áàçèñàõ a1, a2, . . . , an òà b1, b2, . . . , bm âiäïîâiäíî ëiíiéíèõ
ïðîñòîðiâ L i L′ ¹ ìàòðèöÿ

Ψ =


γ11 γ12 . . . γ1n
γ21 γ22 . . . γ2n
...

...
. . .

...
γm1 γm2 . . . γmn

 .

Ðîçêëàäåìî äîâiëüíèé âåêòîð x ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L çà áàçèñîì éîãî a1,
a2, . . . , an:

x = ξ1a1 + ξ2a2 + · · ·+ ξnan,

äå ξj ∈ P ; j = 1, 2, . . . , n. Òàêîæ ðîçêëàäåìî îáðàç ψ(x) çà áàçèñîì b1, . . . ,
bm ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L′:

ψ(x) = ζ1b1 + ζ2b2 + · · ·+ ζmbm,

äå ζi ∈ P ;

i = 1, 2, . . . ,m.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ ñêií÷åííîâèìiðíèõ ëií. ïðîñòîðiâ . . .



Òîáòî, ÿêùî
ψ(a1) = γ11b1 + γ21b2 + · · ·+ γm1bm,

ψ(a2) = γ12b1 + γ22b2 + · · ·+ γm2bm,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ψ(an) = γ1nb1 + γ2nb2 + · · ·+ γmnbm,

äå γij ∈ P ; i = 1, 2, . . . ,m; j = 1, 2, . . . , n, � ðîçêëàäè îáðàçiâ áàçèñíèõ
âåêòîðiâ iç L çà áàçèñîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L′, òî ìàòðèöåþ ëiíiéíîãî âiä-
îáðàæåííÿ ψ ó áàçèñàõ a1, a2, . . . , an òà b1, b2, . . . , bm âiäïîâiäíî ëiíiéíèõ
ïðîñòîðiâ L i L′ ¹ ìàòðèöÿ

Ψ =


γ11 γ12 . . . γ1n
γ21 γ22 . . . γ2n
...

...
. . .

...
γm1 γm2 . . . γmn

 .

Ðîçêëàäåìî äîâiëüíèé âåêòîð x ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L çà áàçèñîì éîãî a1,
a2, . . . , an:

x = ξ1a1 + ξ2a2 + · · ·+ ξnan,

äå ξj ∈ P ; j = 1, 2, . . . , n. Òàêîæ ðîçêëàäåìî îáðàç ψ(x) çà áàçèñîì b1, . . . ,
bm ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L′:

ψ(x) = ζ1b1 + ζ2b2 + · · ·+ ζmbm,

äå ζi ∈ P ; i = 1, 2, . . . ,m.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ ñêií÷åííîâèìiðíèõ ëií. ïðîñòîðiâ . . .
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Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè.

Äîâåñòè, ùî ÿêùî êîîðäèíàòè ζ1, ζ2, . . . , ζm

îáðàçó ψ(x) âåêòîðà x ïðè
ëiíiéíîìó âiäîáðàæåííi ψ : L→ L′ ïîâ'ÿçàíi ç êîîðäèíàòàìè ξ1, ξ2, . . . , xn
âåêòîðà x çà äîïîìîãîþ ôîðìóë (1) ó äåÿêèõ âèáðàíèõ áàçèñàõ âiäïîâiäíî
ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ L i L′, òî m×n-ìàòðèöÿ Ψ = ∥γij∥ ¹ ìàòðèöåþ ëiíiéíîãî
âiäîáðàæåííÿ ψ ó öèõ áàçèñàõ.

Òåîðåìà 2

Íåõàé L i L′ ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèìè ëiíiéíèìè ïðîñòîðàìè íàä îäíèì i òèì

æå ïîëåì P ; ψ : L→ L′ ¹ ëiíiéíèì âiäîáðàæåííÿì; a1, a2, . . . , an òà a′1, a
′
2,

. . . , a′n � áàçèñè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L; b1, b2, . . . , bm òà b′1, b
′
2, . . . , b

′
m �

áàçèñè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L′. ßêùî Ψ ¹ ìàòðèöåþ ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ

ψ ó áàçèñàõ a1, a2, . . . , an òà b1, b2, . . . , bm âiäïîâiäíî ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ

L i L′, à Ψ′ ¹ ìàòðèöåþ öüîãî æ ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ ψ, àëå ó áàçèñàõ

a′1, a
′
2, . . . , a

′
n òà b′1, b

′
2, . . . , b

′
m âiäïîâiäíî ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ L i L′, òî

Ψ′ = S−1ΨT,

äå S � ìàòðèöÿ ïåðåõîäó âiä áàçèñó b1, . . . , bm äî áàçèñó b′1, . . . , b
′
m ïðîñòîðó

L′, à T � ìàòðèöÿ ïåðåõîäó âiä áàçèñó a1, . . . , an äî áàçèñó a′1, . . . , a
′
n

ïðîñòîðó L.
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Îçíà÷åííÿ 2

Âiäîáðàæåííÿ φ : L → L

ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L â ñåáå íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòî-
ðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P .

Çàóâàæåííÿ 1

ßêùî φ ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì ïðîñòîðó L i äëÿ äåÿêèõ âåêòîðiâ x, y ∈ L
ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü φ(x) = y, òî iíêîëè áóäåìî ãîâîðèòè, ùî îïåðàòîð
φ ïåðåâîäèòü àáî ïåðåòâîðþ¹ âåêòîð x ó âåêòîð y.

Îçíà÷åííÿ 3

Îïåðàòîð φ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíèì, ÿêùî
âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

φ(x+ y) = φ(x) + φ(y) äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ x, y ∈ L;

φ(αx) = αφ(x) äëÿ áóäü-ÿêîãî âåêòîðà x ∈ L i åëåìåíòà α ïîëÿ P .

Òàêèì ÷èíîì, ëiíiéíèé îïåðàòîð ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L � öå ëiíiéíå âiä-
îáðàæåííÿ ïðîñòîðó L â ñåáå. Âëàñòèâîñòi ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü, ðîçãëÿíóòi
ðàíiøå ïåðåíîñÿòüñÿ íà ëiíiéíi îïåðàòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ ñêií÷åííîâèìiðíèõ ëií. ïðîñòîðiâ . . .
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φ(x+ y) = φ(x) + φ(y) äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ x, y ∈ L;

φ(αx) = αφ(x) äëÿ áóäü-ÿêîãî âåêòîðà x ∈ L i åëåìåíòà α ïîëÿ P .

Òàêèì ÷èíîì, ëiíiéíèé îïåðàòîð ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L � öå ëiíiéíå âiä-
îáðàæåííÿ ïðîñòîðó L â ñåáå.

Âëàñòèâîñòi ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü, ðîçãëÿíóòi
ðàíiøå ïåðåíîñÿòüñÿ íà ëiíiéíi îïåðàòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó.
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Îçíà÷åííÿ 2

Âiäîáðàæåííÿ φ : L → L ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L â ñåáå íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòî-
ðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P .

Çàóâàæåííÿ 1

ßêùî φ ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì ïðîñòîðó L i äëÿ äåÿêèõ âåêòîðiâ x, y ∈ L
ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü φ(x) = y, òî iíêîëè áóäåìî ãîâîðèòè, ùî îïåðàòîð
φ ïåðåâîäèòü àáî ïåðåòâîðþ¹ âåêòîð x ó âåêòîð y.

Îçíà÷åííÿ 3

Îïåðàòîð φ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíèì, ÿêùî
âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

φ(x+ y) = φ(x) + φ(y) äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ x, y ∈ L;

φ(αx) = αφ(x) äëÿ áóäü-ÿêîãî âåêòîðà x ∈ L i åëåìåíòà α ïîëÿ P .

Òàêèì ÷èíîì, ëiíiéíèé îïåðàòîð ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L � öå ëiíiéíå âiä-
îáðàæåííÿ ïðîñòîðó L â ñåáå. Âëàñòèâîñòi ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü, ðîçãëÿíóòi
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Ëiíiéíèé îïåðàòîð ëiíiéíîãî L íàä ïîëåì P ,

ùî ïåðåâîäèòü êîæíèé âåêòîð
iç L â ñåáå íàçèâà¹òüñÿ îäèíè÷íèì àáî òîòîæíèì îïåðàòîðîì ïðîñòîðó L.

Ïîçíà÷èìî öåé îïåðàòîð ÷åðåç idL. Îòæå,

idL(x) = x

äëÿ êîæíîãî âåêòîðà x ∈ L.

Îçíà÷åííÿ 5

Íåõàé φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð ïðîñòîðó L. ßêùî iñíó¹ ëiíiéíèé îïåðàòîð φ′

ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L òàêèé, ùî φ′φ = idL (âiäïîâiäíî φφ′ = idL), òî φ
′

íàçèâà¹òüñÿ ëiâèì îáåðíåíèì (âiäïîâiäíî ïðàâèì îáåðíåíèì) îïåðàòîðîì
äëÿ îïåðàòîðà φ.

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè.

Äîâåñòè, ùî ÿêùî äëÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L iñíóþòü
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Ëiíiéíèé îïåðàòîð ëiíiéíîãî L íàä ïîëåì P , ùî ïåðåâîäèòü êîæíèé âåêòîð
iç L â ñåáå íàçèâà¹òüñÿ îäèíè÷íèì

àáî òîòîæíèì îïåðàòîðîì ïðîñòîðó L.

Ïîçíà÷èìî öåé îïåðàòîð ÷åðåç idL. Îòæå,

idL(x) = x

äëÿ êîæíîãî âåêòîðà x ∈ L.

Îçíà÷åííÿ 5

Íåõàé φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð ïðîñòîðó L. ßêùî iñíó¹ ëiíiéíèé îïåðàòîð φ′

ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L òàêèé, ùî φ′φ = idL (âiäïîâiäíî φφ′ = idL), òî φ
′

íàçèâà¹òüñÿ ëiâèì îáåðíåíèì (âiäïîâiäíî ïðàâèì îáåðíåíèì) îïåðàòîðîì
äëÿ îïåðàòîðà φ.

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè.
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iç L â ñåáå íàçèâà¹òüñÿ îäèíè÷íèì àáî òîòîæíèì îïåðàòîðîì ïðîñòîðó L.

Ïîçíà÷èìî öåé îïåðàòîð ÷åðåç idL. Îòæå,

idL(x) = x

äëÿ êîæíîãî âåêòîðà x ∈ L.
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Íåõàé φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð ïðîñòîðó L. ßêùî iñíó¹ ëiíiéíèé îïåðàòîð φ′

ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L òàêèé, ùî φ′φ = idL (âiäïîâiäíî φφ′ = idL), òî φ
′

íàçèâà¹òüñÿ ëiâèì îáåðíåíèì (âiäïîâiäíî ïðàâèì îáåðíåíèì) îïåðàòîðîì
äëÿ îïåðàòîðà φ.

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè.
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Îçíà÷åííÿ 4

Ëiíiéíèé îïåðàòîð ëiíiéíîãî L íàä ïîëåì P , ùî ïåðåâîäèòü êîæíèé âåêòîð
iç L â ñåáå íàçèâà¹òüñÿ îäèíè÷íèì àáî òîòîæíèì îïåðàòîðîì ïðîñòîðó L.

Ïîçíà÷èìî öåé îïåðàòîð ÷åðåç idL.

Îòæå,

idL(x) = x

äëÿ êîæíîãî âåêòîðà x ∈ L.

Îçíà÷åííÿ 5

Íåõàé φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð ïðîñòîðó L. ßêùî iñíó¹ ëiíiéíèé îïåðàòîð φ′

ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L òàêèé, ùî φ′φ = idL (âiäïîâiäíî φφ′ = idL), òî φ
′

íàçèâà¹òüñÿ ëiâèì îáåðíåíèì (âiäïîâiäíî ïðàâèì îáåðíåíèì) îïåðàòîðîì
äëÿ îïåðàòîðà φ.

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè.
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Îçíà÷åííÿ 4

Ëiíiéíèé îïåðàòîð ëiíiéíîãî L íàä ïîëåì P , ùî ïåðåâîäèòü êîæíèé âåêòîð
iç L â ñåáå íàçèâà¹òüñÿ îäèíè÷íèì àáî òîòîæíèì îïåðàòîðîì ïðîñòîðó L.

Ïîçíà÷èìî öåé îïåðàòîð ÷åðåç idL. Îòæå,

idL(x) = x

äëÿ êîæíîãî âåêòîðà x ∈ L.

Îçíà÷åííÿ 5

Íåõàé φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð ïðîñòîðó L. ßêùî iñíó¹ ëiíiéíèé îïåðàòîð φ′

ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L òàêèé, ùî φ′φ = idL (âiäïîâiäíî φφ′ = idL), òî φ
′

íàçèâà¹òüñÿ ëiâèì îáåðíåíèì (âiäïîâiäíî ïðàâèì îáåðíåíèì) îïåðàòîðîì
äëÿ îïåðàòîðà φ.

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè.

Äîâåñòè, ùî ÿêùî äëÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L iñíóþòü
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Îçíà÷åííÿ 4

Ëiíiéíèé îïåðàòîð ëiíiéíîãî L íàä ïîëåì P , ùî ïåðåâîäèòü êîæíèé âåêòîð
iç L â ñåáå íàçèâà¹òüñÿ îäèíè÷íèì àáî òîòîæíèì îïåðàòîðîì ïðîñòîðó L.

Ïîçíà÷èìî öåé îïåðàòîð ÷åðåç idL. Îòæå,

idL(x) = x

äëÿ êîæíîãî âåêòîðà x ∈ L.

Îçíà÷åííÿ 5

Íåõàé φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð ïðîñòîðó L. ßêùî iñíó¹ ëiíiéíèé îïåðàòîð φ′

ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L òàêèé, ùî φ′φ = idL (âiäïîâiäíî φφ′ = idL), òî φ
′

íàçèâà¹òüñÿ ëiâèì îáåðíåíèì (âiäïîâiäíî ïðàâèì îáåðíåíèì) îïåðàòîðîì
äëÿ îïåðàòîðà φ.

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè.
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Îçíà÷åííÿ 4

Ëiíiéíèé îïåðàòîð ëiíiéíîãî L íàä ïîëåì P , ùî ïåðåâîäèòü êîæíèé âåêòîð
iç L â ñåáå íàçèâà¹òüñÿ îäèíè÷íèì àáî òîòîæíèì îïåðàòîðîì ïðîñòîðó L.

Ïîçíà÷èìî öåé îïåðàòîð ÷åðåç idL. Îòæå,

idL(x) = x

äëÿ êîæíîãî âåêòîðà x ∈ L.

Îçíà÷åííÿ 5

Íåõàé φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð ïðîñòîðó L.

ßêùî iñíó¹ ëiíiéíèé îïåðàòîð φ′

ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L òàêèé, ùî φ′φ = idL (âiäïîâiäíî φφ′ = idL), òî φ
′

íàçèâà¹òüñÿ ëiâèì îáåðíåíèì (âiäïîâiäíî ïðàâèì îáåðíåíèì) îïåðàòîðîì
äëÿ îïåðàòîðà φ.
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Îçíà÷åííÿ 4
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Ïîçíà÷èìî öåé îïåðàòîð ÷åðåç idL. Îòæå,

idL(x) = x

äëÿ êîæíîãî âåêòîðà x ∈ L.

Îçíà÷åííÿ 5

Íåõàé φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð ïðîñòîðó L. ßêùî iñíó¹ ëiíiéíèé îïåðàòîð φ′

ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L

òàêèé, ùî φ′φ = idL (âiäïîâiäíî φφ′ = idL), òî φ
′

íàçèâà¹òüñÿ ëiâèì îáåðíåíèì (âiäïîâiäíî ïðàâèì îáåðíåíèì) îïåðàòîðîì
äëÿ îïåðàòîðà φ.
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Íåõàé φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð ïðîñòîðó L. ßêùî iñíó¹ ëiíiéíèé îïåðàòîð φ′

ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L òàêèé, ùî φ′φ = idL
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Ïîçíà÷èìî öåé îïåðàòîð ÷åðåç idL. Îòæå,

idL(x) = x

äëÿ êîæíîãî âåêòîðà x ∈ L.

Îçíà÷åííÿ 5

Íåõàé φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð ïðîñòîðó L. ßêùî iñíó¹ ëiíiéíèé îïåðàòîð φ′

ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L òàêèé, ùî φ′φ = idL (âiäïîâiäíî φφ′ = idL),

òî φ′

íàçèâà¹òüñÿ ëiâèì îáåðíåíèì (âiäïîâiäíî ïðàâèì îáåðíåíèì) îïåðàòîðîì
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÷åííÿì ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ¹ içîìîðôiçìîì. Iç ií'¹êòèâíîñòi φ ñëiäó¹, ùî
ïðîîáðàçîì íóëüîâîãî âåêòîðà ¹ òiëüêè íóëüîâèé âåêòîð. Iç ñþð'¹êòèâíîñòi
φ ñëiäó¹, ùî Imφ = L.
Íàâïàêè, íåõàé Kerφ = {0̄} i Imφ = L.Òîäi ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ¹ ái¹-
êòèâíèì âiäîáðàæåííÿì. Äiéñíî òå, ùî φ ¹ ñðþð'¹êöi¹þ ñëiäó¹ iç ðiâíîñòi
Imφ = L. ßêùî æ äëÿ âåêòîðiâ a i b iç L ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü φ(a) = φ(b),
òî φ(a − b) = φ(a) − φ(b) = 0̄. Òîìó a − b ∈ Kerφ = {0̄},

çâiäêè a = b.
Öå îçíà÷à¹, ùî φ ¹ ií'¹êòèâíèì âiäîáðàæåííÿì. Îñêiëüêè φ îäíî÷àñíî ¹
ëiíiéíèì îïåðàòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L i ái¹êòèâíèì âiäîáðàæåííÿì, òî
φ ¹ içîìîðôiçìîì.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ ñêií÷åííîâèìiðíèõ ëií. ïðîñòîðiâ . . .



Òåîðåìà 3

Ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ îáîðîòíèì òîäi i

òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ îäíà iç íàñòóïíèõ óìîâ:
1 φ ¹ içîìîðôiçìîì ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ;

2 Kerφ = {0̄} i Imφ = L.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ îáîðîòíèì.
Òîäi iñíó¹ îáåðíåíèé ëiíiéíèé îïåðàòîð φ−1 ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Öå îçíà-
÷à¹, ùî âiäîáðàæåííÿ φ ¹ îáîðîòíèì, à îòæå i ái¹êòèâíèì. Òîìó çà îçíà-
÷åííÿì ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ¹ içîìîðôiçìîì. Iç ií'¹êòèâíîñòi φ ñëiäó¹, ùî
ïðîîáðàçîì íóëüîâîãî âåêòîðà ¹ òiëüêè íóëüîâèé âåêòîð. Iç ñþð'¹êòèâíîñòi
φ ñëiäó¹, ùî Imφ = L.
Íàâïàêè, íåõàé Kerφ = {0̄} i Imφ = L.Òîäi ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ¹ ái¹-
êòèâíèì âiäîáðàæåííÿì. Äiéñíî òå, ùî φ ¹ ñðþð'¹êöi¹þ ñëiäó¹ iç ðiâíîñòi
Imφ = L. ßêùî æ äëÿ âåêòîðiâ a i b iç L ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü φ(a) = φ(b),
òî φ(a − b) = φ(a) − φ(b) = 0̄. Òîìó a − b ∈ Kerφ = {0̄}, çâiäêè a = b.

Öå îçíà÷à¹, ùî φ ¹ ií'¹êòèâíèì âiäîáðàæåííÿì. Îñêiëüêè φ îäíî÷àñíî ¹
ëiíiéíèì îïåðàòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L i ái¹êòèâíèì âiäîáðàæåííÿì, òî
φ ¹ içîìîðôiçìîì.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ ñêií÷åííîâèìiðíèõ ëií. ïðîñòîðiâ . . .



Òåîðåìà 3

Ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ îáîðîòíèì òîäi i

òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ îäíà iç íàñòóïíèõ óìîâ:
1 φ ¹ içîìîðôiçìîì ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ;

2 Kerφ = {0̄} i Imφ = L.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ îáîðîòíèì.
Òîäi iñíó¹ îáåðíåíèé ëiíiéíèé îïåðàòîð φ−1 ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Öå îçíà-
÷à¹, ùî âiäîáðàæåííÿ φ ¹ îáîðîòíèì, à îòæå i ái¹êòèâíèì. Òîìó çà îçíà-
÷åííÿì ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ¹ içîìîðôiçìîì. Iç ií'¹êòèâíîñòi φ ñëiäó¹, ùî
ïðîîáðàçîì íóëüîâîãî âåêòîðà ¹ òiëüêè íóëüîâèé âåêòîð. Iç ñþð'¹êòèâíîñòi
φ ñëiäó¹, ùî Imφ = L.
Íàâïàêè, íåõàé Kerφ = {0̄} i Imφ = L.Òîäi ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ¹ ái¹-
êòèâíèì âiäîáðàæåííÿì. Äiéñíî òå, ùî φ ¹ ñðþð'¹êöi¹þ ñëiäó¹ iç ðiâíîñòi
Imφ = L. ßêùî æ äëÿ âåêòîðiâ a i b iç L ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü φ(a) = φ(b),
òî φ(a − b) = φ(a) − φ(b) = 0̄. Òîìó a − b ∈ Kerφ = {0̄}, çâiäêè a = b.
Öå îçíà÷à¹, ùî φ ¹ ií'¹êòèâíèì âiäîáðàæåííÿì.

Îñêiëüêè φ îäíî÷àñíî ¹
ëiíiéíèì îïåðàòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L i ái¹êòèâíèì âiäîáðàæåííÿì, òî
φ ¹ içîìîðôiçìîì.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ ñêií÷åííîâèìiðíèõ ëií. ïðîñòîðiâ . . .



Òåîðåìà 3

Ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ îáîðîòíèì òîäi i

òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ îäíà iç íàñòóïíèõ óìîâ:
1 φ ¹ içîìîðôiçìîì ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ;

2 Kerφ = {0̄} i Imφ = L.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ îáîðîòíèì.
Òîäi iñíó¹ îáåðíåíèé ëiíiéíèé îïåðàòîð φ−1 ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Öå îçíà-
÷à¹, ùî âiäîáðàæåííÿ φ ¹ îáîðîòíèì, à îòæå i ái¹êòèâíèì. Òîìó çà îçíà-
÷åííÿì ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ¹ içîìîðôiçìîì. Iç ií'¹êòèâíîñòi φ ñëiäó¹, ùî
ïðîîáðàçîì íóëüîâîãî âåêòîðà ¹ òiëüêè íóëüîâèé âåêòîð. Iç ñþð'¹êòèâíîñòi
φ ñëiäó¹, ùî Imφ = L.
Íàâïàêè, íåõàé Kerφ = {0̄} i Imφ = L.Òîäi ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ¹ ái¹-
êòèâíèì âiäîáðàæåííÿì. Äiéñíî òå, ùî φ ¹ ñðþð'¹êöi¹þ ñëiäó¹ iç ðiâíîñòi
Imφ = L. ßêùî æ äëÿ âåêòîðiâ a i b iç L ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü φ(a) = φ(b),
òî φ(a − b) = φ(a) − φ(b) = 0̄. Òîìó a − b ∈ Kerφ = {0̄}, çâiäêè a = b.
Öå îçíà÷à¹, ùî φ ¹ ií'¹êòèâíèì âiäîáðàæåííÿì. Îñêiëüêè φ îäíî÷àñíî ¹
ëiíiéíèì îïåðàòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L

i ái¹êòèâíèì âiäîáðàæåííÿì, òî
φ ¹ içîìîðôiçìîì.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ ñêií÷åííîâèìiðíèõ ëií. ïðîñòîðiâ . . .



Òåîðåìà 3

Ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ îáîðîòíèì òîäi i

òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ îäíà iç íàñòóïíèõ óìîâ:
1 φ ¹ içîìîðôiçìîì ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ;

2 Kerφ = {0̄} i Imφ = L.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ îáîðîòíèì.
Òîäi iñíó¹ îáåðíåíèé ëiíiéíèé îïåðàòîð φ−1 ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Öå îçíà-
÷à¹, ùî âiäîáðàæåííÿ φ ¹ îáîðîòíèì, à îòæå i ái¹êòèâíèì. Òîìó çà îçíà-
÷åííÿì ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ¹ içîìîðôiçìîì. Iç ií'¹êòèâíîñòi φ ñëiäó¹, ùî
ïðîîáðàçîì íóëüîâîãî âåêòîðà ¹ òiëüêè íóëüîâèé âåêòîð. Iç ñþð'¹êòèâíîñòi
φ ñëiäó¹, ùî Imφ = L.
Íàâïàêè, íåõàé Kerφ = {0̄} i Imφ = L.Òîäi ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ¹ ái¹-
êòèâíèì âiäîáðàæåííÿì. Äiéñíî òå, ùî φ ¹ ñðþð'¹êöi¹þ ñëiäó¹ iç ðiâíîñòi
Imφ = L. ßêùî æ äëÿ âåêòîðiâ a i b iç L ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü φ(a) = φ(b),
òî φ(a − b) = φ(a) − φ(b) = 0̄. Òîìó a − b ∈ Kerφ = {0̄}, çâiäêè a = b.
Öå îçíà÷à¹, ùî φ ¹ ií'¹êòèâíèì âiäîáðàæåííÿì. Îñêiëüêè φ îäíî÷àñíî ¹
ëiíiéíèì îïåðàòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L i ái¹êòèâíèì âiäîáðàæåííÿì,

òî
φ ¹ içîìîðôiçìîì.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ ñêií÷åííîâèìiðíèõ ëií. ïðîñòîðiâ . . .



Òåîðåìà 3

Ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ îáîðîòíèì òîäi i

òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ îäíà iç íàñòóïíèõ óìîâ:
1 φ ¹ içîìîðôiçìîì ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ;

2 Kerφ = {0̄} i Imφ = L.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ îáîðîòíèì.
Òîäi iñíó¹ îáåðíåíèé ëiíiéíèé îïåðàòîð φ−1 ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Öå îçíà-
÷à¹, ùî âiäîáðàæåííÿ φ ¹ îáîðîòíèì, à îòæå i ái¹êòèâíèì. Òîìó çà îçíà-
÷åííÿì ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ¹ içîìîðôiçìîì. Iç ií'¹êòèâíîñòi φ ñëiäó¹, ùî
ïðîîáðàçîì íóëüîâîãî âåêòîðà ¹ òiëüêè íóëüîâèé âåêòîð. Iç ñþð'¹êòèâíîñòi
φ ñëiäó¹, ùî Imφ = L.
Íàâïàêè, íåõàé Kerφ = {0̄} i Imφ = L.Òîäi ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ¹ ái¹-
êòèâíèì âiäîáðàæåííÿì. Äiéñíî òå, ùî φ ¹ ñðþð'¹êöi¹þ ñëiäó¹ iç ðiâíîñòi
Imφ = L. ßêùî æ äëÿ âåêòîðiâ a i b iç L ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü φ(a) = φ(b),
òî φ(a − b) = φ(a) − φ(b) = 0̄. Òîìó a − b ∈ Kerφ = {0̄}, çâiäêè a = b.
Öå îçíà÷à¹, ùî φ ¹ ií'¹êòèâíèì âiäîáðàæåííÿì. Îñêiëüêè φ îäíî÷àñíî ¹
ëiíiéíèì îïåðàòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L i ái¹êòèâíèì âiäîáðàæåííÿì, òî
φ ¹ içîìîðôiçìîì.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ ñêií÷åííîâèìiðíèõ ëií. ïðîñòîðiâ . . .
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Iç ái¹êòèâíîñòi φ ñëiäó¹ iñíóâàííÿ îáåðíåíîãî âiäîáðàæåííÿ φ−1 : L → L.
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i âåêòîðè a, b ∈ L. Îñêiëüêè φ ñþð'¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ, òî çíàéäóòüñÿ
âåêòîðè a′, b′ ∈ L, ùî φ(a′) = a, φ(b′) = b. Òîäi

φ−1(αa+ βb) = φ−1(αφ(a′) + βφ(b′)) = φ−1(φ(αa′ + βb′)) =

= αa′ + βb′ = αφ−1(a) + βφ−1(b).

Îòæå, φ−1 ¹ îáåðíåíèì ëiíiéíèì îïåðàòîðîì äî φ, ÿê íàñëiäîê φ ¹ îáîðî-
òíèì ëiíiéíèì îïåðàòîðîì. Òåîðåìà äîâåäåíà.
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âåêòîðiâ ó öüîìó æ áàçèñi.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ ñêií÷åííîâèìiðíèõ ëií. ïðîñòîðiâ . . .



Äîâåäåííÿ.

Iç ái¹êòèâíîñòi φ ñëiäó¹ iñíóâàííÿ îáåðíåíîãî âiäîáðàæåííÿ φ−1 : L → L.
Äîâåäåìî, ùî âîíî ¹ ëiíiéíèì. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíi åëåìåíòè α, β ïîëÿ P
i âåêòîðè a, b ∈ L. Îñêiëüêè φ ñþð'¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ, òî çíàéäóòüñÿ
âåêòîðè a′, b′ ∈ L, ùî φ(a′) = a, φ(b′) = b. Òîäi

φ−1(αa+ βb) = φ−1(αφ(a′) + βφ(b′)) = φ−1(φ(αa′ + βb′)) =

= αa′ + βb′ = αφ−1(a) + βφ−1(b).

Îòæå, φ−1 ¹ îáåðíåíèì ëiíiéíèì îïåðàòîðîì äî φ, ÿê íàñëiäîê φ ¹ îáîðî-
òíèì ëiíiéíèì îïåðàòîðîì. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Îçíà÷åííÿ 7

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P i φ � ëiíiéíèé
îïåðàòîð ïðîñòîðó L. Ìàòðèöåþ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ó äåÿêîìó áàçèñi a1,
a2, . . . , an ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P íàçèâà¹òüñÿ n × n-ìàòðèöÿ,
ñêëàäåíà iç êîîðäèíàòíèõ ñòîâïöiâ îáðàçiâ φ(a1), φ(a2), . . . , φ(an) áàçèñíèõ
âåêòîðiâ ó öüîìó æ áàçèñi.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ ñêií÷åííîâèìiðíèõ ëií. ïðîñòîðiâ . . .



Äîâåäåííÿ.

Iç ái¹êòèâíîñòi φ ñëiäó¹ iñíóâàííÿ îáåðíåíîãî âiäîáðàæåííÿ φ−1 : L → L.
Äîâåäåìî, ùî âîíî ¹ ëiíiéíèì. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíi åëåìåíòè α, β ïîëÿ P
i âåêòîðè a, b ∈ L. Îñêiëüêè φ ñþð'¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ, òî çíàéäóòüñÿ
âåêòîðè a′, b′ ∈ L, ùî φ(a′) = a, φ(b′) = b. Òîäi

φ−1(αa+ βb) = φ−1(αφ(a′) + βφ(b′)) = φ−1(φ(αa′ + βb′)) =

= αa′ + βb′ = αφ−1(a) + βφ−1(b).

Îòæå, φ−1 ¹ îáåðíåíèì ëiíiéíèì îïåðàòîðîì äî φ,

ÿê íàñëiäîê φ ¹ îáîðî-
òíèì ëiíiéíèì îïåðàòîðîì. Òåîðåìà äîâåäåíà.
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Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P i φ � ëiíiéíèé
îïåðàòîð ïðîñòîðó L. Ìàòðèöåþ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ó äåÿêîìó áàçèñi a1,
a2, . . . , an ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P íàçèâà¹òüñÿ n × n-ìàòðèöÿ,
ñêëàäåíà iç êîîðäèíàòíèõ ñòîâïöiâ îáðàçiâ φ(a1), φ(a2), . . . , φ(an) áàçèñíèõ
âåêòîðiâ ó öüîìó æ áàçèñi.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ ñêií÷åííîâèìiðíèõ ëií. ïðîñòîðiâ . . .



Äîâåäåííÿ.

Iç ái¹êòèâíîñòi φ ñëiäó¹ iñíóâàííÿ îáåðíåíîãî âiäîáðàæåííÿ φ−1 : L → L.
Äîâåäåìî, ùî âîíî ¹ ëiíiéíèì. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíi åëåìåíòè α, β ïîëÿ P
i âåêòîðè a, b ∈ L. Îñêiëüêè φ ñþð'¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ, òî çíàéäóòüñÿ
âåêòîðè a′, b′ ∈ L, ùî φ(a′) = a, φ(b′) = b. Òîäi

φ−1(αa+ βb) = φ−1(αφ(a′) + βφ(b′)) = φ−1(φ(αa′ + βb′)) =

= αa′ + βb′ = αφ−1(a) + βφ−1(b).

Îòæå, φ−1 ¹ îáåðíåíèì ëiíiéíèì îïåðàòîðîì äî φ, ÿê íàñëiäîê φ ¹ îáîðî-
òíèì ëiíiéíèì îïåðàòîðîì.
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a2, . . . , an ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P íàçèâà¹òüñÿ n × n-ìàòðèöÿ,
ñêëàäåíà iç êîîðäèíàòíèõ ñòîâïöiâ îáðàçiâ φ(a1), φ(a2), . . . , φ(an) áàçèñíèõ
âåêòîðiâ ó öüîìó æ áàçèñi.
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Äîâåäåííÿ.

Iç ái¹êòèâíîñòi φ ñëiäó¹ iñíóâàííÿ îáåðíåíîãî âiäîáðàæåííÿ φ−1 : L → L.
Äîâåäåìî, ùî âîíî ¹ ëiíiéíèì. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíi åëåìåíòè α, β ïîëÿ P
i âåêòîðè a, b ∈ L. Îñêiëüêè φ ñþð'¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ, òî çíàéäóòüñÿ
âåêòîðè a′, b′ ∈ L, ùî φ(a′) = a, φ(b′) = b. Òîäi

φ−1(αa+ βb) = φ−1(αφ(a′) + βφ(b′)) = φ−1(φ(αa′ + βb′)) =

= αa′ + βb′ = αφ−1(a) + βφ−1(b).

Îòæå, φ−1 ¹ îáåðíåíèì ëiíiéíèì îïåðàòîðîì äî φ, ÿê íàñëiäîê φ ¹ îáîðî-
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Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P i φ � ëiíiéíèé
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Äîâåäåííÿ.

Iç ái¹êòèâíîñòi φ ñëiäó¹ iñíóâàííÿ îáåðíåíîãî âiäîáðàæåííÿ φ−1 : L → L.
Äîâåäåìî, ùî âîíî ¹ ëiíiéíèì. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíi åëåìåíòè α, β ïîëÿ P
i âåêòîðè a, b ∈ L. Îñêiëüêè φ ñþð'¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ, òî çíàéäóòüñÿ
âåêòîðè a′, b′ ∈ L, ùî φ(a′) = a, φ(b′) = b. Òîäi

φ−1(αa+ βb) = φ−1(αφ(a′) + βφ(b′)) = φ−1(φ(αa′ + βb′)) =

= αa′ + βb′ = αφ−1(a) + βφ−1(b).

Îòæå, φ−1 ¹ îáåðíåíèì ëiíiéíèì îïåðàòîðîì äî φ, ÿê íàñëiäîê φ ¹ îáîðî-
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a2, . . . , an ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P íàçèâà¹òüñÿ n × n-ìàòðèöÿ,
ñêëàäåíà iç êîîðäèíàòíèõ ñòîâïöiâ îáðàçiâ φ(a1), φ(a2), . . . , φ(an) áàçèñíèõ
âåêòîðiâ ó öüîìó æ áàçèñi.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ ñêií÷åííîâèìiðíèõ ëií. ïðîñòîðiâ . . .



Äîâåäåííÿ.

Iç ái¹êòèâíîñòi φ ñëiäó¹ iñíóâàííÿ îáåðíåíîãî âiäîáðàæåííÿ φ−1 : L → L.
Äîâåäåìî, ùî âîíî ¹ ëiíiéíèì. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíi åëåìåíòè α, β ïîëÿ P
i âåêòîðè a, b ∈ L. Îñêiëüêè φ ñþð'¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ, òî çíàéäóòüñÿ
âåêòîðè a′, b′ ∈ L, ùî φ(a′) = a, φ(b′) = b. Òîäi

φ−1(αa+ βb) = φ−1(αφ(a′) + βφ(b′)) = φ−1(φ(αa′ + βb′)) =

= αa′ + βb′ = αφ−1(a) + βφ−1(b).

Îòæå, φ−1 ¹ îáåðíåíèì ëiíiéíèì îïåðàòîðîì äî φ, ÿê íàñëiäîê φ ¹ îáîðî-
òíèì ëiíiéíèì îïåðàòîðîì. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Îçíà÷åííÿ 7
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Ìàòðèöåþ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ó äåÿêîìó áàçèñi a1,
a2, . . . , an ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P íàçèâà¹òüñÿ n × n-ìàòðèöÿ,
ñêëàäåíà iç êîîðäèíàòíèõ ñòîâïöiâ îáðàçiâ φ(a1), φ(a2), . . . , φ(an) áàçèñíèõ
âåêòîðiâ ó öüîìó æ áàçèñi.
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Äîâåäåííÿ.

Iç ái¹êòèâíîñòi φ ñëiäó¹ iñíóâàííÿ îáåðíåíîãî âiäîáðàæåííÿ φ−1 : L → L.
Äîâåäåìî, ùî âîíî ¹ ëiíiéíèì. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíi åëåìåíòè α, β ïîëÿ P
i âåêòîðè a, b ∈ L. Îñêiëüêè φ ñþð'¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ, òî çíàéäóòüñÿ
âåêòîðè a′, b′ ∈ L, ùî φ(a′) = a, φ(b′) = b. Òîäi

φ−1(αa+ βb) = φ−1(αφ(a′) + βφ(b′)) = φ−1(φ(αa′ + βb′)) =

= αa′ + βb′ = αφ−1(a) + βφ−1(b).

Îòæå, φ−1 ¹ îáåðíåíèì ëiíiéíèì îïåðàòîðîì äî φ, ÿê íàñëiäîê φ ¹ îáîðî-
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ñêëàäåíà iç êîîðäèíàòíèõ ñòîâïöiâ îáðàçiâ φ(a1), φ(a2), . . . , φ(an) áàçèñíèõ
âåêòîðiâ ó öüîìó æ áàçèñi.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ ñêií÷åííîâèìiðíèõ ëií. ïðîñòîðiâ . . .



Äîâåäåííÿ.

Iç ái¹êòèâíîñòi φ ñëiäó¹ iñíóâàííÿ îáåðíåíîãî âiäîáðàæåííÿ φ−1 : L → L.
Äîâåäåìî, ùî âîíî ¹ ëiíiéíèì. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíi åëåìåíòè α, β ïîëÿ P
i âåêòîðè a, b ∈ L. Îñêiëüêè φ ñþð'¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ, òî çíàéäóòüñÿ
âåêòîðè a′, b′ ∈ L, ùî φ(a′) = a, φ(b′) = b. Òîäi

φ−1(αa+ βb) = φ−1(αφ(a′) + βφ(b′)) = φ−1(φ(αa′ + βb′)) =

= αa′ + βb′ = αφ−1(a) + βφ−1(b).

Îòæå, φ−1 ¹ îáåðíåíèì ëiíiéíèì îïåðàòîðîì äî φ, ÿê íàñëiäîê φ ¹ îáîðî-
òíèì ëiíiéíèì îïåðàòîðîì. Òåîðåìà äîâåäåíà.
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Äîâåäåííÿ.

Iç ái¹êòèâíîñòi φ ñëiäó¹ iñíóâàííÿ îáåðíåíîãî âiäîáðàæåííÿ φ−1 : L → L.
Äîâåäåìî, ùî âîíî ¹ ëiíiéíèì. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíi åëåìåíòè α, β ïîëÿ P
i âåêòîðè a, b ∈ L. Îñêiëüêè φ ñþð'¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ, òî çíàéäóòüñÿ
âåêòîðè a′, b′ ∈ L, ùî φ(a′) = a, φ(b′) = b. Òîäi

φ−1(αa+ βb) = φ−1(αφ(a′) + βφ(b′)) = φ−1(φ(αa′ + βb′)) =

= αa′ + βb′ = αφ−1(a) + βφ−1(b).

Îòæå, φ−1 ¹ îáåðíåíèì ëiíiéíèì îïåðàòîðîì äî φ, ÿê íàñëiäîê φ ¹ îáîðî-
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Iç ái¹êòèâíîñòi φ ñëiäó¹ iñíóâàííÿ îáåðíåíîãî âiäîáðàæåííÿ φ−1 : L → L.
Äîâåäåìî, ùî âîíî ¹ ëiíiéíèì. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíi åëåìåíòè α, β ïîëÿ P
i âåêòîðè a, b ∈ L. Îñêiëüêè φ ñþð'¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ, òî çíàéäóòüñÿ
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φ−1(αa+ βb) = φ−1(αφ(a′) + βφ(b′)) = φ−1(φ(αa′ + βb′)) =

= αa′ + βb′ = αφ−1(a) + βφ−1(b).
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a2, . . . , an ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P íàçèâà¹òüñÿ n × n-ìàòðèöÿ,

ñêëàäåíà iç êîîðäèíàòíèõ ñòîâïöiâ îáðàçiâ φ(a1), φ(a2), . . . , φ(an) áàçèñíèõ
âåêòîðiâ ó öüîìó æ áàçèñi.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ ñêií÷åííîâèìiðíèõ ëií. ïðîñòîðiâ . . .



Äîâåäåííÿ.

Iç ái¹êòèâíîñòi φ ñëiäó¹ iñíóâàííÿ îáåðíåíîãî âiäîáðàæåííÿ φ−1 : L → L.
Äîâåäåìî, ùî âîíî ¹ ëiíiéíèì. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíi åëåìåíòè α, β ïîëÿ P
i âåêòîðè a, b ∈ L. Îñêiëüêè φ ñþð'¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ, òî çíàéäóòüñÿ
âåêòîðè a′, b′ ∈ L, ùî φ(a′) = a, φ(b′) = b. Òîäi

φ−1(αa+ βb) = φ−1(αφ(a′) + βφ(b′)) = φ−1(φ(αa′ + βb′)) =

= αa′ + βb′ = αφ−1(a) + βφ−1(b).

Îòæå, φ−1 ¹ îáåðíåíèì ëiíiéíèì îïåðàòîðîì äî φ, ÿê íàñëiäîê φ ¹ îáîðî-
òíèì ëiíiéíèì îïåðàòîðîì. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Îçíà÷åííÿ 7

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P i φ � ëiíiéíèé
îïåðàòîð ïðîñòîðó L. Ìàòðèöåþ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ó äåÿêîìó áàçèñi a1,
a2, . . . , an ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P íàçèâà¹òüñÿ n × n-ìàòðèöÿ,
ñêëàäåíà iç êîîðäèíàòíèõ ñòîâïöiâ

îáðàçiâ φ(a1), φ(a2), . . . , φ(an) áàçèñíèõ
âåêòîðiâ ó öüîìó æ áàçèñi.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ ñêií÷åííîâèìiðíèõ ëií. ïðîñòîðiâ . . .



Äîâåäåííÿ.

Iç ái¹êòèâíîñòi φ ñëiäó¹ iñíóâàííÿ îáåðíåíîãî âiäîáðàæåííÿ φ−1 : L → L.
Äîâåäåìî, ùî âîíî ¹ ëiíiéíèì. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíi åëåìåíòè α, β ïîëÿ P
i âåêòîðè a, b ∈ L. Îñêiëüêè φ ñþð'¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ, òî çíàéäóòüñÿ
âåêòîðè a′, b′ ∈ L, ùî φ(a′) = a, φ(b′) = b. Òîäi

φ−1(αa+ βb) = φ−1(αφ(a′) + βφ(b′)) = φ−1(φ(αa′ + βb′)) =

= αa′ + βb′ = αφ−1(a) + βφ−1(b).

Îòæå, φ−1 ¹ îáåðíåíèì ëiíiéíèì îïåðàòîðîì äî φ, ÿê íàñëiäîê φ ¹ îáîðî-
òíèì ëiíiéíèì îïåðàòîðîì. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Îçíà÷åííÿ 7

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P i φ � ëiíiéíèé
îïåðàòîð ïðîñòîðó L. Ìàòðèöåþ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ó äåÿêîìó áàçèñi a1,
a2, . . . , an ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P íàçèâà¹òüñÿ n × n-ìàòðèöÿ,
ñêëàäåíà iç êîîðäèíàòíèõ ñòîâïöiâ îáðàçiâ φ(a1), φ(a2), . . . , φ(an) áàçèñíèõ
âåêòîðiâ

ó öüîìó æ áàçèñi.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ ñêií÷åííîâèìiðíèõ ëií. ïðîñòîðiâ . . .



Äîâåäåííÿ.

Iç ái¹êòèâíîñòi φ ñëiäó¹ iñíóâàííÿ îáåðíåíîãî âiäîáðàæåííÿ φ−1 : L → L.
Äîâåäåìî, ùî âîíî ¹ ëiíiéíèì. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíi åëåìåíòè α, β ïîëÿ P
i âåêòîðè a, b ∈ L. Îñêiëüêè φ ñþð'¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ, òî çíàéäóòüñÿ
âåêòîðè a′, b′ ∈ L, ùî φ(a′) = a, φ(b′) = b. Òîäi

φ−1(αa+ βb) = φ−1(αφ(a′) + βφ(b′)) = φ−1(φ(αa′ + βb′)) =

= αa′ + βb′ = αφ−1(a) + βφ−1(b).

Îòæå, φ−1 ¹ îáåðíåíèì ëiíiéíèì îïåðàòîðîì äî φ, ÿê íàñëiäîê φ ¹ îáîðî-
òíèì ëiíiéíèì îïåðàòîðîì. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Îçíà÷åííÿ 7

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P i φ � ëiíiéíèé
îïåðàòîð ïðîñòîðó L. Ìàòðèöåþ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ó äåÿêîìó áàçèñi a1,
a2, . . . , an ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P íàçèâà¹òüñÿ n × n-ìàòðèöÿ,
ñêëàäåíà iç êîîðäèíàòíèõ ñòîâïöiâ îáðàçiâ φ(a1), φ(a2), . . . , φ(an) áàçèñíèõ
âåêòîðiâ ó öüîìó æ áàçèñi.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ ñêií÷åííîâèìiðíèõ ëií. ïðîñòîðiâ . . .



Òîáòî, ÿêùî
φ(a1) = α11a1 + α21a2 + · · ·+ αn1an,

φ(a2) = α12a1 + α22a2 + · · ·+ αn2an,
. . . . . . . . . . . .

φ(an) = α1na1 + α2na2 + · · ·+ αnnan,

äå αij ∈ P ; i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, � ðîçêëàäè îáðàçiâ áàçèñíèõ âåêòîðiâ a1, a2,
. . . , an çà öèì æå áàçèñîì, òî êâàäðàòíà ìàòðèöÿ

A =


α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

...
...

. . .
...

αn1 αn2 . . . αnn

 ,

ñêëàäåíà iç êîîðäèíàòíèõ ñòîâïöiâ âåêòîðiâ φ(a1), φ(a2), . . . , φ(an), ¹ ìà-
òðèöåþ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ó áàçèñi a1, a2, . . . , an ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.
ßêùî â ïðîñòîði L âèáðàòè íîâèé áàçèñ a′1, a

′
2, . . . , a

′
n, òî ìàòðèöþ A′

îïåðàòîðà φ ó öüîìó áàçèñi ìîæíà çíàéòè çà ôîðìóëîþ

A′ = T−1AT,

äå T � ìàòðèöÿ ïåðåõîäó âiä áàçèñó a1, a2, . . . , an äî áàçèñó a′1, a
′
2, . . . ,

a′n ïðîñòîðó L.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ ñêií÷åííîâèìiðíèõ ëií. ïðîñòîðiâ . . .



Òîáòî, ÿêùî
φ(a1) = α11a1 + α21a2 + · · ·+ αn1an,

φ(a2) = α12a1 + α22a2 + · · ·+ αn2an,

. . . . . . . . . . . .
φ(an) = α1na1 + α2na2 + · · ·+ αnnan,

äå αij ∈ P ; i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, � ðîçêëàäè îáðàçiâ áàçèñíèõ âåêòîðiâ a1, a2,
. . . , an çà öèì æå áàçèñîì, òî êâàäðàòíà ìàòðèöÿ

A =


α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

...
...

. . .
...

αn1 αn2 . . . αnn

 ,

ñêëàäåíà iç êîîðäèíàòíèõ ñòîâïöiâ âåêòîðiâ φ(a1), φ(a2), . . . , φ(an), ¹ ìà-
òðèöåþ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ó áàçèñi a1, a2, . . . , an ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.
ßêùî â ïðîñòîði L âèáðàòè íîâèé áàçèñ a′1, a

′
2, . . . , a

′
n, òî ìàòðèöþ A′

îïåðàòîðà φ ó öüîìó áàçèñi ìîæíà çíàéòè çà ôîðìóëîþ

A′ = T−1AT,

äå T � ìàòðèöÿ ïåðåõîäó âiä áàçèñó a1, a2, . . . , an äî áàçèñó a′1, a
′
2, . . . ,

a′n ïðîñòîðó L.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ ñêií÷åííîâèìiðíèõ ëií. ïðîñòîðiâ . . .



Òîáòî, ÿêùî
φ(a1) = α11a1 + α21a2 + · · ·+ αn1an,

φ(a2) = α12a1 + α22a2 + · · ·+ αn2an,
. . . . . . . . . . . .

φ(an) = α1na1 + α2na2 + · · ·+ αnnan,

äå αij ∈ P ; i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, � ðîçêëàäè îáðàçiâ áàçèñíèõ âåêòîðiâ a1, a2,
. . . , an çà öèì æå áàçèñîì, òî êâàäðàòíà ìàòðèöÿ

A =


α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

...
...

. . .
...

αn1 αn2 . . . αnn

 ,

ñêëàäåíà iç êîîðäèíàòíèõ ñòîâïöiâ âåêòîðiâ φ(a1), φ(a2), . . . , φ(an), ¹ ìà-
òðèöåþ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ó áàçèñi a1, a2, . . . , an ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.
ßêùî â ïðîñòîði L âèáðàòè íîâèé áàçèñ a′1, a

′
2, . . . , a

′
n, òî ìàòðèöþ A′

îïåðàòîðà φ ó öüîìó áàçèñi ìîæíà çíàéòè çà ôîðìóëîþ

A′ = T−1AT,

äå T � ìàòðèöÿ ïåðåõîäó âiä áàçèñó a1, a2, . . . , an äî áàçèñó a′1, a
′
2, . . . ,

a′n ïðîñòîðó L.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ ñêií÷åííîâèìiðíèõ ëií. ïðîñòîðiâ . . .



Òîáòî, ÿêùî
φ(a1) = α11a1 + α21a2 + · · ·+ αn1an,

φ(a2) = α12a1 + α22a2 + · · ·+ αn2an,
. . . . . . . . . . . .

φ(an) = α1na1 + α2na2 + · · ·+ αnnan,

äå αij ∈ P ; i, j ∈ {1, 2, . . . , n},

� ðîçêëàäè îáðàçiâ áàçèñíèõ âåêòîðiâ a1, a2,
. . . , an çà öèì æå áàçèñîì, òî êâàäðàòíà ìàòðèöÿ

A =


α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

...
...

. . .
...

αn1 αn2 . . . αnn

 ,

ñêëàäåíà iç êîîðäèíàòíèõ ñòîâïöiâ âåêòîðiâ φ(a1), φ(a2), . . . , φ(an), ¹ ìà-
òðèöåþ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ó áàçèñi a1, a2, . . . , an ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.
ßêùî â ïðîñòîði L âèáðàòè íîâèé áàçèñ a′1, a

′
2, . . . , a

′
n, òî ìàòðèöþ A′

îïåðàòîðà φ ó öüîìó áàçèñi ìîæíà çíàéòè çà ôîðìóëîþ

A′ = T−1AT,

äå T � ìàòðèöÿ ïåðåõîäó âiä áàçèñó a1, a2, . . . , an äî áàçèñó a′1, a
′
2, . . . ,

a′n ïðîñòîðó L.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ ñêií÷åííîâèìiðíèõ ëií. ïðîñòîðiâ . . .



Òîáòî, ÿêùî
φ(a1) = α11a1 + α21a2 + · · ·+ αn1an,

φ(a2) = α12a1 + α22a2 + · · ·+ αn2an,
. . . . . . . . . . . .

φ(an) = α1na1 + α2na2 + · · ·+ αnnan,

äå αij ∈ P ; i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, � ðîçêëàäè îáðàçiâ áàçèñíèõ âåêòîðiâ a1, a2,
. . . , an

çà öèì æå áàçèñîì, òî êâàäðàòíà ìàòðèöÿ

A =


α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

...
...

. . .
...

αn1 αn2 . . . αnn

 ,

ñêëàäåíà iç êîîðäèíàòíèõ ñòîâïöiâ âåêòîðiâ φ(a1), φ(a2), . . . , φ(an), ¹ ìà-
òðèöåþ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ó áàçèñi a1, a2, . . . , an ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.
ßêùî â ïðîñòîði L âèáðàòè íîâèé áàçèñ a′1, a

′
2, . . . , a

′
n, òî ìàòðèöþ A′

îïåðàòîðà φ ó öüîìó áàçèñi ìîæíà çíàéòè çà ôîðìóëîþ

A′ = T−1AT,

äå T � ìàòðèöÿ ïåðåõîäó âiä áàçèñó a1, a2, . . . , an äî áàçèñó a′1, a
′
2, . . . ,

a′n ïðîñòîðó L.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ ñêií÷åííîâèìiðíèõ ëií. ïðîñòîðiâ . . .



Òîáòî, ÿêùî
φ(a1) = α11a1 + α21a2 + · · ·+ αn1an,

φ(a2) = α12a1 + α22a2 + · · ·+ αn2an,
. . . . . . . . . . . .

φ(an) = α1na1 + α2na2 + · · ·+ αnnan,

äå αij ∈ P ; i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, � ðîçêëàäè îáðàçiâ áàçèñíèõ âåêòîðiâ a1, a2,
. . . , an çà öèì æå áàçèñîì,

òî êâàäðàòíà ìàòðèöÿ

A =


α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

...
...

. . .
...

αn1 αn2 . . . αnn

 ,

ñêëàäåíà iç êîîðäèíàòíèõ ñòîâïöiâ âåêòîðiâ φ(a1), φ(a2), . . . , φ(an), ¹ ìà-
òðèöåþ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ó áàçèñi a1, a2, . . . , an ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.
ßêùî â ïðîñòîði L âèáðàòè íîâèé áàçèñ a′1, a

′
2, . . . , a

′
n, òî ìàòðèöþ A′

îïåðàòîðà φ ó öüîìó áàçèñi ìîæíà çíàéòè çà ôîðìóëîþ

A′ = T−1AT,

äå T � ìàòðèöÿ ïåðåõîäó âiä áàçèñó a1, a2, . . . , an äî áàçèñó a′1, a
′
2, . . . ,

a′n ïðîñòîðó L.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ ñêií÷åííîâèìiðíèõ ëií. ïðîñòîðiâ . . .



Òîáòî, ÿêùî
φ(a1) = α11a1 + α21a2 + · · ·+ αn1an,

φ(a2) = α12a1 + α22a2 + · · ·+ αn2an,
. . . . . . . . . . . .

φ(an) = α1na1 + α2na2 + · · ·+ αnnan,

äå αij ∈ P ; i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, � ðîçêëàäè îáðàçiâ áàçèñíèõ âåêòîðiâ a1, a2,
. . . , an çà öèì æå áàçèñîì, òî êâàäðàòíà ìàòðèöÿ

A =


α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

...
...

. . .
...

αn1 αn2 . . . αnn

 ,

ñêëàäåíà iç êîîðäèíàòíèõ ñòîâïöiâ âåêòîðiâ φ(a1), φ(a2), . . . , φ(an), ¹ ìà-
òðèöåþ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ó áàçèñi a1, a2, . . . , an ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.
ßêùî â ïðîñòîði L âèáðàòè íîâèé áàçèñ a′1, a

′
2, . . . , a

′
n, òî ìàòðèöþ A′

îïåðàòîðà φ ó öüîìó áàçèñi ìîæíà çíàéòè çà ôîðìóëîþ

A′ = T−1AT,

äå T � ìàòðèöÿ ïåðåõîäó âiä áàçèñó a1, a2, . . . , an äî áàçèñó a′1, a
′
2, . . . ,

a′n ïðîñòîðó L.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ ñêií÷åííîâèìiðíèõ ëií. ïðîñòîðiâ . . .



Òîáòî, ÿêùî
φ(a1) = α11a1 + α21a2 + · · ·+ αn1an,

φ(a2) = α12a1 + α22a2 + · · ·+ αn2an,
. . . . . . . . . . . .

φ(an) = α1na1 + α2na2 + · · ·+ αnnan,

äå αij ∈ P ; i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, � ðîçêëàäè îáðàçiâ áàçèñíèõ âåêòîðiâ a1, a2,
. . . , an çà öèì æå áàçèñîì, òî êâàäðàòíà ìàòðèöÿ

A =


α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

...
...

. . .
...

αn1 αn2 . . . αnn

 ,

ñêëàäåíà iç êîîðäèíàòíèõ ñòîâïöiâ âåêòîðiâ φ(a1), φ(a2), . . . , φ(an), ¹ ìà-
òðèöåþ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ó áàçèñi a1, a2, . . . , an ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.

ßêùî â ïðîñòîði L âèáðàòè íîâèé áàçèñ a′1, a
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