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k ∈ {1, 2, . . . , n}. Âiäìiòèìî, ùî

γ1 = α11 + α22 + · · ·+ αnn, γn = |A|.

Îçíà÷åííÿ 3

Ñóìà âñiõ äiàãîíàëüíèõ åëåìåíòiâ ìàòðèöi A íàçèâà¹òüñÿ ñëiäîì ìàòðèöi A
i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç trA.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí. Âëàñíi âåêòîðè . . .



Îçíà÷åííÿ 2

Äåòåðìiíàíò |A− λE| ìàòðèöi A− λE íàçèâà¹òüñÿ õàðàêòåðèñòè÷íèì ìíî-
ãî÷ëåíîì ìàòðèöi A.

Çàóâàæåííÿ 2

Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåíîì ìàòðèöi A

� öå ìíîãî÷ëåí ñòåïåíÿ n âiä
íåâiäîìîãî λ íàä ïîëåì P :

|A− λE| = (−1)nλn + (−1)n−1γ1λ
n−1 + · · ·+ (−1)n−kγkλ

k + · · ·+ γn.

Êîåôiöi¹íò γk ¹ ñóìîþ âñiõ òèõ ìiíîðiâ ïîðÿäêó k, ÿêi íàíèçàíi íà äiàãîíàëü
ìàòðèöi A (òîáòî äiàãîíàëi öèõ ìiíîðiâ ìiñòÿòüñÿ â äiàãîíàëi ìàòðèöi A), äå
k ∈ {1, 2, . . . , n}. Âiäìiòèìî, ùî

γ1 = α11 + α22 + · · ·+ αnn, γn = |A|.

Îçíà÷åííÿ 3

Ñóìà âñiõ äiàãîíàëüíèõ åëåìåíòiâ ìàòðèöi A íàçèâà¹òüñÿ ñëiäîì ìàòðèöi A
i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç trA.
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Äåòåðìiíàíò |A− λE| ìàòðèöi A− λE íàçèâà¹òüñÿ õàðàêòåðèñòè÷íèì ìíî-
ãî÷ëåíîì ìàòðèöi A.

Çàóâàæåííÿ 2

Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåíîì ìàòðèöi A � öå ìíîãî÷ëåí ñòåïåíÿ n âiä
íåâiäîìîãî λ íàä ïîëåì P :

|A− λE| = (−1)nλn + (−1)n−1γ1λ
n−1 + · · ·+ (−1)n−kγkλ

k + · · ·+ γn.

Êîåôiöi¹íò γk ¹ ñóìîþ âñiõ òèõ ìiíîðiâ ïîðÿäêó k, ÿêi íàíèçàíi íà äiàãîíàëü
ìàòðèöi A (òîáòî äiàãîíàëi öèõ ìiíîðiâ ìiñòÿòüñÿ â äiàãîíàëi ìàòðèöi A), äå
k ∈ {1, 2, . . . , n}. Âiäìiòèìî, ùî

γ1 = α11 + α22 + · · ·+ αnn, γn = |A|.

Îçíà÷åííÿ 3

Ñóìà âñiõ äiàãîíàëüíèõ åëåìåíòiâ ìàòðèöi A íàçèâà¹òüñÿ ñëiäîì ìàòðèöi A
i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç trA.
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Îçíà÷åííÿ 2

Äåòåðìiíàíò |A− λE| ìàòðèöi A− λE íàçèâà¹òüñÿ õàðàêòåðèñòè÷íèì ìíî-
ãî÷ëåíîì ìàòðèöi A.

Çàóâàæåííÿ 2

Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåíîì ìàòðèöi A � öå ìíîãî÷ëåí ñòåïåíÿ n âiä
íåâiäîìîãî λ íàä ïîëåì P :

|A− λE| = (−1)nλn + (−1)n−1γ1λ
n−1 + · · ·+ (−1)n−kγkλ

k + · · ·+ γn.

Êîåôiöi¹íò γk ¹ ñóìîþ âñiõ òèõ ìiíîðiâ ïîðÿäêó k, ÿêi íàíèçàíi íà äiàãîíàëü
ìàòðèöi A (òîáòî äiàãîíàëi öèõ ìiíîðiâ ìiñòÿòüñÿ â äiàãîíàëi ìàòðèöi A), äå
k ∈ {1, 2, . . . , n}. Âiäìiòèìî, ùî

γ1 = α11 + α22 + · · ·+ αnn, γn = |A|.

Îçíà÷åííÿ 3

Ñóìà âñiõ äiàãîíàëüíèõ åëåìåíòiâ ìàòðèöi A íàçèâà¹òüñÿ ñëiäîì ìàòðèöi A
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Îçíà÷åííÿ 2

Äåòåðìiíàíò |A− λE| ìàòðèöi A− λE íàçèâà¹òüñÿ õàðàêòåðèñòè÷íèì ìíî-
ãî÷ëåíîì ìàòðèöi A.

Çàóâàæåííÿ 2

Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåíîì ìàòðèöi A � öå ìíîãî÷ëåí ñòåïåíÿ n âiä
íåâiäîìîãî λ íàä ïîëåì P :

|A− λE| = (−1)nλn + (−1)n−1γ1λ
n−1 + · · ·+ (−1)n−kγkλ

k + · · ·+ γn.

Êîåôiöi¹íò γk ¹ ñóìîþ âñiõ òèõ ìiíîðiâ ïîðÿäêó k,

ÿêi íàíèçàíi íà äiàãîíàëü
ìàòðèöi A (òîáòî äiàãîíàëi öèõ ìiíîðiâ ìiñòÿòüñÿ â äiàãîíàëi ìàòðèöi A), äå
k ∈ {1, 2, . . . , n}. Âiäìiòèìî, ùî

γ1 = α11 + α22 + · · ·+ αnn, γn = |A|.

Îçíà÷åííÿ 3

Ñóìà âñiõ äiàãîíàëüíèõ åëåìåíòiâ ìàòðèöi A íàçèâà¹òüñÿ ñëiäîì ìàòðèöi A
i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç trA.
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Îçíà÷åííÿ 2

Äåòåðìiíàíò |A− λE| ìàòðèöi A− λE íàçèâà¹òüñÿ õàðàêòåðèñòè÷íèì ìíî-
ãî÷ëåíîì ìàòðèöi A.

Çàóâàæåííÿ 2

Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåíîì ìàòðèöi A � öå ìíîãî÷ëåí ñòåïåíÿ n âiä
íåâiäîìîãî λ íàä ïîëåì P :

|A− λE| = (−1)nλn + (−1)n−1γ1λ
n−1 + · · ·+ (−1)n−kγkλ

k + · · ·+ γn.

Êîåôiöi¹íò γk ¹ ñóìîþ âñiõ òèõ ìiíîðiâ ïîðÿäêó k, ÿêi íàíèçàíi íà äiàãîíàëü
ìàòðèöi A

(òîáòî äiàãîíàëi öèõ ìiíîðiâ ìiñòÿòüñÿ â äiàãîíàëi ìàòðèöi A), äå
k ∈ {1, 2, . . . , n}. Âiäìiòèìî, ùî

γ1 = α11 + α22 + · · ·+ αnn, γn = |A|.

Îçíà÷åííÿ 3

Ñóìà âñiõ äiàãîíàëüíèõ åëåìåíòiâ ìàòðèöi A íàçèâà¹òüñÿ ñëiäîì ìàòðèöi A
i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç trA.
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Îçíà÷åííÿ 2

Äåòåðìiíàíò |A− λE| ìàòðèöi A− λE íàçèâà¹òüñÿ õàðàêòåðèñòè÷íèì ìíî-
ãî÷ëåíîì ìàòðèöi A.

Çàóâàæåííÿ 2

Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåíîì ìàòðèöi A � öå ìíîãî÷ëåí ñòåïåíÿ n âiä
íåâiäîìîãî λ íàä ïîëåì P :

|A− λE| = (−1)nλn + (−1)n−1γ1λ
n−1 + · · ·+ (−1)n−kγkλ

k + · · ·+ γn.

Êîåôiöi¹íò γk ¹ ñóìîþ âñiõ òèõ ìiíîðiâ ïîðÿäêó k, ÿêi íàíèçàíi íà äiàãîíàëü
ìàòðèöi A (òîáòî äiàãîíàëi öèõ ìiíîðiâ ìiñòÿòüñÿ â äiàãîíàëi ìàòðèöi A),

äå
k ∈ {1, 2, . . . , n}. Âiäìiòèìî, ùî

γ1 = α11 + α22 + · · ·+ αnn, γn = |A|.

Îçíà÷åííÿ 3

Ñóìà âñiõ äiàãîíàëüíèõ åëåìåíòiâ ìàòðèöi A íàçèâà¹òüñÿ ñëiäîì ìàòðèöi A
i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç trA.
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Îçíà÷åííÿ 2

Äåòåðìiíàíò |A− λE| ìàòðèöi A− λE íàçèâà¹òüñÿ õàðàêòåðèñòè÷íèì ìíî-
ãî÷ëåíîì ìàòðèöi A.

Çàóâàæåííÿ 2

Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåíîì ìàòðèöi A � öå ìíîãî÷ëåí ñòåïåíÿ n âiä
íåâiäîìîãî λ íàä ïîëåì P :

|A− λE| = (−1)nλn + (−1)n−1γ1λ
n−1 + · · ·+ (−1)n−kγkλ

k + · · ·+ γn.

Êîåôiöi¹íò γk ¹ ñóìîþ âñiõ òèõ ìiíîðiâ ïîðÿäêó k, ÿêi íàíèçàíi íà äiàãîíàëü
ìàòðèöi A (òîáòî äiàãîíàëi öèõ ìiíîðiâ ìiñòÿòüñÿ â äiàãîíàëi ìàòðèöi A), äå
k ∈ {1, 2, . . . , n}.

Âiäìiòèìî, ùî

γ1 = α11 + α22 + · · ·+ αnn, γn = |A|.

Îçíà÷åííÿ 3

Ñóìà âñiõ äiàãîíàëüíèõ åëåìåíòiâ ìàòðèöi A íàçèâà¹òüñÿ ñëiäîì ìàòðèöi A
i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç trA.
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Îçíà÷åííÿ 2

Äåòåðìiíàíò |A− λE| ìàòðèöi A− λE íàçèâà¹òüñÿ õàðàêòåðèñòè÷íèì ìíî-
ãî÷ëåíîì ìàòðèöi A.

Çàóâàæåííÿ 2

Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåíîì ìàòðèöi A � öå ìíîãî÷ëåí ñòåïåíÿ n âiä
íåâiäîìîãî λ íàä ïîëåì P :

|A− λE| = (−1)nλn + (−1)n−1γ1λ
n−1 + · · ·+ (−1)n−kγkλ

k + · · ·+ γn.

Êîåôiöi¹íò γk ¹ ñóìîþ âñiõ òèõ ìiíîðiâ ïîðÿäêó k, ÿêi íàíèçàíi íà äiàãîíàëü
ìàòðèöi A (òîáòî äiàãîíàëi öèõ ìiíîðiâ ìiñòÿòüñÿ â äiàãîíàëi ìàòðèöi A), äå
k ∈ {1, 2, . . . , n}. Âiäìiòèìî, ùî

γ1 = α11 + α22 + · · ·+ αnn,

γn = |A|.
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Äåòåðìiíàíò |A− λE| ìàòðèöi A− λE íàçèâà¹òüñÿ õàðàêòåðèñòè÷íèì ìíî-
ãî÷ëåíîì ìàòðèöi A.
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Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåíîì ìàòðèöi A � öå ìíîãî÷ëåí ñòåïåíÿ n âiä
íåâiäîìîãî λ íàä ïîëåì P :

|A− λE| = (−1)nλn + (−1)n−1γ1λ
n−1 + · · ·+ (−1)n−kγkλ

k + · · ·+ γn.

Êîåôiöi¹íò γk ¹ ñóìîþ âñiõ òèõ ìiíîðiâ ïîðÿäêó k, ÿêi íàíèçàíi íà äiàãîíàëü
ìàòðèöi A (òîáòî äiàãîíàëi öèõ ìiíîðiâ ìiñòÿòüñÿ â äiàãîíàëi ìàòðèöi A), äå
k ∈ {1, 2, . . . , n}. Âiäìiòèìî, ùî
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Îçíà÷åííÿ 2

Äåòåðìiíàíò |A− λE| ìàòðèöi A− λE íàçèâà¹òüñÿ õàðàêòåðèñòè÷íèì ìíî-
ãî÷ëåíîì ìàòðèöi A.

Çàóâàæåííÿ 2

Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåíîì ìàòðèöi A � öå ìíîãî÷ëåí ñòåïåíÿ n âiä
íåâiäîìîãî λ íàä ïîëåì P :

|A− λE| = (−1)nλn + (−1)n−1γ1λ
n−1 + · · ·+ (−1)n−kγkλ

k + · · ·+ γn.

Êîåôiöi¹íò γk ¹ ñóìîþ âñiõ òèõ ìiíîðiâ ïîðÿäêó k, ÿêi íàíèçàíi íà äiàãîíàëü
ìàòðèöi A (òîáòî äiàãîíàëi öèõ ìiíîðiâ ìiñòÿòüñÿ â äiàãîíàëi ìàòðèöi A), äå
k ∈ {1, 2, . . . , n}. Âiäìiòèìî, ùî

γ1 = α11 + α22 + · · ·+ αnn, γn = |A|.

Îçíà÷åííÿ 3

Ñóìà âñiõ äiàãîíàëüíèõ åëåìåíòiâ ìàòðèöi A

íàçèâà¹òüñÿ ñëiäîì ìàòðèöi A
i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç trA.
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Äåòåðìiíàíò |A− λE| ìàòðèöi A− λE íàçèâà¹òüñÿ õàðàêòåðèñòè÷íèì ìíî-
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Çàóâàæåííÿ 2

Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåíîì ìàòðèöi A � öå ìíîãî÷ëåí ñòåïåíÿ n âiä
íåâiäîìîãî λ íàä ïîëåì P :

|A− λE| = (−1)nλn + (−1)n−1γ1λ
n−1 + · · ·+ (−1)n−kγkλ

k + · · ·+ γn.

Êîåôiöi¹íò γk ¹ ñóìîþ âñiõ òèõ ìiíîðiâ ïîðÿäêó k, ÿêi íàíèçàíi íà äiàãîíàëü
ìàòðèöi A (òîáòî äiàãîíàëi öèõ ìiíîðiâ ìiñòÿòüñÿ â äiàãîíàëi ìàòðèöi A), äå
k ∈ {1, 2, . . . , n}. Âiäìiòèìî, ùî

γ1 = α11 + α22 + · · ·+ αnn, γn = |A|.
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íåâiäîìîãî λ íàä ïîëåì P :

|A− λE| = (−1)nλn + (−1)n−1γ1λ
n−1 + · · ·+ (−1)n−kγkλ

k + · · ·+ γn.

Êîåôiöi¹íò γk ¹ ñóìîþ âñiõ òèõ ìiíîðiâ ïîðÿäêó k, ÿêi íàíèçàíi íà äiàãîíàëü
ìàòðèöi A (òîáòî äiàãîíàëi öèõ ìiíîðiâ ìiñòÿòüñÿ â äiàãîíàëi ìàòðèöi A), äå
k ∈ {1, 2, . . . , n}. Âiäìiòèìî, ùî
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Ïðèêëàäè õàðàêòåðèñòè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ

Õàðàêòåðèñòè÷íèì ìíîãî÷ëåíîì ìàòðèöi

A =

(
1 −5
4 2

)

¹ ìíîãî÷ëåí λ2 − 3λ+ 22, áî∣∣∣∣ 1− λ −5
4 2− λ
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 2 0 7
3 −2 1
5 2 0
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2− λ 0 7
3 −2− λ 1
5 2 −λ

∣∣∣∣∣∣ = (2− λ)(−2− λ)(−λ) + 7 · 3 · 2 + 0 · 1 · 5−
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Äîâåäåííÿ.

Íåõàé A i B � êâàäðàòíi ìàòðèöi ïîðÿäêó n íàä ïîëåì P , E � îäèíè÷íà
ìàòðèöÿ íàä ïîëåì P . Ïðèïóñòèìî, ùî ìàòðèöÿ B ïîäiáíà ìàòðèöi A. Òîäi
iñíó¹ îáîðîòíà ìàòðèöÿ S ïîðÿäêó n íàä ïîëåì P , òàêà ùî B = S−1AS.
Ìàòðèöi A, B, E, S ìîæíà òàêîæ ââàæàòè ìàòðèöÿìè íàä êiëüöåì P [λ].

Ó ñâîþ ÷åðãó, íà ìíîæèíi âñiõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n íàä êiëüöåì P [λ] àíàëî-
ãi÷íî, ÿê ó âèïàäêó ç ìàòðèöÿìè íàä ïîëåì P , ìîæíà âèçíà÷èòè îïåðàöi¨
äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ ìàòðèöü, à òàêîæ îïåðàöiþ ìíîæåííÿ ìíîãî÷ëåíiâ
íà ìàòðèöþ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí. Âëàñíi âåêòîðè . . .



Îçíà÷åííÿ 4

Êâàäðàòíà ìàòðèöÿ B ïîðÿäêó n íàä ïîëåì P íàçèâà¹òüñÿ ïîäiáíîþ êâà-
äðàòíié ìàòðèöi A ïîðÿäêó n, ÿêùî iñíó¹ îáîðîòíà íàä ìàòðèöÿ S íàä öèì
æå ïîëåì, òàêà ùî B = S−1AS.

Ïîäiáíiñòü ìàòðèöi B äî ìàòðèöi A ïîçíà÷àòèìåìî ñèìâîëîì A ≃ B.

Òåîðåìà 1

Íåõàé A i B � êâàäðàòíi ìàòðèöi ïîðÿäêó n íàä ïîëåì P . ßêùî ìàòðèöÿ

B ïîäiáíà ìàòðèöi A, òî õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöi B äîðiâíþ¹

õàðàêòåðèñòè÷íîìó ìíîãî÷ëåíó ìàòðèöi A.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé A i B � êâàäðàòíi ìàòðèöi ïîðÿäêó n íàä ïîëåì P , E � îäèíè÷íà
ìàòðèöÿ íàä ïîëåì P . Ïðèïóñòèìî, ùî ìàòðèöÿ B ïîäiáíà ìàòðèöi A. Òîäi
iñíó¹ îáîðîòíà ìàòðèöÿ S ïîðÿäêó n íàä ïîëåì P , òàêà ùî B = S−1AS.
Ìàòðèöi A, B, E, S ìîæíà òàêîæ ââàæàòè ìàòðèöÿìè íàä êiëüöåì P [λ].
Ó ñâîþ ÷åðãó, íà ìíîæèíi âñiõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n íàä êiëüöåì P [λ] àíàëî-
ãi÷íî, ÿê ó âèïàäêó ç ìàòðèöÿìè íàä ïîëåì P , ìîæíà âèçíà÷èòè îïåðàöi¨
äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ ìàòðèöü, à òàêîæ îïåðàöiþ ìíîæåííÿ ìíîãî÷ëåíiâ
íà ìàòðèöþ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí. Âëàñíi âåêòîðè . . .



Äîâåäåííÿ.

Äëÿ êâàäðàòíèõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n íàä êiëüöåì P [λ] òàêà ñàìî ÿê äëÿ
ìàòðèöü íàä ïîëåì P ñïðàâäæó¹òüñÿ òåîðåìà ïðî äåòåðìiíàíò äîáóòêó ìà-
òðèöü.

Òîìó

|B − λE| = |S−1AS − λE| = |S−1(A− λE)S| = |S−1| · |A− λE| · |S| =

= |S|−1 · |S| · |A− λE| = |A− λE|.
Òåîðåìà äîâåäåíà.

Îçíà÷åííÿ 5

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P , φ � ëiíié-
íèé îïåðàòîð öüîãî ïðîñòîðó i A � ìàòðèöÿ îïåðàòîðà φ â äåÿêîìó áàçèñi
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí |A−λE| ìàòðèöi A íà-
çèâà¹òüñÿ õàðàêòåðèñòè÷íèì ìíîãî÷ëåíîì îïåðàòîðà φ.

Çàóâàæåííÿ 3

Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà φ íå çàëåæèòü âiä âèáîðó ìàòðèöi
A ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ (iíàêøå êàæó÷è âiä âèáîðó áàçèñó ëiíiéíîãî ïðî-
ñòîðó L äëÿ çíàõîäæåííÿ öi¹¨ ìàòðèöi).

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí. Âëàñíi âåêòîðè . . .



Äîâåäåííÿ.

Äëÿ êâàäðàòíèõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n íàä êiëüöåì P [λ] òàêà ñàìî ÿê äëÿ
ìàòðèöü íàä ïîëåì P ñïðàâäæó¹òüñÿ òåîðåìà ïðî äåòåðìiíàíò äîáóòêó ìà-
òðèöü. Òîìó

|B − λE| =

|S−1AS − λE| = |S−1(A− λE)S| = |S−1| · |A− λE| · |S| =

= |S|−1 · |S| · |A− λE| = |A− λE|.
Òåîðåìà äîâåäåíà.

Îçíà÷åííÿ 5

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P , φ � ëiíié-
íèé îïåðàòîð öüîãî ïðîñòîðó i A � ìàòðèöÿ îïåðàòîðà φ â äåÿêîìó áàçèñi
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí |A−λE| ìàòðèöi A íà-
çèâà¹òüñÿ õàðàêòåðèñòè÷íèì ìíîãî÷ëåíîì îïåðàòîðà φ.

Çàóâàæåííÿ 3

Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà φ íå çàëåæèòü âiä âèáîðó ìàòðèöi
A ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ (iíàêøå êàæó÷è âiä âèáîðó áàçèñó ëiíiéíîãî ïðî-
ñòîðó L äëÿ çíàõîäæåííÿ öi¹¨ ìàòðèöi).

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí. Âëàñíi âåêòîðè . . .



Äîâåäåííÿ.

Äëÿ êâàäðàòíèõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n íàä êiëüöåì P [λ] òàêà ñàìî ÿê äëÿ
ìàòðèöü íàä ïîëåì P ñïðàâäæó¹òüñÿ òåîðåìà ïðî äåòåðìiíàíò äîáóòêó ìà-
òðèöü. Òîìó

|B − λE| = |S−1AS − λE|

= |S−1(A− λE)S| = |S−1| · |A− λE| · |S| =

= |S|−1 · |S| · |A− λE| = |A− λE|.
Òåîðåìà äîâåäåíà.

Îçíà÷åííÿ 5

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P , φ � ëiíié-
íèé îïåðàòîð öüîãî ïðîñòîðó i A � ìàòðèöÿ îïåðàòîðà φ â äåÿêîìó áàçèñi
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí |A−λE| ìàòðèöi A íà-
çèâà¹òüñÿ õàðàêòåðèñòè÷íèì ìíîãî÷ëåíîì îïåðàòîðà φ.

Çàóâàæåííÿ 3

Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà φ íå çàëåæèòü âiä âèáîðó ìàòðèöi
A ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ (iíàêøå êàæó÷è âiä âèáîðó áàçèñó ëiíiéíîãî ïðî-
ñòîðó L äëÿ çíàõîäæåííÿ öi¹¨ ìàòðèöi).

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí. Âëàñíi âåêòîðè . . .



Äîâåäåííÿ.

Äëÿ êâàäðàòíèõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n íàä êiëüöåì P [λ] òàêà ñàìî ÿê äëÿ
ìàòðèöü íàä ïîëåì P ñïðàâäæó¹òüñÿ òåîðåìà ïðî äåòåðìiíàíò äîáóòêó ìà-
òðèöü. Òîìó

|B − λE| = |S−1AS − λE| = |S−1(A− λE)S|

= |S−1| · |A− λE| · |S| =

= |S|−1 · |S| · |A− λE| = |A− λE|.
Òåîðåìà äîâåäåíà.

Îçíà÷åííÿ 5

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P , φ � ëiíié-
íèé îïåðàòîð öüîãî ïðîñòîðó i A � ìàòðèöÿ îïåðàòîðà φ â äåÿêîìó áàçèñi
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí |A−λE| ìàòðèöi A íà-
çèâà¹òüñÿ õàðàêòåðèñòè÷íèì ìíîãî÷ëåíîì îïåðàòîðà φ.

Çàóâàæåííÿ 3

Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà φ íå çàëåæèòü âiä âèáîðó ìàòðèöi
A ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ (iíàêøå êàæó÷è âiä âèáîðó áàçèñó ëiíiéíîãî ïðî-
ñòîðó L äëÿ çíàõîäæåííÿ öi¹¨ ìàòðèöi).

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí. Âëàñíi âåêòîðè . . .



Äîâåäåííÿ.

Äëÿ êâàäðàòíèõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n íàä êiëüöåì P [λ] òàêà ñàìî ÿê äëÿ
ìàòðèöü íàä ïîëåì P ñïðàâäæó¹òüñÿ òåîðåìà ïðî äåòåðìiíàíò äîáóòêó ìà-
òðèöü. Òîìó

|B − λE| = |S−1AS − λE| = |S−1(A− λE)S| = |S−1| · |A− λE| · |S|

=

= |S|−1 · |S| · |A− λE| = |A− λE|.
Òåîðåìà äîâåäåíà.

Îçíà÷åííÿ 5

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P , φ � ëiíié-
íèé îïåðàòîð öüîãî ïðîñòîðó i A � ìàòðèöÿ îïåðàòîðà φ â äåÿêîìó áàçèñi
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí |A−λE| ìàòðèöi A íà-
çèâà¹òüñÿ õàðàêòåðèñòè÷íèì ìíîãî÷ëåíîì îïåðàòîðà φ.

Çàóâàæåííÿ 3

Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà φ íå çàëåæèòü âiä âèáîðó ìàòðèöi
A ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ (iíàêøå êàæó÷è âiä âèáîðó áàçèñó ëiíiéíîãî ïðî-
ñòîðó L äëÿ çíàõîäæåííÿ öi¹¨ ìàòðèöi).

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí. Âëàñíi âåêòîðè . . .



Äîâåäåííÿ.

Äëÿ êâàäðàòíèõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n íàä êiëüöåì P [λ] òàêà ñàìî ÿê äëÿ
ìàòðèöü íàä ïîëåì P ñïðàâäæó¹òüñÿ òåîðåìà ïðî äåòåðìiíàíò äîáóòêó ìà-
òðèöü. Òîìó

|B − λE| = |S−1AS − λE| = |S−1(A− λE)S| = |S−1| · |A− λE| · |S| =

= |S|−1 · |S| · |A− λE|

= |A− λE|.
Òåîðåìà äîâåäåíà.

Îçíà÷åííÿ 5

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P , φ � ëiíié-
íèé îïåðàòîð öüîãî ïðîñòîðó i A � ìàòðèöÿ îïåðàòîðà φ â äåÿêîìó áàçèñi
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí |A−λE| ìàòðèöi A íà-
çèâà¹òüñÿ õàðàêòåðèñòè÷íèì ìíîãî÷ëåíîì îïåðàòîðà φ.

Çàóâàæåííÿ 3

Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà φ íå çàëåæèòü âiä âèáîðó ìàòðèöi
A ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ (iíàêøå êàæó÷è âiä âèáîðó áàçèñó ëiíiéíîãî ïðî-
ñòîðó L äëÿ çíàõîäæåííÿ öi¹¨ ìàòðèöi).

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí. Âëàñíi âåêòîðè . . .



Äîâåäåííÿ.

Äëÿ êâàäðàòíèõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n íàä êiëüöåì P [λ] òàêà ñàìî ÿê äëÿ
ìàòðèöü íàä ïîëåì P ñïðàâäæó¹òüñÿ òåîðåìà ïðî äåòåðìiíàíò äîáóòêó ìà-
òðèöü. Òîìó

|B − λE| = |S−1AS − λE| = |S−1(A− λE)S| = |S−1| · |A− λE| · |S| =

= |S|−1 · |S| · |A− λE| = |A− λE|.
Òåîðåìà äîâåäåíà.

Îçíà÷åííÿ 5

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P ,

φ � ëiíié-
íèé îïåðàòîð öüîãî ïðîñòîðó i A � ìàòðèöÿ îïåðàòîðà φ â äåÿêîìó áàçèñi
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí |A−λE| ìàòðèöi A íà-
çèâà¹òüñÿ õàðàêòåðèñòè÷íèì ìíîãî÷ëåíîì îïåðàòîðà φ.

Çàóâàæåííÿ 3

Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà φ íå çàëåæèòü âiä âèáîðó ìàòðèöi
A ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ (iíàêøå êàæó÷è âiä âèáîðó áàçèñó ëiíiéíîãî ïðî-
ñòîðó L äëÿ çíàõîäæåííÿ öi¹¨ ìàòðèöi).

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí. Âëàñíi âåêòîðè . . .



Äîâåäåííÿ.

Äëÿ êâàäðàòíèõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n íàä êiëüöåì P [λ] òàêà ñàìî ÿê äëÿ
ìàòðèöü íàä ïîëåì P ñïðàâäæó¹òüñÿ òåîðåìà ïðî äåòåðìiíàíò äîáóòêó ìà-
òðèöü. Òîìó

|B − λE| = |S−1AS − λE| = |S−1(A− λE)S| = |S−1| · |A− λE| · |S| =

= |S|−1 · |S| · |A− λE| = |A− λE|.
Òåîðåìà äîâåäåíà.

Îçíà÷åííÿ 5

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P , φ � ëiíié-
íèé îïåðàòîð öüîãî ïðîñòîðó

i A � ìàòðèöÿ îïåðàòîðà φ â äåÿêîìó áàçèñi
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí |A−λE| ìàòðèöi A íà-
çèâà¹òüñÿ õàðàêòåðèñòè÷íèì ìíîãî÷ëåíîì îïåðàòîðà φ.

Çàóâàæåííÿ 3

Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà φ íå çàëåæèòü âiä âèáîðó ìàòðèöi
A ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ (iíàêøå êàæó÷è âiä âèáîðó áàçèñó ëiíiéíîãî ïðî-
ñòîðó L äëÿ çíàõîäæåííÿ öi¹¨ ìàòðèöi).

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí. Âëàñíi âåêòîðè . . .



Äîâåäåííÿ.

Äëÿ êâàäðàòíèõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n íàä êiëüöåì P [λ] òàêà ñàìî ÿê äëÿ
ìàòðèöü íàä ïîëåì P ñïðàâäæó¹òüñÿ òåîðåìà ïðî äåòåðìiíàíò äîáóòêó ìà-
òðèöü. Òîìó

|B − λE| = |S−1AS − λE| = |S−1(A− λE)S| = |S−1| · |A− λE| · |S| =

= |S|−1 · |S| · |A− λE| = |A− λE|.
Òåîðåìà äîâåäåíà.

Îçíà÷åííÿ 5

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P , φ � ëiíié-
íèé îïåðàòîð öüîãî ïðîñòîðó i A � ìàòðèöÿ îïåðàòîðà φ

â äåÿêîìó áàçèñi
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí |A−λE| ìàòðèöi A íà-
çèâà¹òüñÿ õàðàêòåðèñòè÷íèì ìíîãî÷ëåíîì îïåðàòîðà φ.

Çàóâàæåííÿ 3

Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà φ íå çàëåæèòü âiä âèáîðó ìàòðèöi
A ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ (iíàêøå êàæó÷è âiä âèáîðó áàçèñó ëiíiéíîãî ïðî-
ñòîðó L äëÿ çíàõîäæåííÿ öi¹¨ ìàòðèöi).

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí. Âëàñíi âåêòîðè . . .



Äîâåäåííÿ.

Äëÿ êâàäðàòíèõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n íàä êiëüöåì P [λ] òàêà ñàìî ÿê äëÿ
ìàòðèöü íàä ïîëåì P ñïðàâäæó¹òüñÿ òåîðåìà ïðî äåòåðìiíàíò äîáóòêó ìà-
òðèöü. Òîìó

|B − λE| = |S−1AS − λE| = |S−1(A− λE)S| = |S−1| · |A− λE| · |S| =

= |S|−1 · |S| · |A− λE| = |A− λE|.
Òåîðåìà äîâåäåíà.

Îçíà÷åííÿ 5

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P , φ � ëiíié-
íèé îïåðàòîð öüîãî ïðîñòîðó i A � ìàòðèöÿ îïåðàòîðà φ â äåÿêîìó áàçèñi
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.

Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí |A−λE| ìàòðèöi A íà-
çèâà¹òüñÿ õàðàêòåðèñòè÷íèì ìíîãî÷ëåíîì îïåðàòîðà φ.

Çàóâàæåííÿ 3

Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà φ íå çàëåæèòü âiä âèáîðó ìàòðèöi
A ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ (iíàêøå êàæó÷è âiä âèáîðó áàçèñó ëiíiéíîãî ïðî-
ñòîðó L äëÿ çíàõîäæåííÿ öi¹¨ ìàòðèöi).

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí. Âëàñíi âåêòîðè . . .



Äîâåäåííÿ.

Äëÿ êâàäðàòíèõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n íàä êiëüöåì P [λ] òàêà ñàìî ÿê äëÿ
ìàòðèöü íàä ïîëåì P ñïðàâäæó¹òüñÿ òåîðåìà ïðî äåòåðìiíàíò äîáóòêó ìà-
òðèöü. Òîìó

|B − λE| = |S−1AS − λE| = |S−1(A− λE)S| = |S−1| · |A− λE| · |S| =

= |S|−1 · |S| · |A− λE| = |A− λE|.
Òåîðåìà äîâåäåíà.

Îçíà÷åííÿ 5

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P , φ � ëiíié-
íèé îïåðàòîð öüîãî ïðîñòîðó i A � ìàòðèöÿ îïåðàòîðà φ â äåÿêîìó áàçèñi
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí |A−λE|

ìàòðèöi A íà-
çèâà¹òüñÿ õàðàêòåðèñòè÷íèì ìíîãî÷ëåíîì îïåðàòîðà φ.

Çàóâàæåííÿ 3

Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà φ íå çàëåæèòü âiä âèáîðó ìàòðèöi
A ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ (iíàêøå êàæó÷è âiä âèáîðó áàçèñó ëiíiéíîãî ïðî-
ñòîðó L äëÿ çíàõîäæåííÿ öi¹¨ ìàòðèöi).

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí. Âëàñíi âåêòîðè . . .



Äîâåäåííÿ.

Äëÿ êâàäðàòíèõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n íàä êiëüöåì P [λ] òàêà ñàìî ÿê äëÿ
ìàòðèöü íàä ïîëåì P ñïðàâäæó¹òüñÿ òåîðåìà ïðî äåòåðìiíàíò äîáóòêó ìà-
òðèöü. Òîìó

|B − λE| = |S−1AS − λE| = |S−1(A− λE)S| = |S−1| · |A− λE| · |S| =

= |S|−1 · |S| · |A− λE| = |A− λE|.
Òåîðåìà äîâåäåíà.

Îçíà÷åííÿ 5

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P , φ � ëiíié-
íèé îïåðàòîð öüîãî ïðîñòîðó i A � ìàòðèöÿ îïåðàòîðà φ â äåÿêîìó áàçèñi
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí |A−λE| ìàòðèöi A

íà-
çèâà¹òüñÿ õàðàêòåðèñòè÷íèì ìíîãî÷ëåíîì îïåðàòîðà φ.

Çàóâàæåííÿ 3

Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà φ íå çàëåæèòü âiä âèáîðó ìàòðèöi
A ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ (iíàêøå êàæó÷è âiä âèáîðó áàçèñó ëiíiéíîãî ïðî-
ñòîðó L äëÿ çíàõîäæåííÿ öi¹¨ ìàòðèöi).

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí. Âëàñíi âåêòîðè . . .



Äîâåäåííÿ.

Äëÿ êâàäðàòíèõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n íàä êiëüöåì P [λ] òàêà ñàìî ÿê äëÿ
ìàòðèöü íàä ïîëåì P ñïðàâäæó¹òüñÿ òåîðåìà ïðî äåòåðìiíàíò äîáóòêó ìà-
òðèöü. Òîìó

|B − λE| = |S−1AS − λE| = |S−1(A− λE)S| = |S−1| · |A− λE| · |S| =

= |S|−1 · |S| · |A− λE| = |A− λE|.
Òåîðåìà äîâåäåíà.

Îçíà÷åííÿ 5

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P , φ � ëiíié-
íèé îïåðàòîð öüîãî ïðîñòîðó i A � ìàòðèöÿ îïåðàòîðà φ â äåÿêîìó áàçèñi
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí |A−λE| ìàòðèöi A íà-
çèâà¹òüñÿ õàðàêòåðèñòè÷íèì ìíîãî÷ëåíîì îïåðàòîðà φ.

Çàóâàæåííÿ 3

Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà φ íå çàëåæèòü âiä âèáîðó ìàòðèöi
A ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ (iíàêøå êàæó÷è âiä âèáîðó áàçèñó ëiíiéíîãî ïðî-
ñòîðó L äëÿ çíàõîäæåííÿ öi¹¨ ìàòðèöi).

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí. Âëàñíi âåêòîðè . . .



Äîâåäåííÿ.

Äëÿ êâàäðàòíèõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n íàä êiëüöåì P [λ] òàêà ñàìî ÿê äëÿ
ìàòðèöü íàä ïîëåì P ñïðàâäæó¹òüñÿ òåîðåìà ïðî äåòåðìiíàíò äîáóòêó ìà-
òðèöü. Òîìó

|B − λE| = |S−1AS − λE| = |S−1(A− λE)S| = |S−1| · |A− λE| · |S| =

= |S|−1 · |S| · |A− λE| = |A− λE|.
Òåîðåìà äîâåäåíà.

Îçíà÷åííÿ 5

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P , φ � ëiíié-
íèé îïåðàòîð öüîãî ïðîñòîðó i A � ìàòðèöÿ îïåðàòîðà φ â äåÿêîìó áàçèñi
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí |A−λE| ìàòðèöi A íà-
çèâà¹òüñÿ õàðàêòåðèñòè÷íèì ìíîãî÷ëåíîì îïåðàòîðà φ.

Çàóâàæåííÿ 3

Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà φ

íå çàëåæèòü âiä âèáîðó ìàòðèöi
A ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ (iíàêøå êàæó÷è âiä âèáîðó áàçèñó ëiíiéíîãî ïðî-
ñòîðó L äëÿ çíàõîäæåííÿ öi¹¨ ìàòðèöi).

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí. Âëàñíi âåêòîðè . . .



Äîâåäåííÿ.

Äëÿ êâàäðàòíèõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n íàä êiëüöåì P [λ] òàêà ñàìî ÿê äëÿ
ìàòðèöü íàä ïîëåì P ñïðàâäæó¹òüñÿ òåîðåìà ïðî äåòåðìiíàíò äîáóòêó ìà-
òðèöü. Òîìó

|B − λE| = |S−1AS − λE| = |S−1(A− λE)S| = |S−1| · |A− λE| · |S| =

= |S|−1 · |S| · |A− λE| = |A− λE|.
Òåîðåìà äîâåäåíà.

Îçíà÷åííÿ 5

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P , φ � ëiíié-
íèé îïåðàòîð öüîãî ïðîñòîðó i A � ìàòðèöÿ îïåðàòîðà φ â äåÿêîìó áàçèñi
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí |A−λE| ìàòðèöi A íà-
çèâà¹òüñÿ õàðàêòåðèñòè÷íèì ìíîãî÷ëåíîì îïåðàòîðà φ.

Çàóâàæåííÿ 3

Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà φ íå çàëåæèòü âiä âèáîðó ìàòðèöi
A ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ

(iíàêøå êàæó÷è âiä âèáîðó áàçèñó ëiíiéíîãî ïðî-
ñòîðó L äëÿ çíàõîäæåííÿ öi¹¨ ìàòðèöi).

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí. Âëàñíi âåêòîðè . . .



Äîâåäåííÿ.

Äëÿ êâàäðàòíèõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n íàä êiëüöåì P [λ] òàêà ñàìî ÿê äëÿ
ìàòðèöü íàä ïîëåì P ñïðàâäæó¹òüñÿ òåîðåìà ïðî äåòåðìiíàíò äîáóòêó ìà-
òðèöü. Òîìó

|B − λE| = |S−1AS − λE| = |S−1(A− λE)S| = |S−1| · |A− λE| · |S| =

= |S|−1 · |S| · |A− λE| = |A− λE|.
Òåîðåìà äîâåäåíà.

Îçíà÷åííÿ 5

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P , φ � ëiíié-
íèé îïåðàòîð öüîãî ïðîñòîðó i A � ìàòðèöÿ îïåðàòîðà φ â äåÿêîìó áàçèñi
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí |A−λE| ìàòðèöi A íà-
çèâà¹òüñÿ õàðàêòåðèñòè÷íèì ìíîãî÷ëåíîì îïåðàòîðà φ.

Çàóâàæåííÿ 3

Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà φ íå çàëåæèòü âiä âèáîðó ìàòðèöi
A ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ (iíàêøå êàæó÷è âiä âèáîðó áàçèñó ëiíiéíîãî ïðî-
ñòîðó L äëÿ çíàõîäæåííÿ öi¹¨ ìàòðèöi).

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí. Âëàñíi âåêòîðè . . .



Íåõàé A � äåÿêà êâàäðàòíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n íàä ïîëåì P

i

f(λ) = α0λ
t + α1λ

t−1 + · · ·+ αt (αi ∈ P )

� ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì P . Òîäi çíà÷åííÿ f(A) àëãåáðà¨÷íîãî âèðàçó

α0A
t + α1A

t−1 + · · ·+ αtE,

äå E � ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n, ¹ êâàäðàòíîþ ìàòðèöåþ ïîðÿäêó n íàä ïîëåì P .

Îçíà÷åííÿ 6

Ìàòðèöÿ f(A) íàçèâà¹òüñÿ çíà÷åííÿì ìíîãî÷ëåíà f(λ) âiä ìàòðèöi A.

Iç òåîðåì ïðî äi¨ íàä ëiíiéíèìè âiäîáðàæåííÿìè ñëiäó¹, ùî ó âèïàäêó ÿêùî φ
� ëiíiéíèé îïåðàòîð äåÿêîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P , òî çíà÷åííÿ
f(φ) àëãåáðà¨÷íîãî âèðàçó

α0φ
t + α1φ

t−1 + · · ·+ αtidL,

äå idL � îäèíè÷íèé îïåðàòîð ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L, ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì
ïðîñòîðó L.

Îçíà÷åííÿ 7

Ëiíiéíèé îïåðàòîð f(φ) íàçèâà¹òüñÿ çíà÷åííÿì ìíîãî÷ëåíà f(λ) âiä îïåðà-
òîðà φ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí. Âëàñíi âåêòîðè . . .



Íåõàé A � äåÿêà êâàäðàòíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n íàä ïîëåì P i

f(λ) = α0λ
t + α1λ

t−1 + · · ·+ αt (αi ∈ P )

� ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì P .

Òîäi çíà÷åííÿ f(A) àëãåáðà¨÷íîãî âèðàçó

α0A
t + α1A

t−1 + · · ·+ αtE,

äå E � ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n, ¹ êâàäðàòíîþ ìàòðèöåþ ïîðÿäêó n íàä ïîëåì P .

Îçíà÷åííÿ 6

Ìàòðèöÿ f(A) íàçèâà¹òüñÿ çíà÷åííÿì ìíîãî÷ëåíà f(λ) âiä ìàòðèöi A.

Iç òåîðåì ïðî äi¨ íàä ëiíiéíèìè âiäîáðàæåííÿìè ñëiäó¹, ùî ó âèïàäêó ÿêùî φ
� ëiíiéíèé îïåðàòîð äåÿêîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P , òî çíà÷åííÿ
f(φ) àëãåáðà¨÷íîãî âèðàçó

α0φ
t + α1φ

t−1 + · · ·+ αtidL,

äå idL � îäèíè÷íèé îïåðàòîð ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L, ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì
ïðîñòîðó L.

Îçíà÷åííÿ 7

Ëiíiéíèé îïåðàòîð f(φ) íàçèâà¹òüñÿ çíà÷åííÿì ìíîãî÷ëåíà f(λ) âiä îïåðà-
òîðà φ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí. Âëàñíi âåêòîðè . . .



Íåõàé A � äåÿêà êâàäðàòíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n íàä ïîëåì P i

f(λ) = α0λ
t + α1λ

t−1 + · · ·+ αt (αi ∈ P )

� ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì P . Òîäi çíà÷åííÿ f(A) àëãåáðà¨÷íîãî âèðàçó

α0A
t + α1A

t−1 + · · ·+ αtE,

äå E � ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n,

¹ êâàäðàòíîþ ìàòðèöåþ ïîðÿäêó n íàä ïîëåì P .

Îçíà÷åííÿ 6

Ìàòðèöÿ f(A) íàçèâà¹òüñÿ çíà÷åííÿì ìíîãî÷ëåíà f(λ) âiä ìàòðèöi A.

Iç òåîðåì ïðî äi¨ íàä ëiíiéíèìè âiäîáðàæåííÿìè ñëiäó¹, ùî ó âèïàäêó ÿêùî φ
� ëiíiéíèé îïåðàòîð äåÿêîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P , òî çíà÷åííÿ
f(φ) àëãåáðà¨÷íîãî âèðàçó

α0φ
t + α1φ

t−1 + · · ·+ αtidL,

äå idL � îäèíè÷íèé îïåðàòîð ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L, ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì
ïðîñòîðó L.

Îçíà÷åííÿ 7
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ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ, ÿêùî iñíó¹ òàêèé åëåìåíò α ïîëÿ P , ùî φ(a) = αa.
Åëåìåíò α ïîëÿ P íàçèâà¹òüñÿ âëàñíèì çíà÷åííÿì ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ,
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íóëüîâi âåêòîðè ïðîñòîðó L. Âëàñíå çíà÷åííÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ìîæå
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íóëüîâi âåêòîðè ïðîñòîðó L. Âëàñíå çíà÷åííÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ìîæå
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Âåêòîðè (1, 0) i (5, 1) ¹ âëàñíèì âåêòîðàìè ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ âåêòîðíîãî
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L. Íåíóëüîâèé âåêòîð a ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàçèâà¹òüñÿ âëàñíèì âåêòîðîì
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íóëüîâi âåêòîðè ïðîñòîðó L. Âëàñíå çíà÷åííÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ìîæå
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ïðîñòîðó R2 òàêîãî, ùî
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íóëüîâi âåêòîðè ïðîñòîðó L. Âëàñíå çíà÷åííÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ìîæå
áóòè i íóëüîâèì åëåìåíòîì ïîëÿ P .

Ïðèêëàä âëàñíèõ âåêòîðiâ i âëàñíèõ çíà÷åíü ëiíiéíîãî îïåðàòîðà.

Âåêòîðè (1, 0) i (5, 1) ¹ âëàñíèì âåêòîðàìè ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ âåêòîðíîãî
ïðîñòîðó R2 òàêîãî, ùî
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Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P i φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð ïðîñòîðó
L. Íåíóëüîâèé âåêòîð a ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàçèâà¹òüñÿ âëàñíèì âåêòîðîì
ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ, ÿêùî iñíó¹ òàêèé åëåìåíò α ïîëÿ P , ùî φ(a) = αa.
Åëåìåíò α ïîëÿ P íàçèâà¹òüñÿ âëàñíèì çíà÷åííÿì ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ,
ÿêùî iñíó¹ òàêèé íåíóëüîâèé âåêòîð a ïðîñòîðó L, ùî φ(a) = αa.

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî âëàñíèé âåêòîð a ∈ L ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ íàëåæèòü
âëàñíîìó çíà÷åííþ α ∈ P öüîãî îïåðàòîðà, ÿêùî φ(a) = αa.
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Ïiäêðåñëèìî, ùî âëàñíèìè âåêòîðàìè îïåðàòîðà φ ìîæóòü áóòè òiëüêè íå-
íóëüîâi âåêòîðè ïðîñòîðó L. Âëàñíå çíà÷åííÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ìîæå
áóòè i íóëüîâèì åëåìåíòîì ïîëÿ P .

Ïðèêëàä âëàñíèõ âåêòîðiâ i âëàñíèõ çíà÷åíü ëiíiéíîãî îïåðàòîðà.

Âåêòîðè (1, 0) i (5, 1) ¹ âëàñíèì âåêòîðàìè ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ âåêòîðíîãî
ïðîñòîðó R2 òàêîãî, ùî
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Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P i φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð ïðîñòîðó
L. Íåíóëüîâèé âåêòîð a ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàçèâà¹òüñÿ âëàñíèì âåêòîðîì
ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ, ÿêùî iñíó¹ òàêèé åëåìåíò α ïîëÿ P , ùî φ(a) = αa.
Åëåìåíò α ïîëÿ P íàçèâà¹òüñÿ âëàñíèì çíà÷åííÿì ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ,
ÿêùî iñíó¹ òàêèé íåíóëüîâèé âåêòîð a ïðîñòîðó L, ùî φ(a) = αa.

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî âëàñíèé âåêòîð a ∈ L ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ íàëåæèòü
âëàñíîìó çíà÷åííþ α ∈ P

öüîãî îïåðàòîðà, ÿêùî φ(a) = αa.
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Ïiäêðåñëèìî, ùî âëàñíèìè âåêòîðàìè îïåðàòîðà φ ìîæóòü áóòè òiëüêè íå-
íóëüîâi âåêòîðè ïðîñòîðó L. Âëàñíå çíà÷åííÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ìîæå
áóòè i íóëüîâèì åëåìåíòîì ïîëÿ P .

Ïðèêëàä âëàñíèõ âåêòîðiâ i âëàñíèõ çíà÷åíü ëiíiéíîãî îïåðàòîðà.

Âåêòîðè (1, 0) i (5, 1) ¹ âëàñíèì âåêòîðàìè ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ âåêòîðíîãî
ïðîñòîðó R2 òàêîãî, ùî
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Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P i φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð ïðîñòîðó
L. Íåíóëüîâèé âåêòîð a ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàçèâà¹òüñÿ âëàñíèì âåêòîðîì
ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ, ÿêùî iñíó¹ òàêèé åëåìåíò α ïîëÿ P , ùî φ(a) = αa.
Åëåìåíò α ïîëÿ P íàçèâà¹òüñÿ âëàñíèì çíà÷åííÿì ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ,
ÿêùî iñíó¹ òàêèé íåíóëüîâèé âåêòîð a ïðîñòîðó L, ùî φ(a) = αa.

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî âëàñíèé âåêòîð a ∈ L ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ íàëåæèòü
âëàñíîìó çíà÷åííþ α ∈ P öüîãî îïåðàòîðà,
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Ïiäêðåñëèìî, ùî âëàñíèìè âåêòîðàìè îïåðàòîðà φ ìîæóòü áóòè òiëüêè íå-
íóëüîâi âåêòîðè ïðîñòîðó L. Âëàñíå çíà÷åííÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ìîæå
áóòè i íóëüîâèì åëåìåíòîì ïîëÿ P .

Ïðèêëàä âëàñíèõ âåêòîðiâ i âëàñíèõ çíà÷åíü ëiíiéíîãî îïåðàòîðà.

Âåêòîðè (1, 0) i (5, 1) ¹ âëàñíèì âåêòîðàìè ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ âåêòîðíîãî
ïðîñòîðó R2 òàêîãî, ùî
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Îçíà÷åííÿ 8

Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P i φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð ïðîñòîðó
L. Íåíóëüîâèé âåêòîð a ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàçèâà¹òüñÿ âëàñíèì âåêòîðîì
ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ, ÿêùî iñíó¹ òàêèé åëåìåíò α ïîëÿ P , ùî φ(a) = αa.
Åëåìåíò α ïîëÿ P íàçèâà¹òüñÿ âëàñíèì çíà÷åííÿì ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ,
ÿêùî iñíó¹ òàêèé íåíóëüîâèé âåêòîð a ïðîñòîðó L, ùî φ(a) = αa.

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî âëàñíèé âåêòîð a ∈ L ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ íàëåæèòü
âëàñíîìó çíà÷åííþ α ∈ P öüîãî îïåðàòîðà, ÿêùî φ(a) = αa.

Çàóâàæåííÿ 4

Ïiäêðåñëèìî, ùî âëàñíèìè âåêòîðàìè îïåðàòîðà φ ìîæóòü áóòè òiëüêè íå-
íóëüîâi âåêòîðè ïðîñòîðó L. Âëàñíå çíà÷åííÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ìîæå
áóòè i íóëüîâèì åëåìåíòîì ïîëÿ P .

Ïðèêëàä âëàñíèõ âåêòîðiâ i âëàñíèõ çíà÷åíü ëiíiéíîãî îïåðàòîðà.

Âåêòîðè (1, 0) i (5, 1) ¹ âëàñíèì âåêòîðàìè ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ âåêòîðíîãî
ïðîñòîðó R2 òàêîãî, ùî
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Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P i φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð ïðîñòîðó
L. Íåíóëüîâèé âåêòîð a ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàçèâà¹òüñÿ âëàñíèì âåêòîðîì
ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ, ÿêùî iñíó¹ òàêèé åëåìåíò α ïîëÿ P , ùî φ(a) = αa.
Åëåìåíò α ïîëÿ P íàçèâà¹òüñÿ âëàñíèì çíà÷åííÿì ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ,
ÿêùî iñíó¹ òàêèé íåíóëüîâèé âåêòîð a ïðîñòîðó L, ùî φ(a) = αa.

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî âëàñíèé âåêòîð a ∈ L ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ íàëåæèòü
âëàñíîìó çíà÷åííþ α ∈ P öüîãî îïåðàòîðà, ÿêùî φ(a) = αa.

Çàóâàæåííÿ 4

Ïiäêðåñëèìî, ùî âëàñíèìè âåêòîðàìè îïåðàòîðà φ ìîæóòü áóòè òiëüêè íå-
íóëüîâi âåêòîðè ïðîñòîðó L.

Âëàñíå çíà÷åííÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ìîæå
áóòè i íóëüîâèì åëåìåíòîì ïîëÿ P .

Ïðèêëàä âëàñíèõ âåêòîðiâ i âëàñíèõ çíà÷åíü ëiíiéíîãî îïåðàòîðà.

Âåêòîðè (1, 0) i (5, 1) ¹ âëàñíèì âåêòîðàìè ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ âåêòîðíîãî
ïðîñòîðó R2 òàêîãî, ùî
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Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P i φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð ïðîñòîðó
L. Íåíóëüîâèé âåêòîð a ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàçèâà¹òüñÿ âëàñíèì âåêòîðîì
ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ, ÿêùî iñíó¹ òàêèé åëåìåíò α ïîëÿ P , ùî φ(a) = αa.
Åëåìåíò α ïîëÿ P íàçèâà¹òüñÿ âëàñíèì çíà÷åííÿì ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ,
ÿêùî iñíó¹ òàêèé íåíóëüîâèé âåêòîð a ïðîñòîðó L, ùî φ(a) = αa.

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî âëàñíèé âåêòîð a ∈ L ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ íàëåæèòü
âëàñíîìó çíà÷åííþ α ∈ P öüîãî îïåðàòîðà, ÿêùî φ(a) = αa.

Çàóâàæåííÿ 4

Ïiäêðåñëèìî, ùî âëàñíèìè âåêòîðàìè îïåðàòîðà φ ìîæóòü áóòè òiëüêè íå-
íóëüîâi âåêòîðè ïðîñòîðó L. Âëàñíå çíà÷åííÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ìîæå
áóòè i íóëüîâèì åëåìåíòîì ïîëÿ P .

Ïðèêëàä âëàñíèõ âåêòîðiâ i âëàñíèõ çíà÷åíü ëiíiéíîãî îïåðàòîðà.

Âåêòîðè (1, 0) i (5, 1) ¹ âëàñíèì âåêòîðàìè ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ âåêòîðíîãî
ïðîñòîðó R2 òàêîãî, ùî
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Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P i φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð ïðîñòîðó
L. Íåíóëüîâèé âåêòîð a ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàçèâà¹òüñÿ âëàñíèì âåêòîðîì
ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ, ÿêùî iñíó¹ òàêèé åëåìåíò α ïîëÿ P , ùî φ(a) = αa.
Åëåìåíò α ïîëÿ P íàçèâà¹òüñÿ âëàñíèì çíà÷åííÿì ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ,
ÿêùî iñíó¹ òàêèé íåíóëüîâèé âåêòîð a ïðîñòîðó L, ùî φ(a) = αa.

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî âëàñíèé âåêòîð a ∈ L ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ íàëåæèòü
âëàñíîìó çíà÷åííþ α ∈ P öüîãî îïåðàòîðà, ÿêùî φ(a) = αa.

Çàóâàæåííÿ 4

Ïiäêðåñëèìî, ùî âëàñíèìè âåêòîðàìè îïåðàòîðà φ ìîæóòü áóòè òiëüêè íå-
íóëüîâi âåêòîðè ïðîñòîðó L. Âëàñíå çíà÷åííÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ìîæå
áóòè i íóëüîâèì åëåìåíòîì ïîëÿ P .

Ïðèêëàä âëàñíèõ âåêòîðiâ i âëàñíèõ çíà÷åíü ëiíiéíîãî îïåðàòîðà.

Âåêòîðè (1, 0) i (5, 1) ¹ âëàñíèì âåêòîðàìè ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ âåêòîðíîãî
ïðîñòîðó R2 òàêîãî, ùî
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Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P i φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð ïðîñòîðó
L. Íåíóëüîâèé âåêòîð a ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàçèâà¹òüñÿ âëàñíèì âåêòîðîì
ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ, ÿêùî iñíó¹ òàêèé åëåìåíò α ïîëÿ P , ùî φ(a) = αa.
Åëåìåíò α ïîëÿ P íàçèâà¹òüñÿ âëàñíèì çíà÷åííÿì ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ,
ÿêùî iñíó¹ òàêèé íåíóëüîâèé âåêòîð a ïðîñòîðó L, ùî φ(a) = αa.

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî âëàñíèé âåêòîð a ∈ L ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ íàëåæèòü
âëàñíîìó çíà÷åííþ α ∈ P öüîãî îïåðàòîðà, ÿêùî φ(a) = αa.
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Ïiäêðåñëèìî, ùî âëàñíèìè âåêòîðàìè îïåðàòîðà φ ìîæóòü áóòè òiëüêè íå-
íóëüîâi âåêòîðè ïðîñòîðó L. Âëàñíå çíà÷åííÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ìîæå
áóòè i íóëüîâèì åëåìåíòîì ïîëÿ P .

Ïðèêëàä âëàñíèõ âåêòîðiâ i âëàñíèõ çíà÷åíü ëiíiéíîãî îïåðàòîðà.

Âåêòîðè (1, 0) i (5, 1)

¹ âëàñíèì âåêòîðàìè ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ âåêòîðíîãî
ïðîñòîðó R2 òàêîãî, ùî
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Ïðèêëàä âëàñíèõ âåêòîðiâ i âëàñíèõ çíà÷åíü ëiíiéíîãî îïåðàòîðà.

Äiéñíi ÷èñëà 3 i 2 ¹ âëàñíèìè çíà÷åííÿìè ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ, ÿêèì
íàëåæàòü âiäïîâiäíî âåêòîðè (1, 0) i (5, 1). Àëå âëàñíîìó çíà÷åííþ 2, òàê
ñàìî ÿê âëàñíîìó çíà÷åííþ 3 íàëåæàòü iíøi âëàñíi âåêòîðè:
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Ïðèêëàä âëàñíèõ âåêòîðiâ i âëàñíèõ çíà÷åíü ëiíiéíîãî îïåðàòîðà.

Äiéñíi ÷èñëà 3 i 2 ¹ âëàñíèìè çíà÷åííÿìè ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ,

ÿêèì
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íàëåæàòü âiäïîâiäíî âåêòîðè (1, 0) i (5, 1). Àëå âëàñíîìó çíà÷åííþ 2, òàê
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Äiéñíi ÷èñëà 3 i 2 ¹ âëàñíèìè çíà÷åííÿìè ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ, ÿêèì
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Ïðèêëàä âëàñíèõ âåêòîðiâ i âëàñíèõ çíà÷åíü ëiíiéíîãî îïåðàòîðà.
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φ
(
(4, 0)

)
= (12, 0) = 3 · (4, 0), φ

(
(−10,−2)

)
= (−20,−4) = 2 · (−10,−2).

Âåêòîðè (4, 1) íå ¹ âëàñíèì âåêòîðîì ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ,

áî

φ
(
(4, 1)

)
= (3 · 4− 5 · 1, 2 · 1) = (7, 2) ̸= α · (4, 1) = (4α, α)

äëÿ áóäü-ÿêîãî äiéñíîãî ÷èñëà α.
Íàòîìiñòü, ÿêùî ðîçãëÿíóòè ëiíiéíèé îïåðàòîð äèôåðåíöiþâàííÿ D ëiíié-
íîãî ïðîñòîðó C∞

[0,1], òî áóäü-ÿêå äiéñíå ÷èñëî γ ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì öüîãî
ëiíiéíîãî îïåðàòîðà. Äiéñíî ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f = f(x) = eγx ∈ C∞

[0,1].
Òîäi

[D(f)](x) =
df(x)

dx
= (eγx)′ = γeγx = γf(x), x ∈ [0, 1].

Òîáòî
D(f) = γf.
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Ïðèêëàä âëàñíèõ âåêòîðiâ i âëàñíèõ çíà÷åíü ëiíiéíîãî îïåðàòîðà.

Äiéñíi ÷èñëà 3 i 2 ¹ âëàñíèìè çíà÷åííÿìè ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ, ÿêèì
íàëåæàòü âiäïîâiäíî âåêòîðè (1, 0) i (5, 1). Àëå âëàñíîìó çíà÷åííþ 2, òàê
ñàìî ÿê âëàñíîìó çíà÷åííþ 3 íàëåæàòü iíøi âëàñíi âåêòîðè:

φ
(
(4, 0)

)
= (12, 0) = 3 · (4, 0), φ

(
(−10,−2)

)
= (−20,−4) = 2 · (−10,−2).

Âåêòîðè (4, 1) íå ¹ âëàñíèì âåêòîðîì ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ, áî

φ
(
(4, 1)

)
=

(3 · 4− 5 · 1, 2 · 1) = (7, 2) ̸= α · (4, 1) = (4α, α)

äëÿ áóäü-ÿêîãî äiéñíîãî ÷èñëà α.
Íàòîìiñòü, ÿêùî ðîçãëÿíóòè ëiíiéíèé îïåðàòîð äèôåðåíöiþâàííÿ D ëiíié-
íîãî ïðîñòîðó C∞

[0,1], òî áóäü-ÿêå äiéñíå ÷èñëî γ ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì öüîãî
ëiíiéíîãî îïåðàòîðà. Äiéñíî ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f = f(x) = eγx ∈ C∞

[0,1].
Òîäi

[D(f)](x) =
df(x)

dx
= (eγx)′ = γeγx = γf(x), x ∈ [0, 1].

Òîáòî
D(f) = γf.
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Ïðèêëàä âëàñíèõ âåêòîðiâ i âëàñíèõ çíà÷åíü ëiíiéíîãî îïåðàòîðà.

Äiéñíi ÷èñëà 3 i 2 ¹ âëàñíèìè çíà÷åííÿìè ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ, ÿêèì
íàëåæàòü âiäïîâiäíî âåêòîðè (1, 0) i (5, 1). Àëå âëàñíîìó çíà÷åííþ 2, òàê
ñàìî ÿê âëàñíîìó çíà÷åííþ 3 íàëåæàòü iíøi âëàñíi âåêòîðè:

φ
(
(4, 0)

)
= (12, 0) = 3 · (4, 0), φ

(
(−10,−2)

)
= (−20,−4) = 2 · (−10,−2).

Âåêòîðè (4, 1) íå ¹ âëàñíèì âåêòîðîì ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ, áî

φ
(
(4, 1)

)
= (3 · 4− 5 · 1, 2 · 1)

= (7, 2) ̸= α · (4, 1) = (4α, α)

äëÿ áóäü-ÿêîãî äiéñíîãî ÷èñëà α.
Íàòîìiñòü, ÿêùî ðîçãëÿíóòè ëiíiéíèé îïåðàòîð äèôåðåíöiþâàííÿ D ëiíié-
íîãî ïðîñòîðó C∞

[0,1], òî áóäü-ÿêå äiéñíå ÷èñëî γ ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì öüîãî
ëiíiéíîãî îïåðàòîðà. Äiéñíî ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f = f(x) = eγx ∈ C∞

[0,1].
Òîäi

[D(f)](x) =
df(x)

dx
= (eγx)′ = γeγx = γf(x), x ∈ [0, 1].

Òîáòî
D(f) = γf.
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Ïðèêëàä âëàñíèõ âåêòîðiâ i âëàñíèõ çíà÷åíü ëiíiéíîãî îïåðàòîðà.

Äiéñíi ÷èñëà 3 i 2 ¹ âëàñíèìè çíà÷åííÿìè ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ, ÿêèì
íàëåæàòü âiäïîâiäíî âåêòîðè (1, 0) i (5, 1). Àëå âëàñíîìó çíà÷åííþ 2, òàê
ñàìî ÿê âëàñíîìó çíà÷åííþ 3 íàëåæàòü iíøi âëàñíi âåêòîðè:

φ
(
(4, 0)

)
= (12, 0) = 3 · (4, 0), φ

(
(−10,−2)

)
= (−20,−4) = 2 · (−10,−2).

Âåêòîðè (4, 1) íå ¹ âëàñíèì âåêòîðîì ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ, áî

φ
(
(4, 1)

)
= (3 · 4− 5 · 1, 2 · 1) = (7, 2)

̸= α · (4, 1) = (4α, α)

äëÿ áóäü-ÿêîãî äiéñíîãî ÷èñëà α.
Íàòîìiñòü, ÿêùî ðîçãëÿíóòè ëiíiéíèé îïåðàòîð äèôåðåíöiþâàííÿ D ëiíié-
íîãî ïðîñòîðó C∞

[0,1], òî áóäü-ÿêå äiéñíå ÷èñëî γ ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì öüîãî
ëiíiéíîãî îïåðàòîðà. Äiéñíî ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f = f(x) = eγx ∈ C∞

[0,1].
Òîäi

[D(f)](x) =
df(x)

dx
= (eγx)′ = γeγx = γf(x), x ∈ [0, 1].

Òîáòî
D(f) = γf.
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Ïðèêëàä âëàñíèõ âåêòîðiâ i âëàñíèõ çíà÷åíü ëiíiéíîãî îïåðàòîðà.

Äiéñíi ÷èñëà 3 i 2 ¹ âëàñíèìè çíà÷åííÿìè ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ, ÿêèì
íàëåæàòü âiäïîâiäíî âåêòîðè (1, 0) i (5, 1). Àëå âëàñíîìó çíà÷åííþ 2, òàê
ñàìî ÿê âëàñíîìó çíà÷åííþ 3 íàëåæàòü iíøi âëàñíi âåêòîðè:

φ
(
(4, 0)

)
= (12, 0) = 3 · (4, 0), φ

(
(−10,−2)

)
= (−20,−4) = 2 · (−10,−2).

Âåêòîðè (4, 1) íå ¹ âëàñíèì âåêòîðîì ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ, áî

φ
(
(4, 1)

)
= (3 · 4− 5 · 1, 2 · 1) = (7, 2) ̸= α · (4, 1) = (4α, α)

äëÿ áóäü-ÿêîãî äiéñíîãî ÷èñëà α.
Íàòîìiñòü, ÿêùî ðîçãëÿíóòè ëiíiéíèé îïåðàòîð äèôåðåíöiþâàííÿ D ëiíié-
íîãî ïðîñòîðó C∞

[0,1], òî áóäü-ÿêå äiéñíå ÷èñëî γ ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì öüîãî
ëiíiéíîãî îïåðàòîðà. Äiéñíî ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f = f(x) = eγx ∈ C∞

[0,1].
Òîäi

[D(f)](x) =
df(x)

dx
= (eγx)′ = γeγx = γf(x), x ∈ [0, 1].

Òîáòî
D(f) = γf.
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Ïðèêëàä âëàñíèõ âåêòîðiâ i âëàñíèõ çíà÷åíü ëiíiéíîãî îïåðàòîðà.

Äiéñíi ÷èñëà 3 i 2 ¹ âëàñíèìè çíà÷åííÿìè ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ, ÿêèì
íàëåæàòü âiäïîâiäíî âåêòîðè (1, 0) i (5, 1). Àëå âëàñíîìó çíà÷åííþ 2, òàê
ñàìî ÿê âëàñíîìó çíà÷åííþ 3 íàëåæàòü iíøi âëàñíi âåêòîðè:

φ
(
(4, 0)

)
= (12, 0) = 3 · (4, 0), φ

(
(−10,−2)

)
= (−20,−4) = 2 · (−10,−2).

Âåêòîðè (4, 1) íå ¹ âëàñíèì âåêòîðîì ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ, áî

φ
(
(4, 1)

)
= (3 · 4− 5 · 1, 2 · 1) = (7, 2) ̸= α · (4, 1) = (4α, α)

äëÿ áóäü-ÿêîãî äiéñíîãî ÷èñëà α.

Íàòîìiñòü, ÿêùî ðîçãëÿíóòè ëiíiéíèé îïåðàòîð äèôåðåíöiþâàííÿ D ëiíié-
íîãî ïðîñòîðó C∞

[0,1], òî áóäü-ÿêå äiéñíå ÷èñëî γ ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì öüîãî
ëiíiéíîãî îïåðàòîðà. Äiéñíî ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f = f(x) = eγx ∈ C∞

[0,1].
Òîäi

[D(f)](x) =
df(x)

dx
= (eγx)′ = γeγx = γf(x), x ∈ [0, 1].

Òîáòî
D(f) = γf.
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Ïðèêëàä âëàñíèõ âåêòîðiâ i âëàñíèõ çíà÷åíü ëiíiéíîãî îïåðàòîðà.

Äiéñíi ÷èñëà 3 i 2 ¹ âëàñíèìè çíà÷åííÿìè ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ, ÿêèì
íàëåæàòü âiäïîâiäíî âåêòîðè (1, 0) i (5, 1). Àëå âëàñíîìó çíà÷åííþ 2, òàê
ñàìî ÿê âëàñíîìó çíà÷åííþ 3 íàëåæàòü iíøi âëàñíi âåêòîðè:

φ
(
(4, 0)

)
= (12, 0) = 3 · (4, 0), φ

(
(−10,−2)

)
= (−20,−4) = 2 · (−10,−2).

Âåêòîðè (4, 1) íå ¹ âëàñíèì âåêòîðîì ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ, áî

φ
(
(4, 1)

)
= (3 · 4− 5 · 1, 2 · 1) = (7, 2) ̸= α · (4, 1) = (4α, α)

äëÿ áóäü-ÿêîãî äiéñíîãî ÷èñëà α.
Íàòîìiñòü, ÿêùî ðîçãëÿíóòè ëiíiéíèé îïåðàòîð äèôåðåíöiþâàííÿ D ëiíié-
íîãî ïðîñòîðó C∞

[0,1],

òî áóäü-ÿêå äiéñíå ÷èñëî γ ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì öüîãî
ëiíiéíîãî îïåðàòîðà. Äiéñíî ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f = f(x) = eγx ∈ C∞

[0,1].
Òîäi

[D(f)](x) =
df(x)

dx
= (eγx)′ = γeγx = γf(x), x ∈ [0, 1].

Òîáòî
D(f) = γf.
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Ïðèêëàä âëàñíèõ âåêòîðiâ i âëàñíèõ çíà÷åíü ëiíiéíîãî îïåðàòîðà.

Äiéñíi ÷èñëà 3 i 2 ¹ âëàñíèìè çíà÷åííÿìè ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ, ÿêèì
íàëåæàòü âiäïîâiäíî âåêòîðè (1, 0) i (5, 1). Àëå âëàñíîìó çíà÷åííþ 2, òàê
ñàìî ÿê âëàñíîìó çíà÷åííþ 3 íàëåæàòü iíøi âëàñíi âåêòîðè:

φ
(
(4, 0)

)
= (12, 0) = 3 · (4, 0), φ

(
(−10,−2)

)
= (−20,−4) = 2 · (−10,−2).

Âåêòîðè (4, 1) íå ¹ âëàñíèì âåêòîðîì ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ, áî

φ
(
(4, 1)

)
= (3 · 4− 5 · 1, 2 · 1) = (7, 2) ̸= α · (4, 1) = (4α, α)

äëÿ áóäü-ÿêîãî äiéñíîãî ÷èñëà α.
Íàòîìiñòü, ÿêùî ðîçãëÿíóòè ëiíiéíèé îïåðàòîð äèôåðåíöiþâàííÿ D ëiíié-
íîãî ïðîñòîðó C∞

[0,1], òî áóäü-ÿêå äiéñíå ÷èñëî γ ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì öüîãî
ëiíiéíîãî îïåðàòîðà.

Äiéñíî ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f = f(x) = eγx ∈ C∞
[0,1].

Òîäi

[D(f)](x) =
df(x)

dx
= (eγx)′ = γeγx = γf(x), x ∈ [0, 1].

Òîáòî
D(f) = γf.
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Ïðèêëàä âëàñíèõ âåêòîðiâ i âëàñíèõ çíà÷åíü ëiíiéíîãî îïåðàòîðà.

Äiéñíi ÷èñëà 3 i 2 ¹ âëàñíèìè çíà÷åííÿìè ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ, ÿêèì
íàëåæàòü âiäïîâiäíî âåêòîðè (1, 0) i (5, 1). Àëå âëàñíîìó çíà÷åííþ 2, òàê
ñàìî ÿê âëàñíîìó çíà÷åííþ 3 íàëåæàòü iíøi âëàñíi âåêòîðè:

φ
(
(4, 0)

)
= (12, 0) = 3 · (4, 0), φ

(
(−10,−2)

)
= (−20,−4) = 2 · (−10,−2).

Âåêòîðè (4, 1) íå ¹ âëàñíèì âåêòîðîì ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ, áî

φ
(
(4, 1)

)
= (3 · 4− 5 · 1, 2 · 1) = (7, 2) ̸= α · (4, 1) = (4α, α)

äëÿ áóäü-ÿêîãî äiéñíîãî ÷èñëà α.
Íàòîìiñòü, ÿêùî ðîçãëÿíóòè ëiíiéíèé îïåðàòîð äèôåðåíöiþâàííÿ D ëiíié-
íîãî ïðîñòîðó C∞

[0,1], òî áóäü-ÿêå äiéñíå ÷èñëî γ ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì öüîãî
ëiíiéíîãî îïåðàòîðà. Äiéñíî ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f

= f(x) = eγx ∈ C∞
[0,1].

Òîäi

[D(f)](x) =
df(x)

dx
= (eγx)′ = γeγx = γf(x), x ∈ [0, 1].

Òîáòî
D(f) = γf.
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Ïðèêëàä âëàñíèõ âåêòîðiâ i âëàñíèõ çíà÷åíü ëiíiéíîãî îïåðàòîðà.

Äiéñíi ÷èñëà 3 i 2 ¹ âëàñíèìè çíà÷åííÿìè ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ, ÿêèì
íàëåæàòü âiäïîâiäíî âåêòîðè (1, 0) i (5, 1). Àëå âëàñíîìó çíà÷åííþ 2, òàê
ñàìî ÿê âëàñíîìó çíà÷åííþ 3 íàëåæàòü iíøi âëàñíi âåêòîðè:

φ
(
(4, 0)

)
= (12, 0) = 3 · (4, 0), φ

(
(−10,−2)

)
= (−20,−4) = 2 · (−10,−2).

Âåêòîðè (4, 1) íå ¹ âëàñíèì âåêòîðîì ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ, áî

φ
(
(4, 1)

)
= (3 · 4− 5 · 1, 2 · 1) = (7, 2) ̸= α · (4, 1) = (4α, α)

äëÿ áóäü-ÿêîãî äiéñíîãî ÷èñëà α.
Íàòîìiñòü, ÿêùî ðîçãëÿíóòè ëiíiéíèé îïåðàòîð äèôåðåíöiþâàííÿ D ëiíié-
íîãî ïðîñòîðó C∞

[0,1], òî áóäü-ÿêå äiéñíå ÷èñëî γ ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì öüîãî
ëiíiéíîãî îïåðàòîðà. Äiéñíî ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f = f(x)

= eγx ∈ C∞
[0,1].

Òîäi

[D(f)](x) =
df(x)

dx
= (eγx)′ = γeγx = γf(x), x ∈ [0, 1].

Òîáòî
D(f) = γf.
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Ïðèêëàä âëàñíèõ âåêòîðiâ i âëàñíèõ çíà÷åíü ëiíiéíîãî îïåðàòîðà.

Äiéñíi ÷èñëà 3 i 2 ¹ âëàñíèìè çíà÷åííÿìè ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ, ÿêèì
íàëåæàòü âiäïîâiäíî âåêòîðè (1, 0) i (5, 1). Àëå âëàñíîìó çíà÷åííþ 2, òàê
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Òåîðåìà 4

Âëàñíèé âåêòîð ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ

ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P
íàëåæèòü òiëüêè îäíîìó âëàñíîìó çíà÷åííþ öüîãî îïåðàòîðà.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé a � âëàñíèé âåêòîð ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä
ïîëåì P . Çà îçíà÷åííÿì âëàñíîãî âåêòîðà a ¹ íåíóëüîâèì âåêòîðîì i iñíó¹
åëåìåíò α ïîëÿ P , ùî φ(a) = αa. Ïðèïóñòèìî, ùî âåêòîð a íàëåæèòü
âëàñíîìó çíà÷åííþ β âiäìiííîìó âiä α. Òîäi φ(a) = βa. Òîìó αa = βa.
Çâiäñè (α − β)a = 0̄. ßê íàñëiäîê α − β = 0, áî a ̸= 0̄. Ðiâíiñòü α = β
ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ, ùî β � âiäìiííå âiä α âëàñíå çíà÷åííÿ ëiíiéíîãî
îïåðàòîðà φ, ÿêîìó íàëåæèòü âëàñíèé âåêòîð a. Öÿ ñóïåðå÷íiñòü äîâîäèòü
òåîðåìó.
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îïåðàòîðà φ, ÿêîìó íàëåæèòü âëàñíèé âåêòîð a. Öÿ ñóïåðå÷íiñòü äîâîäèòü
òåîðåìó.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí. Âëàñíi âåêòîðè . . .



Òåîðåìà 4

Âëàñíèé âåêòîð ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P
íàëåæèòü òiëüêè îäíîìó âëàñíîìó çíà÷åííþ öüîãî îïåðàòîðà.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé a � âëàñíèé âåêòîð ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä
ïîëåì P . Çà îçíà÷åííÿì âëàñíîãî âåêòîðà a ¹ íåíóëüîâèì âåêòîðîì i iñíó¹
åëåìåíò α ïîëÿ P , ùî φ(a) = αa. Ïðèïóñòèìî, ùî âåêòîð a íàëåæèòü
âëàñíîìó çíà÷åííþ β âiäìiííîìó âiä α. Òîäi φ(a) = βa. Òîìó αa = βa.
Çâiäñè (α − β)a = 0̄. ßê íàñëiäîê α − β = 0, áî a ̸= 0̄. Ðiâíiñòü α = β

ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ, ùî β � âiäìiííå âiä α âëàñíå çíà÷åííÿ ëiíiéíîãî
îïåðàòîðà φ, ÿêîìó íàëåæèòü âëàñíèé âåêòîð a. Öÿ ñóïåðå÷íiñòü äîâîäèòü
òåîðåìó.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí. Âëàñíi âåêòîðè . . .



Òåîðåìà 4

Âëàñíèé âåêòîð ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P
íàëåæèòü òiëüêè îäíîìó âëàñíîìó çíà÷åííþ öüîãî îïåðàòîðà.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé a � âëàñíèé âåêòîð ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä
ïîëåì P . Çà îçíà÷åííÿì âëàñíîãî âåêòîðà a ¹ íåíóëüîâèì âåêòîðîì i iñíó¹
åëåìåíò α ïîëÿ P , ùî φ(a) = αa. Ïðèïóñòèìî, ùî âåêòîð a íàëåæèòü
âëàñíîìó çíà÷åííþ β âiäìiííîìó âiä α. Òîäi φ(a) = βa. Òîìó αa = βa.
Çâiäñè (α − β)a = 0̄. ßê íàñëiäîê α − β = 0, áî a ̸= 0̄. Ðiâíiñòü α = β
ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ,

ùî β � âiäìiííå âiä α âëàñíå çíà÷åííÿ ëiíiéíîãî
îïåðàòîðà φ, ÿêîìó íàëåæèòü âëàñíèé âåêòîð a. Öÿ ñóïåðå÷íiñòü äîâîäèòü
òåîðåìó.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí. Âëàñíi âåêòîðè . . .



Òåîðåìà 4

Âëàñíèé âåêòîð ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P
íàëåæèòü òiëüêè îäíîìó âëàñíîìó çíà÷åííþ öüîãî îïåðàòîðà.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé a � âëàñíèé âåêòîð ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä
ïîëåì P . Çà îçíà÷åííÿì âëàñíîãî âåêòîðà a ¹ íåíóëüîâèì âåêòîðîì i iñíó¹
åëåìåíò α ïîëÿ P , ùî φ(a) = αa. Ïðèïóñòèìî, ùî âåêòîð a íàëåæèòü
âëàñíîìó çíà÷åííþ β âiäìiííîìó âiä α. Òîäi φ(a) = βa. Òîìó αa = βa.
Çâiäñè (α − β)a = 0̄. ßê íàñëiäîê α − β = 0, áî a ̸= 0̄. Ðiâíiñòü α = β
ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ, ùî β � âiäìiííå âiä α âëàñíå çíà÷åííÿ ëiíiéíîãî
îïåðàòîðà φ,

ÿêîìó íàëåæèòü âëàñíèé âåêòîð a. Öÿ ñóïåðå÷íiñòü äîâîäèòü
òåîðåìó.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí. Âëàñíi âåêòîðè . . .



Òåîðåìà 4

Âëàñíèé âåêòîð ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P
íàëåæèòü òiëüêè îäíîìó âëàñíîìó çíà÷åííþ öüîãî îïåðàòîðà.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé a � âëàñíèé âåêòîð ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä
ïîëåì P . Çà îçíà÷åííÿì âëàñíîãî âåêòîðà a ¹ íåíóëüîâèì âåêòîðîì i iñíó¹
åëåìåíò α ïîëÿ P , ùî φ(a) = αa. Ïðèïóñòèìî, ùî âåêòîð a íàëåæèòü
âëàñíîìó çíà÷åííþ β âiäìiííîìó âiä α. Òîäi φ(a) = βa. Òîìó αa = βa.
Çâiäñè (α − β)a = 0̄. ßê íàñëiäîê α − β = 0, áî a ̸= 0̄. Ðiâíiñòü α = β
ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ, ùî β � âiäìiííå âiä α âëàñíå çíà÷åííÿ ëiíiéíîãî
îïåðàòîðà φ, ÿêîìó íàëåæèòü âëàñíèé âåêòîð a.

Öÿ ñóïåðå÷íiñòü äîâîäèòü
òåîðåìó.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí. Âëàñíi âåêòîðè . . .



Òåîðåìà 4

Âëàñíèé âåêòîð ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P
íàëåæèòü òiëüêè îäíîìó âëàñíîìó çíà÷åííþ öüîãî îïåðàòîðà.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé a � âëàñíèé âåêòîð ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä
ïîëåì P . Çà îçíà÷åííÿì âëàñíîãî âåêòîðà a ¹ íåíóëüîâèì âåêòîðîì i iñíó¹
åëåìåíò α ïîëÿ P , ùî φ(a) = αa. Ïðèïóñòèìî, ùî âåêòîð a íàëåæèòü
âëàñíîìó çíà÷åííþ β âiäìiííîìó âiä α. Òîäi φ(a) = βa. Òîìó αa = βa.
Çâiäñè (α − β)a = 0̄. ßê íàñëiäîê α − β = 0, áî a ̸= 0̄. Ðiâíiñòü α = β
ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ, ùî β � âiäìiííå âiä α âëàñíå çíà÷åííÿ ëiíiéíîãî
îïåðàòîðà φ, ÿêîìó íàëåæèòü âëàñíèé âåêòîð a. Öÿ ñóïåðå÷íiñòü äîâîäèòü
òåîðåìó.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí. Âëàñíi âåêòîðè . . .



Òåîðåìà 5

Íåõàé φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ,

åëåìåíò

α ïîëÿ P ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ i Lα � ìíîæèíà âñiõ

âëàñíèõ âåêòîðiâ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ, ÿêi íàëåæàòü âëàñíîìó çíà÷åííþ

α, ðàçîì ç íóëüîâèì âåêòîðîì ïðîñòîðó L. Ìíîæèíà Lα ¹ ïiäïðîñòîðîì

ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L, ïðè÷îìó

φ(Lα) = {φ(u) | u ∈ Lα} ⊂ Lα.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè. Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêi åëåìåíòè β, γ ∈ P
òà áóäü-ÿêi âåêòîðè b, c ∈ Lα. Îñêiëüêè b, c ∈ Lα, òî φ(b) = αb, φ(c) = αc.
Íàãàäà¹ìî, ùî φ(0̄) = 0̄. Òîìó

φ(βb+ γc) = βφ(b) + γφ(c) = β(αb) + γ(αc) = α(βb+ γc).

Îòæå, βb + γc ∈ Lα. Çà îçíàêîþ ïiäïðîñòîðó ìíîæèíà Lα ¹ ïiäïðîñòîðîì
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.
Íàñàìêiíåöü, äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà v ∈ φ(Lα) çíàéäåòüñÿ âåêòîð u ∈ Lα,
ùî v = φ(u). Àëå φ(u) = αu, îòæå, v = αu. Çà äîâåäåíèì Lα ¹ ïiäïðî-
ñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Öå îçíà÷à¹, ùî v = αu ∈ Lα i ÿê íàñëiäîê
φ(Lα) ⊂ Lα. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí. Âëàñíi âåêòîðè . . .



Òåîðåìà 5

Íåõàé φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P , åëåìåíò
α ïîëÿ P ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ

i Lα � ìíîæèíà âñiõ

âëàñíèõ âåêòîðiâ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ, ÿêi íàëåæàòü âëàñíîìó çíà÷åííþ

α, ðàçîì ç íóëüîâèì âåêòîðîì ïðîñòîðó L. Ìíîæèíà Lα ¹ ïiäïðîñòîðîì

ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L, ïðè÷îìó

φ(Lα) = {φ(u) | u ∈ Lα} ⊂ Lα.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè. Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêi åëåìåíòè β, γ ∈ P
òà áóäü-ÿêi âåêòîðè b, c ∈ Lα. Îñêiëüêè b, c ∈ Lα, òî φ(b) = αb, φ(c) = αc.
Íàãàäà¹ìî, ùî φ(0̄) = 0̄. Òîìó

φ(βb+ γc) = βφ(b) + γφ(c) = β(αb) + γ(αc) = α(βb+ γc).

Îòæå, βb + γc ∈ Lα. Çà îçíàêîþ ïiäïðîñòîðó ìíîæèíà Lα ¹ ïiäïðîñòîðîì
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.
Íàñàìêiíåöü, äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà v ∈ φ(Lα) çíàéäåòüñÿ âåêòîð u ∈ Lα,
ùî v = φ(u). Àëå φ(u) = αu, îòæå, v = αu. Çà äîâåäåíèì Lα ¹ ïiäïðî-
ñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Öå îçíà÷à¹, ùî v = αu ∈ Lα i ÿê íàñëiäîê
φ(Lα) ⊂ Lα. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí. Âëàñíi âåêòîðè . . .
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Íåõàé φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P , åëåìåíò
α ïîëÿ P ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ i Lα � ìíîæèíà âñiõ

âëàñíèõ âåêòîðiâ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ,

ÿêi íàëåæàòü âëàñíîìó çíà÷åííþ

α, ðàçîì ç íóëüîâèì âåêòîðîì ïðîñòîðó L. Ìíîæèíà Lα ¹ ïiäïðîñòîðîì

ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L, ïðè÷îìó

φ(Lα) = {φ(u) | u ∈ Lα} ⊂ Lα.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè. Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêi åëåìåíòè β, γ ∈ P
òà áóäü-ÿêi âåêòîðè b, c ∈ Lα. Îñêiëüêè b, c ∈ Lα, òî φ(b) = αb, φ(c) = αc.
Íàãàäà¹ìî, ùî φ(0̄) = 0̄. Òîìó

φ(βb+ γc) = βφ(b) + γφ(c) = β(αb) + γ(αc) = α(βb+ γc).

Îòæå, βb + γc ∈ Lα. Çà îçíàêîþ ïiäïðîñòîðó ìíîæèíà Lα ¹ ïiäïðîñòîðîì
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.
Íàñàìêiíåöü, äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà v ∈ φ(Lα) çíàéäåòüñÿ âåêòîð u ∈ Lα,
ùî v = φ(u). Àëå φ(u) = αu, îòæå, v = αu. Çà äîâåäåíèì Lα ¹ ïiäïðî-
ñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Öå îçíà÷à¹, ùî v = αu ∈ Lα i ÿê íàñëiäîê
φ(Lα) ⊂ Lα. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí. Âëàñíi âåêòîðè . . .
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Íåõàé φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P , åëåìåíò
α ïîëÿ P ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ i Lα � ìíîæèíà âñiõ

âëàñíèõ âåêòîðiâ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ, ÿêi íàëåæàòü âëàñíîìó çíà÷åííþ

α,

ðàçîì ç íóëüîâèì âåêòîðîì ïðîñòîðó L. Ìíîæèíà Lα ¹ ïiäïðîñòîðîì

ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L, ïðè÷îìó

φ(Lα) = {φ(u) | u ∈ Lα} ⊂ Lα.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè. Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêi åëåìåíòè β, γ ∈ P
òà áóäü-ÿêi âåêòîðè b, c ∈ Lα. Îñêiëüêè b, c ∈ Lα, òî φ(b) = αb, φ(c) = αc.
Íàãàäà¹ìî, ùî φ(0̄) = 0̄. Òîìó

φ(βb+ γc) = βφ(b) + γφ(c) = β(αb) + γ(αc) = α(βb+ γc).

Îòæå, βb + γc ∈ Lα. Çà îçíàêîþ ïiäïðîñòîðó ìíîæèíà Lα ¹ ïiäïðîñòîðîì
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.
Íàñàìêiíåöü, äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà v ∈ φ(Lα) çíàéäåòüñÿ âåêòîð u ∈ Lα,
ùî v = φ(u). Àëå φ(u) = αu, îòæå, v = αu. Çà äîâåäåíèì Lα ¹ ïiäïðî-
ñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Öå îçíà÷à¹, ùî v = αu ∈ Lα i ÿê íàñëiäîê
φ(Lα) ⊂ Lα. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí. Âëàñíi âåêòîðè . . .
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Íåõàé φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P , åëåìåíò
α ïîëÿ P ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ i Lα � ìíîæèíà âñiõ

âëàñíèõ âåêòîðiâ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ, ÿêi íàëåæàòü âëàñíîìó çíà÷åííþ

α, ðàçîì ç íóëüîâèì âåêòîðîì ïðîñòîðó L.

Ìíîæèíà Lα ¹ ïiäïðîñòîðîì

ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L, ïðè÷îìó

φ(Lα) = {φ(u) | u ∈ Lα} ⊂ Lα.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè. Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêi åëåìåíòè β, γ ∈ P
òà áóäü-ÿêi âåêòîðè b, c ∈ Lα. Îñêiëüêè b, c ∈ Lα, òî φ(b) = αb, φ(c) = αc.
Íàãàäà¹ìî, ùî φ(0̄) = 0̄. Òîìó

φ(βb+ γc) = βφ(b) + γφ(c) = β(αb) + γ(αc) = α(βb+ γc).

Îòæå, βb + γc ∈ Lα. Çà îçíàêîþ ïiäïðîñòîðó ìíîæèíà Lα ¹ ïiäïðîñòîðîì
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.
Íàñàìêiíåöü, äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà v ∈ φ(Lα) çíàéäåòüñÿ âåêòîð u ∈ Lα,
ùî v = φ(u). Àëå φ(u) = αu, îòæå, v = αu. Çà äîâåäåíèì Lα ¹ ïiäïðî-
ñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Öå îçíà÷à¹, ùî v = αu ∈ Lα i ÿê íàñëiäîê
φ(Lα) ⊂ Lα. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí. Âëàñíi âåêòîðè . . .



Òåîðåìà 5

Íåõàé φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P , åëåìåíò
α ïîëÿ P ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ i Lα � ìíîæèíà âñiõ

âëàñíèõ âåêòîðiâ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ, ÿêi íàëåæàòü âëàñíîìó çíà÷åííþ

α, ðàçîì ç íóëüîâèì âåêòîðîì ïðîñòîðó L. Ìíîæèíà Lα ¹ ïiäïðîñòîðîì

ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L,

ïðè÷îìó

φ(Lα) = {φ(u) | u ∈ Lα} ⊂ Lα.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè. Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêi åëåìåíòè β, γ ∈ P
òà áóäü-ÿêi âåêòîðè b, c ∈ Lα. Îñêiëüêè b, c ∈ Lα, òî φ(b) = αb, φ(c) = αc.
Íàãàäà¹ìî, ùî φ(0̄) = 0̄. Òîìó

φ(βb+ γc) = βφ(b) + γφ(c) = β(αb) + γ(αc) = α(βb+ γc).

Îòæå, βb + γc ∈ Lα. Çà îçíàêîþ ïiäïðîñòîðó ìíîæèíà Lα ¹ ïiäïðîñòîðîì
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.
Íàñàìêiíåöü, äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà v ∈ φ(Lα) çíàéäåòüñÿ âåêòîð u ∈ Lα,
ùî v = φ(u). Àëå φ(u) = αu, îòæå, v = αu. Çà äîâåäåíèì Lα ¹ ïiäïðî-
ñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Öå îçíà÷à¹, ùî v = αu ∈ Lα i ÿê íàñëiäîê
φ(Lα) ⊂ Lα. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí. Âëàñíi âåêòîðè . . .
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Íåõàé φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P , åëåìåíò
α ïîëÿ P ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ i Lα � ìíîæèíà âñiõ

âëàñíèõ âåêòîðiâ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ, ÿêi íàëåæàòü âëàñíîìó çíà÷åííþ

α, ðàçîì ç íóëüîâèì âåêòîðîì ïðîñòîðó L. Ìíîæèíà Lα ¹ ïiäïðîñòîðîì

ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L, ïðè÷îìó

φ(Lα)

= {φ(u) | u ∈ Lα} ⊂ Lα.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè. Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêi åëåìåíòè β, γ ∈ P
òà áóäü-ÿêi âåêòîðè b, c ∈ Lα. Îñêiëüêè b, c ∈ Lα, òî φ(b) = αb, φ(c) = αc.
Íàãàäà¹ìî, ùî φ(0̄) = 0̄. Òîìó

φ(βb+ γc) = βφ(b) + γφ(c) = β(αb) + γ(αc) = α(βb+ γc).

Îòæå, βb + γc ∈ Lα. Çà îçíàêîþ ïiäïðîñòîðó ìíîæèíà Lα ¹ ïiäïðîñòîðîì
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.
Íàñàìêiíåöü, äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà v ∈ φ(Lα) çíàéäåòüñÿ âåêòîð u ∈ Lα,
ùî v = φ(u). Àëå φ(u) = αu, îòæå, v = αu. Çà äîâåäåíèì Lα ¹ ïiäïðî-
ñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Öå îçíà÷à¹, ùî v = αu ∈ Lα i ÿê íàñëiäîê
φ(Lα) ⊂ Lα. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí. Âëàñíi âåêòîðè . . .



Òåîðåìà 5

Íåõàé φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P , åëåìåíò
α ïîëÿ P ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ i Lα � ìíîæèíà âñiõ

âëàñíèõ âåêòîðiâ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ, ÿêi íàëåæàòü âëàñíîìó çíà÷åííþ

α, ðàçîì ç íóëüîâèì âåêòîðîì ïðîñòîðó L. Ìíîæèíà Lα ¹ ïiäïðîñòîðîì

ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L, ïðè÷îìó

φ(Lα) = {φ(u) | u ∈ Lα}

⊂ Lα.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè. Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêi åëåìåíòè β, γ ∈ P
òà áóäü-ÿêi âåêòîðè b, c ∈ Lα. Îñêiëüêè b, c ∈ Lα, òî φ(b) = αb, φ(c) = αc.
Íàãàäà¹ìî, ùî φ(0̄) = 0̄. Òîìó

φ(βb+ γc) = βφ(b) + γφ(c) = β(αb) + γ(αc) = α(βb+ γc).

Îòæå, βb + γc ∈ Lα. Çà îçíàêîþ ïiäïðîñòîðó ìíîæèíà Lα ¹ ïiäïðîñòîðîì
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.
Íàñàìêiíåöü, äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà v ∈ φ(Lα) çíàéäåòüñÿ âåêòîð u ∈ Lα,
ùî v = φ(u). Àëå φ(u) = αu, îòæå, v = αu. Çà äîâåäåíèì Lα ¹ ïiäïðî-
ñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Öå îçíà÷à¹, ùî v = αu ∈ Lα i ÿê íàñëiäîê
φ(Lα) ⊂ Lα. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí. Âëàñíi âåêòîðè . . .
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Íåõàé φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P , åëåìåíò
α ïîëÿ P ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ i Lα � ìíîæèíà âñiõ

âëàñíèõ âåêòîðiâ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ, ÿêi íàëåæàòü âëàñíîìó çíà÷åííþ

α, ðàçîì ç íóëüîâèì âåêòîðîì ïðîñòîðó L. Ìíîæèíà Lα ¹ ïiäïðîñòîðîì

ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L, ïðè÷îìó

φ(Lα) = {φ(u) | u ∈ Lα} ⊂ Lα.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè. Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêi åëåìåíòè β, γ ∈ P
òà áóäü-ÿêi âåêòîðè b, c ∈ Lα. Îñêiëüêè b, c ∈ Lα, òî φ(b) = αb, φ(c) = αc.
Íàãàäà¹ìî, ùî φ(0̄) = 0̄. Òîìó

φ(βb+ γc) = βφ(b) + γφ(c) = β(αb) + γ(αc) = α(βb+ γc).

Îòæå, βb + γc ∈ Lα. Çà îçíàêîþ ïiäïðîñòîðó ìíîæèíà Lα ¹ ïiäïðîñòîðîì
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.
Íàñàìêiíåöü, äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà v ∈ φ(Lα) çíàéäåòüñÿ âåêòîð u ∈ Lα,
ùî v = φ(u). Àëå φ(u) = αu, îòæå, v = αu. Çà äîâåäåíèì Lα ¹ ïiäïðî-
ñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Öå îçíà÷à¹, ùî v = αu ∈ Lα i ÿê íàñëiäîê
φ(Lα) ⊂ Lα. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí. Âëàñíi âåêòîðè . . .
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Íåõàé φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P , åëåìåíò
α ïîëÿ P ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ i Lα � ìíîæèíà âñiõ

âëàñíèõ âåêòîðiâ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ, ÿêi íàëåæàòü âëàñíîìó çíà÷åííþ

α, ðàçîì ç íóëüîâèì âåêòîðîì ïðîñòîðó L. Ìíîæèíà Lα ¹ ïiäïðîñòîðîì

ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L, ïðè÷îìó

φ(Lα) = {φ(u) | u ∈ Lα} ⊂ Lα.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè. Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêi åëåìåíòè β, γ ∈ P
òà áóäü-ÿêi âåêòîðè b, c ∈ Lα. Îñêiëüêè b, c ∈ Lα, òî φ(b) = αb, φ(c) = αc.
Íàãàäà¹ìî, ùî φ(0̄) = 0̄. Òîìó

φ(βb+ γc) = βφ(b) + γφ(c) = β(αb) + γ(αc) = α(βb+ γc).

Îòæå, βb + γc ∈ Lα. Çà îçíàêîþ ïiäïðîñòîðó ìíîæèíà Lα ¹ ïiäïðîñòîðîì
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.
Íàñàìêiíåöü, äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà v ∈ φ(Lα) çíàéäåòüñÿ âåêòîð u ∈ Lα,
ùî v = φ(u). Àëå φ(u) = αu, îòæå, v = αu. Çà äîâåäåíèì Lα ¹ ïiäïðî-
ñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Öå îçíà÷à¹, ùî v = αu ∈ Lα i ÿê íàñëiäîê
φ(Lα) ⊂ Lα. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí. Âëàñíi âåêòîðè . . .
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Íåõàé φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P , åëåìåíò
α ïîëÿ P ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ i Lα � ìíîæèíà âñiõ

âëàñíèõ âåêòîðiâ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ, ÿêi íàëåæàòü âëàñíîìó çíà÷åííþ

α, ðàçîì ç íóëüîâèì âåêòîðîì ïðîñòîðó L. Ìíîæèíà Lα ¹ ïiäïðîñòîðîì

ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L, ïðè÷îìó

φ(Lα) = {φ(u) | u ∈ Lα} ⊂ Lα.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè.

Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêi åëåìåíòè β, γ ∈ P
òà áóäü-ÿêi âåêòîðè b, c ∈ Lα. Îñêiëüêè b, c ∈ Lα, òî φ(b) = αb, φ(c) = αc.
Íàãàäà¹ìî, ùî φ(0̄) = 0̄. Òîìó

φ(βb+ γc) = βφ(b) + γφ(c) = β(αb) + γ(αc) = α(βb+ γc).

Îòæå, βb + γc ∈ Lα. Çà îçíàêîþ ïiäïðîñòîðó ìíîæèíà Lα ¹ ïiäïðîñòîðîì
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.
Íàñàìêiíåöü, äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà v ∈ φ(Lα) çíàéäåòüñÿ âåêòîð u ∈ Lα,
ùî v = φ(u). Àëå φ(u) = αu, îòæå, v = αu. Çà äîâåäåíèì Lα ¹ ïiäïðî-
ñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Öå îçíà÷à¹, ùî v = αu ∈ Lα i ÿê íàñëiäîê
φ(Lα) ⊂ Lα. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí. Âëàñíi âåêòîðè . . .
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Íåõàé φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P , åëåìåíò
α ïîëÿ P ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ i Lα � ìíîæèíà âñiõ

âëàñíèõ âåêòîðiâ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ, ÿêi íàëåæàòü âëàñíîìó çíà÷åííþ

α, ðàçîì ç íóëüîâèì âåêòîðîì ïðîñòîðó L. Ìíîæèíà Lα ¹ ïiäïðîñòîðîì

ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L, ïðè÷îìó

φ(Lα) = {φ(u) | u ∈ Lα} ⊂ Lα.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè. Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêi åëåìåíòè β, γ ∈ P

òà áóäü-ÿêi âåêòîðè b, c ∈ Lα. Îñêiëüêè b, c ∈ Lα, òî φ(b) = αb, φ(c) = αc.
Íàãàäà¹ìî, ùî φ(0̄) = 0̄. Òîìó

φ(βb+ γc) = βφ(b) + γφ(c) = β(αb) + γ(αc) = α(βb+ γc).

Îòæå, βb + γc ∈ Lα. Çà îçíàêîþ ïiäïðîñòîðó ìíîæèíà Lα ¹ ïiäïðîñòîðîì
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.
Íàñàìêiíåöü, äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà v ∈ φ(Lα) çíàéäåòüñÿ âåêòîð u ∈ Lα,
ùî v = φ(u). Àëå φ(u) = αu, îòæå, v = αu. Çà äîâåäåíèì Lα ¹ ïiäïðî-
ñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Öå îçíà÷à¹, ùî v = αu ∈ Lα i ÿê íàñëiäîê
φ(Lα) ⊂ Lα. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí. Âëàñíi âåêòîðè . . .
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Íåõàé φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P , åëåìåíò
α ïîëÿ P ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ i Lα � ìíîæèíà âñiõ

âëàñíèõ âåêòîðiâ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ, ÿêi íàëåæàòü âëàñíîìó çíà÷åííþ

α, ðàçîì ç íóëüîâèì âåêòîðîì ïðîñòîðó L. Ìíîæèíà Lα ¹ ïiäïðîñòîðîì

ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L, ïðè÷îìó

φ(Lα) = {φ(u) | u ∈ Lα} ⊂ Lα.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè. Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêi åëåìåíòè β, γ ∈ P
òà áóäü-ÿêi âåêòîðè b, c ∈ Lα.

Îñêiëüêè b, c ∈ Lα, òî φ(b) = αb, φ(c) = αc.
Íàãàäà¹ìî, ùî φ(0̄) = 0̄. Òîìó

φ(βb+ γc) = βφ(b) + γφ(c) = β(αb) + γ(αc) = α(βb+ γc).

Îòæå, βb + γc ∈ Lα. Çà îçíàêîþ ïiäïðîñòîðó ìíîæèíà Lα ¹ ïiäïðîñòîðîì
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.
Íàñàìêiíåöü, äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà v ∈ φ(Lα) çíàéäåòüñÿ âåêòîð u ∈ Lα,
ùî v = φ(u). Àëå φ(u) = αu, îòæå, v = αu. Çà äîâåäåíèì Lα ¹ ïiäïðî-
ñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Öå îçíà÷à¹, ùî v = αu ∈ Lα i ÿê íàñëiäîê
φ(Lα) ⊂ Lα. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí. Âëàñíi âåêòîðè . . .
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Íåõàé φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P , åëåìåíò
α ïîëÿ P ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ i Lα � ìíîæèíà âñiõ

âëàñíèõ âåêòîðiâ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ, ÿêi íàëåæàòü âëàñíîìó çíà÷åííþ

α, ðàçîì ç íóëüîâèì âåêòîðîì ïðîñòîðó L. Ìíîæèíà Lα ¹ ïiäïðîñòîðîì

ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L, ïðè÷îìó

φ(Lα) = {φ(u) | u ∈ Lα} ⊂ Lα.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè. Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêi åëåìåíòè β, γ ∈ P
òà áóäü-ÿêi âåêòîðè b, c ∈ Lα. Îñêiëüêè b, c ∈ Lα,

òî φ(b) = αb, φ(c) = αc.
Íàãàäà¹ìî, ùî φ(0̄) = 0̄. Òîìó

φ(βb+ γc) = βφ(b) + γφ(c) = β(αb) + γ(αc) = α(βb+ γc).
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Òåîðåìà 5

Íåõàé φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P , åëåìåíò
α ïîëÿ P ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ i Lα � ìíîæèíà âñiõ

âëàñíèõ âåêòîðiâ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ, ÿêi íàëåæàòü âëàñíîìó çíà÷åííþ

α, ðàçîì ç íóëüîâèì âåêòîðîì ïðîñòîðó L. Ìíîæèíà Lα ¹ ïiäïðîñòîðîì

ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L, ïðè÷îìó

φ(Lα) = {φ(u) | u ∈ Lα} ⊂ Lα.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè. Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêi åëåìåíòè β, γ ∈ P
òà áóäü-ÿêi âåêòîðè b, c ∈ Lα. Îñêiëüêè b, c ∈ Lα, òî φ(b) = αb, φ(c) = αc.
Íàãàäà¹ìî, ùî φ(0̄) = 0̄. Òîìó

φ(βb+ γc) = βφ(b) + γφ(c) = β(αb) + γ(αc) = α(βb+ γc).

Îòæå, βb + γc ∈ Lα. Çà îçíàêîþ ïiäïðîñòîðó ìíîæèíà Lα ¹ ïiäïðîñòîðîì
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.
Íàñàìêiíåöü, äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà v ∈ φ(Lα) çíàéäåòüñÿ âåêòîð u ∈ Lα,
ùî v = φ(u). Àëå φ(u) = αu, îòæå, v = αu. Çà äîâåäåíèì Lα ¹ ïiäïðî-
ñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Öå îçíà÷à¹, ùî v = αu ∈ Lα i ÿê íàñëiäîê
φ(Lα) ⊂ Lα.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí. Âëàñíi âåêòîðè . . .



Òåîðåìà 5

Íåõàé φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P , åëåìåíò
α ïîëÿ P ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ i Lα � ìíîæèíà âñiõ

âëàñíèõ âåêòîðiâ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ, ÿêi íàëåæàòü âëàñíîìó çíà÷åííþ

α, ðàçîì ç íóëüîâèì âåêòîðîì ïðîñòîðó L. Ìíîæèíà Lα ¹ ïiäïðîñòîðîì

ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L, ïðè÷îìó

φ(Lα) = {φ(u) | u ∈ Lα} ⊂ Lα.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè. Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêi åëåìåíòè β, γ ∈ P
òà áóäü-ÿêi âåêòîðè b, c ∈ Lα. Îñêiëüêè b, c ∈ Lα, òî φ(b) = αb, φ(c) = αc.
Íàãàäà¹ìî, ùî φ(0̄) = 0̄. Òîìó

φ(βb+ γc) = βφ(b) + γφ(c) = β(αb) + γ(αc) = α(βb+ γc).

Îòæå, βb + γc ∈ Lα. Çà îçíàêîþ ïiäïðîñòîðó ìíîæèíà Lα ¹ ïiäïðîñòîðîì
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.
Íàñàìêiíåöü, äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà v ∈ φ(Lα) çíàéäåòüñÿ âåêòîð u ∈ Lα,
ùî v = φ(u). Àëå φ(u) = αu, îòæå, v = αu. Çà äîâåäåíèì Lα ¹ ïiäïðî-
ñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Öå îçíà÷à¹, ùî v = αu ∈ Lα i ÿê íàñëiäîê
φ(Lα) ⊂ Lα. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí. Âëàñíi âåêòîðè . . .



Òåîðåìà 6

Ñèñòåìà âëàñíèõ âåêòîðiâ

ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä

ïîëåì P , ÿêi íàëåæàòü ïîïàðíî ðiçíèì âëàñíèì çíà÷åííÿì öüîãî îïåðàòîðà

¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L� ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P i φ� ëiíiéíèé îïåðàòîð ïðîñòîðó L.
Äîâåäåííÿ ïîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà ÷èñëîì n âåêòîðiâ
ñèñòåìè. ßêùî n = 1, òî òâåðäæåííÿ òåîðåìè ¹ î÷åâèäíèì, áî ñèñòåìà
âëàñíèõ âåêòîðiâ ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíîãî íåíóëüîâîãî âåêòîðà.
Íåõàé òâåðäæåííÿ òåîðåìè ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ áóäü-ÿêî¨ ñèñòåìè, ùî ñêëà-
äà¹òüñÿ ç ìåíø ÿê k âåêòîðiâ, òîáòî ó âèïàäêó n < k. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê
n = k. Ïðèïóñòèìî, ùî äåÿêà ñèñòåìà iç k âëàñíèõ âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak
ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ, ùî íàëåæàòü ïîïàðíî ðiçíèì âëàñíèì çíà÷åííÿì α1,
α2, . . . , αk, ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ. Òîäi ïî-ïåðøå

φ(a1) = α1a1, φ(a2) = α2a2, . . . , φ(ak) = αkak

äå αi ̸= αj ïðè i ̸= j; i, j ∈ {1, 2, . . . , k}.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí. Âëàñíi âåêòîðè . . .



Òåîðåìà 6

Ñèñòåìà âëàñíèõ âåêòîðiâ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ

ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä

ïîëåì P , ÿêi íàëåæàòü ïîïàðíî ðiçíèì âëàñíèì çíà÷åííÿì öüîãî îïåðàòîðà

¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L� ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P i φ� ëiíiéíèé îïåðàòîð ïðîñòîðó L.
Äîâåäåííÿ ïîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà ÷èñëîì n âåêòîðiâ
ñèñòåìè. ßêùî n = 1, òî òâåðäæåííÿ òåîðåìè ¹ î÷åâèäíèì, áî ñèñòåìà
âëàñíèõ âåêòîðiâ ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíîãî íåíóëüîâîãî âåêòîðà.
Íåõàé òâåðäæåííÿ òåîðåìè ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ áóäü-ÿêî¨ ñèñòåìè, ùî ñêëà-
äà¹òüñÿ ç ìåíø ÿê k âåêòîðiâ, òîáòî ó âèïàäêó n < k. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê
n = k. Ïðèïóñòèìî, ùî äåÿêà ñèñòåìà iç k âëàñíèõ âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak
ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ, ùî íàëåæàòü ïîïàðíî ðiçíèì âëàñíèì çíà÷åííÿì α1,
α2, . . . , αk, ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ. Òîäi ïî-ïåðøå

φ(a1) = α1a1, φ(a2) = α2a2, . . . , φ(ak) = αkak

äå αi ̸= αj ïðè i ̸= j; i, j ∈ {1, 2, . . . , k}.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí. Âëàñíi âåêòîðè . . .



Òåîðåìà 6

Ñèñòåìà âëàñíèõ âåêòîðiâ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä

ïîëåì P ,

ÿêi íàëåæàòü ïîïàðíî ðiçíèì âëàñíèì çíà÷åííÿì öüîãî îïåðàòîðà

¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L� ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P i φ� ëiíiéíèé îïåðàòîð ïðîñòîðó L.
Äîâåäåííÿ ïîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà ÷èñëîì n âåêòîðiâ
ñèñòåìè. ßêùî n = 1, òî òâåðäæåííÿ òåîðåìè ¹ î÷åâèäíèì, áî ñèñòåìà
âëàñíèõ âåêòîðiâ ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíîãî íåíóëüîâîãî âåêòîðà.
Íåõàé òâåðäæåííÿ òåîðåìè ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ áóäü-ÿêî¨ ñèñòåìè, ùî ñêëà-
äà¹òüñÿ ç ìåíø ÿê k âåêòîðiâ, òîáòî ó âèïàäêó n < k. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê
n = k. Ïðèïóñòèìî, ùî äåÿêà ñèñòåìà iç k âëàñíèõ âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak
ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ, ùî íàëåæàòü ïîïàðíî ðiçíèì âëàñíèì çíà÷åííÿì α1,
α2, . . . , αk, ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ. Òîäi ïî-ïåðøå

φ(a1) = α1a1, φ(a2) = α2a2, . . . , φ(ak) = αkak

äå αi ̸= αj ïðè i ̸= j; i, j ∈ {1, 2, . . . , k}.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí. Âëàñíi âåêòîðè . . .



Òåîðåìà 6

Ñèñòåìà âëàñíèõ âåêòîðiâ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä

ïîëåì P , ÿêi íàëåæàòü ïîïàðíî ðiçíèì âëàñíèì çíà÷åííÿì öüîãî îïåðàòîðà

¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L� ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P i φ� ëiíiéíèé îïåðàòîð ïðîñòîðó L.
Äîâåäåííÿ ïîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà ÷èñëîì n âåêòîðiâ
ñèñòåìè. ßêùî n = 1, òî òâåðäæåííÿ òåîðåìè ¹ î÷åâèäíèì, áî ñèñòåìà
âëàñíèõ âåêòîðiâ ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíîãî íåíóëüîâîãî âåêòîðà.
Íåõàé òâåðäæåííÿ òåîðåìè ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ áóäü-ÿêî¨ ñèñòåìè, ùî ñêëà-
äà¹òüñÿ ç ìåíø ÿê k âåêòîðiâ, òîáòî ó âèïàäêó n < k. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê
n = k. Ïðèïóñòèìî, ùî äåÿêà ñèñòåìà iç k âëàñíèõ âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak
ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ, ùî íàëåæàòü ïîïàðíî ðiçíèì âëàñíèì çíà÷åííÿì α1,
α2, . . . , αk, ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ. Òîäi ïî-ïåðøå

φ(a1) = α1a1, φ(a2) = α2a2, . . . , φ(ak) = αkak

äå αi ̸= αj ïðè i ̸= j; i, j ∈ {1, 2, . . . , k}.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí. Âëàñíi âåêòîðè . . .



Òåîðåìà 6

Ñèñòåìà âëàñíèõ âåêòîðiâ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä

ïîëåì P , ÿêi íàëåæàòü ïîïàðíî ðiçíèì âëàñíèì çíà÷åííÿì öüîãî îïåðàòîðà

¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L� ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P

i φ� ëiíiéíèé îïåðàòîð ïðîñòîðó L.
Äîâåäåííÿ ïîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà ÷èñëîì n âåêòîðiâ
ñèñòåìè. ßêùî n = 1, òî òâåðäæåííÿ òåîðåìè ¹ î÷åâèäíèì, áî ñèñòåìà
âëàñíèõ âåêòîðiâ ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíîãî íåíóëüîâîãî âåêòîðà.
Íåõàé òâåðäæåííÿ òåîðåìè ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ áóäü-ÿêî¨ ñèñòåìè, ùî ñêëà-
äà¹òüñÿ ç ìåíø ÿê k âåêòîðiâ, òîáòî ó âèïàäêó n < k. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê
n = k. Ïðèïóñòèìî, ùî äåÿêà ñèñòåìà iç k âëàñíèõ âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak
ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ, ùî íàëåæàòü ïîïàðíî ðiçíèì âëàñíèì çíà÷åííÿì α1,
α2, . . . , αk, ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ. Òîäi ïî-ïåðøå

φ(a1) = α1a1, φ(a2) = α2a2, . . . , φ(ak) = αkak

äå αi ̸= αj ïðè i ̸= j; i, j ∈ {1, 2, . . . , k}.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí. Âëàñíi âåêòîðè . . .



Òåîðåìà 6

Ñèñòåìà âëàñíèõ âåêòîðiâ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä

ïîëåì P , ÿêi íàëåæàòü ïîïàðíî ðiçíèì âëàñíèì çíà÷åííÿì öüîãî îïåðàòîðà

¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L� ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P i φ� ëiíiéíèé îïåðàòîð ïðîñòîðó L.

Äîâåäåííÿ ïîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà ÷èñëîì n âåêòîðiâ
ñèñòåìè. ßêùî n = 1, òî òâåðäæåííÿ òåîðåìè ¹ î÷åâèäíèì, áî ñèñòåìà
âëàñíèõ âåêòîðiâ ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíîãî íåíóëüîâîãî âåêòîðà.
Íåõàé òâåðäæåííÿ òåîðåìè ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ áóäü-ÿêî¨ ñèñòåìè, ùî ñêëà-
äà¹òüñÿ ç ìåíø ÿê k âåêòîðiâ, òîáòî ó âèïàäêó n < k. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê
n = k. Ïðèïóñòèìî, ùî äåÿêà ñèñòåìà iç k âëàñíèõ âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak
ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ, ùî íàëåæàòü ïîïàðíî ðiçíèì âëàñíèì çíà÷åííÿì α1,
α2, . . . , αk, ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ. Òîäi ïî-ïåðøå

φ(a1) = α1a1, φ(a2) = α2a2, . . . , φ(ak) = αkak

äå αi ̸= αj ïðè i ̸= j; i, j ∈ {1, 2, . . . , k}.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí. Âëàñíi âåêòîðè . . .



Òåîðåìà 6

Ñèñòåìà âëàñíèõ âåêòîðiâ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä

ïîëåì P , ÿêi íàëåæàòü ïîïàðíî ðiçíèì âëàñíèì çíà÷åííÿì öüîãî îïåðàòîðà

¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L� ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P i φ� ëiíiéíèé îïåðàòîð ïðîñòîðó L.
Äîâåäåííÿ ïîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà ÷èñëîì n âåêòîðiâ
ñèñòåìè.

ßêùî n = 1, òî òâåðäæåííÿ òåîðåìè ¹ î÷åâèäíèì, áî ñèñòåìà
âëàñíèõ âåêòîðiâ ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíîãî íåíóëüîâîãî âåêòîðà.
Íåõàé òâåðäæåííÿ òåîðåìè ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ áóäü-ÿêî¨ ñèñòåìè, ùî ñêëà-
äà¹òüñÿ ç ìåíø ÿê k âåêòîðiâ, òîáòî ó âèïàäêó n < k. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê
n = k. Ïðèïóñòèìî, ùî äåÿêà ñèñòåìà iç k âëàñíèõ âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak
ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ, ùî íàëåæàòü ïîïàðíî ðiçíèì âëàñíèì çíà÷åííÿì α1,
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äà¹òüñÿ ç ìåíø ÿê k âåêòîðiâ, òîáòî ó âèïàäêó n < k. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê
n = k. Ïðèïóñòèìî, ùî äåÿêà ñèñòåìà iç k âëàñíèõ âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak
ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ, ùî íàëåæàòü ïîïàðíî ðiçíèì âëàñíèì çíà÷åííÿì α1,
α2, . . . , αk, ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ.

Òîäi ïî-ïåðøå

φ(a1) = α1a1, φ(a2) = α2a2, . . . , φ(ak) = αkak

äå αi ̸= αj ïðè i ̸= j; i, j ∈ {1, 2, . . . , k}.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí. Âëàñíi âåêòîðè . . .



Òåîðåìà 6

Ñèñòåìà âëàñíèõ âåêòîðiâ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä

ïîëåì P , ÿêi íàëåæàòü ïîïàðíî ðiçíèì âëàñíèì çíà÷åííÿì öüîãî îïåðàòîðà

¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L� ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P i φ� ëiíiéíèé îïåðàòîð ïðîñòîðó L.
Äîâåäåííÿ ïîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà ÷èñëîì n âåêòîðiâ
ñèñòåìè. ßêùî n = 1, òî òâåðäæåííÿ òåîðåìè ¹ î÷åâèäíèì, áî ñèñòåìà
âëàñíèõ âåêòîðiâ ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíîãî íåíóëüîâîãî âåêòîðà.
Íåõàé òâåðäæåííÿ òåîðåìè ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ áóäü-ÿêî¨ ñèñòåìè, ùî ñêëà-
äà¹òüñÿ ç ìåíø ÿê k âåêòîðiâ, òîáòî ó âèïàäêó n < k. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê
n = k. Ïðèïóñòèìî, ùî äåÿêà ñèñòåìà iç k âëàñíèõ âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak
ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ, ùî íàëåæàòü ïîïàðíî ðiçíèì âëàñíèì çíà÷åííÿì α1,
α2, . . . , αk, ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ. Òîäi ïî-ïåðøå

φ(a1) = α1a1,

φ(a2) = α2a2, . . . , φ(ak) = αkak

äå αi ̸= αj ïðè i ̸= j; i, j ∈ {1, 2, . . . , k}.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí. Âëàñíi âåêòîðè . . .



Òåîðåìà 6

Ñèñòåìà âëàñíèõ âåêòîðiâ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä

ïîëåì P , ÿêi íàëåæàòü ïîïàðíî ðiçíèì âëàñíèì çíà÷åííÿì öüîãî îïåðàòîðà

¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L� ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P i φ� ëiíiéíèé îïåðàòîð ïðîñòîðó L.
Äîâåäåííÿ ïîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà ÷èñëîì n âåêòîðiâ
ñèñòåìè. ßêùî n = 1, òî òâåðäæåííÿ òåîðåìè ¹ î÷åâèäíèì, áî ñèñòåìà
âëàñíèõ âåêòîðiâ ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíîãî íåíóëüîâîãî âåêòîðà.
Íåõàé òâåðäæåííÿ òåîðåìè ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ áóäü-ÿêî¨ ñèñòåìè, ùî ñêëà-
äà¹òüñÿ ç ìåíø ÿê k âåêòîðiâ, òîáòî ó âèïàäêó n < k. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê
n = k. Ïðèïóñòèìî, ùî äåÿêà ñèñòåìà iç k âëàñíèõ âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak
ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ, ùî íàëåæàòü ïîïàðíî ðiçíèì âëàñíèì çíà÷åííÿì α1,
α2, . . . , αk, ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ. Òîäi ïî-ïåðøå

φ(a1) = α1a1, φ(a2) = α2a2,

. . . , φ(ak) = αkak

äå αi ̸= αj ïðè i ̸= j; i, j ∈ {1, 2, . . . , k}.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí. Âëàñíi âåêòîðè . . .



Òåîðåìà 6

Ñèñòåìà âëàñíèõ âåêòîðiâ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä

ïîëåì P , ÿêi íàëåæàòü ïîïàðíî ðiçíèì âëàñíèì çíà÷åííÿì öüîãî îïåðàòîðà

¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L� ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P i φ� ëiíiéíèé îïåðàòîð ïðîñòîðó L.
Äîâåäåííÿ ïîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà ÷èñëîì n âåêòîðiâ
ñèñòåìè. ßêùî n = 1, òî òâåðäæåííÿ òåîðåìè ¹ î÷åâèäíèì, áî ñèñòåìà
âëàñíèõ âåêòîðiâ ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíîãî íåíóëüîâîãî âåêòîðà.
Íåõàé òâåðäæåííÿ òåîðåìè ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ áóäü-ÿêî¨ ñèñòåìè, ùî ñêëà-
äà¹òüñÿ ç ìåíø ÿê k âåêòîðiâ, òîáòî ó âèïàäêó n < k. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê
n = k. Ïðèïóñòèìî, ùî äåÿêà ñèñòåìà iç k âëàñíèõ âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak
ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ, ùî íàëåæàòü ïîïàðíî ðiçíèì âëàñíèì çíà÷åííÿì α1,
α2, . . . , αk, ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ. Òîäi ïî-ïåðøå

φ(a1) = α1a1, φ(a2) = α2a2, . . . , φ(ak) = αkak

äå αi ̸= αj ïðè i ̸= j; i, j ∈ {1, 2, . . . , k}.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí. Âëàñíi âåêòîðè . . .



Òåîðåìà 6

Ñèñòåìà âëàñíèõ âåêòîðiâ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä

ïîëåì P , ÿêi íàëåæàòü ïîïàðíî ðiçíèì âëàñíèì çíà÷åííÿì öüîãî îïåðàòîðà

¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L� ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P i φ� ëiíiéíèé îïåðàòîð ïðîñòîðó L.
Äîâåäåííÿ ïîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà ÷èñëîì n âåêòîðiâ
ñèñòåìè. ßêùî n = 1, òî òâåðäæåííÿ òåîðåìè ¹ î÷åâèäíèì, áî ñèñòåìà
âëàñíèõ âåêòîðiâ ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíîãî íåíóëüîâîãî âåêòîðà.
Íåõàé òâåðäæåííÿ òåîðåìè ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ áóäü-ÿêî¨ ñèñòåìè, ùî ñêëà-
äà¹òüñÿ ç ìåíø ÿê k âåêòîðiâ, òîáòî ó âèïàäêó n < k. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê
n = k. Ïðèïóñòèìî, ùî äåÿêà ñèñòåìà iç k âëàñíèõ âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak
ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ, ùî íàëåæàòü ïîïàðíî ðiçíèì âëàñíèì çíà÷åííÿì α1,
α2, . . . , αk, ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ. Òîäi ïî-ïåðøå

φ(a1) = α1a1, φ(a2) = α2a2, . . . , φ(ak) = αkak

äå αi ̸= αj

ïðè i ̸= j; i, j ∈ {1, 2, . . . , k}.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí. Âëàñíi âåêòîðè . . .



Òåîðåìà 6

Ñèñòåìà âëàñíèõ âåêòîðiâ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä

ïîëåì P , ÿêi íàëåæàòü ïîïàðíî ðiçíèì âëàñíèì çíà÷åííÿì öüîãî îïåðàòîðà

¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L� ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P i φ� ëiíiéíèé îïåðàòîð ïðîñòîðó L.
Äîâåäåííÿ ïîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà ÷èñëîì n âåêòîðiâ
ñèñòåìè. ßêùî n = 1, òî òâåðäæåííÿ òåîðåìè ¹ î÷åâèäíèì, áî ñèñòåìà
âëàñíèõ âåêòîðiâ ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíîãî íåíóëüîâîãî âåêòîðà.
Íåõàé òâåðäæåííÿ òåîðåìè ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ áóäü-ÿêî¨ ñèñòåìè, ùî ñêëà-
äà¹òüñÿ ç ìåíø ÿê k âåêòîðiâ, òîáòî ó âèïàäêó n < k. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê
n = k. Ïðèïóñòèìî, ùî äåÿêà ñèñòåìà iç k âëàñíèõ âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak
ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ, ùî íàëåæàòü ïîïàðíî ðiçíèì âëàñíèì çíà÷åííÿì α1,
α2, . . . , αk, ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ. Òîäi ïî-ïåðøå

φ(a1) = α1a1, φ(a2) = α2a2, . . . , φ(ak) = αkak

äå αi ̸= αj ïðè i ̸= j;

i, j ∈ {1, 2, . . . , k}.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí. Âëàñíi âåêòîðè . . .



Òåîðåìà 6

Ñèñòåìà âëàñíèõ âåêòîðiâ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä

ïîëåì P , ÿêi íàëåæàòü ïîïàðíî ðiçíèì âëàñíèì çíà÷åííÿì öüîãî îïåðàòîðà

¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L� ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P i φ� ëiíiéíèé îïåðàòîð ïðîñòîðó L.
Äîâåäåííÿ ïîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà ÷èñëîì n âåêòîðiâ
ñèñòåìè. ßêùî n = 1, òî òâåðäæåííÿ òåîðåìè ¹ î÷åâèäíèì, áî ñèñòåìà
âëàñíèõ âåêòîðiâ ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíîãî íåíóëüîâîãî âåêòîðà.
Íåõàé òâåðäæåííÿ òåîðåìè ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ áóäü-ÿêî¨ ñèñòåìè, ùî ñêëà-
äà¹òüñÿ ç ìåíø ÿê k âåêòîðiâ, òîáòî ó âèïàäêó n < k. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê
n = k. Ïðèïóñòèìî, ùî äåÿêà ñèñòåìà iç k âëàñíèõ âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak
ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ, ùî íàëåæàòü ïîïàðíî ðiçíèì âëàñíèì çíà÷åííÿì α1,
α2, . . . , αk, ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ. Òîäi ïî-ïåðøå

φ(a1) = α1a1, φ(a2) = α2a2, . . . , φ(ak) = αkak

äå αi ̸= αj ïðè i ̸= j; i, j ∈ {1, 2, . . . , k}.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí. Âëàñíi âåêòîðè . . .



Äîâåäåííÿ.

À ïî-äðóãå çíàéäóòüñÿ åëåìåíòè β1, β2, . . . , βk ïîëÿ P ,

íå âñi ðiâíi íóëþ,
ùî

β1a1 + β2a2 + · · ·+ βkak = 0̄. (1)

×åðåç òå, ùî φ ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì ïðîñòîðó L, ç îäíîãî áîêó

φ(β1a1 + β2a2 + · · ·+ βkak) = φ(0̄) = 0̄.

Ç iíøîãî, âðàõîâóþ÷è, ùî a1, a2, . . . , ak ¹ âëàñíèìè âåêòîðàìè ëiíiéíîãî
îïåðàòîðà φ, ìà¹ìî

φ(β1a1 + β2a2 + · · ·+ βkak) = β1φ(a1) + β2φ(a2) + · · ·+ βkφ(ak) =

= β1α1a1 + β2α2a2 + · · ·+ βkαkak.
Òîìó

β1α1a1 + β2α2a2 + · · ·+ βkαkak = 0̄. (2)

Íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi, ââàæàòèìåìî, ùî β1 ̸= 0. Âiäíiìåìî âiäïîâiäíî
âiä ëiâî¨ i ïðàâî¨ ÷àñòèí ðiâíîñòi (2) âiäïîâiäíî ëiâó i ïðàâó ÷àñòèíè ðiâíîñòi
(1), ïîìíîæåíó íà αk. Îäåðæèìî ðiâíiñòü

β1(α1 − αk)a1 + β2(α2 − αk)a2 + · · ·+ βk−1(αk−1 − αk)ak−1 = 0̄.

Îñêiëüêè β1(α1 − αk) ̸= 0, òî iç öi¹¨ ðiâíîñòi ñëiäó¹, ùî ñèñòåìà âëàñíèõ
âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak−1 ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ, ùî íàëåæàòü ïîïàðíî ði-
çíèì âëàñíèì çíà÷åííÿì, ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ. Öå ñóïåðå÷èòü iíäóêòèâíîìó
ïðèïóùåííþ. Òàêèì ÷èíîì, ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak ¹ ëiíiéíî íåçà-
ëåæíîþ. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí. Âëàñíi âåêòîðè . . .



Äîâåäåííÿ.

À ïî-äðóãå çíàéäóòüñÿ åëåìåíòè β1, β2, . . . , βk ïîëÿ P , íå âñi ðiâíi íóëþ,

ùî
β1a1 + β2a2 + · · ·+ βkak = 0̄. (1)

×åðåç òå, ùî φ ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì ïðîñòîðó L, ç îäíîãî áîêó

φ(β1a1 + β2a2 + · · ·+ βkak) = φ(0̄) = 0̄.

Ç iíøîãî, âðàõîâóþ÷è, ùî a1, a2, . . . , ak ¹ âëàñíèìè âåêòîðàìè ëiíiéíîãî
îïåðàòîðà φ, ìà¹ìî

φ(β1a1 + β2a2 + · · ·+ βkak) = β1φ(a1) + β2φ(a2) + · · ·+ βkφ(ak) =

= β1α1a1 + β2α2a2 + · · ·+ βkαkak.
Òîìó

β1α1a1 + β2α2a2 + · · ·+ βkαkak = 0̄. (2)

Íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi, ââàæàòèìåìî, ùî β1 ̸= 0. Âiäíiìåìî âiäïîâiäíî
âiä ëiâî¨ i ïðàâî¨ ÷àñòèí ðiâíîñòi (2) âiäïîâiäíî ëiâó i ïðàâó ÷àñòèíè ðiâíîñòi
(1), ïîìíîæåíó íà αk. Îäåðæèìî ðiâíiñòü

β1(α1 − αk)a1 + β2(α2 − αk)a2 + · · ·+ βk−1(αk−1 − αk)ak−1 = 0̄.

Îñêiëüêè β1(α1 − αk) ̸= 0, òî iç öi¹¨ ðiâíîñòi ñëiäó¹, ùî ñèñòåìà âëàñíèõ
âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak−1 ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ, ùî íàëåæàòü ïîïàðíî ði-
çíèì âëàñíèì çíà÷åííÿì, ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ. Öå ñóïåðå÷èòü iíäóêòèâíîìó
ïðèïóùåííþ. Òàêèì ÷èíîì, ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak ¹ ëiíiéíî íåçà-
ëåæíîþ. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí. Âëàñíi âåêòîðè . . .



Äîâåäåííÿ.

À ïî-äðóãå çíàéäóòüñÿ åëåìåíòè β1, β2, . . . , βk ïîëÿ P , íå âñi ðiâíi íóëþ,
ùî

β1a1 + β2a2 + · · ·+ βkak = 0̄. (1)

×åðåç òå, ùî φ ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì ïðîñòîðó L, ç îäíîãî áîêó
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Íåõàé L � íåíóëüîâèé ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P

i

φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð öüîãî ïðîñòîðó. Åëåìåíò α ïîëÿ P ¹ âëàñíèì çíà÷å-
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âåêòîð b ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L òàêèé, ùî

φ(b) = αb. (3)
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äå β1, β2, . . . , βn ∈ P . Íåõàé Φ = ∥γij∥ ¹ ìàòðèöåþ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà
φ ó áàçèñi a1, a2, . . . , an. Òîäi ç ðiâíîñòi (3) òà ìàòðè÷íî¨ ôîðìóëè äëÿ
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Äîâåäåííÿ.

Òîìó n-âèìiðíèé âåêòîð (β1, β2, . . . , βn)

¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíî-
ðiäíèõ ðiâíÿíü ç n íåâiäîìèìè x1, x2, . . . , xn
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Φ = ∥γij∥ � ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ó áàçèñi a1, a2, . . . , an. Òî-
äi f(λ) = |Φ − λE|, à îòæå |Φ − αE| = f(α) = 0. Òîìó ñèñòåìà ëiíiéí-
íèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (6) ç ìàòðèöåþ Φ − αE ìà¹ íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê
(β1, β2, . . . , βn). Íåõàé

b = β1a1 + β2a2 + · · ·+ βnan.

Òîìó ùî ñïðàâäæóþòüñÿ ðiâíîñòi (5), ïðàâèëüíîþ ¹ ðiâíiñòü (4) i, ÿê íàñëi-
äîê, îäåðæó¹ìî ðiâíiñòü (3). Öå îçíà÷à¹, ùî α ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì ëiíié-
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Äîâåäåííÿ.

Òåïåð äîâåäåìî äîñòàòíiñòü. Íåõàé åëåìåíò α ïîëÿ P

¹ êîðåíåì õàðàêòå-
ðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà f(λ) ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ. Òàê ñàìî ðîçãëÿíåìî
äåÿêèé áàçèñ a1, a2, . . . , an ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P . Íåõàé
Φ = ∥γij∥ � ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ó áàçèñi a1, a2, . . . , an. Òî-
äi f(λ) = |Φ − λE|, à îòæå |Φ − αE| = f(α) = 0. Òîìó ñèñòåìà ëiíiéí-
íèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (6) ç ìàòðèöåþ Φ − αE ìà¹ íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê
(β1, β2, . . . , βn). Íåõàé

b = β1a1 + β2a2 + · · ·+ βnan.
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Äîâåäåííÿ.

Òåïåð äîâåäåìî äîñòàòíiñòü. Íåõàé åëåìåíò α ïîëÿ P ¹ êîðåíåì õàðàêòå-
ðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà f(λ) ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ.

Òàê ñàìî ðîçãëÿíåìî
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íèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (6) ç ìàòðèöåþ Φ − αE ìà¹ íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê
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b = β1a1 + β2a2 + · · ·+ βnan.
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Òåïåð äîâåäåìî äîñòàòíiñòü. Íåõàé åëåìåíò α ïîëÿ P ¹ êîðåíåì õàðàêòå-
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äåÿêèé áàçèñ a1, a2, . . . , an ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P .
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Φ = ∥γij∥ � ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ó áàçèñi a1, a2, . . . , an. Òî-
äi f(λ) = |Φ − λE|, à îòæå |Φ − αE| = f(α) = 0. Òîìó ñèñòåìà ëiíiéí-
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Òåïåð äîâåäåìî äîñòàòíiñòü. Íåõàé åëåìåíò α ïîëÿ P ¹ êîðåíåì õàðàêòå-
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äi f(λ) = |Φ − λE|, à îòæå |Φ − αE| = f(α) = 0. Òîìó ñèñòåìà ëiíiéí-
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äi f(λ) = |Φ − λE|,

à îòæå |Φ − αE| = f(α) = 0. Òîìó ñèñòåìà ëiíiéí-
íèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (6) ç ìàòðèöåþ Φ − αE ìà¹ íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê
(β1, β2, . . . , βn). Íåõàé
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äîê, îäåðæó¹ìî ðiâíiñòü (3). Öå îçíà÷à¹, ùî α ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì ëiíié-
íîãî îïåðàòîðà φ. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí. Âëàñíi âåêòîðè . . .



Äîâåäåííÿ.
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ðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà f(λ) ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ. Òàê ñàìî ðîçãëÿíåìî
äåÿêèé áàçèñ a1, a2, . . . , an ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P . Íåõàé
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äi f(λ) = |Φ − λE|, à îòæå |Φ − αE| = f(α) = 0. Òîìó ñèñòåìà ëiíiéí-
íèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (6)
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ìà¹ íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê
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∣∣∣∣ −λ 1
−1 −λ
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Ïðèêëàä çíàõîäæåííÿ âñiõ âëàñíèõ çíà÷åíü i âëàñíèõ âåêòîðiâ ëiíiéíîãî îïå-
ðàòîðà.

Íåõàé ψ � ëiíiéíèé îïåðàòîð êîìïëåêñíîãî äâîâèìiðíîãî âåêòîðíîãî ïðî-
ñòîðó C2 òàêèé, ùî

ψ
(
(x1, x2)

)
= (x2,−x1), (x1, x2) ∈ C2.

Àíàëîãi÷íî, ÿê ó ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó çíàõîäèìî ìàòðèöþ ëiíiéíîãî îïå-
ðàòîðà ψ ó êàíîíi÷íîìó áàçèñi e1 = (1, 0), e2 = (0, 1) ïðîñòîðó C2:(

0 1
−1 0

)
.

Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí f(λ) = λ2 + 1 ëiíiéíîãî îïåðàòîðà ψ ìà¹ äâà
êîðåíi ó ïîëi C: i òà −i. Òàêèì ÷èíîì, âëàñíèìè çíà÷åííÿìè ëiíiéíîãî îïå-
ðàòîðà ψ ¹ ÷èñëà i òà −i. Äëÿ çíàõîäæåííÿ âëàñíèõ âåêòîðiâ, ùî íàëåæàòü
âiäïîâiäíî âëàñíèì çíà÷åííÿì i òà −i ðîçâ'ÿçó¹ìî ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíî-
ðiäíèõ ðiâíÿíü âiäïîâiäíî ç ìàòðèöÿìè:(

−i 1
−1 −i

)
,

(
i 1

−1 i

)
.

Ó ðåçóëüòàòi îäåðæèìî, ùî âëàñíèìè âåêòîðàìè, ùî íàëåæàòü âëàñíîìó
çíà÷åííþ i ¹ âåêòîðè âèãëÿäó (−iγ, γ), äå γ ∈ C \ {0}. À âëàñíèìè âå-
êòîðàìè, ùî íàëåæàòü âëàñíîìó çíà÷åííþ −i ¹ âåêòîðè âèãëÿäó (iγ, γ), äå
γ ∈ C \ {0}.
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ðàòîðà ψ ¹ ÷èñëà i òà −i. Äëÿ çíàõîäæåííÿ âëàñíèõ âåêòîðiâ, ùî íàëåæàòü
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Îçíà÷åííÿ 9

Ñïåêòðîì ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P íàçèâà-
¹òüñÿ ìíîæèíà âñiõ âëàñíèõ çíà÷åíü öüîãî ëiíiéíîãî îïåðàòîðà.

Çàóâàæåííÿ 5
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α1 0 . . . 0
0 α2 . . . 0
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...
. . .

...
0 0 . . . αn
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¹ ìàòðèöåþ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ó áàçèñi a1, a2, . . . , an.
Íàâïàêè, ÿêùî ëiíiéíèé îïåðàòîð ó äåÿêîìó áàçèñi ìà¹ äiàãîíàëüíó ìàòðè-
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