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Òâåðäæåííÿ 1

ßêùî ïiäïðîñòið M ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P

¹ iíâàðiàíòíèì âiä-
íîñíî ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ öüîãî ïðîñòîðó, òî âiäïîâiäíiñòü φM iç M â
M òàêà, ùî φM (x) = φ(x) äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ M ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó M íàä ïîëåì P .

Îçíà÷åííÿ 3

Ëiíiéíèé îïåðàòîð φM ëiíiéíîãî ïðîñòîðó M íàä ïîëåì P , ïðî ÿêèé éäå
ìîâà ó òâåðäæåííi 1, íàçèâà¹òüñÿ îáìåæåííÿì ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ëiíié-
íîãî ïðîñòîðó L íà ïiäïðîñòið M .

Òåîðåìà 1

Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P , à φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð ïðîñòî-
ðó L. ßêùî M � iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî φ ïiäïðîñòið ïðîñòîðó L, òî âiäïî-
âiäíiñòü φ̂ iç ôàêòîðïðîñòîðó L/M ó ôàêòîðïðîñòið L/M òàêà, ùî êîæíîìó
ñóìiæíîìó êëàñó x+M ç ïðåäñòàâíèêîì x ∈ L ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü ñó-
ìiæíèé êëàñ φ(x) +M , ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì ôàêòîðïðîñòîðó L/M .

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Áóäîâà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ç îïåðàòîðîì . . .



Òâåðäæåííÿ 1

ßêùî ïiäïðîñòið M ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ iíâàðiàíòíèì âiä-
íîñíî ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ öüîãî ïðîñòîðó,

òî âiäïîâiäíiñòü φM iç M â
M òàêà, ùî φM (x) = φ(x) äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ M ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó M íàä ïîëåì P .

Îçíà÷åííÿ 3

Ëiíiéíèé îïåðàòîð φM ëiíiéíîãî ïðîñòîðó M íàä ïîëåì P , ïðî ÿêèé éäå
ìîâà ó òâåðäæåííi 1, íàçèâà¹òüñÿ îáìåæåííÿì ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ëiíié-
íîãî ïðîñòîðó L íà ïiäïðîñòið M .

Òåîðåìà 1

Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P , à φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð ïðîñòî-
ðó L. ßêùî M � iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî φ ïiäïðîñòið ïðîñòîðó L, òî âiäïî-
âiäíiñòü φ̂ iç ôàêòîðïðîñòîðó L/M ó ôàêòîðïðîñòið L/M òàêà, ùî êîæíîìó
ñóìiæíîìó êëàñó x+M ç ïðåäñòàâíèêîì x ∈ L ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü ñó-
ìiæíèé êëàñ φ(x) +M , ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì ôàêòîðïðîñòîðó L/M .

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Áóäîâà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ç îïåðàòîðîì . . .



Òâåðäæåííÿ 1

ßêùî ïiäïðîñòið M ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ iíâàðiàíòíèì âiä-
íîñíî ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ öüîãî ïðîñòîðó, òî âiäïîâiäíiñòü φM iç M â
M

òàêà, ùî φM (x) = φ(x) äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ M ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó M íàä ïîëåì P .

Îçíà÷åííÿ 3

Ëiíiéíèé îïåðàòîð φM ëiíiéíîãî ïðîñòîðó M íàä ïîëåì P , ïðî ÿêèé éäå
ìîâà ó òâåðäæåííi 1, íàçèâà¹òüñÿ îáìåæåííÿì ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ëiíié-
íîãî ïðîñòîðó L íà ïiäïðîñòið M .

Òåîðåìà 1

Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P , à φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð ïðîñòî-
ðó L. ßêùî M � iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî φ ïiäïðîñòið ïðîñòîðó L, òî âiäïî-
âiäíiñòü φ̂ iç ôàêòîðïðîñòîðó L/M ó ôàêòîðïðîñòið L/M òàêà, ùî êîæíîìó
ñóìiæíîìó êëàñó x+M ç ïðåäñòàâíèêîì x ∈ L ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü ñó-
ìiæíèé êëàñ φ(x) +M , ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì ôàêòîðïðîñòîðó L/M .

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Áóäîâà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ç îïåðàòîðîì . . .



Òâåðäæåííÿ 1

ßêùî ïiäïðîñòið M ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ iíâàðiàíòíèì âiä-
íîñíî ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ öüîãî ïðîñòîðó, òî âiäïîâiäíiñòü φM iç M â
M òàêà, ùî φM (x) = φ(x) äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ M

¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó M íàä ïîëåì P .

Îçíà÷åííÿ 3

Ëiíiéíèé îïåðàòîð φM ëiíiéíîãî ïðîñòîðó M íàä ïîëåì P , ïðî ÿêèé éäå
ìîâà ó òâåðäæåííi 1, íàçèâà¹òüñÿ îáìåæåííÿì ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ëiíié-
íîãî ïðîñòîðó L íà ïiäïðîñòið M .

Òåîðåìà 1

Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P , à φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð ïðîñòî-
ðó L. ßêùî M � iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî φ ïiäïðîñòið ïðîñòîðó L, òî âiäïî-
âiäíiñòü φ̂ iç ôàêòîðïðîñòîðó L/M ó ôàêòîðïðîñòið L/M òàêà, ùî êîæíîìó
ñóìiæíîìó êëàñó x+M ç ïðåäñòàâíèêîì x ∈ L ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü ñó-
ìiæíèé êëàñ φ(x) +M , ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì ôàêòîðïðîñòîðó L/M .

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Áóäîâà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ç îïåðàòîðîì . . .



Òâåðäæåííÿ 1

ßêùî ïiäïðîñòið M ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ iíâàðiàíòíèì âiä-
íîñíî ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ öüîãî ïðîñòîðó, òî âiäïîâiäíiñòü φM iç M â
M òàêà, ùî φM (x) = φ(x) äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ M ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó M íàä ïîëåì P .

Îçíà÷åííÿ 3

Ëiíiéíèé îïåðàòîð φM ëiíiéíîãî ïðîñòîðó M íàä ïîëåì P , ïðî ÿêèé éäå
ìîâà ó òâåðäæåííi 1, íàçèâà¹òüñÿ îáìåæåííÿì ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ëiíié-
íîãî ïðîñòîðó L íà ïiäïðîñòið M .

Òåîðåìà 1

Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P , à φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð ïðîñòî-
ðó L. ßêùî M � iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî φ ïiäïðîñòið ïðîñòîðó L, òî âiäïî-
âiäíiñòü φ̂ iç ôàêòîðïðîñòîðó L/M ó ôàêòîðïðîñòið L/M òàêà, ùî êîæíîìó
ñóìiæíîìó êëàñó x+M ç ïðåäñòàâíèêîì x ∈ L ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü ñó-
ìiæíèé êëàñ φ(x) +M , ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì ôàêòîðïðîñòîðó L/M .

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Áóäîâà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ç îïåðàòîðîì . . .



Òâåðäæåííÿ 1

ßêùî ïiäïðîñòið M ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ iíâàðiàíòíèì âiä-
íîñíî ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ öüîãî ïðîñòîðó, òî âiäïîâiäíiñòü φM iç M â
M òàêà, ùî φM (x) = φ(x) äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ M ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó M íàä ïîëåì P .

Îçíà÷åííÿ 3

Ëiíiéíèé îïåðàòîð φM ëiíiéíîãî ïðîñòîðó M íàä ïîëåì P ,

ïðî ÿêèé éäå
ìîâà ó òâåðäæåííi 1, íàçèâà¹òüñÿ îáìåæåííÿì ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ëiíié-
íîãî ïðîñòîðó L íà ïiäïðîñòið M .

Òåîðåìà 1

Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P , à φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð ïðîñòî-
ðó L. ßêùî M � iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî φ ïiäïðîñòið ïðîñòîðó L, òî âiäïî-
âiäíiñòü φ̂ iç ôàêòîðïðîñòîðó L/M ó ôàêòîðïðîñòið L/M òàêà, ùî êîæíîìó
ñóìiæíîìó êëàñó x+M ç ïðåäñòàâíèêîì x ∈ L ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü ñó-
ìiæíèé êëàñ φ(x) +M , ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì ôàêòîðïðîñòîðó L/M .

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Áóäîâà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ç îïåðàòîðîì . . .



Òâåðäæåííÿ 1

ßêùî ïiäïðîñòið M ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ iíâàðiàíòíèì âiä-
íîñíî ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ öüîãî ïðîñòîðó, òî âiäïîâiäíiñòü φM iç M â
M òàêà, ùî φM (x) = φ(x) äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ M ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó M íàä ïîëåì P .
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Ëiíiéíèé îïåðàòîð φM ëiíiéíîãî ïðîñòîðó M íàä ïîëåì P , ïðî ÿêèé éäå
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Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P , à φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð ïðîñòî-
ðó L. ßêùî M � iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî φ ïiäïðîñòið ïðîñòîðó L, òî âiäïî-
âiäíiñòü φ̂ iç ôàêòîðïðîñòîðó L/M ó ôàêòîðïðîñòið L/M òàêà, ùî êîæíîìó
ñóìiæíîìó êëàñó x+M ç ïðåäñòàâíèêîì x ∈ L ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü ñó-
ìiæíèé êëàñ φ(x) +M , ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì ôàêòîðïðîñòîðó L/M .

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Áóäîâà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ç îïåðàòîðîì . . .



Òâåðäæåííÿ 1

ßêùî ïiäïðîñòið M ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ iíâàðiàíòíèì âiä-
íîñíî ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ öüîãî ïðîñòîðó, òî âiäïîâiäíiñòü φM iç M â
M òàêà, ùî φM (x) = φ(x) äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ M ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó M íàä ïîëåì P .

Îçíà÷åííÿ 3

Ëiíiéíèé îïåðàòîð φM ëiíiéíîãî ïðîñòîðó M íàä ïîëåì P , ïðî ÿêèé éäå
ìîâà ó òâåðäæåííi 1, íàçèâà¹òüñÿ îáìåæåííÿì ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ëiíié-
íîãî ïðîñòîðó L íà ïiäïðîñòið M .

Òåîðåìà 1

Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P , à φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð ïðîñòî-
ðó L. ßêùî M � iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî φ ïiäïðîñòið ïðîñòîðó L, òî âiäïî-
âiäíiñòü φ̂ iç ôàêòîðïðîñòîðó L/M ó ôàêòîðïðîñòið L/M òàêà, ùî êîæíîìó
ñóìiæíîìó êëàñó x+M ç ïðåäñòàâíèêîì x ∈ L ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü ñó-
ìiæíèé êëàñ φ(x) +M , ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì ôàêòîðïðîñòîðó L/M .

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Áóäîâà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ç îïåðàòîðîì . . .



Òâåðäæåííÿ 1

ßêùî ïiäïðîñòið M ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ iíâàðiàíòíèì âiä-
íîñíî ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ öüîãî ïðîñòîðó, òî âiäïîâiäíiñòü φM iç M â
M òàêà, ùî φM (x) = φ(x) äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ M ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó M íàä ïîëåì P .

Îçíà÷åííÿ 3

Ëiíiéíèé îïåðàòîð φM ëiíiéíîãî ïðîñòîðó M íàä ïîëåì P , ïðî ÿêèé éäå
ìîâà ó òâåðäæåííi 1, íàçèâà¹òüñÿ îáìåæåííÿì ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ëiíié-
íîãî ïðîñòîðó L íà ïiäïðîñòið M .

Òåîðåìà 1

Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P ,

à φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð ïðîñòî-
ðó L. ßêùî M � iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî φ ïiäïðîñòið ïðîñòîðó L, òî âiäïî-
âiäíiñòü φ̂ iç ôàêòîðïðîñòîðó L/M ó ôàêòîðïðîñòið L/M òàêà, ùî êîæíîìó
ñóìiæíîìó êëàñó x+M ç ïðåäñòàâíèêîì x ∈ L ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü ñó-
ìiæíèé êëàñ φ(x) +M , ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì ôàêòîðïðîñòîðó L/M .
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ßêùî ïiäïðîñòið M ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ iíâàðiàíòíèì âiä-
íîñíî ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ öüîãî ïðîñòîðó, òî âiäïîâiäíiñòü φM iç M â
M òàêà, ùî φM (x) = φ(x) äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ M ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó M íàä ïîëåì P .

Îçíà÷åííÿ 3

Ëiíiéíèé îïåðàòîð φM ëiíiéíîãî ïðîñòîðó M íàä ïîëåì P , ïðî ÿêèé éäå
ìîâà ó òâåðäæåííi 1, íàçèâà¹òüñÿ îáìåæåííÿì ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ëiíié-
íîãî ïðîñòîðó L íà ïiäïðîñòið M .

Òåîðåìà 1

Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P , à φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð ïðîñòî-
ðó L.

ßêùî M � iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî φ ïiäïðîñòið ïðîñòîðó L, òî âiäïî-
âiäíiñòü φ̂ iç ôàêòîðïðîñòîðó L/M ó ôàêòîðïðîñòið L/M òàêà, ùî êîæíîìó
ñóìiæíîìó êëàñó x+M ç ïðåäñòàâíèêîì x ∈ L ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü ñó-
ìiæíèé êëàñ φ(x) +M , ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì ôàêòîðïðîñòîðó L/M .

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Áóäîâà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ç îïåðàòîðîì . . .
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ßêùî ïiäïðîñòið M ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ iíâàðiàíòíèì âiä-
íîñíî ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ öüîãî ïðîñòîðó, òî âiäïîâiäíiñòü φM iç M â
M òàêà, ùî φM (x) = φ(x) äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ M ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó M íàä ïîëåì P .

Îçíà÷åííÿ 3

Ëiíiéíèé îïåðàòîð φM ëiíiéíîãî ïðîñòîðó M íàä ïîëåì P , ïðî ÿêèé éäå
ìîâà ó òâåðäæåííi 1, íàçèâà¹òüñÿ îáìåæåííÿì ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ëiíié-
íîãî ïðîñòîðó L íà ïiäïðîñòið M .

Òåîðåìà 1

Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P , à φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð ïðîñòî-
ðó L. ßêùî M � iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî φ ïiäïðîñòið ïðîñòîðó L,

òî âiäïî-
âiäíiñòü φ̂ iç ôàêòîðïðîñòîðó L/M ó ôàêòîðïðîñòið L/M òàêà, ùî êîæíîìó
ñóìiæíîìó êëàñó x+M ç ïðåäñòàâíèêîì x ∈ L ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü ñó-
ìiæíèé êëàñ φ(x) +M , ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì ôàêòîðïðîñòîðó L/M .

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Áóäîâà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ç îïåðàòîðîì . . .



Òâåðäæåííÿ 1
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âiäíiñòü φ̂ iç ôàêòîðïðîñòîðó L/M ó ôàêòîðïðîñòið L/M òàêà, ùî êîæíîìó
ñóìiæíîìó êëàñó x+M ç ïðåäñòàâíèêîì x ∈ L ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü ñó-
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Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè

iM � iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî φ ïiäïðîñòið
ïðîñòîðó L. ßêùî x′ � iíøèé ïðåäñòàâíèê ñóìiæíîãî êëàñó x+M , äå x ∈ L,
òîáòî ÿêùî x′ +M = x+M , òî x′ − x ∈ M , à îòæå φ(x′ − x) ∈ M . Òîìó

φ̂(x′ +M) = φ(x′) +M = φ
(
x+ (x′ − x)

)
+M =

=
(
φ(x) + φ(x′ − x)

)
+M = φ(x) +M = φ̂(x+M).

Öå îçíà÷à¹, ùî âiäïîâiäíiñòü φ̂ ¹ âiäîáðàæåííÿì iç L/M â L/M , òîáòî îïå-
ðàòîðîì ôàêòîðïðîñòîðó L/M . Ëiíiéíiñòü îïåðàòîðà φ̂ ñëiäó¹ iç ïðàâäèâîñòi
íàñòóïíèõ ðiâíîñòåé äëÿ äîâiëüíèõ α, β ∈ P òà x+M , y +M ∈ L/M :

φ̂
(
α(x+M) + β(y +M)

)
= φ̂

(
(αx+ βy) +M

)
=

= φ(αx+ βy) +M =
(
αφ(x) + βφ(y)

)
+M =

α
(
φ(x) +M

)
+ β

(
φ(y) +M

)
= αφ̂(x+M) + βφ̂(y +M).

Òåîðåìó äîâåäåíî.
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íàñòóïíèõ ðiâíîñòåé äëÿ äîâiëüíèõ α, β ∈ P òà x+M , y +M ∈ L/M :

φ̂
(
α(x+M) + β(y +M)

)
= φ̂

(
(αx+ βy) +M

)
=

= φ(αx+ βy) +M =
(
αφ(x) + βφ(y)

)
+M =

α
(
φ(x) +M

)
+ β

(
φ(y) +M

)

= αφ̂(x+M) + βφ̂(y +M).

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Áóäîâà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ç îïåðàòîðîì . . .



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè iM � iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî φ ïiäïðîñòið
ïðîñòîðó L. ßêùî x′ � iíøèé ïðåäñòàâíèê ñóìiæíîãî êëàñó x+M , äå x ∈ L,
òîáòî ÿêùî x′ +M = x+M , òî x′ − x ∈ M , à îòæå φ(x′ − x) ∈ M . Òîìó

φ̂(x′ +M) = φ(x′) +M = φ
(
x+ (x′ − x)

)
+M =

=
(
φ(x) + φ(x′ − x)

)
+M = φ(x) +M = φ̂(x+M).

Öå îçíà÷à¹, ùî âiäïîâiäíiñòü φ̂ ¹ âiäîáðàæåííÿì iç L/M â L/M , òîáòî îïå-
ðàòîðîì ôàêòîðïðîñòîðó L/M . Ëiíiéíiñòü îïåðàòîðà φ̂ ñëiäó¹ iç ïðàâäèâîñòi
íàñòóïíèõ ðiâíîñòåé äëÿ äîâiëüíèõ α, β ∈ P òà x+M , y +M ∈ L/M :

φ̂
(
α(x+M) + β(y +M)

)
= φ̂

(
(αx+ βy) +M

)
=

= φ(αx+ βy) +M =
(
αφ(x) + βφ(y)

)
+M =

α
(
φ(x) +M

)
+ β

(
φ(y) +M

)
= αφ̂(x+M) + βφ̂(y +M).

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Áóäîâà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ç îïåðàòîðîì . . .



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè iM � iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî φ ïiäïðîñòið
ïðîñòîðó L. ßêùî x′ � iíøèé ïðåäñòàâíèê ñóìiæíîãî êëàñó x+M , äå x ∈ L,
òîáòî ÿêùî x′ +M = x+M , òî x′ − x ∈ M , à îòæå φ(x′ − x) ∈ M . Òîìó

φ̂(x′ +M) = φ(x′) +M = φ
(
x+ (x′ − x)

)
+M =

=
(
φ(x) + φ(x′ − x)

)
+M = φ(x) +M = φ̂(x+M).

Öå îçíà÷à¹, ùî âiäïîâiäíiñòü φ̂ ¹ âiäîáðàæåííÿì iç L/M â L/M , òîáòî îïå-
ðàòîðîì ôàêòîðïðîñòîðó L/M . Ëiíiéíiñòü îïåðàòîðà φ̂ ñëiäó¹ iç ïðàâäèâîñòi
íàñòóïíèõ ðiâíîñòåé äëÿ äîâiëüíèõ α, β ∈ P òà x+M , y +M ∈ L/M :

φ̂
(
α(x+M) + β(y +M)

)
= φ̂

(
(αx+ βy) +M

)
=

= φ(αx+ βy) +M =
(
αφ(x) + βφ(y)

)
+M =

α
(
φ(x) +M

)
+ β

(
φ(y) +M

)
= αφ̂(x+M) + βφ̂(y +M).

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Áóäîâà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ç îïåðàòîðîì . . .



Ïðèïóñòèìî, ùî ó ëiíiéíîìó ïðîñòîði L ç îïåðàòîðîì φ

iñíó¹ íåòðèâiàëüíèé
iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî φ ïiäïðîñòið M . Íåõàé A = ∥αij∥ � ìàòðèöÿ ëiíiéíî-
ãî îïåðàòîðà φM ó äåÿêîìó áàçèñi u1, u2, . . . , uk ëiíiéíîãî ïðîñòîðó M íàä
ïîëåì P , à B = ∥βij∥ � ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ̂ ôàêòîðïðîñòîðó
L/M ó äåÿêîìó v1 +M , v2 +M , . . . , vl +M öüîãî ïðîñòîðó. Òîäi

φM (u1) = α11u1 + α21u2 + · · ·+ αk1uk,
. . . . . . . .

φM (uk) = α1ku1 + α2ku2 + · · ·+ αkkuk;

φ̂(v1 +M) = β11(v1 +M) + β21(v2 +M) + · · ·+ βl1(vl +M),
. . . . . . . .

φ̂(vl +M) = β1l(v1 +M) + β2l(v2 +M) + · · ·+ βll(vl +M).

Çâiäñè
φ(u1) = α11u1 + α21u2 + · · ·+ αk1uk,

. . . . . . . .
φ(uk) = α1ku1 + α2ku2 + · · ·+ αkkuk;

φ(v1) +M = (β11v1 + β21v2 + · · ·+ βl1vl) +M,
. . . . . . . .

φ(vl) +M = (β1lv1 + β2lv2 + · · ·+ βllvl) +M.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Áóäîâà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ç îïåðàòîðîì . . .



Ïðèïóñòèìî, ùî ó ëiíiéíîìó ïðîñòîði L ç îïåðàòîðîì φ iñíó¹ íåòðèâiàëüíèé
iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî φ ïiäïðîñòið M .

Íåõàé A = ∥αij∥ � ìàòðèöÿ ëiíiéíî-
ãî îïåðàòîðà φM ó äåÿêîìó áàçèñi u1, u2, . . . , uk ëiíiéíîãî ïðîñòîðó M íàä
ïîëåì P , à B = ∥βij∥ � ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ̂ ôàêòîðïðîñòîðó
L/M ó äåÿêîìó v1 +M , v2 +M , . . . , vl +M öüîãî ïðîñòîðó. Òîäi

φM (u1) = α11u1 + α21u2 + · · ·+ αk1uk,
. . . . . . . .

φM (uk) = α1ku1 + α2ku2 + · · ·+ αkkuk;

φ̂(v1 +M) = β11(v1 +M) + β21(v2 +M) + · · ·+ βl1(vl +M),
. . . . . . . .

φ̂(vl +M) = β1l(v1 +M) + β2l(v2 +M) + · · ·+ βll(vl +M).

Çâiäñè
φ(u1) = α11u1 + α21u2 + · · ·+ αk1uk,

. . . . . . . .
φ(uk) = α1ku1 + α2ku2 + · · ·+ αkkuk;

φ(v1) +M = (β11v1 + β21v2 + · · ·+ βl1vl) +M,
. . . . . . . .

φ(vl) +M = (β1lv1 + β2lv2 + · · ·+ βllvl) +M.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Áóäîâà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ç îïåðàòîðîì . . .



Ïðèïóñòèìî, ùî ó ëiíiéíîìó ïðîñòîði L ç îïåðàòîðîì φ iñíó¹ íåòðèâiàëüíèé
iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî φ ïiäïðîñòið M . Íåõàé A = ∥αij∥

� ìàòðèöÿ ëiíiéíî-
ãî îïåðàòîðà φM ó äåÿêîìó áàçèñi u1, u2, . . . , uk ëiíiéíîãî ïðîñòîðó M íàä
ïîëåì P , à B = ∥βij∥ � ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ̂ ôàêòîðïðîñòîðó
L/M ó äåÿêîìó v1 +M , v2 +M , . . . , vl +M öüîãî ïðîñòîðó. Òîäi

φM (u1) = α11u1 + α21u2 + · · ·+ αk1uk,
. . . . . . . .

φM (uk) = α1ku1 + α2ku2 + · · ·+ αkkuk;

φ̂(v1 +M) = β11(v1 +M) + β21(v2 +M) + · · ·+ βl1(vl +M),
. . . . . . . .

φ̂(vl +M) = β1l(v1 +M) + β2l(v2 +M) + · · ·+ βll(vl +M).

Çâiäñè
φ(u1) = α11u1 + α21u2 + · · ·+ αk1uk,

. . . . . . . .
φ(uk) = α1ku1 + α2ku2 + · · ·+ αkkuk;

φ(v1) +M = (β11v1 + β21v2 + · · ·+ βl1vl) +M,
. . . . . . . .

φ(vl) +M = (β1lv1 + β2lv2 + · · ·+ βllvl) +M.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Áóäîâà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ç îïåðàòîðîì . . .



Ïðèïóñòèìî, ùî ó ëiíiéíîìó ïðîñòîði L ç îïåðàòîðîì φ iñíó¹ íåòðèâiàëüíèé
iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî φ ïiäïðîñòið M . Íåõàé A = ∥αij∥ � ìàòðèöÿ ëiíiéíî-
ãî îïåðàòîðà φM

ó äåÿêîìó áàçèñi u1, u2, . . . , uk ëiíiéíîãî ïðîñòîðó M íàä
ïîëåì P , à B = ∥βij∥ � ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ̂ ôàêòîðïðîñòîðó
L/M ó äåÿêîìó v1 +M , v2 +M , . . . , vl +M öüîãî ïðîñòîðó. Òîäi

φM (u1) = α11u1 + α21u2 + · · ·+ αk1uk,
. . . . . . . .

φM (uk) = α1ku1 + α2ku2 + · · ·+ αkkuk;

φ̂(v1 +M) = β11(v1 +M) + β21(v2 +M) + · · ·+ βl1(vl +M),
. . . . . . . .

φ̂(vl +M) = β1l(v1 +M) + β2l(v2 +M) + · · ·+ βll(vl +M).

Çâiäñè
φ(u1) = α11u1 + α21u2 + · · ·+ αk1uk,

. . . . . . . .
φ(uk) = α1ku1 + α2ku2 + · · ·+ αkkuk;

φ(v1) +M = (β11v1 + β21v2 + · · ·+ βl1vl) +M,
. . . . . . . .

φ(vl) +M = (β1lv1 + β2lv2 + · · ·+ βllvl) +M.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Áóäîâà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ç îïåðàòîðîì . . .



Ïðèïóñòèìî, ùî ó ëiíiéíîìó ïðîñòîði L ç îïåðàòîðîì φ iñíó¹ íåòðèâiàëüíèé
iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî φ ïiäïðîñòið M . Íåõàé A = ∥αij∥ � ìàòðèöÿ ëiíiéíî-
ãî îïåðàòîðà φM ó äåÿêîìó áàçèñi u1, u2, . . . , uk ëiíiéíîãî ïðîñòîðó M íàä
ïîëåì P ,

à B = ∥βij∥ � ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ̂ ôàêòîðïðîñòîðó
L/M ó äåÿêîìó v1 +M , v2 +M , . . . , vl +M öüîãî ïðîñòîðó. Òîäi

φM (u1) = α11u1 + α21u2 + · · ·+ αk1uk,
. . . . . . . .

φM (uk) = α1ku1 + α2ku2 + · · ·+ αkkuk;

φ̂(v1 +M) = β11(v1 +M) + β21(v2 +M) + · · ·+ βl1(vl +M),
. . . . . . . .

φ̂(vl +M) = β1l(v1 +M) + β2l(v2 +M) + · · ·+ βll(vl +M).

Çâiäñè
φ(u1) = α11u1 + α21u2 + · · ·+ αk1uk,

. . . . . . . .
φ(uk) = α1ku1 + α2ku2 + · · ·+ αkkuk;

φ(v1) +M = (β11v1 + β21v2 + · · ·+ βl1vl) +M,
. . . . . . . .

φ(vl) +M = (β1lv1 + β2lv2 + · · ·+ βllvl) +M.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Áóäîâà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ç îïåðàòîðîì . . .



Ïðèïóñòèìî, ùî ó ëiíiéíîìó ïðîñòîði L ç îïåðàòîðîì φ iñíó¹ íåòðèâiàëüíèé
iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî φ ïiäïðîñòið M . Íåõàé A = ∥αij∥ � ìàòðèöÿ ëiíiéíî-
ãî îïåðàòîðà φM ó äåÿêîìó áàçèñi u1, u2, . . . , uk ëiíiéíîãî ïðîñòîðó M íàä
ïîëåì P , à B = ∥βij∥

� ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ̂ ôàêòîðïðîñòîðó
L/M ó äåÿêîìó v1 +M , v2 +M , . . . , vl +M öüîãî ïðîñòîðó. Òîäi

φM (u1) = α11u1 + α21u2 + · · ·+ αk1uk,
. . . . . . . .

φM (uk) = α1ku1 + α2ku2 + · · ·+ αkkuk;

φ̂(v1 +M) = β11(v1 +M) + β21(v2 +M) + · · ·+ βl1(vl +M),
. . . . . . . .

φ̂(vl +M) = β1l(v1 +M) + β2l(v2 +M) + · · ·+ βll(vl +M).

Çâiäñè
φ(u1) = α11u1 + α21u2 + · · ·+ αk1uk,

. . . . . . . .
φ(uk) = α1ku1 + α2ku2 + · · ·+ αkkuk;

φ(v1) +M = (β11v1 + β21v2 + · · ·+ βl1vl) +M,
. . . . . . . .

φ(vl) +M = (β1lv1 + β2lv2 + · · ·+ βllvl) +M.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Áóäîâà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ç îïåðàòîðîì . . .



Ïðèïóñòèìî, ùî ó ëiíiéíîìó ïðîñòîði L ç îïåðàòîðîì φ iñíó¹ íåòðèâiàëüíèé
iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî φ ïiäïðîñòið M . Íåõàé A = ∥αij∥ � ìàòðèöÿ ëiíiéíî-
ãî îïåðàòîðà φM ó äåÿêîìó áàçèñi u1, u2, . . . , uk ëiíiéíîãî ïðîñòîðó M íàä
ïîëåì P , à B = ∥βij∥ � ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ̂ ôàêòîðïðîñòîðó
L/M

ó äåÿêîìó v1 +M , v2 +M , . . . , vl +M öüîãî ïðîñòîðó. Òîäi

φM (u1) = α11u1 + α21u2 + · · ·+ αk1uk,
. . . . . . . .

φM (uk) = α1ku1 + α2ku2 + · · ·+ αkkuk;

φ̂(v1 +M) = β11(v1 +M) + β21(v2 +M) + · · ·+ βl1(vl +M),
. . . . . . . .

φ̂(vl +M) = β1l(v1 +M) + β2l(v2 +M) + · · ·+ βll(vl +M).

Çâiäñè
φ(u1) = α11u1 + α21u2 + · · ·+ αk1uk,

. . . . . . . .
φ(uk) = α1ku1 + α2ku2 + · · ·+ αkkuk;

φ(v1) +M = (β11v1 + β21v2 + · · ·+ βl1vl) +M,
. . . . . . . .

φ(vl) +M = (β1lv1 + β2lv2 + · · ·+ βllvl) +M.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Áóäîâà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ç îïåðàòîðîì . . .



Ïðèïóñòèìî, ùî ó ëiíiéíîìó ïðîñòîði L ç îïåðàòîðîì φ iñíó¹ íåòðèâiàëüíèé
iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî φ ïiäïðîñòið M . Íåõàé A = ∥αij∥ � ìàòðèöÿ ëiíiéíî-
ãî îïåðàòîðà φM ó äåÿêîìó áàçèñi u1, u2, . . . , uk ëiíiéíîãî ïðîñòîðó M íàä
ïîëåì P , à B = ∥βij∥ � ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ̂ ôàêòîðïðîñòîðó
L/M ó äåÿêîìó v1 +M , v2 +M , . . . , vl +M öüîãî ïðîñòîðó.

Òîäi

φM (u1) = α11u1 + α21u2 + · · ·+ αk1uk,
. . . . . . . .

φM (uk) = α1ku1 + α2ku2 + · · ·+ αkkuk;

φ̂(v1 +M) = β11(v1 +M) + β21(v2 +M) + · · ·+ βl1(vl +M),
. . . . . . . .

φ̂(vl +M) = β1l(v1 +M) + β2l(v2 +M) + · · ·+ βll(vl +M).

Çâiäñè
φ(u1) = α11u1 + α21u2 + · · ·+ αk1uk,

. . . . . . . .
φ(uk) = α1ku1 + α2ku2 + · · ·+ αkkuk;

φ(v1) +M = (β11v1 + β21v2 + · · ·+ βl1vl) +M,
. . . . . . . .

φ(vl) +M = (β1lv1 + β2lv2 + · · ·+ βllvl) +M.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Áóäîâà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ç îïåðàòîðîì . . .



Ïðèïóñòèìî, ùî ó ëiíiéíîìó ïðîñòîði L ç îïåðàòîðîì φ iñíó¹ íåòðèâiàëüíèé
iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî φ ïiäïðîñòið M . Íåõàé A = ∥αij∥ � ìàòðèöÿ ëiíiéíî-
ãî îïåðàòîðà φM ó äåÿêîìó áàçèñi u1, u2, . . . , uk ëiíiéíîãî ïðîñòîðó M íàä
ïîëåì P , à B = ∥βij∥ � ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ̂ ôàêòîðïðîñòîðó
L/M ó äåÿêîìó v1 +M , v2 +M , . . . , vl +M öüîãî ïðîñòîðó. Òîäi

φM (u1) = α11u1 + α21u2 + · · ·+ αk1uk,

. . . . . . . .
φM (uk) = α1ku1 + α2ku2 + · · ·+ αkkuk;

φ̂(v1 +M) = β11(v1 +M) + β21(v2 +M) + · · ·+ βl1(vl +M),
. . . . . . . .

φ̂(vl +M) = β1l(v1 +M) + β2l(v2 +M) + · · ·+ βll(vl +M).

Çâiäñè
φ(u1) = α11u1 + α21u2 + · · ·+ αk1uk,

. . . . . . . .
φ(uk) = α1ku1 + α2ku2 + · · ·+ αkkuk;

φ(v1) +M = (β11v1 + β21v2 + · · ·+ βl1vl) +M,
. . . . . . . .

φ(vl) +M = (β1lv1 + β2lv2 + · · ·+ βllvl) +M.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Áóäîâà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ç îïåðàòîðîì . . .



Ïðèïóñòèìî, ùî ó ëiíiéíîìó ïðîñòîði L ç îïåðàòîðîì φ iñíó¹ íåòðèâiàëüíèé
iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî φ ïiäïðîñòið M . Íåõàé A = ∥αij∥ � ìàòðèöÿ ëiíiéíî-
ãî îïåðàòîðà φM ó äåÿêîìó áàçèñi u1, u2, . . . , uk ëiíiéíîãî ïðîñòîðó M íàä
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Òåîðåìà 2

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P , à φ � ëiíié-
íèé îïåðàòîð ïðîñòîðó L. ßêùî M � íåòðèâiàëüíèé iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî
φ ïiäïðîñòið ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L, òî õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ëiíié-
íîãî îïåðàòîðà φM ëiíiéíîãî ïðîñòîðó M ¹ äiëüíèêîì õàðàêòåðèñòè÷íîãî
ìíîãî÷ëåíà ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Áóäîâà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ç îïåðàòîðîì . . .



Iç âèùå ñêàçàíîãî ñëiäó¹, ùî ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ëiíiéíîãî ïðî-
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Òåîðåìà 2
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ìíîãî÷ëåíà ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Áóäîâà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ç îïåðàòîðîì . . .
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ìíîãî÷ëåíà ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Áóäîâà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ç îïåðàòîðîì . . .
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Òåîðåìà 2
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φ ïiäïðîñòið ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L, òî õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ëiíié-
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Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Áóäîâà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ç îïåðàòîðîì . . .
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Òåîðåìà 2
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Òåîðåìà 2

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P , à φ � ëiíié-
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Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Áóäîâà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ç îïåðàòîðîì . . .



Íåõàé a � âåêòîð ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ç ëiíiéíèì îïåðàòî-
ðîì φ.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç C(a) ìíîæèíó âñiõ ëiíiéíèõ êîìáiíàöié âñåìîæëè-
âèõ ñêií÷åííèõ ïiäñèñòåì íåñêií÷åííî¨ ñèñòåìè âåêòîðiâ

a, φ(a), φ2(a), . . .

Òîáòî
C(a) = {γ1φj1(a) + γ2φ

j2(a) + · · ·+ γkφ
jk (a) | k ∈ N;

j1, . . . , jk ∈ N ∪ {0}; γ1, . . . , γk ∈ P}.

Òâåðäæåííÿ 2

Ìíîæèíà C(a) ¹ iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî φ ïiäïðîñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòî-
ðó L.

Äîâåäåííÿ.

Î÷åâèäíî, C(a) ¹ ïiäïðîñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Îñêiëüêè äëÿ áóäü-
ÿêîãî

x = γ1φ
j1(a) + γ2φ

j2(a) + · · ·+ γkφ
jk (a) ∈ C(a)

ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

φ(x) = γ1φ
(
φj1(a)

)
+ γ2φ

(
φj2(a)

)
+ · · ·+ γkφ

(
φjk (a)

)
=

= γ1φ
j1+1(a) + γ2φ

j2+1(a) + · · ·+ γkφ
jk+1(a)

òî φ(x) ∈ C(a), ùî i ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Áóäîâà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ç îïåðàòîðîì . . .
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=
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ñòîðó L íàçèâà¹òüñÿ öèêëi÷íèì ïðîñòîðîì, ïîðîäæåíèì âåêòîðîì a.

Êîæåí âåêòîð b ∈ C(a) ìà¹ âèãëÿä

b = β0a+ β1φ(a) + · · ·+ βtφ
t(a),

äå t ∈ N∪{0}, à β0, β1, . . . , βt � äåÿêi åëåìåíòè ïîëÿ P . Ïîçíà÷èìî ÷åðåç
f(λ) íàñòóïíèé ìíîãî÷ëåí âiä íåâiäîìîãî λ íàä ïîëåì P

β0 + β1λ+ · · ·+ βtλ
t.

Òîäi
b =

[
f(φ)

]
(a),

äå
f(φ) = β0idL + β1φ+ · · ·+ βtφ

t.

Îçíà÷åííÿ 5

Íåõàé a � âåêòîð ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ç ëiíiéíèì îïåðàòî-
ðîì φ. Ìíîãî÷ëåí f(λ) ∈ P [λ]

òàêèé, ùî
[
f(φ)

]
(a) = 0̄ íàçèâà¹òüñÿ àíóëÿ-

òîðîì âåêòîðà a.

Îñêiëüêè L ñêií÷åííîâèìiðíèé ïðîñòið, òî iñíó¹ íåíóëüîâèé àíóëÿòîð äëÿ
êîæíîãî âåêòîðà a ∈ L.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Áóäîâà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ç îïåðàòîðîì . . .



Îçíà÷åííÿ 4

Iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ïiäïðîñòið C(a) ëiíiéíîãî ïðî-
ñòîðó L íàçèâà¹òüñÿ öèêëi÷íèì ïðîñòîðîì, ïîðîäæåíèì âåêòîðîì a.

Êîæåí âåêòîð b ∈ C(a) ìà¹ âèãëÿä

b = β0a+ β1φ(a) + · · ·+ βtφ
t(a),

äå t ∈ N∪{0}, à β0, β1, . . . , βt � äåÿêi åëåìåíòè ïîëÿ P . Ïîçíà÷èìî ÷åðåç
f(λ) íàñòóïíèé ìíîãî÷ëåí âiä íåâiäîìîãî λ íàä ïîëåì P

β0 + β1λ+ · · ·+ βtλ
t.

Òîäi
b =

[
f(φ)

]
(a),

äå
f(φ) = β0idL + β1φ+ · · ·+ βtφ

t.

Îçíà÷åííÿ 5

Íåõàé a � âåêòîð ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ç ëiíiéíèì îïåðàòî-
ðîì φ. Ìíîãî÷ëåí f(λ) ∈ P [λ] òàêèé, ùî

[
f(φ)

]
(a) = 0̄

íàçèâà¹òüñÿ àíóëÿ-
òîðîì âåêòîðà a.

Îñêiëüêè L ñêií÷åííîâèìiðíèé ïðîñòið, òî iñíó¹ íåíóëüîâèé àíóëÿòîð äëÿ
êîæíîãî âåêòîðà a ∈ L.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Áóäîâà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ç îïåðàòîðîì . . .



Îçíà÷åííÿ 4

Iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ïiäïðîñòið C(a) ëiíiéíîãî ïðî-
ñòîðó L íàçèâà¹òüñÿ öèêëi÷íèì ïðîñòîðîì, ïîðîäæåíèì âåêòîðîì a.

Êîæåí âåêòîð b ∈ C(a) ìà¹ âèãëÿä

b = β0a+ β1φ(a) + · · ·+ βtφ
t(a),

äå t ∈ N∪{0}, à β0, β1, . . . , βt � äåÿêi åëåìåíòè ïîëÿ P . Ïîçíà÷èìî ÷åðåç
f(λ) íàñòóïíèé ìíîãî÷ëåí âiä íåâiäîìîãî λ íàä ïîëåì P

β0 + β1λ+ · · ·+ βtλ
t.

Òîäi
b =

[
f(φ)

]
(a),

äå
f(φ) = β0idL + β1φ+ · · ·+ βtφ

t.

Îçíà÷åííÿ 5

Íåõàé a � âåêòîð ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ç ëiíiéíèì îïåðàòî-
ðîì φ. Ìíîãî÷ëåí f(λ) ∈ P [λ] òàêèé, ùî

[
f(φ)

]
(a) = 0̄ íàçèâà¹òüñÿ àíóëÿ-

òîðîì âåêòîðà a.

Îñêiëüêè L ñêií÷åííîâèìiðíèé ïðîñòið, òî iñíó¹ íåíóëüîâèé àíóëÿòîð äëÿ
êîæíîãî âåêòîðà a ∈ L.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Áóäîâà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ç îïåðàòîðîì . . .



Äiéñíî, ÿêùî dimPL = n,

òî ñèñòåìà âåêòîðiâ a, φ(a), φ2(a), . . . , φn(a) ¹
ëiíiéíî çàëåæíîþ, ÷åðåç òå ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç n+ 1 âåêòîðiâ. Òîìó iñíóþòü
åëåìåíòè γ0, γ1, . . . , γn ïîëÿ P , íå âñi ðiâíi íóëþ òàêi, ùî

γ0a+ γ1φ(a) + γ2φ
2(a) + · · ·+ γnφ

n(a) = 0̄,

à, îòæå, [
γ0idL + γ1φ+ γ2φ

2 + · · ·+ γnφ
n](a) = 0̄.

Çâiäñè ñëiäó¹, ùî íåíóëüîâèé ìíîãî÷ëåí γ0 + γ1λ + γ2λ
2 + · · · + γnλ

n ¹
àíóëÿòîðîì âåêòîðà a.

Òåîðåìà 3

Ñóìà àíóëÿòîðiâ âåêòîðà a i äîáóòîê àíóëÿòîðà âåêòîðà a íà áóäü-ÿêèé ìíî-
ãî÷ëåí iç P [λ] ¹ çíîâó òàêè æ àíóëÿòîðàìè âåêòîðà a.

Îçíà÷åííÿ 6

Íåõàé a � íåíóëüîâèé âåêòîð ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ç ëiíiéíèì
îïåðàòîðîì φ. Ìíîãî÷ëåí íàéìåíøîãî ñòåïåíÿ iç ñòàðøèì êîåôiöi¹íòîì 1,
ÿêèé ¹ àíóëÿòîðîì âåêòîðà a íàçèâà¹òüñÿ éîãî ìiíiìàëüíèì àíóëÿòîðîì.

Òåîðåìà 4

Íåõàé a � íåíóëüîâèé âåêòîð ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ç ëiíiéíèì
îïåðàòîðîì φ. Ìiíiìàëüíèé àíóëÿòîð âåêòîðà a äiëèòü áóäü-ÿêèé àíóëÿòîð
öüîãî âåêòîðà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Áóäîâà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ç îïåðàòîðîì . . .



Äiéñíî, ÿêùî dimPL = n, òî ñèñòåìà âåêòîðiâ a, φ(a), φ2(a), . . . , φn(a)

¹
ëiíiéíî çàëåæíîþ, ÷åðåç òå ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç n+ 1 âåêòîðiâ. Òîìó iñíóþòü
åëåìåíòè γ0, γ1, . . . , γn ïîëÿ P , íå âñi ðiâíi íóëþ òàêi, ùî

γ0a+ γ1φ(a) + γ2φ
2(a) + · · ·+ γnφ

n(a) = 0̄,

à, îòæå, [
γ0idL + γ1φ+ γ2φ

2 + · · ·+ γnφ
n](a) = 0̄.

Çâiäñè ñëiäó¹, ùî íåíóëüîâèé ìíîãî÷ëåí γ0 + γ1λ + γ2λ
2 + · · · + γnλ

n ¹
àíóëÿòîðîì âåêòîðà a.

Òåîðåìà 3

Ñóìà àíóëÿòîðiâ âåêòîðà a i äîáóòîê àíóëÿòîðà âåêòîðà a íà áóäü-ÿêèé ìíî-
ãî÷ëåí iç P [λ] ¹ çíîâó òàêè æ àíóëÿòîðàìè âåêòîðà a.

Îçíà÷åííÿ 6

Íåõàé a � íåíóëüîâèé âåêòîð ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ç ëiíiéíèì
îïåðàòîðîì φ. Ìíîãî÷ëåí íàéìåíøîãî ñòåïåíÿ iç ñòàðøèì êîåôiöi¹íòîì 1,
ÿêèé ¹ àíóëÿòîðîì âåêòîðà a íàçèâà¹òüñÿ éîãî ìiíiìàëüíèì àíóëÿòîðîì.

Òåîðåìà 4

Íåõàé a � íåíóëüîâèé âåêòîð ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ç ëiíiéíèì
îïåðàòîðîì φ. Ìiíiìàëüíèé àíóëÿòîð âåêòîðà a äiëèòü áóäü-ÿêèé àíóëÿòîð
öüîãî âåêòîðà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Áóäîâà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ç îïåðàòîðîì . . .



Äiéñíî, ÿêùî dimPL = n, òî ñèñòåìà âåêòîðiâ a, φ(a), φ2(a), . . . , φn(a) ¹
ëiíiéíî çàëåæíîþ,

÷åðåç òå ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç n+ 1 âåêòîðiâ. Òîìó iñíóþòü
åëåìåíòè γ0, γ1, . . . , γn ïîëÿ P , íå âñi ðiâíi íóëþ òàêi, ùî

γ0a+ γ1φ(a) + γ2φ
2(a) + · · ·+ γnφ

n(a) = 0̄,

à, îòæå, [
γ0idL + γ1φ+ γ2φ

2 + · · ·+ γnφ
n](a) = 0̄.

Çâiäñè ñëiäó¹, ùî íåíóëüîâèé ìíîãî÷ëåí γ0 + γ1λ + γ2λ
2 + · · · + γnλ

n ¹
àíóëÿòîðîì âåêòîðà a.

Òåîðåìà 3

Ñóìà àíóëÿòîðiâ âåêòîðà a i äîáóòîê àíóëÿòîðà âåêòîðà a íà áóäü-ÿêèé ìíî-
ãî÷ëåí iç P [λ] ¹ çíîâó òàêè æ àíóëÿòîðàìè âåêòîðà a.

Îçíà÷åííÿ 6

Íåõàé a � íåíóëüîâèé âåêòîð ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ç ëiíiéíèì
îïåðàòîðîì φ. Ìíîãî÷ëåí íàéìåíøîãî ñòåïåíÿ iç ñòàðøèì êîåôiöi¹íòîì 1,
ÿêèé ¹ àíóëÿòîðîì âåêòîðà a íàçèâà¹òüñÿ éîãî ìiíiìàëüíèì àíóëÿòîðîì.

Òåîðåìà 4

Íåõàé a � íåíóëüîâèé âåêòîð ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ç ëiíiéíèì
îïåðàòîðîì φ. Ìiíiìàëüíèé àíóëÿòîð âåêòîðà a äiëèòü áóäü-ÿêèé àíóëÿòîð
öüîãî âåêòîðà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Áóäîâà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ç îïåðàòîðîì . . .



Äiéñíî, ÿêùî dimPL = n, òî ñèñòåìà âåêòîðiâ a, φ(a), φ2(a), . . . , φn(a) ¹
ëiíiéíî çàëåæíîþ, ÷åðåç òå ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç n+ 1 âåêòîðiâ.

Òîìó iñíóþòü
åëåìåíòè γ0, γ1, . . . , γn ïîëÿ P , íå âñi ðiâíi íóëþ òàêi, ùî

γ0a+ γ1φ(a) + γ2φ
2(a) + · · ·+ γnφ

n(a) = 0̄,

à, îòæå, [
γ0idL + γ1φ+ γ2φ

2 + · · ·+ γnφ
n](a) = 0̄.

Çâiäñè ñëiäó¹, ùî íåíóëüîâèé ìíîãî÷ëåí γ0 + γ1λ + γ2λ
2 + · · · + γnλ

n ¹
àíóëÿòîðîì âåêòîðà a.

Òåîðåìà 3

Ñóìà àíóëÿòîðiâ âåêòîðà a i äîáóòîê àíóëÿòîðà âåêòîðà a íà áóäü-ÿêèé ìíî-
ãî÷ëåí iç P [λ] ¹ çíîâó òàêè æ àíóëÿòîðàìè âåêòîðà a.

Îçíà÷åííÿ 6

Íåõàé a � íåíóëüîâèé âåêòîð ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ç ëiíiéíèì
îïåðàòîðîì φ. Ìíîãî÷ëåí íàéìåíøîãî ñòåïåíÿ iç ñòàðøèì êîåôiöi¹íòîì 1,
ÿêèé ¹ àíóëÿòîðîì âåêòîðà a íàçèâà¹òüñÿ éîãî ìiíiìàëüíèì àíóëÿòîðîì.

Òåîðåìà 4

Íåõàé a � íåíóëüîâèé âåêòîð ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ç ëiíiéíèì
îïåðàòîðîì φ. Ìiíiìàëüíèé àíóëÿòîð âåêòîðà a äiëèòü áóäü-ÿêèé àíóëÿòîð
öüîãî âåêòîðà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Áóäîâà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ç îïåðàòîðîì . . .



Äiéñíî, ÿêùî dimPL = n, òî ñèñòåìà âåêòîðiâ a, φ(a), φ2(a), . . . , φn(a) ¹
ëiíiéíî çàëåæíîþ, ÷åðåç òå ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç n+ 1 âåêòîðiâ. Òîìó iñíóþòü
åëåìåíòè γ0, γ1, . . . , γn ïîëÿ P , íå âñi ðiâíi íóëþ

òàêi, ùî

γ0a+ γ1φ(a) + γ2φ
2(a) + · · ·+ γnφ

n(a) = 0̄,

à, îòæå, [
γ0idL + γ1φ+ γ2φ

2 + · · ·+ γnφ
n](a) = 0̄.

Çâiäñè ñëiäó¹, ùî íåíóëüîâèé ìíîãî÷ëåí γ0 + γ1λ + γ2λ
2 + · · · + γnλ

n ¹
àíóëÿòîðîì âåêòîðà a.

Òåîðåìà 3

Ñóìà àíóëÿòîðiâ âåêòîðà a i äîáóòîê àíóëÿòîðà âåêòîðà a íà áóäü-ÿêèé ìíî-
ãî÷ëåí iç P [λ] ¹ çíîâó òàêè æ àíóëÿòîðàìè âåêòîðà a.

Îçíà÷åííÿ 6

Íåõàé a � íåíóëüîâèé âåêòîð ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ç ëiíiéíèì
îïåðàòîðîì φ. Ìíîãî÷ëåí íàéìåíøîãî ñòåïåíÿ iç ñòàðøèì êîåôiöi¹íòîì 1,
ÿêèé ¹ àíóëÿòîðîì âåêòîðà a íàçèâà¹òüñÿ éîãî ìiíiìàëüíèì àíóëÿòîðîì.

Òåîðåìà 4

Íåõàé a � íåíóëüîâèé âåêòîð ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ç ëiíiéíèì
îïåðàòîðîì φ. Ìiíiìàëüíèé àíóëÿòîð âåêòîðà a äiëèòü áóäü-ÿêèé àíóëÿòîð
öüîãî âåêòîðà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Áóäîâà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ç îïåðàòîðîì . . .



Äiéñíî, ÿêùî dimPL = n, òî ñèñòåìà âåêòîðiâ a, φ(a), φ2(a), . . . , φn(a) ¹
ëiíiéíî çàëåæíîþ, ÷åðåç òå ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç n+ 1 âåêòîðiâ. Òîìó iñíóþòü
åëåìåíòè γ0, γ1, . . . , γn ïîëÿ P , íå âñi ðiâíi íóëþ òàêi, ùî

γ0a+ γ1φ(a) + γ2φ
2(a) + · · ·+ γnφ

n(a) = 0̄,

à, îòæå, [
γ0idL + γ1φ+ γ2φ

2 + · · ·+ γnφ
n](a) = 0̄.

Çâiäñè ñëiäó¹, ùî íåíóëüîâèé ìíîãî÷ëåí γ0 + γ1λ + γ2λ
2 + · · · + γnλ

n ¹
àíóëÿòîðîì âåêòîðà a.

Òåîðåìà 3

Ñóìà àíóëÿòîðiâ âåêòîðà a i äîáóòîê àíóëÿòîðà âåêòîðà a íà áóäü-ÿêèé ìíî-
ãî÷ëåí iç P [λ] ¹ çíîâó òàêè æ àíóëÿòîðàìè âåêòîðà a.

Îçíà÷åííÿ 6

Íåõàé a � íåíóëüîâèé âåêòîð ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ç ëiíiéíèì
îïåðàòîðîì φ. Ìíîãî÷ëåí íàéìåíøîãî ñòåïåíÿ iç ñòàðøèì êîåôiöi¹íòîì 1,
ÿêèé ¹ àíóëÿòîðîì âåêòîðà a íàçèâà¹òüñÿ éîãî ìiíiìàëüíèì àíóëÿòîðîì.

Òåîðåìà 4

Íåõàé a � íåíóëüîâèé âåêòîð ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ç ëiíiéíèì
îïåðàòîðîì φ. Ìiíiìàëüíèé àíóëÿòîð âåêòîðà a äiëèòü áóäü-ÿêèé àíóëÿòîð
öüîãî âåêòîðà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Áóäîâà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ç îïåðàòîðîì . . .



Äiéñíî, ÿêùî dimPL = n, òî ñèñòåìà âåêòîðiâ a, φ(a), φ2(a), . . . , φn(a) ¹
ëiíiéíî çàëåæíîþ, ÷åðåç òå ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç n+ 1 âåêòîðiâ. Òîìó iñíóþòü
åëåìåíòè γ0, γ1, . . . , γn ïîëÿ P , íå âñi ðiâíi íóëþ òàêi, ùî

γ0a+ γ1φ(a) + γ2φ
2(a) + · · ·+ γnφ

n(a) = 0̄,

à, îòæå, [
γ0idL + γ1φ+ γ2φ

2 + · · ·+ γnφ
n](a) = 0̄.

Çâiäñè ñëiäó¹, ùî íåíóëüîâèé ìíîãî÷ëåí γ0 + γ1λ + γ2λ
2 + · · · + γnλ

n ¹
àíóëÿòîðîì âåêòîðà a.

Òåîðåìà 3

Ñóìà àíóëÿòîðiâ âåêòîðà a i äîáóòîê àíóëÿòîðà âåêòîðà a íà áóäü-ÿêèé ìíî-
ãî÷ëåí iç P [λ] ¹ çíîâó òàêè æ àíóëÿòîðàìè âåêòîðà a.

Îçíà÷åííÿ 6

Íåõàé a � íåíóëüîâèé âåêòîð ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ç ëiíiéíèì
îïåðàòîðîì φ. Ìíîãî÷ëåí íàéìåíøîãî ñòåïåíÿ iç ñòàðøèì êîåôiöi¹íòîì 1,
ÿêèé ¹ àíóëÿòîðîì âåêòîðà a íàçèâà¹òüñÿ éîãî ìiíiìàëüíèì àíóëÿòîðîì.

Òåîðåìà 4

Íåõàé a � íåíóëüîâèé âåêòîð ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ç ëiíiéíèì
îïåðàòîðîì φ. Ìiíiìàëüíèé àíóëÿòîð âåêòîðà a äiëèòü áóäü-ÿêèé àíóëÿòîð
öüîãî âåêòîðà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Áóäîâà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ç îïåðàòîðîì . . .



Äiéñíî, ÿêùî dimPL = n, òî ñèñòåìà âåêòîðiâ a, φ(a), φ2(a), . . . , φn(a) ¹
ëiíiéíî çàëåæíîþ, ÷åðåç òå ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç n+ 1 âåêòîðiâ. Òîìó iñíóþòü
åëåìåíòè γ0, γ1, . . . , γn ïîëÿ P , íå âñi ðiâíi íóëþ òàêi, ùî

γ0a+ γ1φ(a) + γ2φ
2(a) + · · ·+ γnφ

n(a) = 0̄,

à, îòæå, [
γ0idL + γ1φ+ γ2φ

2 + · · ·+ γnφ
n](a) = 0̄.

Çâiäñè ñëiäó¹, ùî íåíóëüîâèé ìíîãî÷ëåí γ0 + γ1λ + γ2λ
2 + · · · + γnλ

n

¹
àíóëÿòîðîì âåêòîðà a.

Òåîðåìà 3

Ñóìà àíóëÿòîðiâ âåêòîðà a i äîáóòîê àíóëÿòîðà âåêòîðà a íà áóäü-ÿêèé ìíî-
ãî÷ëåí iç P [λ] ¹ çíîâó òàêè æ àíóëÿòîðàìè âåêòîðà a.

Îçíà÷åííÿ 6

Íåõàé a � íåíóëüîâèé âåêòîð ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ç ëiíiéíèì
îïåðàòîðîì φ. Ìíîãî÷ëåí íàéìåíøîãî ñòåïåíÿ iç ñòàðøèì êîåôiöi¹íòîì 1,
ÿêèé ¹ àíóëÿòîðîì âåêòîðà a íàçèâà¹òüñÿ éîãî ìiíiìàëüíèì àíóëÿòîðîì.

Òåîðåìà 4

Íåõàé a � íåíóëüîâèé âåêòîð ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ç ëiíiéíèì
îïåðàòîðîì φ. Ìiíiìàëüíèé àíóëÿòîð âåêòîðà a äiëèòü áóäü-ÿêèé àíóëÿòîð
öüîãî âåêòîðà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Áóäîâà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ç îïåðàòîðîì . . .



Äiéñíî, ÿêùî dimPL = n, òî ñèñòåìà âåêòîðiâ a, φ(a), φ2(a), . . . , φn(a) ¹
ëiíiéíî çàëåæíîþ, ÷åðåç òå ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç n+ 1 âåêòîðiâ. Òîìó iñíóþòü
åëåìåíòè γ0, γ1, . . . , γn ïîëÿ P , íå âñi ðiâíi íóëþ òàêi, ùî

γ0a+ γ1φ(a) + γ2φ
2(a) + · · ·+ γnφ

n(a) = 0̄,

à, îòæå, [
γ0idL + γ1φ+ γ2φ

2 + · · ·+ γnφ
n](a) = 0̄.

Çâiäñè ñëiäó¹, ùî íåíóëüîâèé ìíîãî÷ëåí γ0 + γ1λ + γ2λ
2 + · · · + γnλ

n ¹
àíóëÿòîðîì âåêòîðà a.

Òåîðåìà 3

Ñóìà àíóëÿòîðiâ âåêòîðà a i äîáóòîê àíóëÿòîðà âåêòîðà a íà áóäü-ÿêèé ìíî-
ãî÷ëåí iç P [λ] ¹ çíîâó òàêè æ àíóëÿòîðàìè âåêòîðà a.

Îçíà÷åííÿ 6

Íåõàé a � íåíóëüîâèé âåêòîð ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ç ëiíiéíèì
îïåðàòîðîì φ. Ìíîãî÷ëåí íàéìåíøîãî ñòåïåíÿ iç ñòàðøèì êîåôiöi¹íòîì 1,
ÿêèé ¹ àíóëÿòîðîì âåêòîðà a íàçèâà¹òüñÿ éîãî ìiíiìàëüíèì àíóëÿòîðîì.

Òåîðåìà 4

Íåõàé a � íåíóëüîâèé âåêòîð ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ç ëiíiéíèì
îïåðàòîðîì φ. Ìiíiìàëüíèé àíóëÿòîð âåêòîðà a äiëèòü áóäü-ÿêèé àíóëÿòîð
öüîãî âåêòîðà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Áóäîâà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ç îïåðàòîðîì . . .



Äiéñíî, ÿêùî dimPL = n, òî ñèñòåìà âåêòîðiâ a, φ(a), φ2(a), . . . , φn(a) ¹
ëiíiéíî çàëåæíîþ, ÷åðåç òå ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç n+ 1 âåêòîðiâ. Òîìó iñíóþòü
åëåìåíòè γ0, γ1, . . . , γn ïîëÿ P , íå âñi ðiâíi íóëþ òàêi, ùî

γ0a+ γ1φ(a) + γ2φ
2(a) + · · ·+ γnφ

n(a) = 0̄,

à, îòæå, [
γ0idL + γ1φ+ γ2φ

2 + · · ·+ γnφ
n](a) = 0̄.

Çâiäñè ñëiäó¹, ùî íåíóëüîâèé ìíîãî÷ëåí γ0 + γ1λ + γ2λ
2 + · · · + γnλ

n ¹
àíóëÿòîðîì âåêòîðà a.

Òåîðåìà 3

Ñóìà àíóëÿòîðiâ âåêòîðà a i äîáóòîê àíóëÿòîðà âåêòîðà a íà áóäü-ÿêèé ìíî-
ãî÷ëåí iç P [λ] ¹ çíîâó òàêè æ àíóëÿòîðàìè âåêòîðà a.

Îçíà÷åííÿ 6

Íåõàé a � íåíóëüîâèé âåêòîð ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ç ëiíiéíèì
îïåðàòîðîì φ. Ìíîãî÷ëåí íàéìåíøîãî ñòåïåíÿ iç ñòàðøèì êîåôiöi¹íòîì 1,
ÿêèé ¹ àíóëÿòîðîì âåêòîðà a íàçèâà¹òüñÿ éîãî ìiíiìàëüíèì àíóëÿòîðîì.

Òåîðåìà 4

Íåõàé a � íåíóëüîâèé âåêòîð ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ç ëiíiéíèì
îïåðàòîðîì φ. Ìiíiìàëüíèé àíóëÿòîð âåêòîðà a äiëèòü áóäü-ÿêèé àíóëÿòîð
öüîãî âåêòîðà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Áóäîâà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ç îïåðàòîðîì . . .



Äiéñíî, ÿêùî dimPL = n, òî ñèñòåìà âåêòîðiâ a, φ(a), φ2(a), . . . , φn(a) ¹
ëiíiéíî çàëåæíîþ, ÷åðåç òå ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç n+ 1 âåêòîðiâ. Òîìó iñíóþòü
åëåìåíòè γ0, γ1, . . . , γn ïîëÿ P , íå âñi ðiâíi íóëþ òàêi, ùî

γ0a+ γ1φ(a) + γ2φ
2(a) + · · ·+ γnφ

n(a) = 0̄,

à, îòæå, [
γ0idL + γ1φ+ γ2φ

2 + · · ·+ γnφ
n](a) = 0̄.

Çâiäñè ñëiäó¹, ùî íåíóëüîâèé ìíîãî÷ëåí γ0 + γ1λ + γ2λ
2 + · · · + γnλ

n ¹
àíóëÿòîðîì âåêòîðà a.

Òåîðåìà 3

Ñóìà àíóëÿòîðiâ âåêòîðà a i äîáóòîê àíóëÿòîðà âåêòîðà a íà áóäü-ÿêèé ìíî-
ãî÷ëåí iç P [λ] ¹ çíîâó òàêè æ àíóëÿòîðàìè âåêòîðà a.

Îçíà÷åííÿ 6

Íåõàé a � íåíóëüîâèé âåêòîð ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ç ëiíiéíèì
îïåðàòîðîì φ.

Ìíîãî÷ëåí íàéìåíøîãî ñòåïåíÿ iç ñòàðøèì êîåôiöi¹íòîì 1,
ÿêèé ¹ àíóëÿòîðîì âåêòîðà a íàçèâà¹òüñÿ éîãî ìiíiìàëüíèì àíóëÿòîðîì.

Òåîðåìà 4

Íåõàé a � íåíóëüîâèé âåêòîð ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ç ëiíiéíèì
îïåðàòîðîì φ. Ìiíiìàëüíèé àíóëÿòîð âåêòîðà a äiëèòü áóäü-ÿêèé àíóëÿòîð
öüîãî âåêòîðà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Áóäîâà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ç îïåðàòîðîì . . .



Äiéñíî, ÿêùî dimPL = n, òî ñèñòåìà âåêòîðiâ a, φ(a), φ2(a), . . . , φn(a) ¹
ëiíiéíî çàëåæíîþ, ÷åðåç òå ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç n+ 1 âåêòîðiâ. Òîìó iñíóþòü
åëåìåíòè γ0, γ1, . . . , γn ïîëÿ P , íå âñi ðiâíi íóëþ òàêi, ùî

γ0a+ γ1φ(a) + γ2φ
2(a) + · · ·+ γnφ

n(a) = 0̄,

à, îòæå, [
γ0idL + γ1φ+ γ2φ

2 + · · ·+ γnφ
n](a) = 0̄.

Çâiäñè ñëiäó¹, ùî íåíóëüîâèé ìíîãî÷ëåí γ0 + γ1λ + γ2λ
2 + · · · + γnλ

n ¹
àíóëÿòîðîì âåêòîðà a.

Òåîðåìà 3

Ñóìà àíóëÿòîðiâ âåêòîðà a i äîáóòîê àíóëÿòîðà âåêòîðà a íà áóäü-ÿêèé ìíî-
ãî÷ëåí iç P [λ] ¹ çíîâó òàêè æ àíóëÿòîðàìè âåêòîðà a.

Îçíà÷åííÿ 6

Íåõàé a � íåíóëüîâèé âåêòîð ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ç ëiíiéíèì
îïåðàòîðîì φ. Ìíîãî÷ëåí íàéìåíøîãî ñòåïåíÿ iç ñòàðøèì êîåôiöi¹íòîì 1,

ÿêèé ¹ àíóëÿòîðîì âåêòîðà a íàçèâà¹òüñÿ éîãî ìiíiìàëüíèì àíóëÿòîðîì.

Òåîðåìà 4

Íåõàé a � íåíóëüîâèé âåêòîð ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ç ëiíiéíèì
îïåðàòîðîì φ. Ìiíiìàëüíèé àíóëÿòîð âåêòîðà a äiëèòü áóäü-ÿêèé àíóëÿòîð
öüîãî âåêòîðà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Áóäîâà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ç îïåðàòîðîì . . .



Äiéñíî, ÿêùî dimPL = n, òî ñèñòåìà âåêòîðiâ a, φ(a), φ2(a), . . . , φn(a) ¹
ëiíiéíî çàëåæíîþ, ÷åðåç òå ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç n+ 1 âåêòîðiâ. Òîìó iñíóþòü
åëåìåíòè γ0, γ1, . . . , γn ïîëÿ P , íå âñi ðiâíi íóëþ òàêi, ùî

γ0a+ γ1φ(a) + γ2φ
2(a) + · · ·+ γnφ

n(a) = 0̄,

à, îòæå, [
γ0idL + γ1φ+ γ2φ

2 + · · ·+ γnφ
n](a) = 0̄.

Çâiäñè ñëiäó¹, ùî íåíóëüîâèé ìíîãî÷ëåí γ0 + γ1λ + γ2λ
2 + · · · + γnλ

n ¹
àíóëÿòîðîì âåêòîðà a.

Òåîðåìà 3

Ñóìà àíóëÿòîðiâ âåêòîðà a i äîáóòîê àíóëÿòîðà âåêòîðà a íà áóäü-ÿêèé ìíî-
ãî÷ëåí iç P [λ] ¹ çíîâó òàêè æ àíóëÿòîðàìè âåêòîðà a.

Îçíà÷åííÿ 6

Íåõàé a � íåíóëüîâèé âåêòîð ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ç ëiíiéíèì
îïåðàòîðîì φ. Ìíîãî÷ëåí íàéìåíøîãî ñòåïåíÿ iç ñòàðøèì êîåôiöi¹íòîì 1,
ÿêèé ¹ àíóëÿòîðîì âåêòîðà a íàçèâà¹òüñÿ éîãî ìiíiìàëüíèì àíóëÿòîðîì.

Òåîðåìà 4

Íåõàé a � íåíóëüîâèé âåêòîð ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ç ëiíiéíèì
îïåðàòîðîì φ. Ìiíiìàëüíèé àíóëÿòîð âåêòîðà a äiëèòü áóäü-ÿêèé àíóëÿòîð
öüîãî âåêòîðà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Áóäîâà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ç îïåðàòîðîì . . .



Äiéñíî, ÿêùî dimPL = n, òî ñèñòåìà âåêòîðiâ a, φ(a), φ2(a), . . . , φn(a) ¹
ëiíiéíî çàëåæíîþ, ÷åðåç òå ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç n+ 1 âåêòîðiâ. Òîìó iñíóþòü
åëåìåíòè γ0, γ1, . . . , γn ïîëÿ P , íå âñi ðiâíi íóëþ òàêi, ùî

γ0a+ γ1φ(a) + γ2φ
2(a) + · · ·+ γnφ

n(a) = 0̄,

à, îòæå, [
γ0idL + γ1φ+ γ2φ

2 + · · ·+ γnφ
n](a) = 0̄.

Çâiäñè ñëiäó¹, ùî íåíóëüîâèé ìíîãî÷ëåí γ0 + γ1λ + γ2λ
2 + · · · + γnλ

n ¹
àíóëÿòîðîì âåêòîðà a.

Òåîðåìà 3

Ñóìà àíóëÿòîðiâ âåêòîðà a i äîáóòîê àíóëÿòîðà âåêòîðà a íà áóäü-ÿêèé ìíî-
ãî÷ëåí iç P [λ] ¹ çíîâó òàêè æ àíóëÿòîðàìè âåêòîðà a.

Îçíà÷åííÿ 6

Íåõàé a � íåíóëüîâèé âåêòîð ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ç ëiíiéíèì
îïåðàòîðîì φ. Ìíîãî÷ëåí íàéìåíøîãî ñòåïåíÿ iç ñòàðøèì êîåôiöi¹íòîì 1,
ÿêèé ¹ àíóëÿòîðîì âåêòîðà a íàçèâà¹òüñÿ éîãî ìiíiìàëüíèì àíóëÿòîðîì.

Òåîðåìà 4

Íåõàé a � íåíóëüîâèé âåêòîð ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ç ëiíiéíèì
îïåðàòîðîì φ.

Ìiíiìàëüíèé àíóëÿòîð âåêòîðà a äiëèòü áóäü-ÿêèé àíóëÿòîð
öüîãî âåêòîðà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Áóäîâà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ç îïåðàòîðîì . . .



Äiéñíî, ÿêùî dimPL = n, òî ñèñòåìà âåêòîðiâ a, φ(a), φ2(a), . . . , φn(a) ¹
ëiíiéíî çàëåæíîþ, ÷åðåç òå ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç n+ 1 âåêòîðiâ. Òîìó iñíóþòü
åëåìåíòè γ0, γ1, . . . , γn ïîëÿ P , íå âñi ðiâíi íóëþ òàêi, ùî

γ0a+ γ1φ(a) + γ2φ
2(a) + · · ·+ γnφ

n(a) = 0̄,

à, îòæå, [
γ0idL + γ1φ+ γ2φ

2 + · · ·+ γnφ
n](a) = 0̄.

Çâiäñè ñëiäó¹, ùî íåíóëüîâèé ìíîãî÷ëåí γ0 + γ1λ + γ2λ
2 + · · · + γnλ

n ¹
àíóëÿòîðîì âåêòîðà a.

Òåîðåìà 3

Ñóìà àíóëÿòîðiâ âåêòîðà a i äîáóòîê àíóëÿòîðà âåêòîðà a íà áóäü-ÿêèé ìíî-
ãî÷ëåí iç P [λ] ¹ çíîâó òàêè æ àíóëÿòîðàìè âåêòîðà a.

Îçíà÷åííÿ 6

Íåõàé a � íåíóëüîâèé âåêòîð ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ç ëiíiéíèì
îïåðàòîðîì φ. Ìíîãî÷ëåí íàéìåíøîãî ñòåïåíÿ iç ñòàðøèì êîåôiöi¹íòîì 1,
ÿêèé ¹ àíóëÿòîðîì âåêòîðà a íàçèâà¹òüñÿ éîãî ìiíiìàëüíèì àíóëÿòîðîì.

Òåîðåìà 4

Íåõàé a � íåíóëüîâèé âåêòîð ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ç ëiíiéíèì
îïåðàòîðîì φ. Ìiíiìàëüíèé àíóëÿòîð âåêòîðà a äiëèòü áóäü-ÿêèé àíóëÿòîð
öüîãî âåêòîðà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Áóäîâà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ç îïåðàòîðîì . . .



Òåîðåìà 5

Íåõàé ìíîãî÷ëåí f(λ) ∈ P [λ] ¹ íàéìåíøèì ñïiëüíèì êðàòíèì

äåÿêèõ íå-
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P [λ] òàêèõ, ùî

[
f(φ)

]
(L) = {0̄} (òîáòî
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Òåîðåìà 8 (áóäîâà öèêëi÷íîãî ïðîñòîðó)
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C(a) � öèêëi÷íèé ïðîñòið, ïîðîäæåíèé âåêòîðîì a i

f(λ) = λs + αs−1λ
s−1 + · · ·+ α1λ+ α0,

äå α0, . . . , αs−1 ∈ P , � ìiíiìàëüíèé àíóëÿòîð âåêòîðà a. Òîäi:
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0 0 . . . 0 −α0

1 0 . . . 0 −α1

0 1 . . . 0 −α2

...
...

. . . 0
...

0 0 . . . 1 −αs−1
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f(λ) = λs + αs−1λ
s−1 + · · ·+ α1λ+ α0,

äå α0, . . . , αs−1 ∈ P , � ìiíiìàëüíèé àíóëÿòîð âåêòîðà a. Òîäi:

1 âåêòîðè a, φ(a), . . . , φs−1(a) óòâîðþþòü áàçèñ ïðîñòîðó C(a);

2 ìàòðèöÿ îïåðàòîðà φC(a) â öüîìó áàçèñi ìà¹ âèãëÿä
0 0 . . . 0 −α0

1 0 . . . 0 −α1

0 1 . . . 0 −α2

...
...

. . . 0
...

0 0 . . . 1 −αs−1

 ;

3 õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà φC(a) ç òî÷íiñòþ äî çíàêà ñïiâ-
ïàäà¹ ç ìiíiìàëüíèì ìíîãî÷ëåíîì îïåðàòîðà φC(a) i ñïiâïàäà¹ ç ìíî-
ãî÷ëåíîì f(λ).

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Áóäîâà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ç îïåðàòîðîì . . .



Òåîðåìà 8 (áóäîâà öèêëi÷íîãî ïðîñòîðó)

Íåõàé a � íåíóëüîâèé âåêòîð ñêií÷åííîâèìiðíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L ç
îïåðàòîðîì φ, C(a) � öèêëi÷íèé ïðîñòið, ïîðîäæåíèé âåêòîðîì a i

f(λ) = λs + αs−1λ
s−1 + · · ·+ α1λ+ α0,

äå α0, . . . , αs−1 ∈ P , � ìiíiìàëüíèé àíóëÿòîð âåêòîðà a. Òîäi:

1 âåêòîðè a, φ(a), . . . , φs−1(a) óòâîðþþòü áàçèñ ïðîñòîðó C(a);

2 ìàòðèöÿ îïåðàòîðà φC(a) â öüîìó áàçèñi

ìà¹ âèãëÿä
0 0 . . . 0 −α0

1 0 . . . 0 −α1

0 1 . . . 0 −α2

...
...

. . . 0
...

0 0 . . . 1 −αs−1

 ;

3 õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà φC(a) ç òî÷íiñòþ äî çíàêà ñïiâ-
ïàäà¹ ç ìiíiìàëüíèì ìíîãî÷ëåíîì îïåðàòîðà φC(a) i ñïiâïàäà¹ ç ìíî-
ãî÷ëåíîì f(λ).

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Áóäîâà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ç îïåðàòîðîì . . .



Òåîðåìà 8 (áóäîâà öèêëi÷íîãî ïðîñòîðó)

Íåõàé a � íåíóëüîâèé âåêòîð ñêií÷åííîâèìiðíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L ç
îïåðàòîðîì φ, C(a) � öèêëi÷íèé ïðîñòið, ïîðîäæåíèé âåêòîðîì a i

f(λ) = λs + αs−1λ
s−1 + · · ·+ α1λ+ α0,

äå α0, . . . , αs−1 ∈ P , � ìiíiìàëüíèé àíóëÿòîð âåêòîðà a. Òîäi:

1 âåêòîðè a, φ(a), . . . , φs−1(a) óòâîðþþòü áàçèñ ïðîñòîðó C(a);

2 ìàòðèöÿ îïåðàòîðà φC(a) â öüîìó áàçèñi ìà¹ âèãëÿä
0 0 . . . 0 −α0

1 0 . . . 0 −α1

0 1 . . . 0 −α2

...
...

. . . 0
...

0 0 . . . 1 −αs−1

 ;

3 õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà φC(a) ç òî÷íiñòþ äî çíàêà ñïiâ-
ïàäà¹ ç ìiíiìàëüíèì ìíîãî÷ëåíîì îïåðàòîðà φC(a) i ñïiâïàäà¹ ç ìíî-
ãî÷ëåíîì f(λ).

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Áóäîâà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ç îïåðàòîðîì . . .



Òåîðåìà 8 (áóäîâà öèêëi÷íîãî ïðîñòîðó)

Íåõàé a � íåíóëüîâèé âåêòîð ñêií÷åííîâèìiðíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L ç
îïåðàòîðîì φ, C(a) � öèêëi÷íèé ïðîñòið, ïîðîäæåíèé âåêòîðîì a i

f(λ) = λs + αs−1λ
s−1 + · · ·+ α1λ+ α0,

äå α0, . . . , αs−1 ∈ P , � ìiíiìàëüíèé àíóëÿòîð âåêòîðà a. Òîäi:

1 âåêòîðè a, φ(a), . . . , φs−1(a) óòâîðþþòü áàçèñ ïðîñòîðó C(a);

2 ìàòðèöÿ îïåðàòîðà φC(a) â öüîìó áàçèñi ìà¹ âèãëÿä
0 0 . . . 0 −α0

1 0 . . . 0 −α1

0 1 . . . 0 −α2

...
...

. . . 0
...

0 0 . . . 1 −αs−1

 ;

3 õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà φC(a)

ç òî÷íiñòþ äî çíàêà ñïiâ-
ïàäà¹ ç ìiíiìàëüíèì ìíîãî÷ëåíîì îïåðàòîðà φC(a) i ñïiâïàäà¹ ç ìíî-
ãî÷ëåíîì f(λ).

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Áóäîâà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ç îïåðàòîðîì . . .



Òåîðåìà 8 (áóäîâà öèêëi÷íîãî ïðîñòîðó)

Íåõàé a � íåíóëüîâèé âåêòîð ñêií÷åííîâèìiðíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L ç
îïåðàòîðîì φ, C(a) � öèêëi÷íèé ïðîñòið, ïîðîäæåíèé âåêòîðîì a i

f(λ) = λs + αs−1λ
s−1 + · · ·+ α1λ+ α0,

äå α0, . . . , αs−1 ∈ P , � ìiíiìàëüíèé àíóëÿòîð âåêòîðà a. Òîäi:

1 âåêòîðè a, φ(a), . . . , φs−1(a) óòâîðþþòü áàçèñ ïðîñòîðó C(a);

2 ìàòðèöÿ îïåðàòîðà φC(a) â öüîìó áàçèñi ìà¹ âèãëÿä
0 0 . . . 0 −α0

1 0 . . . 0 −α1

0 1 . . . 0 −α2

...
...

. . . 0
...

0 0 . . . 1 −αs−1

 ;

3 õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà φC(a) ç òî÷íiñòþ äî çíàêà ñïiâ-
ïàäà¹ ç ìiíiìàëüíèì ìíîãî÷ëåíîì îïåðàòîðà φC(a)

i ñïiâïàäà¹ ç ìíî-
ãî÷ëåíîì f(λ).

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Áóäîâà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ç îïåðàòîðîì . . .



Òåîðåìà 8 (áóäîâà öèêëi÷íîãî ïðîñòîðó)

Íåõàé a � íåíóëüîâèé âåêòîð ñêií÷åííîâèìiðíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L ç
îïåðàòîðîì φ, C(a) � öèêëi÷íèé ïðîñòið, ïîðîäæåíèé âåêòîðîì a i

f(λ) = λs + αs−1λ
s−1 + · · ·+ α1λ+ α0,

äå α0, . . . , αs−1 ∈ P , � ìiíiìàëüíèé àíóëÿòîð âåêòîðà a. Òîäi:

1 âåêòîðè a, φ(a), . . . , φs−1(a) óòâîðþþòü áàçèñ ïðîñòîðó C(a);

2 ìàòðèöÿ îïåðàòîðà φC(a) â öüîìó áàçèñi ìà¹ âèãëÿä
0 0 . . . 0 −α0

1 0 . . . 0 −α1

0 1 . . . 0 −α2

...
...

. . . 0
...

0 0 . . . 1 −αs−1

 ;

3 õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà φC(a) ç òî÷íiñòþ äî çíàêà ñïiâ-
ïàäà¹ ç ìiíiìàëüíèì ìíîãî÷ëåíîì îïåðàòîðà φC(a) i ñïiâïàäà¹ ç ìíî-
ãî÷ëåíîì f(λ).

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Áóäîâà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ç îïåðàòîðîì . . .



Òåîðåìà 9 (Ãàìiëüòîí-Êåëi)

Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ

ñêií÷åííîâèìiðíîãî ëi-
íiéíîãî ïðîñòîðó ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ àíóëÿòîðîì öüîãî ïðîñòîðó.

Îçíà÷åííÿ 8

Ëiíiéíèé ïðîñòið L íàä ïîëåì P ç ëiíiéíèì îïåðàòîðîì φ íàçèâà¹òüñÿ ðîç-
êëàäíèì (íåðîçêëàäíèì), ÿêùî ó ëiíiéíîìó ïðîñòîði L iñíóþòü (íå iñíóþòü)
òàêi íåíóëüîâi iíâàðiàíòíi âiäíîñíî φ ïiäïðîñòîðè M i N , ùî ïðîñòið L ¹
¨õíüîþ ïðÿìîþ ñóìîþ, òîáòî L = M ⊕N .

Iç îçíàêè ïðÿìî¨ ñóìè âèïëèâà¹, ùî ëiíiéíèé ïðîñòið L íàä ïîëåì P ç ëi-
íiéíèì îïåðàòîðîì φ ¹ íåðîçêëàäíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè áóäü-ÿêi äâà
íåíóëüîâi iíâàðiàíòíi âiäíîñíî φ ïiäïðîñòîðè ìàþòü íåíóëüîâèé ïåðåðiç.

Ëåìà 1

Íåõàé a � íåíóëüîâèé âåêòîð ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ç ëiíiéíèì
îïåðàòîðîì φ òàêèé, ùî éîãî ìiíiìàëüíèé àíóëÿòîð g(λ) ¹ s-èì ñòåïåíåì,
äå s ∈ N, íåçâiäíîãî íàä ïîëåì P ìíîãî÷ëåíà f(λ) (òîáòî g(λ) = f(λ)s),
C(a) � öèêëi÷íèé ïðîñòið, ïîðîäæåíèé âåêòîðîì a i M � íåíóëüîâèé iíâà-
ðiàíòíèé âiäíîñíî îïåðàòîðà φ ïiäïðîñòið â C(a). Òîäi âåêòîð

[
f(φ)s−1

]
(a)

¹ íåíóëüîâèì âåêòîðîì, ùî ìiñòèòüñÿ â M .

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Áóäîâà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ç îïåðàòîðîì . . .



Òåîðåìà 9 (Ãàìiëüòîí-Êåëi)

Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ñêií÷åííîâèìiðíîãî ëi-
íiéíîãî ïðîñòîðó ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P

¹ àíóëÿòîðîì öüîãî ïðîñòîðó.

Îçíà÷åííÿ 8

Ëiíiéíèé ïðîñòið L íàä ïîëåì P ç ëiíiéíèì îïåðàòîðîì φ íàçèâà¹òüñÿ ðîç-
êëàäíèì (íåðîçêëàäíèì), ÿêùî ó ëiíiéíîìó ïðîñòîði L iñíóþòü (íå iñíóþòü)
òàêi íåíóëüîâi iíâàðiàíòíi âiäíîñíî φ ïiäïðîñòîðè M i N , ùî ïðîñòið L ¹
¨õíüîþ ïðÿìîþ ñóìîþ, òîáòî L = M ⊕N .

Iç îçíàêè ïðÿìî¨ ñóìè âèïëèâà¹, ùî ëiíiéíèé ïðîñòið L íàä ïîëåì P ç ëi-
íiéíèì îïåðàòîðîì φ ¹ íåðîçêëàäíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè áóäü-ÿêi äâà
íåíóëüîâi iíâàðiàíòíi âiäíîñíî φ ïiäïðîñòîðè ìàþòü íåíóëüîâèé ïåðåðiç.

Ëåìà 1

Íåõàé a � íåíóëüîâèé âåêòîð ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ç ëiíiéíèì
îïåðàòîðîì φ òàêèé, ùî éîãî ìiíiìàëüíèé àíóëÿòîð g(λ) ¹ s-èì ñòåïåíåì,
äå s ∈ N, íåçâiäíîãî íàä ïîëåì P ìíîãî÷ëåíà f(λ) (òîáòî g(λ) = f(λ)s),
C(a) � öèêëi÷íèé ïðîñòið, ïîðîäæåíèé âåêòîðîì a i M � íåíóëüîâèé iíâà-
ðiàíòíèé âiäíîñíî îïåðàòîðà φ ïiäïðîñòið â C(a). Òîäi âåêòîð

[
f(φ)s−1

]
(a)

¹ íåíóëüîâèì âåêòîðîì, ùî ìiñòèòüñÿ â M .

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Áóäîâà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ç îïåðàòîðîì . . .



Òåîðåìà 9 (Ãàìiëüòîí-Êåëi)

Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ñêií÷åííîâèìiðíîãî ëi-
íiéíîãî ïðîñòîðó ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ àíóëÿòîðîì öüîãî ïðîñòîðó.

Îçíà÷åííÿ 8

Ëiíiéíèé ïðîñòið L íàä ïîëåì P ç ëiíiéíèì îïåðàòîðîì φ íàçèâà¹òüñÿ ðîç-
êëàäíèì (íåðîçêëàäíèì), ÿêùî ó ëiíiéíîìó ïðîñòîði L iñíóþòü (íå iñíóþòü)
òàêi íåíóëüîâi iíâàðiàíòíi âiäíîñíî φ ïiäïðîñòîðè M i N , ùî ïðîñòið L ¹
¨õíüîþ ïðÿìîþ ñóìîþ, òîáòî L = M ⊕N .

Iç îçíàêè ïðÿìî¨ ñóìè âèïëèâà¹, ùî ëiíiéíèé ïðîñòið L íàä ïîëåì P ç ëi-
íiéíèì îïåðàòîðîì φ ¹ íåðîçêëàäíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè áóäü-ÿêi äâà
íåíóëüîâi iíâàðiàíòíi âiäíîñíî φ ïiäïðîñòîðè ìàþòü íåíóëüîâèé ïåðåðiç.

Ëåìà 1

Íåõàé a � íåíóëüîâèé âåêòîð ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ç ëiíiéíèì
îïåðàòîðîì φ òàêèé, ùî éîãî ìiíiìàëüíèé àíóëÿòîð g(λ) ¹ s-èì ñòåïåíåì,
äå s ∈ N, íåçâiäíîãî íàä ïîëåì P ìíîãî÷ëåíà f(λ) (òîáòî g(λ) = f(λ)s),
C(a) � öèêëi÷íèé ïðîñòið, ïîðîäæåíèé âåêòîðîì a i M � íåíóëüîâèé iíâà-
ðiàíòíèé âiäíîñíî îïåðàòîðà φ ïiäïðîñòið â C(a). Òîäi âåêòîð

[
f(φ)s−1

]
(a)

¹ íåíóëüîâèì âåêòîðîì, ùî ìiñòèòüñÿ â M .

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Áóäîâà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ç îïåðàòîðîì . . .



Òåîðåìà 9 (Ãàìiëüòîí-Êåëi)

Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ñêií÷åííîâèìiðíîãî ëi-
íiéíîãî ïðîñòîðó ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ àíóëÿòîðîì öüîãî ïðîñòîðó.

Îçíà÷åííÿ 8

Ëiíiéíèé ïðîñòið L íàä ïîëåì P

ç ëiíiéíèì îïåðàòîðîì φ íàçèâà¹òüñÿ ðîç-
êëàäíèì (íåðîçêëàäíèì), ÿêùî ó ëiíiéíîìó ïðîñòîði L iñíóþòü (íå iñíóþòü)
òàêi íåíóëüîâi iíâàðiàíòíi âiäíîñíî φ ïiäïðîñòîðè M i N , ùî ïðîñòið L ¹
¨õíüîþ ïðÿìîþ ñóìîþ, òîáòî L = M ⊕N .

Iç îçíàêè ïðÿìî¨ ñóìè âèïëèâà¹, ùî ëiíiéíèé ïðîñòið L íàä ïîëåì P ç ëi-
íiéíèì îïåðàòîðîì φ ¹ íåðîçêëàäíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè áóäü-ÿêi äâà
íåíóëüîâi iíâàðiàíòíi âiäíîñíî φ ïiäïðîñòîðè ìàþòü íåíóëüîâèé ïåðåðiç.

Ëåìà 1

Íåõàé a � íåíóëüîâèé âåêòîð ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ç ëiíiéíèì
îïåðàòîðîì φ òàêèé, ùî éîãî ìiíiìàëüíèé àíóëÿòîð g(λ) ¹ s-èì ñòåïåíåì,
äå s ∈ N, íåçâiäíîãî íàä ïîëåì P ìíîãî÷ëåíà f(λ) (òîáòî g(λ) = f(λ)s),
C(a) � öèêëi÷íèé ïðîñòið, ïîðîäæåíèé âåêòîðîì a i M � íåíóëüîâèé iíâà-
ðiàíòíèé âiäíîñíî îïåðàòîðà φ ïiäïðîñòið â C(a). Òîäi âåêòîð

[
f(φ)s−1

]
(a)

¹ íåíóëüîâèì âåêòîðîì, ùî ìiñòèòüñÿ â M .
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Òåîðåìà 9 (Ãàìiëüòîí-Êåëi)

Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ñêií÷åííîâèìiðíîãî ëi-
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íiéíîãî ïðîñòîðó ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ àíóëÿòîðîì öüîãî ïðîñòîðó.

Îçíà÷åííÿ 8

Ëiíiéíèé ïðîñòið L íàä ïîëåì P ç ëiíiéíèì îïåðàòîðîì φ íàçèâà¹òüñÿ ðîç-
êëàäíèì (íåðîçêëàäíèì), ÿêùî ó ëiíiéíîìó ïðîñòîði L iñíóþòü (íå iñíóþòü)
òàêi íåíóëüîâi iíâàðiàíòíi âiäíîñíî φ ïiäïðîñòîðè M i N , ùî ïðîñòið L ¹
¨õíüîþ ïðÿìîþ ñóìîþ, òîáòî L = M ⊕N .

Iç îçíàêè ïðÿìî¨ ñóìè âèïëèâà¹, ùî ëiíiéíèé ïðîñòið L íàä ïîëåì P ç ëi-
íiéíèì îïåðàòîðîì φ ¹ íåðîçêëàäíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè áóäü-ÿêi äâà
íåíóëüîâi iíâàðiàíòíi âiäíîñíî φ ïiäïðîñòîðè ìàþòü íåíóëüîâèé ïåðåðiç.

Ëåìà 1

Íåõàé a � íåíóëüîâèé âåêòîð ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ç ëiíiéíèì
îïåðàòîðîì φ òàêèé, ùî éîãî ìiíiìàëüíèé àíóëÿòîð g(λ) ¹ s-èì ñòåïåíåì,
äå s ∈ N,

íåçâiäíîãî íàä ïîëåì P ìíîãî÷ëåíà f(λ) (òîáòî g(λ) = f(λ)s),
C(a) � öèêëi÷íèé ïðîñòið, ïîðîäæåíèé âåêòîðîì a i M � íåíóëüîâèé iíâà-
ðiàíòíèé âiäíîñíî îïåðàòîðà φ ïiäïðîñòið â C(a). Òîäi âåêòîð

[
f(φ)s−1

]
(a)

¹ íåíóëüîâèì âåêòîðîì, ùî ìiñòèòüñÿ â M .
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îïåðàòîðîì φ òàêèé, ùî éîãî ìiíiìàëüíèé àíóëÿòîð g(λ) ¹ s-èì ñòåïåíåì,
äå s ∈ N, íåçâiäíîãî íàä ïîëåì P ìíîãî÷ëåíà f(λ) (òîáòî g(λ) = f(λ)s),
C(a) � öèêëi÷íèé ïðîñòið, ïîðîäæåíèé âåêòîðîì a i M � íåíóëüîâèé iíâà-
ðiàíòíèé âiäíîñíî îïåðàòîðà φ ïiäïðîñòið â C(a). Òîäi âåêòîð

[
f(φ)s−1

]
(a)

¹ íåíóëüîâèì âåêòîðîì,

ùî ìiñòèòüñÿ â M .
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Òåîðåìà 9 (Ãàìiëüòîí-Êåëi)

Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ñêií÷åííîâèìiðíîãî ëi-
íiéíîãî ïðîñòîðó ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ àíóëÿòîðîì öüîãî ïðîñòîðó.

Îçíà÷åííÿ 8

Ëiíiéíèé ïðîñòið L íàä ïîëåì P ç ëiíiéíèì îïåðàòîðîì φ íàçèâà¹òüñÿ ðîç-
êëàäíèì (íåðîçêëàäíèì), ÿêùî ó ëiíiéíîìó ïðîñòîði L iñíóþòü (íå iñíóþòü)
òàêi íåíóëüîâi iíâàðiàíòíi âiäíîñíî φ ïiäïðîñòîðè M i N , ùî ïðîñòið L ¹
¨õíüîþ ïðÿìîþ ñóìîþ, òîáòî L = M ⊕N .

Iç îçíàêè ïðÿìî¨ ñóìè âèïëèâà¹, ùî ëiíiéíèé ïðîñòið L íàä ïîëåì P ç ëi-
íiéíèì îïåðàòîðîì φ ¹ íåðîçêëàäíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè áóäü-ÿêi äâà
íåíóëüîâi iíâàðiàíòíi âiäíîñíî φ ïiäïðîñòîðè ìàþòü íåíóëüîâèé ïåðåðiç.

Ëåìà 1

Íåõàé a � íåíóëüîâèé âåêòîð ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ç ëiíiéíèì
îïåðàòîðîì φ òàêèé, ùî éîãî ìiíiìàëüíèé àíóëÿòîð g(λ) ¹ s-èì ñòåïåíåì,
äå s ∈ N, íåçâiäíîãî íàä ïîëåì P ìíîãî÷ëåíà f(λ) (òîáòî g(λ) = f(λ)s),
C(a) � öèêëi÷íèé ïðîñòið, ïîðîäæåíèé âåêòîðîì a i M � íåíóëüîâèé iíâà-
ðiàíòíèé âiäíîñíî îïåðàòîðà φ ïiäïðîñòið â C(a). Òîäi âåêòîð

[
f(φ)s−1

]
(a)

¹ íåíóëüîâèì âåêòîðîì, ùî ìiñòèòüñÿ â M .
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Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè ëåìè.

Òå ùî, âåêòîð
[
f(φ)s−1

]
(a) ¹ íåíóëüîâèì

îäðàçó ñëiäó¹ iç îçíà÷åííÿ ìiíiìàëüíîãî àíóëÿòîðà âåêòîðà. Äàëi, íåõàé b �
äåÿêèé íåíóëüîâèé âåêòîð iç M . Àëå M � ïiäïðîñòið öèêëi÷íîãî ïðîñòîðó
C(a). Òîìó b ∈ C(a) i iñíó¹ ìíîãî÷ëåí h(λ) ∈ P [λ] òàêèé, ùî b =

[
h(φ)

]
(a).

Îñêiëüêè f(λ) ¹ íåçâiäíèì íàä ïîëåì P ìíîãî÷ëåíîì, òî íàéáiëüøèé ñïiëü-
íèé äiëüíèê ìíîãî÷ëåíiâ f(λ)s i h(λ) äîðiâíþ¹ f(λ)k, äå k ∈ {0, 1, . . . , s−1}.
k ̸= s, áî b ̸= 0̄. Iç òåîðåìè ïðî íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê ñëiäó¹, ùî iñíó-
þòü ìíîãî÷ëåíè u(λ) i v(λ) íàä ïîëåì P , òàêi ùî

f(λ)su(λ) + h(λ)v(λ) = f(λ)k.

Òîäi
v(λ)h(λ) = f(λ)k − u(λ)f(λ)s.

Òîìó [
v(φ)

]
(b) =

[
v(φ)

]([
h(φ)

]
(a)

)
=

[
v(φ)h(φ)

]
(a) =

=
[
fk(φ)− u(φ)f(φ)s

]
(a) =

[
f(φ)k

]
(a)−

[
u(φ)

]([
f(φ)s

]
(a)

)
=

=
[
f(φ)k

]
(a)−

[
u(φ)

]
(0̄) =

[
f(φ)k

]
(a).

×åðåç öå ñïðàâäæóþòüñÿ ðiâíîñòi[
fs−1(φ)

]
(a) =

[
f(φ)s−1−kf(φ)k

]
(a) =

[
f(φ)s−1−k]([f(φ)k](a)) =[

f(φ)s−1−k]([v(φ)](b)) =
[
f(φ)s−1−kv(φ)

]
(b).
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Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè ëåìè. Òå ùî, âåêòîð
[
f(φ)s−1

]
(a)

¹ íåíóëüîâèì
îäðàçó ñëiäó¹ iç îçíà÷åííÿ ìiíiìàëüíîãî àíóëÿòîðà âåêòîðà. Äàëi, íåõàé b �
äåÿêèé íåíóëüîâèé âåêòîð iç M . Àëå M � ïiäïðîñòið öèêëi÷íîãî ïðîñòîðó
C(a). Òîìó b ∈ C(a) i iñíó¹ ìíîãî÷ëåí h(λ) ∈ P [λ] òàêèé, ùî b =

[
h(φ)

]
(a).

Îñêiëüêè f(λ) ¹ íåçâiäíèì íàä ïîëåì P ìíîãî÷ëåíîì, òî íàéáiëüøèé ñïiëü-
íèé äiëüíèê ìíîãî÷ëåíiâ f(λ)s i h(λ) äîðiâíþ¹ f(λ)k, äå k ∈ {0, 1, . . . , s−1}.
k ̸= s, áî b ̸= 0̄. Iç òåîðåìè ïðî íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê ñëiäó¹, ùî iñíó-
þòü ìíîãî÷ëåíè u(λ) i v(λ) íàä ïîëåì P , òàêi ùî

f(λ)su(λ) + h(λ)v(λ) = f(λ)k.

Òîäi
v(λ)h(λ) = f(λ)k − u(λ)f(λ)s.

Òîìó [
v(φ)

]
(b) =

[
v(φ)

]([
h(φ)

]
(a)

)
=

[
v(φ)h(φ)

]
(a) =

=
[
fk(φ)− u(φ)f(φ)s

]
(a) =

[
f(φ)k

]
(a)−

[
u(φ)

]([
f(φ)s

]
(a)

)
=

=
[
f(φ)k

]
(a)−

[
u(φ)

]
(0̄) =

[
f(φ)k

]
(a).

×åðåç öå ñïðàâäæóþòüñÿ ðiâíîñòi[
fs−1(φ)

]
(a) =

[
f(φ)s−1−kf(φ)k

]
(a) =

[
f(φ)s−1−k]([f(φ)k](a)) =[

f(φ)s−1−k]([v(φ)](b)) =
[
f(φ)s−1−kv(φ)

]
(b).
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Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè ëåìè. Òå ùî, âåêòîð
[
f(φ)s−1

]
(a) ¹ íåíóëüîâèì

îäðàçó ñëiäó¹ iç îçíà÷åííÿ ìiíiìàëüíîãî àíóëÿòîðà âåêòîðà. Äàëi, íåõàé b �
äåÿêèé íåíóëüîâèé âåêòîð iç M . Àëå M � ïiäïðîñòið öèêëi÷íîãî ïðîñòîðó
C(a). Òîìó b ∈ C(a) i iñíó¹ ìíîãî÷ëåí h(λ) ∈ P [λ] òàêèé, ùî b =

[
h(φ)

]
(a).

Îñêiëüêè f(λ) ¹ íåçâiäíèì íàä ïîëåì P ìíîãî÷ëåíîì, òî íàéáiëüøèé ñïiëü-
íèé äiëüíèê ìíîãî÷ëåíiâ f(λ)s i h(λ) äîðiâíþ¹ f(λ)k, äå k ∈ {0, 1, . . . , s−1}.
k ̸= s, áî b ̸= 0̄. Iç òåîðåìè ïðî íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê ñëiäó¹, ùî iñíó-
þòü ìíîãî÷ëåíè u(λ) i v(λ) íàä ïîëåì P , òàêi ùî

f(λ)su(λ) + h(λ)v(λ) = f(λ)k.

Òîäi
v(λ)h(λ) = f(λ)k − u(λ)f(λ)s.

Òîìó [
v(φ)

]
(b) =

[
v(φ)

]([
h(φ)

]
(a)

)
=

[
v(φ)h(φ)

]
(a) =

=
[
fk(φ)− u(φ)f(φ)s

]
(a) =

[
f(φ)k

]
(a)−

[
u(φ)

]([
f(φ)s

]
(a)

)
=

=
[
f(φ)k

]
(a)−

[
u(φ)

]
(0̄) =

[
f(φ)k

]
(a).

×åðåç öå ñïðàâäæóþòüñÿ ðiâíîñòi[
fs−1(φ)

]
(a) =

[
f(φ)s−1−kf(φ)k

]
(a) =

[
f(φ)s−1−k]([f(φ)k](a)) =[

f(φ)s−1−k]([v(φ)](b)) =
[
f(φ)s−1−kv(φ)

]
(b).
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Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè ëåìè. Òå ùî, âåêòîð
[
f(φ)s−1

]
(a) ¹ íåíóëüîâèì

îäðàçó ñëiäó¹ iç îçíà÷åííÿ ìiíiìàëüíîãî àíóëÿòîðà âåêòîðà.

Äàëi, íåõàé b �
äåÿêèé íåíóëüîâèé âåêòîð iç M . Àëå M � ïiäïðîñòið öèêëi÷íîãî ïðîñòîðó
C(a). Òîìó b ∈ C(a) i iñíó¹ ìíîãî÷ëåí h(λ) ∈ P [λ] òàêèé, ùî b =

[
h(φ)

]
(a).

Îñêiëüêè f(λ) ¹ íåçâiäíèì íàä ïîëåì P ìíîãî÷ëåíîì, òî íàéáiëüøèé ñïiëü-
íèé äiëüíèê ìíîãî÷ëåíiâ f(λ)s i h(λ) äîðiâíþ¹ f(λ)k, äå k ∈ {0, 1, . . . , s−1}.
k ̸= s, áî b ̸= 0̄. Iç òåîðåìè ïðî íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê ñëiäó¹, ùî iñíó-
þòü ìíîãî÷ëåíè u(λ) i v(λ) íàä ïîëåì P , òàêi ùî

f(λ)su(λ) + h(λ)v(λ) = f(λ)k.

Òîäi
v(λ)h(λ) = f(λ)k − u(λ)f(λ)s.

Òîìó [
v(φ)

]
(b) =

[
v(φ)

]([
h(φ)

]
(a)

)
=

[
v(φ)h(φ)

]
(a) =

=
[
fk(φ)− u(φ)f(φ)s

]
(a) =

[
f(φ)k

]
(a)−

[
u(φ)

]([
f(φ)s

]
(a)

)
=

=
[
f(φ)k

]
(a)−

[
u(φ)

]
(0̄) =

[
f(φ)k

]
(a).

×åðåç öå ñïðàâäæóþòüñÿ ðiâíîñòi[
fs−1(φ)

]
(a) =

[
f(φ)s−1−kf(φ)k

]
(a) =

[
f(φ)s−1−k]([f(φ)k](a)) =[

f(φ)s−1−k]([v(φ)](b)) =
[
f(φ)s−1−kv(φ)

]
(b).
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Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè ëåìè. Òå ùî, âåêòîð
[
f(φ)s−1

]
(a) ¹ íåíóëüîâèì

îäðàçó ñëiäó¹ iç îçíà÷åííÿ ìiíiìàëüíîãî àíóëÿòîðà âåêòîðà. Äàëi, íåõàé b �
äåÿêèé íåíóëüîâèé âåêòîð iç M .

Àëå M � ïiäïðîñòið öèêëi÷íîãî ïðîñòîðó
C(a). Òîìó b ∈ C(a) i iñíó¹ ìíîãî÷ëåí h(λ) ∈ P [λ] òàêèé, ùî b =

[
h(φ)

]
(a).

Îñêiëüêè f(λ) ¹ íåçâiäíèì íàä ïîëåì P ìíîãî÷ëåíîì, òî íàéáiëüøèé ñïiëü-
íèé äiëüíèê ìíîãî÷ëåíiâ f(λ)s i h(λ) äîðiâíþ¹ f(λ)k, äå k ∈ {0, 1, . . . , s−1}.
k ̸= s, áî b ̸= 0̄. Iç òåîðåìè ïðî íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê ñëiäó¹, ùî iñíó-
þòü ìíîãî÷ëåíè u(λ) i v(λ) íàä ïîëåì P , òàêi ùî

f(λ)su(λ) + h(λ)v(λ) = f(λ)k.

Òîäi
v(λ)h(λ) = f(λ)k − u(λ)f(λ)s.

Òîìó [
v(φ)

]
(b) =

[
v(φ)

]([
h(φ)

]
(a)

)
=

[
v(φ)h(φ)

]
(a) =

=
[
fk(φ)− u(φ)f(φ)s

]
(a) =

[
f(φ)k

]
(a)−

[
u(φ)

]([
f(φ)s

]
(a)

)
=

=
[
f(φ)k

]
(a)−

[
u(φ)

]
(0̄) =

[
f(φ)k

]
(a).

×åðåç öå ñïðàâäæóþòüñÿ ðiâíîñòi[
fs−1(φ)

]
(a) =

[
f(φ)s−1−kf(φ)k

]
(a) =

[
f(φ)s−1−k]([f(φ)k](a)) =[

f(φ)s−1−k]([v(φ)](b)) =
[
f(φ)s−1−kv(φ)

]
(b).

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Áóäîâà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ç îïåðàòîðîì . . .



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè ëåìè. Òå ùî, âåêòîð
[
f(φ)s−1

]
(a) ¹ íåíóëüîâèì

îäðàçó ñëiäó¹ iç îçíà÷åííÿ ìiíiìàëüíîãî àíóëÿòîðà âåêòîðà. Äàëi, íåõàé b �
äåÿêèé íåíóëüîâèé âåêòîð iç M . Àëå M � ïiäïðîñòið öèêëi÷íîãî ïðîñòîðó
C(a).

Òîìó b ∈ C(a) i iñíó¹ ìíîãî÷ëåí h(λ) ∈ P [λ] òàêèé, ùî b =
[
h(φ)

]
(a).

Îñêiëüêè f(λ) ¹ íåçâiäíèì íàä ïîëåì P ìíîãî÷ëåíîì, òî íàéáiëüøèé ñïiëü-
íèé äiëüíèê ìíîãî÷ëåíiâ f(λ)s i h(λ) äîðiâíþ¹ f(λ)k, äå k ∈ {0, 1, . . . , s−1}.
k ̸= s, áî b ̸= 0̄. Iç òåîðåìè ïðî íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê ñëiäó¹, ùî iñíó-
þòü ìíîãî÷ëåíè u(λ) i v(λ) íàä ïîëåì P , òàêi ùî

f(λ)su(λ) + h(λ)v(λ) = f(λ)k.

Òîäi
v(λ)h(λ) = f(λ)k − u(λ)f(λ)s.

Òîìó [
v(φ)

]
(b) =

[
v(φ)

]([
h(φ)

]
(a)

)
=

[
v(φ)h(φ)

]
(a) =

=
[
fk(φ)− u(φ)f(φ)s

]
(a) =

[
f(φ)k

]
(a)−

[
u(φ)

]([
f(φ)s

]
(a)

)
=

=
[
f(φ)k

]
(a)−

[
u(φ)

]
(0̄) =

[
f(φ)k

]
(a).

×åðåç öå ñïðàâäæóþòüñÿ ðiâíîñòi[
fs−1(φ)

]
(a) =

[
f(φ)s−1−kf(φ)k

]
(a) =

[
f(φ)s−1−k]([f(φ)k](a)) =[

f(φ)s−1−k]([v(φ)](b)) =
[
f(φ)s−1−kv(φ)

]
(b).
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Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè ëåìè. Òå ùî, âåêòîð
[
f(φ)s−1

]
(a) ¹ íåíóëüîâèì

îäðàçó ñëiäó¹ iç îçíà÷åííÿ ìiíiìàëüíîãî àíóëÿòîðà âåêòîðà. Äàëi, íåõàé b �
äåÿêèé íåíóëüîâèé âåêòîð iç M . Àëå M � ïiäïðîñòið öèêëi÷íîãî ïðîñòîðó
C(a). Òîìó b ∈ C(a)

i iñíó¹ ìíîãî÷ëåí h(λ) ∈ P [λ] òàêèé, ùî b =
[
h(φ)

]
(a).

Îñêiëüêè f(λ) ¹ íåçâiäíèì íàä ïîëåì P ìíîãî÷ëåíîì, òî íàéáiëüøèé ñïiëü-
íèé äiëüíèê ìíîãî÷ëåíiâ f(λ)s i h(λ) äîðiâíþ¹ f(λ)k, äå k ∈ {0, 1, . . . , s−1}.
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i
b ∈ M , òî [

fs−1(φ)
]
(a) =

[
f(φ)s−1−kv(φ)

]
(b) ∈ M.

Ëåìà äîâåäåíà.

Îçíà÷åííÿ 9

Ëiíiéíèé ïðîñòið L íàä ïîëåì P ç ëiíiéíèì îïåðàòîðîì φ íàçèâà¹òüñÿ ïðè-
ìàðíèì ïðîñòîðîì, ÿêùî ìiíiìàëüíèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà φ ¹ ñòåïåíåì
äåÿêîãî íåçâiäíîãî íàä ïîëåì P ìíîãî÷ëåíà.

Çàóâàæåííÿ 1

Iç ëåìè 1 ñëiäó¹, ùî ïðèìàðíèé öèêëi÷íèé ïðîñòið ¹ íåðîçêëàäíèì ïðîñòî-
ðîì.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Áóäîâà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ç îïåðàòîðîì . . .



Äîâåäåííÿ.

Îñêiëüêè M � iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ïiäïðîñòið i
b ∈ M , òî [

fs−1(φ)
]
(a) =

[
f(φ)s−1−kv(φ)

]
(b) ∈ M.

Ëåìà äîâåäåíà.

Îçíà÷åííÿ 9

Ëiíiéíèé ïðîñòið L íàä ïîëåì P ç ëiíiéíèì îïåðàòîðîì φ íàçèâà¹òüñÿ ïðè-
ìàðíèì ïðîñòîðîì, ÿêùî ìiíiìàëüíèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà φ ¹ ñòåïåíåì
äåÿêîãî íåçâiäíîãî íàä ïîëåì P ìíîãî÷ëåíà.

Çàóâàæåííÿ 1

Iç ëåìè 1 ñëiäó¹, ùî ïðèìàðíèé öèêëi÷íèé ïðîñòið ¹ íåðîçêëàäíèì ïðîñòî-
ðîì.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Áóäîâà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ç îïåðàòîðîì . . .



Äîâåäåííÿ.

Îñêiëüêè M � iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ïiäïðîñòið i
b ∈ M , òî [

fs−1(φ)
]
(a) =

[
f(φ)s−1−kv(φ)

]
(b)

∈ M.

Ëåìà äîâåäåíà.

Îçíà÷åííÿ 9

Ëiíiéíèé ïðîñòið L íàä ïîëåì P ç ëiíiéíèì îïåðàòîðîì φ íàçèâà¹òüñÿ ïðè-
ìàðíèì ïðîñòîðîì, ÿêùî ìiíiìàëüíèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà φ ¹ ñòåïåíåì
äåÿêîãî íåçâiäíîãî íàä ïîëåì P ìíîãî÷ëåíà.

Çàóâàæåííÿ 1

Iç ëåìè 1 ñëiäó¹, ùî ïðèìàðíèé öèêëi÷íèé ïðîñòið ¹ íåðîçêëàäíèì ïðîñòî-
ðîì.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Áóäîâà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ç îïåðàòîðîì . . .



Äîâåäåííÿ.

Îñêiëüêè M � iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ïiäïðîñòið i
b ∈ M , òî [

fs−1(φ)
]
(a) =

[
f(φ)s−1−kv(φ)

]
(b) ∈ M.

Ëåìà äîâåäåíà.

Îçíà÷åííÿ 9

Ëiíiéíèé ïðîñòið L íàä ïîëåì P ç ëiíiéíèì îïåðàòîðîì φ íàçèâà¹òüñÿ ïðè-
ìàðíèì ïðîñòîðîì, ÿêùî ìiíiìàëüíèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà φ ¹ ñòåïåíåì
äåÿêîãî íåçâiäíîãî íàä ïîëåì P ìíîãî÷ëåíà.

Çàóâàæåííÿ 1

Iç ëåìè 1 ñëiäó¹, ùî ïðèìàðíèé öèêëi÷íèé ïðîñòið ¹ íåðîçêëàäíèì ïðîñòî-
ðîì.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Áóäîâà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ç îïåðàòîðîì . . .



Äîâåäåííÿ.

Îñêiëüêè M � iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ïiäïðîñòið i
b ∈ M , òî [

fs−1(φ)
]
(a) =

[
f(φ)s−1−kv(φ)

]
(b) ∈ M.

Ëåìà äîâåäåíà.

Îçíà÷åííÿ 9

Ëiíiéíèé ïðîñòið L íàä ïîëåì P ç ëiíiéíèì îïåðàòîðîì φ íàçèâà¹òüñÿ ïðè-
ìàðíèì ïðîñòîðîì, ÿêùî ìiíiìàëüíèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà φ ¹ ñòåïåíåì
äåÿêîãî íåçâiäíîãî íàä ïîëåì P ìíîãî÷ëåíà.

Çàóâàæåííÿ 1

Iç ëåìè 1 ñëiäó¹, ùî ïðèìàðíèé öèêëi÷íèé ïðîñòið ¹ íåðîçêëàäíèì ïðîñòî-
ðîì.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Áóäîâà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ç îïåðàòîðîì . . .



Äîâåäåííÿ.

Îñêiëüêè M � iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ïiäïðîñòið i
b ∈ M , òî [

fs−1(φ)
]
(a) =

[
f(φ)s−1−kv(φ)

]
(b) ∈ M.

Ëåìà äîâåäåíà.

Îçíà÷åííÿ 9

Ëiíiéíèé ïðîñòið L íàä ïîëåì P ç ëiíiéíèì îïåðàòîðîì φ íàçèâà¹òüñÿ

ïðè-
ìàðíèì ïðîñòîðîì, ÿêùî ìiíiìàëüíèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà φ ¹ ñòåïåíåì
äåÿêîãî íåçâiäíîãî íàä ïîëåì P ìíîãî÷ëåíà.

Çàóâàæåííÿ 1

Iç ëåìè 1 ñëiäó¹, ùî ïðèìàðíèé öèêëi÷íèé ïðîñòið ¹ íåðîçêëàäíèì ïðîñòî-
ðîì.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Áóäîâà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ç îïåðàòîðîì . . .



Äîâåäåííÿ.

Îñêiëüêè M � iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ïiäïðîñòið i
b ∈ M , òî [

fs−1(φ)
]
(a) =

[
f(φ)s−1−kv(φ)

]
(b) ∈ M.

Ëåìà äîâåäåíà.

Îçíà÷åííÿ 9

Ëiíiéíèé ïðîñòið L íàä ïîëåì P ç ëiíiéíèì îïåðàòîðîì φ íàçèâà¹òüñÿ ïðè-
ìàðíèì ïðîñòîðîì,

ÿêùî ìiíiìàëüíèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà φ ¹ ñòåïåíåì
äåÿêîãî íåçâiäíîãî íàä ïîëåì P ìíîãî÷ëåíà.

Çàóâàæåííÿ 1

Iç ëåìè 1 ñëiäó¹, ùî ïðèìàðíèé öèêëi÷íèé ïðîñòið ¹ íåðîçêëàäíèì ïðîñòî-
ðîì.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Áóäîâà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ç îïåðàòîðîì . . .



Äîâåäåííÿ.

Îñêiëüêè M � iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ïiäïðîñòið i
b ∈ M , òî [

fs−1(φ)
]
(a) =

[
f(φ)s−1−kv(φ)

]
(b) ∈ M.

Ëåìà äîâåäåíà.

Îçíà÷åííÿ 9

Ëiíiéíèé ïðîñòið L íàä ïîëåì P ç ëiíiéíèì îïåðàòîðîì φ íàçèâà¹òüñÿ ïðè-
ìàðíèì ïðîñòîðîì, ÿêùî ìiíiìàëüíèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà φ ¹ ñòåïåíåì
äåÿêîãî íåçâiäíîãî íàä ïîëåì P ìíîãî÷ëåíà.

Çàóâàæåííÿ 1

Iç ëåìè 1 ñëiäó¹, ùî ïðèìàðíèé öèêëi÷íèé ïðîñòið ¹ íåðîçêëàäíèì ïðîñòî-
ðîì.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Áóäîâà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ç îïåðàòîðîì . . .



Äîâåäåííÿ.

Îñêiëüêè M � iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ïiäïðîñòið i
b ∈ M , òî [

fs−1(φ)
]
(a) =

[
f(φ)s−1−kv(φ)

]
(b) ∈ M.

Ëåìà äîâåäåíà.

Îçíà÷åííÿ 9

Ëiíiéíèé ïðîñòið L íàä ïîëåì P ç ëiíiéíèì îïåðàòîðîì φ íàçèâà¹òüñÿ ïðè-
ìàðíèì ïðîñòîðîì, ÿêùî ìiíiìàëüíèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà φ ¹ ñòåïåíåì
äåÿêîãî íåçâiäíîãî íàä ïîëåì P ìíîãî÷ëåíà.

Çàóâàæåííÿ 1

Iç ëåìè 1 ñëiäó¹, ùî ïðèìàðíèé öèêëi÷íèé ïðîñòið ¹ íåðîçêëàäíèì ïðîñòî-
ðîì.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Áóäîâà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ç îïåðàòîðîì . . .



Äîâåäåííÿ.

Îñêiëüêè M � iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ïiäïðîñòið i
b ∈ M , òî [

fs−1(φ)
]
(a) =

[
f(φ)s−1−kv(φ)

]
(b) ∈ M.

Ëåìà äîâåäåíà.

Îçíà÷åííÿ 9

Ëiíiéíèé ïðîñòið L íàä ïîëåì P ç ëiíiéíèì îïåðàòîðîì φ íàçèâà¹òüñÿ ïðè-
ìàðíèì ïðîñòîðîì, ÿêùî ìiíiìàëüíèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà φ ¹ ñòåïåíåì
äåÿêîãî íåçâiäíîãî íàä ïîëåì P ìíîãî÷ëåíà.

Çàóâàæåííÿ 1

Iç ëåìè 1 ñëiäó¹, ùî ïðèìàðíèé öèêëi÷íèé ïðîñòið ¹ íåðîçêëàäíèì ïðîñòî-
ðîì.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Áóäîâà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ç îïåðàòîðîì . . .



Ëåìà 2

Íåõàé ìiíiìàëüíèé ìíîãî÷ëåí m(λ)

ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ëiíiéíîãî ïðîñòî-
ðó L íàä ïîëåì P ¹ äîáóòêîì äâîõ ìíîãî÷ëåíiâ m1(λ) i m2(λ) íàä ïîëåì
P , êîæåí ç ÿêèõ ¹ ìíîãî÷ëåíîì íåíóëüîâîãî ñòåïåíÿ iç ñòàðøèì êîåôiöi¹í-
òîì 1 (òîáòî m(λ) = m1(λ)m2(λ)), i

L1 =
[
m2(φ)

]
(L) =

{[
m2(φ)

]
(a) | a ∈ L

}
,

L2 =
[
m1(φ)

]
(L) =

{[
m1(φ)

]
(a) | a ∈ L

}
.

Òîäi

1 Li � íåíóëüîâèé iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî îïåðàòîðà φ ïiäïðîñòið ïðîñòî-
ðó L (i = 1, 2);

2 ìiíiìàëüíèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà φLi äîðiâíþ¹ mi(λ) (i = 1, 2);

3 ÿêùî ìíîãî÷ëåíè m1(λ) i m2(λ) � âçà¹ìíî ïðîñòi, òî ëiíiéíèé ïðîñòið
L ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ ïiäïðîñòîðiâ L1 i L2.

Òåîðåìà 10 (ïðî ïðèìàðíèé ðîçêëàä)

Ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið L íàä ïîëåì P ç ëiíiéíèì îïåðàòîðîì
φ ¹ àáî ïðèìàðíèì ïðîñòîðîì, àáî ïðÿìîþ ñóìîþ ñêií÷åííîãî ÷èñëà ïðè-
ìàðíèõ iíâàðiàíòíèõ âiäíîñíî îïåðàòîðà φ ïiäïðîñòîðiâ â L.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Áóäîâà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ç îïåðàòîðîì . . .



Ëåìà 2

Íåõàé ìiíiìàëüíèé ìíîãî÷ëåí m(λ) ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ëiíiéíîãî ïðîñòî-
ðó L íàä ïîëåì P

¹ äîáóòêîì äâîõ ìíîãî÷ëåíiâ m1(λ) i m2(λ) íàä ïîëåì
P , êîæåí ç ÿêèõ ¹ ìíîãî÷ëåíîì íåíóëüîâîãî ñòåïåíÿ iç ñòàðøèì êîåôiöi¹í-
òîì 1 (òîáòî m(λ) = m1(λ)m2(λ)), i

L1 =
[
m2(φ)

]
(L) =

{[
m2(φ)

]
(a) | a ∈ L

}
,

L2 =
[
m1(φ)

]
(L) =

{[
m1(φ)

]
(a) | a ∈ L

}
.

Òîäi

1 Li � íåíóëüîâèé iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî îïåðàòîðà φ ïiäïðîñòið ïðîñòî-
ðó L (i = 1, 2);

2 ìiíiìàëüíèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà φLi äîðiâíþ¹ mi(λ) (i = 1, 2);

3 ÿêùî ìíîãî÷ëåíè m1(λ) i m2(λ) � âçà¹ìíî ïðîñòi, òî ëiíiéíèé ïðîñòið
L ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ ïiäïðîñòîðiâ L1 i L2.

Òåîðåìà 10 (ïðî ïðèìàðíèé ðîçêëàä)

Ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið L íàä ïîëåì P ç ëiíiéíèì îïåðàòîðîì
φ ¹ àáî ïðèìàðíèì ïðîñòîðîì, àáî ïðÿìîþ ñóìîþ ñêií÷åííîãî ÷èñëà ïðè-
ìàðíèõ iíâàðiàíòíèõ âiäíîñíî îïåðàòîðà φ ïiäïðîñòîðiâ â L.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Áóäîâà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ç îïåðàòîðîì . . .



Ëåìà 2

Íåõàé ìiíiìàëüíèé ìíîãî÷ëåí m(λ) ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ëiíiéíîãî ïðîñòî-
ðó L íàä ïîëåì P ¹ äîáóòêîì

äâîõ ìíîãî÷ëåíiâ m1(λ) i m2(λ) íàä ïîëåì
P , êîæåí ç ÿêèõ ¹ ìíîãî÷ëåíîì íåíóëüîâîãî ñòåïåíÿ iç ñòàðøèì êîåôiöi¹í-
òîì 1 (òîáòî m(λ) = m1(λ)m2(λ)), i

L1 =
[
m2(φ)

]
(L) =

{[
m2(φ)

]
(a) | a ∈ L

}
,

L2 =
[
m1(φ)

]
(L) =

{[
m1(φ)

]
(a) | a ∈ L

}
.

Òîäi

1 Li � íåíóëüîâèé iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî îïåðàòîðà φ ïiäïðîñòið ïðîñòî-
ðó L (i = 1, 2);

2 ìiíiìàëüíèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà φLi äîðiâíþ¹ mi(λ) (i = 1, 2);

3 ÿêùî ìíîãî÷ëåíè m1(λ) i m2(λ) � âçà¹ìíî ïðîñòi, òî ëiíiéíèé ïðîñòið
L ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ ïiäïðîñòîðiâ L1 i L2.

Òåîðåìà 10 (ïðî ïðèìàðíèé ðîçêëàä)

Ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið L íàä ïîëåì P ç ëiíiéíèì îïåðàòîðîì
φ ¹ àáî ïðèìàðíèì ïðîñòîðîì, àáî ïðÿìîþ ñóìîþ ñêií÷åííîãî ÷èñëà ïðè-
ìàðíèõ iíâàðiàíòíèõ âiäíîñíî îïåðàòîðà φ ïiäïðîñòîðiâ â L.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Áóäîâà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ç îïåðàòîðîì . . .



Ëåìà 2

Íåõàé ìiíiìàëüíèé ìíîãî÷ëåí m(λ) ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ëiíiéíîãî ïðîñòî-
ðó L íàä ïîëåì P ¹ äîáóòêîì äâîõ ìíîãî÷ëåíiâ m1(λ) i m2(λ) íàä ïîëåì
P , êîæåí ç ÿêèõ ¹ ìíîãî÷ëåíîì íåíóëüîâîãî ñòåïåíÿ iç ñòàðøèì êîåôiöi¹í-
òîì 1

(òîáòî m(λ) = m1(λ)m2(λ)), i

L1 =
[
m2(φ)

]
(L) =

{[
m2(φ)

]
(a) | a ∈ L

}
,

L2 =
[
m1(φ)

]
(L) =

{[
m1(φ)

]
(a) | a ∈ L

}
.

Òîäi

1 Li � íåíóëüîâèé iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî îïåðàòîðà φ ïiäïðîñòið ïðîñòî-
ðó L (i = 1, 2);

2 ìiíiìàëüíèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà φLi äîðiâíþ¹ mi(λ) (i = 1, 2);

3 ÿêùî ìíîãî÷ëåíè m1(λ) i m2(λ) � âçà¹ìíî ïðîñòi, òî ëiíiéíèé ïðîñòið
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Íåõàé L � ïðèìàðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P ç ëiíiéíèì îïåðàòîðîì
φ

i ìiíiìàëüíèé ìíîãî÷ëåí m(λ) îïåðàòîðà φ ¹ ñòåïåíåì äåÿêîãî íåçâiäíîãî
íàä ïîëåì P ìíîãî÷ëåíà f(λ), òîáòî m(λ) = fs(λ), äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëü-
íîãî s. Íåõàé a � äåÿêèé íåíóëüîâèé âåêòîð iç L. Òîäi ìiíiìàëüíèé àíóëÿòîð
m(λ) âåêòîðà a ¹ äåÿêèì ñòåïåíåì ìíîãî÷ëåíà f(λ), òîáòî m(λ) = f(λ)k,
äëÿ äåÿêîãî i k ∈ {1, 2, . . . , s}. Iñíó¹ âåêòîð a ∈ L, òàêèé ùî éîãî ìiíiìàëü-
íi àíóëÿòîð äîðiâíþ¹ ç f(λ)s, òîáòî ñïiâïàäà¹ ç ìiíiìàëüíèì ìíîãî÷ëåíîì
îïåðàòîðà φ.

Îçíà÷åííÿ 10

Âåêòîð a ïðèìàðíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ç ëiíiéíèì îïåðàòî-
ðîì φ íàçèâà¹òüñÿ âåêòîðîì íàéáiëüøî¨ âèñîòè, ÿêùî ìiíiìàëüíèé àíóëÿòîð
âåêòîðà a ñïiâïàäà¹ ç ìiíiìàëüíèì ìíîãî÷ëåíîì îïåðàòîðà φ.

Òåîðåìà 11 (ïðî ðîçêëàä ïðèìàðíîãî ïðîñòîðó)
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êëàäó i ìíîæèíîþ {B1, B2, . . . , Bk} ïðÿìèõ äîäàíêiâ äðóãîãî ðîçêëàäó iñíó¹
âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü

(ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ), ïðè ÿêié õàðà-
êòåðèñòè÷íi ìíîãî÷ëåíè îáìåæåííÿ îïåðàòîðà φ íà âiäïîâiäíèõ äîäàíêàõ
ñïiâïàäàþòü.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Áóäîâà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ç îïåðàòîðîì . . .



Òåîðåìà 12 (îñíîâíà òåîðåìà ïðî ëiíiéíi ïðîñòîðè ç îïåðàòîðîì)

Áóäü-ÿêèé ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä äåÿêèì ïîëåì ç ëiíiéíèì
îïåðàòîðîì ¹ àáî ïðèìàðíèì öèêëi÷íèì ïðîñòîðîì, àáî ïðÿìîþ ñóìîþ ñêií-
÷åííîãî ÷èñëà ïðèìàðíèõ öèêëi÷íèõ ïiäïðîñòîðiâ.

Òåîðåìà 13 (ïðî îäíîçíà÷íèé ðîçêëàä)

Íåõàé ëiíiéíèé ïðîñòið L íàä äåÿêèì ïîëåì ç ëiíiéíèì îïåðàòîðîì φ äâîìà
ñïîñîáàìè ðîçêëàäåíî ó ïðÿìi ñóìè ïðèìàðíèõ öèêëi÷íèõ ïiäïðîñòîðiâ:

L = A1 ⊕A2 ⊕ · · · ⊕Ak, L = B1 ⊕B2 ⊕ · · · ⊕Br.

Òîäi k = r i ìiæ ìíîæèíîþ {A1, A2, . . . , Ak} ïðÿìèõ äîäàíêiâ îäíîãî ðîç-
êëàäó i ìíîæèíîþ {B1, B2, . . . , Bk} ïðÿìèõ äîäàíêiâ äðóãîãî ðîçêëàäó iñíó¹
âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü (ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ),

ïðè ÿêié õàðà-
êòåðèñòè÷íi ìíîãî÷ëåíè îáìåæåííÿ îïåðàòîðà φ íà âiäïîâiäíèõ äîäàíêàõ
ñïiâïàäàþòü.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Áóäîâà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ç îïåðàòîðîì . . .



Òåîðåìà 12 (îñíîâíà òåîðåìà ïðî ëiíiéíi ïðîñòîðè ç îïåðàòîðîì)

Áóäü-ÿêèé ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä äåÿêèì ïîëåì ç ëiíiéíèì
îïåðàòîðîì ¹ àáî ïðèìàðíèì öèêëi÷íèì ïðîñòîðîì, àáî ïðÿìîþ ñóìîþ ñêií-
÷åííîãî ÷èñëà ïðèìàðíèõ öèêëi÷íèõ ïiäïðîñòîðiâ.

Òåîðåìà 13 (ïðî îäíîçíà÷íèé ðîçêëàä)

Íåõàé ëiíiéíèé ïðîñòið L íàä äåÿêèì ïîëåì ç ëiíiéíèì îïåðàòîðîì φ äâîìà
ñïîñîáàìè ðîçêëàäåíî ó ïðÿìi ñóìè ïðèìàðíèõ öèêëi÷íèõ ïiäïðîñòîðiâ:

L = A1 ⊕A2 ⊕ · · · ⊕Ak, L = B1 ⊕B2 ⊕ · · · ⊕Br.

Òîäi k = r i ìiæ ìíîæèíîþ {A1, A2, . . . , Ak} ïðÿìèõ äîäàíêiâ îäíîãî ðîç-
êëàäó i ìíîæèíîþ {B1, B2, . . . , Bk} ïðÿìèõ äîäàíêiâ äðóãîãî ðîçêëàäó iñíó¹
âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü (ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ), ïðè ÿêié õàðà-
êòåðèñòè÷íi ìíîãî÷ëåíè îáìåæåííÿ îïåðàòîðà φ íà âiäïîâiäíèõ äîäàíêàõ
ñïiâïàäàþòü.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Áóäîâà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ç îïåðàòîðîì . . .


