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Îçíà÷åííÿ 2

Ìàòðèöÿìè åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü íàçèâàþòüñÿ íàñòóïíi ìàòðèöi:

Sij =



1
. . .

1
0 . . . 1

1
...

. . .
...

1
1 . . . 0

1
. . .

1


� êâàäðàòíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n, ùî îäåðæó¹òüñÿ iç îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi
ïîðÿäêó n ïåðåñòàíîâêîþ i-ãî òà j-ãî ðÿäêiâ, äå i, j ∈ {1, 2, . . . , n} òà
i ̸= j;
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Tij(f(λ)) =



1
. . . f(λ)

. . .

. . .

1


� êâàäðàòíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n, â i-ìó ðÿäêó òà j-ìó ñòîâïöi ÿêî¨
ñòî¨òü ìíîãî÷ëåí f(λ) ∈ P [λ], äå i ̸= j, à âñi iíøi åëåìåíòè öi¹¨ ìàòðèöi
òàêi ñàìi ÿê âiäïîâiäíi åëåìåíòè îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi ïîðÿäêó n;
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Qi(α) =



1
. . .

1
α

1
. . .

1


� êâàäðàòíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n, íà äiàãîíàëi ÿêî¨ íà i-ìó ìiñöi ñòî¨òü
íåíóëüîâèé åëåìåíò α ïîëÿ P , à âñi iíøi åëåìåíòè ìàòðèöi Qi(α) òàêi
æ ÿê âiäïîâiäíi åëåìåíòè îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi ïîðÿäêó n.
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Ñàìîñòiéíà ðîáîòà.

Äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ λ-ìàòðèöi A ïîðÿäêó n, áóäü-ÿêèõ ðiçíèõ i, j iç
{1, 2, . . . , n}, áóäü-ÿêîãî ìíîãî÷ëåíà f(λ) iç P [λ] òà áóäü-ÿêîãî íåíóëüî-
âîãî åëåìåíòà α ïîëÿ P ñïðàâäæó¹òüñÿ íàñòóïíå:

äîáóòîê SijA (äîáóòîê ASij) ¹ ìàòðèöåþ, ùî îäåðæó¹òüñÿ ç ìàòðèöi A
ïåðåñòàíîâêîþ i-ãî òà j-ãî ðÿäêiâ (ñòîâïöiâ) ìàòðèöi A.

äîáóòîê Tij(f(λ))A ¹ ìàòðèöåþ, ùî îäåðæó¹òüñÿ ç ìàòðèöi A äîäàâà-
ííÿì äî i-ãî ðÿäêà ìàòðèöi A ¨ ¨ j-ãî ðÿäêà, ïîìíîæåíîãî íà f(λ);

äîáóòîê ATij(f(λ)) ¹ ìàòðèöåþ, ùî îäåðæó¹òüñÿ ç ìàòðèöi A äîäàâà-
ííÿì äî j-ãî ñòîâïöÿ ìàòðèöi A ¨ ¨ i-ãî ñòîâïöÿ, ïîìíîæåíîãî íà f(λ);

äîáóòîê Qi(α)A (äîáóòîê AQi(α)) ¹ ìàòðèöåþ, ùî îäåðæó¹òüñÿ ç ìà-
òðèöi A ìíîæåííÿì íà α ðÿäêà (ñòîâïöÿ) ç íîìåðîì i ìàòðèöi A;

Sij = Tij(1)Tij(−1)Tij(1)Qi(−1).
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Òåîðåìà 1

Êâàäðàòíà λ-ìàòðèöÿ

¹ óíiìîäóëÿðíîþ λ-ìàòðèöåþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

öþ ìàòðèöþ ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi äîáóòêó ìàòðèöü åëåìåíòàðíèõ

ïåðåòâîðåíü.

Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåìî ñïî÷àòêó äîñòàòíiñòü. Íåõàé λ-ìàòðèöÿ A ¹ äîáóòêîì äåÿêèõ ìà-
òðèöü åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü U1, U2, . . . , Uk:

A = U1U2 · · ·Uk.

Òîäi
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ìàòðèöåþ. Çà îçíà÷åííÿì óíiìîäóëÿðíî¨ λ-ìàòðèöi A åêâiâàëåíòíà îäèíè-
÷íié ìàòðèöi i íàâïàêè. Òîìó çà äîïîìîãîþ äåÿêèõ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâî-
ðåíü íàä ðÿäêàìè àáî ñòîâïöÿìè λ-ìàòðèöü iç îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi E ìîæíà
îäåðæàòè λ-ìàòðèöþ A. Íåõàé U1, U2, . . . , Uk � ìàòðèöi âiäïîâiäíèõ åëå-
ìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü íàä ðÿäêàìè, à V1, V2, . . . , Vl � ìàòðèöi âiäïîâiäíèõ
åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü íàä ñòîâïöÿìè, çà äîïîìîãîþ ÿêèõ ïîñëiäîâíî
îäåðæàëè ìàòðèöþ A iç E. Íåçâàæàþ÷è íà ïîðÿäîê âèêîíàííÿ åëåìåíòàð-
íèõ ïåðåòâîðåíü (÷è ñïî÷àòêó íàä ðÿäêàìè, à ïîòiì íàä ñòîâïöÿìè, ÷è,
ñêàæiìî, ïî÷åðãîâî íàä ðÿäêàìè òà ñòîâïöÿìè), àëå ïðè öüîìó çáåðiãàþ÷è
ïîðÿäîê ïîñëiäîâíîñòi ïåðåòâîðåíü îêðåìî íàä ðÿäêàìè òà îêðåìî íàä ñòîâ-
ïöÿìè, ÷åðåç òå ùî îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ ìàòðèöü çàäîâîëüíÿ¹ àñîöiàòèâíié
âëàñòèâîñòi, ìè ìîæåìî çàïèñàòè
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Òåîðåìà 2

Êâàäðàòíà λ-ìàòðèöÿ A

íàä ïîëåì P ¹ óíiìîäóëÿðíîþ λ-ìàòðèöåþ òîäi i

òiëüêè òîäi, êîëè äåòåðìiíàíò ìàòðèöi A ¹ íåíóëüîâèì åëåìåíòîì ïîëÿ P .

Äîâåäåííÿ.

ßêùî A ¹ óíiìîäóëÿðíîþ λ-ìàòðèöåþ ïîðÿäêó n, òî A åêâiâàëåíòíà îäè-
íè÷íié ìàòðèöi öüîãî æ ïîðÿäêó. Òîìó âñi iíâàðiàíòíi ìíîæíèêè ìàòðèöi
λ-ìàòðèöi A äîðiâíþþòü 1 i ¨õ ¹ n. Ç iíøîãî áîêó n-é iíâàðiàíòíèé ìíîæíèê
ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ äîáóòêó äåòåðìiíàíòà |A| íà îáåðíåíèé åëåìåíò äî ñòàð-
øîãî êîåôiöi¹íòà a0 ìíîãî÷ëåíà |A|. Òîáòî a−1

0 |A| = 1. Çâiäñè |A| = a0 ∈ P .
Íàâïàêè, ÿêùî |A| ∈ P \ {0}, òî n-é iíâàðiàíòíèé ìíîæíèê λ-ìàòðèöi A, à
îòæå i âñi iíøi ¨¨ iíâàðiàíòíi ìíîæíèêè, äîðiâíþþòü 1. Òîáòî íîðìàëüíîþ
ôîðìîþ Ñìiòà λ-ìàòðèöi A ¹ îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n. Öå îçíà÷à¹ λ-
ìàòðèöÿ A åêâiâàëåíòíà îäèíè÷íié ìàòðèöi.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Óíiìîäóëÿðíi λ-ìàòðèöi . . .
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åêâiâàëåíòíà λ-ìàòðèöi B òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíóþòü òàêi

óíiìîäóëÿðíi λ-ìàòðèöi S i T , ùî A = SBT .

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé λ-ìàòðèöÿ A åêâiâàëåíòíà λ-ìàòðèöi B. Òîäi çà äîïîìîãîþ äåÿêèõ
åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü íàä ðÿäêàìè àáî ñòîâïöÿìè λ-ìàòðèöü iç λ-
ìàòðèöi B ìîæíà îäåðæàòè λ-ìàòðèöþ A. Íåõàé U1, U2, . . . , Uk � ìàòðèöi
âiäïîâiäíèõ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü íàä ðÿäêàìè, à V1, V2, . . . , Vl � ìà-
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1 ìîæíà çàïèñàòè

A = UkUk−1 · · ·U2U1BV1V2 · · ·Vl−1Vl = SBT,

äå S = UkUk−1 · · ·U2U1, T = V1V2 · · ·Vl−1Vl çà òåîðåìîþ 1 ¹ óíiìîäóëÿð-
íèìè λ-ìàòðèöÿìè.
Äîñòàòíiñòü òåîðåìè äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî íåîáõiäíîñòi ëèøå ó çâîðîòíîìó
íàïðÿìêó.
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Íåõàé n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî.

Âèçíà÷èìî íà ìíîæèíi P [λ]n×n âñiõ λ-
ìàòðèöü ïîðÿäêó n íàä ïîëåì P îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ, ìíîæåííÿ ìàòðèöü òà
îïåðàöiþ ìíîæåííÿ ìíîãî÷ëåíiâ iç P [λ] íà ìàòðèöþ ÿê çëiâà, òàê i ñïðàâà
çâè÷àéíèì ÷èíîì, ÿê öå ðàíiøå áóëî çðîáëåíî äëÿ ìàòðèöü íàä ïîëåì. Òîäi
áóäü-ÿêó λ-ìàòðèöþ A iç P [λ]n×n ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi:

A = Akλ
k +Ak−1λ

k−1 + · · ·+A1λ+A0, (1)

äå k � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî àáî íóëü, A0, A1, . . . , Ak � äåÿêi ìàòðèöi
ïîðÿäêó n íàä ïîëåì P . Íàâïàêè, çíà÷åííÿ áóäü-ÿêîãî àëãåáðà¨÷íîãî âèðàçó
âèãëÿäó (1) ¹ λ-ìàòðèöåþ.

Îçíà÷åííÿ 3

Àëãåáðà¨÷íèé âèðàç âèãëÿäó (1) íàçèâà¹òüñÿ ìàòðè÷íèì ìíîãî÷ëåíîì ïî-
ðÿäêó n íàä ïîëåì P . ßêùî Ak � íåíóëüîâà ìàòðèöÿ, òî k íàçèâà¹òüñÿ
ñòåïåíåì öüîãî ìàòðè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà, à ìàòðèöÿ Ak íàçèâà¹òüñÿ éîãî
ñòàðøèì ìàòðè÷íèì êîåôiöi¹íòîì.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Óíiìîäóëÿðíi λ-ìàòðèöi . . .



Íåõàé n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî. Âèçíà÷èìî íà ìíîæèíi P [λ]n×n

âñiõ λ-
ìàòðèöü ïîðÿäêó n íàä ïîëåì P îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ, ìíîæåííÿ ìàòðèöü òà
îïåðàöiþ ìíîæåííÿ ìíîãî÷ëåíiâ iç P [λ] íà ìàòðèöþ ÿê çëiâà, òàê i ñïðàâà
çâè÷àéíèì ÷èíîì, ÿê öå ðàíiøå áóëî çðîáëåíî äëÿ ìàòðèöü íàä ïîëåì. Òîäi
áóäü-ÿêó λ-ìàòðèöþ A iç P [λ]n×n ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi:

A = Akλ
k +Ak−1λ

k−1 + · · ·+A1λ+A0, (1)

äå k � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî àáî íóëü, A0, A1, . . . , Ak � äåÿêi ìàòðèöi
ïîðÿäêó n íàä ïîëåì P . Íàâïàêè, çíà÷åííÿ áóäü-ÿêîãî àëãåáðà¨÷íîãî âèðàçó
âèãëÿäó (1) ¹ λ-ìàòðèöåþ.

Îçíà÷åííÿ 3

Àëãåáðà¨÷íèé âèðàç âèãëÿäó (1) íàçèâà¹òüñÿ ìàòðè÷íèì ìíîãî÷ëåíîì ïî-
ðÿäêó n íàä ïîëåì P . ßêùî Ak � íåíóëüîâà ìàòðèöÿ, òî k íàçèâà¹òüñÿ
ñòåïåíåì öüîãî ìàòðè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà, à ìàòðèöÿ Ak íàçèâà¹òüñÿ éîãî
ñòàðøèì ìàòðè÷íèì êîåôiöi¹íòîì.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Óíiìîäóëÿðíi λ-ìàòðèöi . . .



Íåõàé n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî. Âèçíà÷èìî íà ìíîæèíi P [λ]n×n âñiõ λ-
ìàòðèöü ïîðÿäêó n íàä ïîëåì P

îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ, ìíîæåííÿ ìàòðèöü òà
îïåðàöiþ ìíîæåííÿ ìíîãî÷ëåíiâ iç P [λ] íà ìàòðèöþ ÿê çëiâà, òàê i ñïðàâà
çâè÷àéíèì ÷èíîì, ÿê öå ðàíiøå áóëî çðîáëåíî äëÿ ìàòðèöü íàä ïîëåì. Òîäi
áóäü-ÿêó λ-ìàòðèöþ A iç P [λ]n×n ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi:

A = Akλ
k +Ak−1λ

k−1 + · · ·+A1λ+A0, (1)

äå k � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî àáî íóëü, A0, A1, . . . , Ak � äåÿêi ìàòðèöi
ïîðÿäêó n íàä ïîëåì P . Íàâïàêè, çíà÷åííÿ áóäü-ÿêîãî àëãåáðà¨÷íîãî âèðàçó
âèãëÿäó (1) ¹ λ-ìàòðèöåþ.

Îçíà÷åííÿ 3

Àëãåáðà¨÷íèé âèðàç âèãëÿäó (1) íàçèâà¹òüñÿ ìàòðè÷íèì ìíîãî÷ëåíîì ïî-
ðÿäêó n íàä ïîëåì P . ßêùî Ak � íåíóëüîâà ìàòðèöÿ, òî k íàçèâà¹òüñÿ
ñòåïåíåì öüîãî ìàòðè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà, à ìàòðèöÿ Ak íàçèâà¹òüñÿ éîãî
ñòàðøèì ìàòðè÷íèì êîåôiöi¹íòîì.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Óíiìîäóëÿðíi λ-ìàòðèöi . . .



Íåõàé n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî. Âèçíà÷èìî íà ìíîæèíi P [λ]n×n âñiõ λ-
ìàòðèöü ïîðÿäêó n íàä ïîëåì P îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ, ìíîæåííÿ ìàòðèöü

òà
îïåðàöiþ ìíîæåííÿ ìíîãî÷ëåíiâ iç P [λ] íà ìàòðèöþ ÿê çëiâà, òàê i ñïðàâà
çâè÷àéíèì ÷èíîì, ÿê öå ðàíiøå áóëî çðîáëåíî äëÿ ìàòðèöü íàä ïîëåì. Òîäi
áóäü-ÿêó λ-ìàòðèöþ A iç P [λ]n×n ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi:

A = Akλ
k +Ak−1λ

k−1 + · · ·+A1λ+A0, (1)

äå k � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî àáî íóëü, A0, A1, . . . , Ak � äåÿêi ìàòðèöi
ïîðÿäêó n íàä ïîëåì P . Íàâïàêè, çíà÷åííÿ áóäü-ÿêîãî àëãåáðà¨÷íîãî âèðàçó
âèãëÿäó (1) ¹ λ-ìàòðèöåþ.

Îçíà÷åííÿ 3

Àëãåáðà¨÷íèé âèðàç âèãëÿäó (1) íàçèâà¹òüñÿ ìàòðè÷íèì ìíîãî÷ëåíîì ïî-
ðÿäêó n íàä ïîëåì P . ßêùî Ak � íåíóëüîâà ìàòðèöÿ, òî k íàçèâà¹òüñÿ
ñòåïåíåì öüîãî ìàòðè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà, à ìàòðèöÿ Ak íàçèâà¹òüñÿ éîãî
ñòàðøèì ìàòðè÷íèì êîåôiöi¹íòîì.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Óíiìîäóëÿðíi λ-ìàòðèöi . . .



Íåõàé n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî. Âèçíà÷èìî íà ìíîæèíi P [λ]n×n âñiõ λ-
ìàòðèöü ïîðÿäêó n íàä ïîëåì P îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ, ìíîæåííÿ ìàòðèöü òà
îïåðàöiþ ìíîæåííÿ ìíîãî÷ëåíiâ iç P [λ] íà ìàòðèöþ ÿê çëiâà, òàê i ñïðàâà

çâè÷àéíèì ÷èíîì, ÿê öå ðàíiøå áóëî çðîáëåíî äëÿ ìàòðèöü íàä ïîëåì. Òîäi
áóäü-ÿêó λ-ìàòðèöþ A iç P [λ]n×n ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi:

A = Akλ
k +Ak−1λ

k−1 + · · ·+A1λ+A0, (1)

äå k � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî àáî íóëü, A0, A1, . . . , Ak � äåÿêi ìàòðèöi
ïîðÿäêó n íàä ïîëåì P . Íàâïàêè, çíà÷åííÿ áóäü-ÿêîãî àëãåáðà¨÷íîãî âèðàçó
âèãëÿäó (1) ¹ λ-ìàòðèöåþ.

Îçíà÷åííÿ 3

Àëãåáðà¨÷íèé âèðàç âèãëÿäó (1) íàçèâà¹òüñÿ ìàòðè÷íèì ìíîãî÷ëåíîì ïî-
ðÿäêó n íàä ïîëåì P . ßêùî Ak � íåíóëüîâà ìàòðèöÿ, òî k íàçèâà¹òüñÿ
ñòåïåíåì öüîãî ìàòðè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà, à ìàòðèöÿ Ak íàçèâà¹òüñÿ éîãî
ñòàðøèì ìàòðè÷íèì êîåôiöi¹íòîì.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Óíiìîäóëÿðíi λ-ìàòðèöi . . .



Íåõàé n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî. Âèçíà÷èìî íà ìíîæèíi P [λ]n×n âñiõ λ-
ìàòðèöü ïîðÿäêó n íàä ïîëåì P îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ, ìíîæåííÿ ìàòðèöü òà
îïåðàöiþ ìíîæåííÿ ìíîãî÷ëåíiâ iç P [λ] íà ìàòðèöþ ÿê çëiâà, òàê i ñïðàâà
çâè÷àéíèì ÷èíîì,

ÿê öå ðàíiøå áóëî çðîáëåíî äëÿ ìàòðèöü íàä ïîëåì. Òîäi
áóäü-ÿêó λ-ìàòðèöþ A iç P [λ]n×n ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi:

A = Akλ
k +Ak−1λ

k−1 + · · ·+A1λ+A0, (1)

äå k � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî àáî íóëü, A0, A1, . . . , Ak � äåÿêi ìàòðèöi
ïîðÿäêó n íàä ïîëåì P . Íàâïàêè, çíà÷åííÿ áóäü-ÿêîãî àëãåáðà¨÷íîãî âèðàçó
âèãëÿäó (1) ¹ λ-ìàòðèöåþ.

Îçíà÷åííÿ 3

Àëãåáðà¨÷íèé âèðàç âèãëÿäó (1) íàçèâà¹òüñÿ ìàòðè÷íèì ìíîãî÷ëåíîì ïî-
ðÿäêó n íàä ïîëåì P . ßêùî Ak � íåíóëüîâà ìàòðèöÿ, òî k íàçèâà¹òüñÿ
ñòåïåíåì öüîãî ìàòðè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà, à ìàòðèöÿ Ak íàçèâà¹òüñÿ éîãî
ñòàðøèì ìàòðè÷íèì êîåôiöi¹íòîì.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Óíiìîäóëÿðíi λ-ìàòðèöi . . .



Íåõàé n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî. Âèçíà÷èìî íà ìíîæèíi P [λ]n×n âñiõ λ-
ìàòðèöü ïîðÿäêó n íàä ïîëåì P îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ, ìíîæåííÿ ìàòðèöü òà
îïåðàöiþ ìíîæåííÿ ìíîãî÷ëåíiâ iç P [λ] íà ìàòðèöþ ÿê çëiâà, òàê i ñïðàâà
çâè÷àéíèì ÷èíîì, ÿê öå ðàíiøå áóëî çðîáëåíî äëÿ ìàòðèöü íàä ïîëåì.

Òîäi
áóäü-ÿêó λ-ìàòðèöþ A iç P [λ]n×n ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi:

A = Akλ
k +Ak−1λ

k−1 + · · ·+A1λ+A0, (1)

äå k � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî àáî íóëü, A0, A1, . . . , Ak � äåÿêi ìàòðèöi
ïîðÿäêó n íàä ïîëåì P . Íàâïàêè, çíà÷åííÿ áóäü-ÿêîãî àëãåáðà¨÷íîãî âèðàçó
âèãëÿäó (1) ¹ λ-ìàòðèöåþ.

Îçíà÷åííÿ 3

Àëãåáðà¨÷íèé âèðàç âèãëÿäó (1) íàçèâà¹òüñÿ ìàòðè÷íèì ìíîãî÷ëåíîì ïî-
ðÿäêó n íàä ïîëåì P . ßêùî Ak � íåíóëüîâà ìàòðèöÿ, òî k íàçèâà¹òüñÿ
ñòåïåíåì öüîãî ìàòðè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà, à ìàòðèöÿ Ak íàçèâà¹òüñÿ éîãî
ñòàðøèì ìàòðè÷íèì êîåôiöi¹íòîì.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Óíiìîäóëÿðíi λ-ìàòðèöi . . .



Íåõàé n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî. Âèçíà÷èìî íà ìíîæèíi P [λ]n×n âñiõ λ-
ìàòðèöü ïîðÿäêó n íàä ïîëåì P îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ, ìíîæåííÿ ìàòðèöü òà
îïåðàöiþ ìíîæåííÿ ìíîãî÷ëåíiâ iç P [λ] íà ìàòðèöþ ÿê çëiâà, òàê i ñïðàâà
çâè÷àéíèì ÷èíîì, ÿê öå ðàíiøå áóëî çðîáëåíî äëÿ ìàòðèöü íàä ïîëåì. Òîäi
áóäü-ÿêó λ-ìàòðèöþ A iç P [λ]n×n ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi:

A = Akλ
k +Ak−1λ

k−1 + · · ·+A1λ+A0, (1)

äå k � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî àáî íóëü, A0, A1, . . . , Ak � äåÿêi ìàòðèöi
ïîðÿäêó n íàä ïîëåì P . Íàâïàêè, çíà÷åííÿ áóäü-ÿêîãî àëãåáðà¨÷íîãî âèðàçó
âèãëÿäó (1) ¹ λ-ìàòðèöåþ.

Îçíà÷åííÿ 3

Àëãåáðà¨÷íèé âèðàç âèãëÿäó (1) íàçèâà¹òüñÿ ìàòðè÷íèì ìíîãî÷ëåíîì ïî-
ðÿäêó n íàä ïîëåì P . ßêùî Ak � íåíóëüîâà ìàòðèöÿ, òî k íàçèâà¹òüñÿ
ñòåïåíåì öüîãî ìàòðè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà, à ìàòðèöÿ Ak íàçèâà¹òüñÿ éîãî
ñòàðøèì ìàòðè÷íèì êîåôiöi¹íòîì.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Óíiìîäóëÿðíi λ-ìàòðèöi . . .



Íåõàé n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî. Âèçíà÷èìî íà ìíîæèíi P [λ]n×n âñiõ λ-
ìàòðèöü ïîðÿäêó n íàä ïîëåì P îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ, ìíîæåííÿ ìàòðèöü òà
îïåðàöiþ ìíîæåííÿ ìíîãî÷ëåíiâ iç P [λ] íà ìàòðèöþ ÿê çëiâà, òàê i ñïðàâà
çâè÷àéíèì ÷èíîì, ÿê öå ðàíiøå áóëî çðîáëåíî äëÿ ìàòðèöü íàä ïîëåì. Òîäi
áóäü-ÿêó λ-ìàòðèöþ A iç P [λ]n×n ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi:

A = Akλ
k +Ak−1λ

k−1 + · · ·+A1λ+A0,

(1)

äå k � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî àáî íóëü, A0, A1, . . . , Ak � äåÿêi ìàòðèöi
ïîðÿäêó n íàä ïîëåì P . Íàâïàêè, çíà÷åííÿ áóäü-ÿêîãî àëãåáðà¨÷íîãî âèðàçó
âèãëÿäó (1) ¹ λ-ìàòðèöåþ.

Îçíà÷åííÿ 3

Àëãåáðà¨÷íèé âèðàç âèãëÿäó (1) íàçèâà¹òüñÿ ìàòðè÷íèì ìíîãî÷ëåíîì ïî-
ðÿäêó n íàä ïîëåì P . ßêùî Ak � íåíóëüîâà ìàòðèöÿ, òî k íàçèâà¹òüñÿ
ñòåïåíåì öüîãî ìàòðè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà, à ìàòðèöÿ Ak íàçèâà¹òüñÿ éîãî
ñòàðøèì ìàòðè÷íèì êîåôiöi¹íòîì.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Óíiìîäóëÿðíi λ-ìàòðèöi . . .



Íåõàé n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî. Âèçíà÷èìî íà ìíîæèíi P [λ]n×n âñiõ λ-
ìàòðèöü ïîðÿäêó n íàä ïîëåì P îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ, ìíîæåííÿ ìàòðèöü òà
îïåðàöiþ ìíîæåííÿ ìíîãî÷ëåíiâ iç P [λ] íà ìàòðèöþ ÿê çëiâà, òàê i ñïðàâà
çâè÷àéíèì ÷èíîì, ÿê öå ðàíiøå áóëî çðîáëåíî äëÿ ìàòðèöü íàä ïîëåì. Òîäi
áóäü-ÿêó λ-ìàòðèöþ A iç P [λ]n×n ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi:

A = Akλ
k +Ak−1λ

k−1 + · · ·+A1λ+A0, (1)

äå k � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî àáî íóëü,

A0, A1, . . . , Ak � äåÿêi ìàòðèöi
ïîðÿäêó n íàä ïîëåì P . Íàâïàêè, çíà÷åííÿ áóäü-ÿêîãî àëãåáðà¨÷íîãî âèðàçó
âèãëÿäó (1) ¹ λ-ìàòðèöåþ.

Îçíà÷åííÿ 3

Àëãåáðà¨÷íèé âèðàç âèãëÿäó (1) íàçèâà¹òüñÿ ìàòðè÷íèì ìíîãî÷ëåíîì ïî-
ðÿäêó n íàä ïîëåì P . ßêùî Ak � íåíóëüîâà ìàòðèöÿ, òî k íàçèâà¹òüñÿ
ñòåïåíåì öüîãî ìàòðè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà, à ìàòðèöÿ Ak íàçèâà¹òüñÿ éîãî
ñòàðøèì ìàòðè÷íèì êîåôiöi¹íòîì.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Óíiìîäóëÿðíi λ-ìàòðèöi . . .



Íåõàé n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî. Âèçíà÷èìî íà ìíîæèíi P [λ]n×n âñiõ λ-
ìàòðèöü ïîðÿäêó n íàä ïîëåì P îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ, ìíîæåííÿ ìàòðèöü òà
îïåðàöiþ ìíîæåííÿ ìíîãî÷ëåíiâ iç P [λ] íà ìàòðèöþ ÿê çëiâà, òàê i ñïðàâà
çâè÷àéíèì ÷èíîì, ÿê öå ðàíiøå áóëî çðîáëåíî äëÿ ìàòðèöü íàä ïîëåì. Òîäi
áóäü-ÿêó λ-ìàòðèöþ A iç P [λ]n×n ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi:

A = Akλ
k +Ak−1λ

k−1 + · · ·+A1λ+A0, (1)

äå k � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî àáî íóëü, A0, A1, . . . , Ak � äåÿêi ìàòðèöi
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A òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè õàðàêòåðèñòè÷íà λ-ìàòðèöÿ B − λE ìàòðèöi B
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Îñêiëüêè |C|, |C−1| ∈ P\{0}, òî ìàòðèöi C i C−1 ¹ óíiìîäóëÿðíèìè
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ìàòðèöi S i T òàêi, ùî

S(A− λE)T = B − λE. (2)

Îñêiëüêè S i T ¹ óíiìîäóëÿðíèìè λ-ìàòðèöÿìè, òî äî íèõ iñíóþòü îáåðíåíi
ìàòðèöi S−1 i T−1 âiäïîâiäíî. Òîìó iç ðiâíîñòi (2) ñëiäóþòü íàñòóïíi äâi
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Äîâåäåííÿ.

ðiâíîñòi:

S(A− λE) = (B − λE)T−1,

(A− λE)T = S−1(B − λE). (3)

Äàëi, ÷åðåç òå ùî λ-ìàòðèöi S, T , B − λE ìîæóòü áóòè ïðåäñòàâëåíi ó
âèãëÿäi ìàòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ, à ñòåïiíü ìàòðè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà B − λE
äîðiâíþ¹ 1 i ñòàðøèé ìàòðè÷íèé êîåôiöi¹íò −E ¹, î÷åâèäíî, îáîðîòíîþ
ìàòðèöåþ, òî äî íèõ ìîæíà çàñòîñóâàòè òåîðåìó 4 ïðî äiëåííÿ ìàòðè÷íèõ
ìíîãî÷ëåíiâ ç îñòà÷åþ:

S = (B − λE)Q1(λ) +R1, T = Q2(λ)(B − λE) +R2, (4)

äå Q1(λ), Q2(λ), R1, R2 ¹ äåÿêèìè ìàòðè÷íèìè ìíîãî÷ëåíàìè íàä ïîëåì P ,
ïðè÷îìó, ÿêùî R1 àáî R2 ¹ íåíóëüîâèìè ìàòðè÷íèìè ìíîãî÷ëåíàìè, òî ¨õ
ñòåïiíü äîðiâíþ¹ 0, à îòæå âîíè ¹ ìàòðèöÿìè íàä ïîëåì P . Âèêîðèñòîâóþ÷è
ðiâíîñòi (4) iç (2) îäåðæèìî

R1(A− λE)R2=
(
S − (B − λE)Q1(λ)

)
(A− λE)

(
T −Q2(λ)(B − λE)

)
=

= S(A− λE)T − S(A− λE)Q2(λ)(B − λE)−

−(B − λE)Q1(λ)(A− λE)T + (B − λE)Q1(λ)(A− λE)Q2(λ)(B − λE)
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R1(A− λE)R2=
(
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)
(A− λE)
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=
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ìíîãî÷ëåí ïîâèíåí ìàòè ñòåïiíü ùîíàéìåíøå 2, à öå ñóïåðå÷èòü òîìó, ùî
ìàòðè÷íèé ìíîãî÷ëåí R1(A− λE)R2 ìà¹ ñòåïiíü 1.

Îòæå,

R1(A− λE)R2 = (B − λE).

Çâiäñè
R1AR2 = B, R1R2 = E.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Óíiìîäóëÿðíi λ-ìàòðèöi . . .



Äîâåäåííÿ.

Âðàõîâóþ÷è ðiâíîñòi (2) i (3), çâiäñè ñëiäó¹, ùî

R1(A− λE)R2= (B − λE)−

−(B − λE)T−1Q2(λ)(B − λE)− (B − λE)Q1(λ)S
−1(B − λE)+

+ (B − λE)Q1(λ)(A− λE)Q2(λ)(B − λE) =

= (B − λE)−

−
[
(B − λE)

(
T−1Q2(λ) +Q1(λ)S

−1−Q1(λ)(A− λE)Q2(λ)
)
(B − λE)

]
.
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Äîâåäåííÿ.

Iç îñòàííüî¨ ðiâíîñòi ñëiäó¹, ùî ìàòðèöÿ R2 ¹ îáîðîòíîþ ìàòðèöåþ íàä
ïîëåì P

i R1 = R−1
2 . I ïîïåðåäíüî¨ òîäi îäåðæèìî, ùî

R−1
2 AR2 = B.

Öå îçíà÷à¹, ùî ìàòðèöÿ B ïîäiáíà ìàòðèöi À. Òåîðåìà äîâåäåíà.
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I ïîïåðåäíüî¨ òîäi îäåðæèìî, ùî
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2 AR2 = B.

Öå îçíà÷à¹, ùî ìàòðèöÿ B ïîäiáíà ìàòðèöi À. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Óíiìîäóëÿðíi λ-ìàòðèöi . . .
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2 . I ïîïåðåäíüî¨ òîäi îäåðæèìî, ùî

R−1
2 AR2 = B.

Öå îçíà÷à¹, ùî ìàòðèöÿ B ïîäiáíà ìàòðèöi À. Òåîðåìà äîâåäåíà.
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Äîâåäåííÿ.

Iç îñòàííüî¨ ðiâíîñòi ñëiäó¹, ùî ìàòðèöÿ R2 ¹ îáîðîòíîþ ìàòðèöåþ íàä
ïîëåì P i R1 = R−1

2 . I ïîïåðåäíüî¨ òîäi îäåðæèìî, ùî

R−1
2 AR2 = B.

Öå îçíà÷à¹, ùî ìàòðèöÿ B ïîäiáíà ìàòðèöi À.

Òåîðåìà äîâåäåíà.
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Äîâåäåííÿ.

Iç îñòàííüî¨ ðiâíîñòi ñëiäó¹, ùî ìàòðèöÿ R2 ¹ îáîðîòíîþ ìàòðèöåþ íàä
ïîëåì P i R1 = R−1

2 . I ïîïåðåäíüî¨ òîäi îäåðæèìî, ùî

R−1
2 AR2 = B.

Öå îçíà÷à¹, ùî ìàòðèöÿ B ïîäiáíà ìàòðèöi À. Òåîðåìà äîâåäåíà.
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