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Îçíà÷åííÿ 2

Åâêëiäiâ ïðîñòið L íàçèâà¹òüñÿ içîìåòðè÷íèì åâêëiäîâîìó ïðîñòîðó L′,
ÿêùî iñíó¹ içîìåòðiÿ åâêëiäîâèõ ïðîñòîðiâ L i L′.

Òåîðåìà 1 (êëàñèôiêàöiéíà òåîðåìà)

Íåõàé L i L′ � ñêií÷åííîâèìiðíi åâêëiäîâi ïðîñòîðè. Åâêëiäiâ ïðîñòið L ¹

içîìåòðè÷íèì åâêëiäîâîìó ïðîñòîðó L′ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ðîçìiðíiñòü

åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L äîðiâíþ¹ ðîçìiðíîñòi åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L′.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ



Îçíà÷åííÿ 1

Íåõàé L i L′ � åâêëiäîâi ïðîñòîðè, ÿêi ¹ içîìîðôíèìè, ÿê ëiíiéíi ïðîñòîðè
íàä ïîëåì R äiéñíèõ ÷èñåë Içîìîðôiçì φ : L → L′ ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ L i
L′ íàä ïîëåì R íàçèâà¹òüñÿ içîìåòði¹þ åâêëiäîâèõ ïðîñòîðiâ L i L′, ÿêùî

⟨φ(x), φ(y)⟩ = ⟨x, y⟩

äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ x, y ∈ L.

Îçíà÷åííÿ 2

Åâêëiäiâ ïðîñòið L íàçèâà¹òüñÿ içîìåòðè÷íèì åâêëiäîâîìó ïðîñòîðó L′,
ÿêùî iñíó¹ içîìåòðiÿ åâêëiäîâèõ ïðîñòîðiâ L i L′.

Òåîðåìà 1 (êëàñèôiêàöiéíà òåîðåìà)

Íåõàé L i L′ � ñêií÷åííîâèìiðíi åâêëiäîâi ïðîñòîðè. Åâêëiäiâ ïðîñòið L ¹

içîìåòðè÷íèì åâêëiäîâîìó ïðîñòîðó L′ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ðîçìiðíiñòü

åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L äîðiâíþ¹ ðîçìiðíîñòi åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L′.
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Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè.

ßêùî åâêëiäiâ ïðîñòið L ¹ ¹ içîìåòðè-
÷íèì åâêëiäîâîìó ïðîñòîðó L′, òî ëiíiéíèé ïðîñòið L ¹ içîìîðôíèì ëiíié-
íîìó ïðîñòîðó L′ íàä ïîëåì R. À òîìó dimRL = dimRL

′. Íàâïàêè íåõàé

dimRL = dimRL
′ = n

äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n (äîâåäåííÿ ó âèïàäêó n = 0 ¹ î÷åâè-
äíèì). Çà òåîðåìîþ ïðî iñíóâàííÿ îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó ó ñêií÷åííîâè-
ìiðíîìó ëiíiéíîìó ïðîñòîði â åâêëiäîâèõ ïðîñòîðàõ L i L′ ìîæíà âèáðàòè
îðòîíîðìîâàíi áàçèñè âiäïîâiäíî a1, a2, . . . , an òà a′

1, a
′
2, . . . , a

′
n. Àíàëîãi÷íî

äîâåäåííþ êëàñèôiêàöiéíî¨ òåîðåìè ñêií÷åííîâèìiðíèõ ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ
ìîæíà ïîêàçàòè, ùî âiäïîâiäíiñòü φ iç L â L′ òàêà, ùî êîæíîìó âåêòîðó x
iç L ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü âåêòîð x′, êîîðäèíàòíèé ðÿäîê ÿêîãî ó áàçèñi
a′
1, a

′
2, . . . , a

′
n åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L′ ñïiâïàäà¹ ç êîîðäèíàòíèì ðÿäêîì

âåêòîðà x ó áàçèñi a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ¹ içîìîðôiçìîì
ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ L i L′. Äîâåäåìî, ùî öåé içîìîðôiçì ¹ içîìåòði¹þ. Íå-
õàé b i c � áóäü-ÿêi âåêòîðè åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, à (β1, β2, . . . , βn) òà
(γ1, γ2, . . . , γn) � âiäïîâiäíî ¨õ êîîðäèíàòíi ðÿäêè ó áàçèñi a1, a2, . . . , an

åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Îñêiëüêè öåé áàçèñ îðòîíîðìîâàíèé, òî

⟨b, c⟩ = β1γ1 + β2γ2 + · · ·+ βnγn.
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Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè. ßêùî åâêëiäiâ ïðîñòið L ¹ ¹ içîìåòðè-
÷íèì åâêëiäîâîìó ïðîñòîðó L′,

òî ëiíiéíèé ïðîñòið L ¹ içîìîðôíèì ëiíié-
íîìó ïðîñòîðó L′ íàä ïîëåì R. À òîìó dimRL = dimRL

′. Íàâïàêè íåõàé

dimRL = dimRL
′ = n

äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n (äîâåäåííÿ ó âèïàäêó n = 0 ¹ î÷åâè-
äíèì). Çà òåîðåìîþ ïðî iñíóâàííÿ îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó ó ñêií÷åííîâè-
ìiðíîìó ëiíiéíîìó ïðîñòîði â åâêëiäîâèõ ïðîñòîðàõ L i L′ ìîæíà âèáðàòè
îðòîíîðìîâàíi áàçèñè âiäïîâiäíî a1, a2, . . . , an òà a′

1, a
′
2, . . . , a

′
n. Àíàëîãi÷íî

äîâåäåííþ êëàñèôiêàöiéíî¨ òåîðåìè ñêií÷åííîâèìiðíèõ ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ
ìîæíà ïîêàçàòè, ùî âiäïîâiäíiñòü φ iç L â L′ òàêà, ùî êîæíîìó âåêòîðó x
iç L ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü âåêòîð x′, êîîðäèíàòíèé ðÿäîê ÿêîãî ó áàçèñi
a′
1, a

′
2, . . . , a

′
n åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L′ ñïiâïàäà¹ ç êîîðäèíàòíèì ðÿäêîì

âåêòîðà x ó áàçèñi a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ¹ içîìîðôiçìîì
ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ L i L′. Äîâåäåìî, ùî öåé içîìîðôiçì ¹ içîìåòði¹þ. Íå-
õàé b i c � áóäü-ÿêi âåêòîðè åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, à (β1, β2, . . . , βn) òà
(γ1, γ2, . . . , γn) � âiäïîâiäíî ¨õ êîîðäèíàòíi ðÿäêè ó áàçèñi a1, a2, . . . , an

åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Îñêiëüêè öåé áàçèñ îðòîíîðìîâàíèé, òî

⟨b, c⟩ = β1γ1 + β2γ2 + · · ·+ βnγn.
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Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè. ßêùî åâêëiäiâ ïðîñòið L ¹ ¹ içîìåòðè-
÷íèì åâêëiäîâîìó ïðîñòîðó L′, òî ëiíiéíèé ïðîñòið L ¹ içîìîðôíèì ëiíié-
íîìó ïðîñòîðó L′ íàä ïîëåì R.

À òîìó dimRL = dimRL
′. Íàâïàêè íåõàé

dimRL = dimRL
′ = n

äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n (äîâåäåííÿ ó âèïàäêó n = 0 ¹ î÷åâè-
äíèì). Çà òåîðåìîþ ïðî iñíóâàííÿ îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó ó ñêií÷åííîâè-
ìiðíîìó ëiíiéíîìó ïðîñòîði â åâêëiäîâèõ ïðîñòîðàõ L i L′ ìîæíà âèáðàòè
îðòîíîðìîâàíi áàçèñè âiäïîâiäíî a1, a2, . . . , an òà a′

1, a
′
2, . . . , a

′
n. Àíàëîãi÷íî

äîâåäåííþ êëàñèôiêàöiéíî¨ òåîðåìè ñêií÷åííîâèìiðíèõ ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ
ìîæíà ïîêàçàòè, ùî âiäïîâiäíiñòü φ iç L â L′ òàêà, ùî êîæíîìó âåêòîðó x
iç L ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü âåêòîð x′, êîîðäèíàòíèé ðÿäîê ÿêîãî ó áàçèñi
a′
1, a

′
2, . . . , a

′
n åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L′ ñïiâïàäà¹ ç êîîðäèíàòíèì ðÿäêîì

âåêòîðà x ó áàçèñi a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ¹ içîìîðôiçìîì
ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ L i L′. Äîâåäåìî, ùî öåé içîìîðôiçì ¹ içîìåòði¹þ. Íå-
õàé b i c � áóäü-ÿêi âåêòîðè åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, à (β1, β2, . . . , βn) òà
(γ1, γ2, . . . , γn) � âiäïîâiäíî ¨õ êîîðäèíàòíi ðÿäêè ó áàçèñi a1, a2, . . . , an

åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Îñêiëüêè öåé áàçèñ îðòîíîðìîâàíèé, òî

⟨b, c⟩ = β1γ1 + β2γ2 + · · ·+ βnγn.
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Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè. ßêùî åâêëiäiâ ïðîñòið L ¹ ¹ içîìåòðè-
÷íèì åâêëiäîâîìó ïðîñòîðó L′, òî ëiíiéíèé ïðîñòið L ¹ içîìîðôíèì ëiíié-
íîìó ïðîñòîðó L′ íàä ïîëåì R. À òîìó dimRL = dimRL

′.

Íàâïàêè íåõàé

dimRL = dimRL
′ = n

äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n (äîâåäåííÿ ó âèïàäêó n = 0 ¹ î÷åâè-
äíèì). Çà òåîðåìîþ ïðî iñíóâàííÿ îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó ó ñêií÷åííîâè-
ìiðíîìó ëiíiéíîìó ïðîñòîði â åâêëiäîâèõ ïðîñòîðàõ L i L′ ìîæíà âèáðàòè
îðòîíîðìîâàíi áàçèñè âiäïîâiäíî a1, a2, . . . , an òà a′

1, a
′
2, . . . , a

′
n. Àíàëîãi÷íî

äîâåäåííþ êëàñèôiêàöiéíî¨ òåîðåìè ñêií÷åííîâèìiðíèõ ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ
ìîæíà ïîêàçàòè, ùî âiäïîâiäíiñòü φ iç L â L′ òàêà, ùî êîæíîìó âåêòîðó x
iç L ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü âåêòîð x′, êîîðäèíàòíèé ðÿäîê ÿêîãî ó áàçèñi
a′
1, a

′
2, . . . , a

′
n åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L′ ñïiâïàäà¹ ç êîîðäèíàòíèì ðÿäêîì

âåêòîðà x ó áàçèñi a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ¹ içîìîðôiçìîì
ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ L i L′. Äîâåäåìî, ùî öåé içîìîðôiçì ¹ içîìåòði¹þ. Íå-
õàé b i c � áóäü-ÿêi âåêòîðè åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, à (β1, β2, . . . , βn) òà
(γ1, γ2, . . . , γn) � âiäïîâiäíî ¨õ êîîðäèíàòíi ðÿäêè ó áàçèñi a1, a2, . . . , an

åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Îñêiëüêè öåé áàçèñ îðòîíîðìîâàíèé, òî

⟨b, c⟩ = β1γ1 + β2γ2 + · · ·+ βnγn.
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Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè. ßêùî åâêëiäiâ ïðîñòið L ¹ ¹ içîìåòðè-
÷íèì åâêëiäîâîìó ïðîñòîðó L′, òî ëiíiéíèé ïðîñòið L ¹ içîìîðôíèì ëiíié-
íîìó ïðîñòîðó L′ íàä ïîëåì R. À òîìó dimRL = dimRL

′. Íàâïàêè íåõàé

dimRL = dimRL
′

= n

äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n (äîâåäåííÿ ó âèïàäêó n = 0 ¹ î÷åâè-
äíèì). Çà òåîðåìîþ ïðî iñíóâàííÿ îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó ó ñêií÷åííîâè-
ìiðíîìó ëiíiéíîìó ïðîñòîði â åâêëiäîâèõ ïðîñòîðàõ L i L′ ìîæíà âèáðàòè
îðòîíîðìîâàíi áàçèñè âiäïîâiäíî a1, a2, . . . , an òà a′

1, a
′
2, . . . , a

′
n. Àíàëîãi÷íî

äîâåäåííþ êëàñèôiêàöiéíî¨ òåîðåìè ñêií÷åííîâèìiðíèõ ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ
ìîæíà ïîêàçàòè, ùî âiäïîâiäíiñòü φ iç L â L′ òàêà, ùî êîæíîìó âåêòîðó x
iç L ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü âåêòîð x′, êîîðäèíàòíèé ðÿäîê ÿêîãî ó áàçèñi
a′
1, a

′
2, . . . , a

′
n åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L′ ñïiâïàäà¹ ç êîîðäèíàòíèì ðÿäêîì

âåêòîðà x ó áàçèñi a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ¹ içîìîðôiçìîì
ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ L i L′. Äîâåäåìî, ùî öåé içîìîðôiçì ¹ içîìåòði¹þ. Íå-
õàé b i c � áóäü-ÿêi âåêòîðè åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, à (β1, β2, . . . , βn) òà
(γ1, γ2, . . . , γn) � âiäïîâiäíî ¨õ êîîðäèíàòíi ðÿäêè ó áàçèñi a1, a2, . . . , an

åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Îñêiëüêè öåé áàçèñ îðòîíîðìîâàíèé, òî

⟨b, c⟩ = β1γ1 + β2γ2 + · · ·+ βnγn.
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Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè. ßêùî åâêëiäiâ ïðîñòið L ¹ ¹ içîìåòðè-
÷íèì åâêëiäîâîìó ïðîñòîðó L′, òî ëiíiéíèé ïðîñòið L ¹ içîìîðôíèì ëiíié-
íîìó ïðîñòîðó L′ íàä ïîëåì R. À òîìó dimRL = dimRL

′. Íàâïàêè íåõàé

dimRL = dimRL
′ = n

äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n

(äîâåäåííÿ ó âèïàäêó n = 0 ¹ î÷åâè-
äíèì). Çà òåîðåìîþ ïðî iñíóâàííÿ îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó ó ñêií÷åííîâè-
ìiðíîìó ëiíiéíîìó ïðîñòîði â åâêëiäîâèõ ïðîñòîðàõ L i L′ ìîæíà âèáðàòè
îðòîíîðìîâàíi áàçèñè âiäïîâiäíî a1, a2, . . . , an òà a′

1, a
′
2, . . . , a

′
n. Àíàëîãi÷íî

äîâåäåííþ êëàñèôiêàöiéíî¨ òåîðåìè ñêií÷åííîâèìiðíèõ ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ
ìîæíà ïîêàçàòè, ùî âiäïîâiäíiñòü φ iç L â L′ òàêà, ùî êîæíîìó âåêòîðó x
iç L ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü âåêòîð x′, êîîðäèíàòíèé ðÿäîê ÿêîãî ó áàçèñi
a′
1, a

′
2, . . . , a

′
n åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L′ ñïiâïàäà¹ ç êîîðäèíàòíèì ðÿäêîì

âåêòîðà x ó áàçèñi a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ¹ içîìîðôiçìîì
ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ L i L′. Äîâåäåìî, ùî öåé içîìîðôiçì ¹ içîìåòði¹þ. Íå-
õàé b i c � áóäü-ÿêi âåêòîðè åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, à (β1, β2, . . . , βn) òà
(γ1, γ2, . . . , γn) � âiäïîâiäíî ¨õ êîîðäèíàòíi ðÿäêè ó áàçèñi a1, a2, . . . , an
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⟨φ(b), φ(c)⟩ = β1γ1 + β2γ2 + · · ·+ βnγn.
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ïðîñòîðó L′. Òåîðåìà äîâåäåíà.
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ïðîñòið Rn íå içîìåòðè÷íèé m-âèìiðíîìó åâêëiäîâîìó ïðîñòîðó Rm.
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êîæíîãî âåêòîðà ìíîæèíè A. Ìíîæèíà A⊥ íàçèâà¹òüñÿ îðòîãîíàëüíèì äî-
ïîâíåííÿì ìíîæèíè A.

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè.

Íåõàé A, B � ïiäïðîñòîðè åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L.

Òîäi
1 îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ A⊥ ïiäïðîñòîðó A ¹ ëiíiéíèì ïiäïðîñòîðîì â

L;
2

(
A⊥)⊥ = A;

3 (A+B)⊥ = A⊥ ∩B⊥;
4 (A ∩B)⊥ = A⊥ +B⊥;
5 {0̄}⊥ = L;
6 L⊥ = {0̄}.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ



Îçíà÷åííÿ 3

Íåõàé A � íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà âåêòîðiâ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Ïî-
çíà÷èìî ÷åðåç A⊥ìíîæèíó âñiõ òàêèõ âåêòîðiâ x ∈ L, ùî îðòîãîíàëüíi äî
êîæíîãî âåêòîðà ìíîæèíè A. Ìíîæèíà A⊥ íàçèâà¹òüñÿ îðòîãîíàëüíèì äî-
ïîâíåííÿì ìíîæèíè A.

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè.

Íåõàé A, B � ïiäïðîñòîðè åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Òîäi
1 îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ A⊥ ïiäïðîñòîðó A ¹ ëiíiéíèì ïiäïðîñòîðîì â

L;

2

(
A⊥)⊥ = A;

3 (A+B)⊥ = A⊥ ∩B⊥;
4 (A ∩B)⊥ = A⊥ +B⊥;
5 {0̄}⊥ = L;
6 L⊥ = {0̄}.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ



Îçíà÷åííÿ 3

Íåõàé A � íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà âåêòîðiâ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Ïî-
çíà÷èìî ÷åðåç A⊥ìíîæèíó âñiõ òàêèõ âåêòîðiâ x ∈ L, ùî îðòîãîíàëüíi äî
êîæíîãî âåêòîðà ìíîæèíè A. Ìíîæèíà A⊥ íàçèâà¹òüñÿ îðòîãîíàëüíèì äî-
ïîâíåííÿì ìíîæèíè A.

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè.

Íåõàé A, B � ïiäïðîñòîðè åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Òîäi
1 îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ A⊥ ïiäïðîñòîðó A ¹ ëiíiéíèì ïiäïðîñòîðîì â

L;
2

(
A⊥)⊥ = A;

3 (A+B)⊥ = A⊥ ∩B⊥;
4 (A ∩B)⊥ = A⊥ +B⊥;
5 {0̄}⊥ = L;
6 L⊥ = {0̄}.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ



Îçíà÷åííÿ 3

Íåõàé A � íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà âåêòîðiâ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Ïî-
çíà÷èìî ÷åðåç A⊥ìíîæèíó âñiõ òàêèõ âåêòîðiâ x ∈ L, ùî îðòîãîíàëüíi äî
êîæíîãî âåêòîðà ìíîæèíè A. Ìíîæèíà A⊥ íàçèâà¹òüñÿ îðòîãîíàëüíèì äî-
ïîâíåííÿì ìíîæèíè A.

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè.

Íåõàé A, B � ïiäïðîñòîðè åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Òîäi
1 îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ A⊥ ïiäïðîñòîðó A ¹ ëiíiéíèì ïiäïðîñòîðîì â

L;
2

(
A⊥)⊥ = A;

3 (A+B)⊥ = A⊥ ∩B⊥;

4 (A ∩B)⊥ = A⊥ +B⊥;
5 {0̄}⊥ = L;
6 L⊥ = {0̄}.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ



Îçíà÷åííÿ 3

Íåõàé A � íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà âåêòîðiâ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Ïî-
çíà÷èìî ÷åðåç A⊥ìíîæèíó âñiõ òàêèõ âåêòîðiâ x ∈ L, ùî îðòîãîíàëüíi äî
êîæíîãî âåêòîðà ìíîæèíè A. Ìíîæèíà A⊥ íàçèâà¹òüñÿ îðòîãîíàëüíèì äî-
ïîâíåííÿì ìíîæèíè A.

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè.

Íåõàé A, B � ïiäïðîñòîðè åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Òîäi
1 îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ A⊥ ïiäïðîñòîðó A ¹ ëiíiéíèì ïiäïðîñòîðîì â

L;
2

(
A⊥)⊥ = A;

3 (A+B)⊥ = A⊥ ∩B⊥;
4 (A ∩B)⊥ = A⊥ +B⊥;

5 {0̄}⊥ = L;
6 L⊥ = {0̄}.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ



Îçíà÷åííÿ 3

Íåõàé A � íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà âåêòîðiâ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Ïî-
çíà÷èìî ÷åðåç A⊥ìíîæèíó âñiõ òàêèõ âåêòîðiâ x ∈ L, ùî îðòîãîíàëüíi äî
êîæíîãî âåêòîðà ìíîæèíè A. Ìíîæèíà A⊥ íàçèâà¹òüñÿ îðòîãîíàëüíèì äî-
ïîâíåííÿì ìíîæèíè A.

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè.

Íåõàé A, B � ïiäïðîñòîðè åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Òîäi
1 îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ A⊥ ïiäïðîñòîðó A ¹ ëiíiéíèì ïiäïðîñòîðîì â

L;
2

(
A⊥)⊥ = A;

3 (A+B)⊥ = A⊥ ∩B⊥;
4 (A ∩B)⊥ = A⊥ +B⊥;
5 {0̄}⊥ = L;

6 L⊥ = {0̄}.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ



Îçíà÷åííÿ 3

Íåõàé A � íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà âåêòîðiâ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Ïî-
çíà÷èìî ÷åðåç A⊥ìíîæèíó âñiõ òàêèõ âåêòîðiâ x ∈ L, ùî îðòîãîíàëüíi äî
êîæíîãî âåêòîðà ìíîæèíè A. Ìíîæèíà A⊥ íàçèâà¹òüñÿ îðòîãîíàëüíèì äî-
ïîâíåííÿì ìíîæèíè A.

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè.

Íåõàé A, B � ïiäïðîñòîðè åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Òîäi
1 îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ A⊥ ïiäïðîñòîðó A ¹ ëiíiéíèì ïiäïðîñòîðîì â

L;
2

(
A⊥)⊥ = A;

3 (A+B)⊥ = A⊥ ∩B⊥;
4 (A ∩B)⊥ = A⊥ +B⊥;
5 {0̄}⊥ = L;
6 L⊥ = {0̄}.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ



Òåîðåìà 2 (ïðî îðòîãîíàëüíèé ðîçêëàä)

Íåõàé A � ïiäïðîñòið ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L.

Òîäi åâ-

êëiäiâ ïðîñòið L ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ ïiäïðîñòîðó A i îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíå-

ííÿ A⊥, òîáòî L = A⊕A⊥.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäiâ ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n i A � ïiäïðî-
ñòið L. ßêùî A = {0̄}, òî A⊥ = L. ßêùî æ A = L, òî A⊥ = {0̄}. Òîìó
òâåðäæåííÿ òåîðåìè ¹ î÷åâèäíèì ó îáîõ öèõ âèïàäêàõ:

L = {0̄} ⊕ L = {0̄} ⊕ {0̄}⊥, L = L⊕ {0̄} = L⊕ L⊥.

Íåõàé A � íåòðèâiàëüíèé ïiäïðîñòið åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L i dimRA = k.
Òîäi k ∈ N i k < n. Íåõàé a1, a2, . . . , ak � îðòîãîíàëüíèé áàçèñ ïiäïðîñòîðó
A. Çà äîâåäåíèì ðàíiøå òàêèé áàçèñ iñíó¹. Îñêiëüêè A ̸= L, òî iñíó¹ âåêòîð
b ∈ L, ùî b /∈ A. Ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak, b ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ, áî
ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó îäåðæàëè á, ùî âåêòîð b ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ
ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak. Îñòàíí¹ ñóïåðå÷èëî á òîìó, ùî b /∈ A.
Ïðîîðòîãîíàëiçó¹ìî ñèñòåìó âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak, b ìåòîäîì �ðàìà-
Øìiäòà. Îñêiëüêè a1, a2, . . . , ak � îðòîãîíàëüíà ñèñòåìà âåêòîðiâ, òî ó
ðåçóëüòàòi îðòîãîíàëiçàöi¨ îäåðæèìî îðòîãîíàëüíó ñèñòåìó âåêòîðiâ a1, a2,
. . . , ak, c äå c � äåÿêèé âåêòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, ùî íå íàëåæèòü A.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ



Òåîðåìà 2 (ïðî îðòîãîíàëüíèé ðîçêëàä)

Íåõàé A � ïiäïðîñòið ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Òîäi åâ-
êëiäiâ ïðîñòið L ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ ïiäïðîñòîðó A i îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíå-

ííÿ A⊥,

òîáòî L = A⊕A⊥.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäiâ ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n i A � ïiäïðî-
ñòið L. ßêùî A = {0̄}, òî A⊥ = L. ßêùî æ A = L, òî A⊥ = {0̄}. Òîìó
òâåðäæåííÿ òåîðåìè ¹ î÷åâèäíèì ó îáîõ öèõ âèïàäêàõ:

L = {0̄} ⊕ L = {0̄} ⊕ {0̄}⊥, L = L⊕ {0̄} = L⊕ L⊥.

Íåõàé A � íåòðèâiàëüíèé ïiäïðîñòið åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L i dimRA = k.
Òîäi k ∈ N i k < n. Íåõàé a1, a2, . . . , ak � îðòîãîíàëüíèé áàçèñ ïiäïðîñòîðó
A. Çà äîâåäåíèì ðàíiøå òàêèé áàçèñ iñíó¹. Îñêiëüêè A ̸= L, òî iñíó¹ âåêòîð
b ∈ L, ùî b /∈ A. Ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak, b ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ, áî
ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó îäåðæàëè á, ùî âåêòîð b ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ
ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak. Îñòàíí¹ ñóïåðå÷èëî á òîìó, ùî b /∈ A.
Ïðîîðòîãîíàëiçó¹ìî ñèñòåìó âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak, b ìåòîäîì �ðàìà-
Øìiäòà. Îñêiëüêè a1, a2, . . . , ak � îðòîãîíàëüíà ñèñòåìà âåêòîðiâ, òî ó
ðåçóëüòàòi îðòîãîíàëiçàöi¨ îäåðæèìî îðòîãîíàëüíó ñèñòåìó âåêòîðiâ a1, a2,
. . . , ak, c äå c � äåÿêèé âåêòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, ùî íå íàëåæèòü A.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ



Òåîðåìà 2 (ïðî îðòîãîíàëüíèé ðîçêëàä)

Íåõàé A � ïiäïðîñòið ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Òîäi åâ-
êëiäiâ ïðîñòið L ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ ïiäïðîñòîðó A i îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíå-

ííÿ A⊥, òîáòî L = A⊕A⊥.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäiâ ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n i A � ïiäïðî-
ñòið L. ßêùî A = {0̄}, òî A⊥ = L. ßêùî æ A = L, òî A⊥ = {0̄}. Òîìó
òâåðäæåííÿ òåîðåìè ¹ î÷åâèäíèì ó îáîõ öèõ âèïàäêàõ:

L = {0̄} ⊕ L = {0̄} ⊕ {0̄}⊥, L = L⊕ {0̄} = L⊕ L⊥.

Íåõàé A � íåòðèâiàëüíèé ïiäïðîñòið åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L i dimRA = k.
Òîäi k ∈ N i k < n. Íåõàé a1, a2, . . . , ak � îðòîãîíàëüíèé áàçèñ ïiäïðîñòîðó
A. Çà äîâåäåíèì ðàíiøå òàêèé áàçèñ iñíó¹. Îñêiëüêè A ̸= L, òî iñíó¹ âåêòîð
b ∈ L, ùî b /∈ A. Ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak, b ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ, áî
ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó îäåðæàëè á, ùî âåêòîð b ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ
ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak. Îñòàíí¹ ñóïåðå÷èëî á òîìó, ùî b /∈ A.
Ïðîîðòîãîíàëiçó¹ìî ñèñòåìó âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak, b ìåòîäîì �ðàìà-
Øìiäòà. Îñêiëüêè a1, a2, . . . , ak � îðòîãîíàëüíà ñèñòåìà âåêòîðiâ, òî ó
ðåçóëüòàòi îðòîãîíàëiçàöi¨ îäåðæèìî îðòîãîíàëüíó ñèñòåìó âåêòîðiâ a1, a2,
. . . , ak, c äå c � äåÿêèé âåêòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, ùî íå íàëåæèòü A.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ



Òåîðåìà 2 (ïðî îðòîãîíàëüíèé ðîçêëàä)

Íåõàé A � ïiäïðîñòið ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Òîäi åâ-
êëiäiâ ïðîñòið L ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ ïiäïðîñòîðó A i îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíå-

ííÿ A⊥, òîáòî L = A⊕A⊥.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäiâ ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n

i A � ïiäïðî-
ñòið L. ßêùî A = {0̄}, òî A⊥ = L. ßêùî æ A = L, òî A⊥ = {0̄}. Òîìó
òâåðäæåííÿ òåîðåìè ¹ î÷åâèäíèì ó îáîõ öèõ âèïàäêàõ:

L = {0̄} ⊕ L = {0̄} ⊕ {0̄}⊥, L = L⊕ {0̄} = L⊕ L⊥.

Íåõàé A � íåòðèâiàëüíèé ïiäïðîñòið åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L i dimRA = k.
Òîäi k ∈ N i k < n. Íåõàé a1, a2, . . . , ak � îðòîãîíàëüíèé áàçèñ ïiäïðîñòîðó
A. Çà äîâåäåíèì ðàíiøå òàêèé áàçèñ iñíó¹. Îñêiëüêè A ̸= L, òî iñíó¹ âåêòîð
b ∈ L, ùî b /∈ A. Ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak, b ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ, áî
ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó îäåðæàëè á, ùî âåêòîð b ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ
ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak. Îñòàíí¹ ñóïåðå÷èëî á òîìó, ùî b /∈ A.
Ïðîîðòîãîíàëiçó¹ìî ñèñòåìó âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak, b ìåòîäîì �ðàìà-
Øìiäòà. Îñêiëüêè a1, a2, . . . , ak � îðòîãîíàëüíà ñèñòåìà âåêòîðiâ, òî ó
ðåçóëüòàòi îðòîãîíàëiçàöi¨ îäåðæèìî îðòîãîíàëüíó ñèñòåìó âåêòîðiâ a1, a2,
. . . , ak, c äå c � äåÿêèé âåêòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, ùî íå íàëåæèòü A.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ



Òåîðåìà 2 (ïðî îðòîãîíàëüíèé ðîçêëàä)

Íåõàé A � ïiäïðîñòið ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Òîäi åâ-
êëiäiâ ïðîñòið L ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ ïiäïðîñòîðó A i îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíå-

ííÿ A⊥, òîáòî L = A⊕A⊥.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäiâ ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n i A � ïiäïðî-
ñòið L.

ßêùî A = {0̄}, òî A⊥ = L. ßêùî æ A = L, òî A⊥ = {0̄}. Òîìó
òâåðäæåííÿ òåîðåìè ¹ î÷åâèäíèì ó îáîõ öèõ âèïàäêàõ:

L = {0̄} ⊕ L = {0̄} ⊕ {0̄}⊥, L = L⊕ {0̄} = L⊕ L⊥.

Íåõàé A � íåòðèâiàëüíèé ïiäïðîñòið åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L i dimRA = k.
Òîäi k ∈ N i k < n. Íåõàé a1, a2, . . . , ak � îðòîãîíàëüíèé áàçèñ ïiäïðîñòîðó
A. Çà äîâåäåíèì ðàíiøå òàêèé áàçèñ iñíó¹. Îñêiëüêè A ̸= L, òî iñíó¹ âåêòîð
b ∈ L, ùî b /∈ A. Ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak, b ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ, áî
ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó îäåðæàëè á, ùî âåêòîð b ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ
ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak. Îñòàíí¹ ñóïåðå÷èëî á òîìó, ùî b /∈ A.
Ïðîîðòîãîíàëiçó¹ìî ñèñòåìó âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak, b ìåòîäîì �ðàìà-
Øìiäòà. Îñêiëüêè a1, a2, . . . , ak � îðòîãîíàëüíà ñèñòåìà âåêòîðiâ, òî ó
ðåçóëüòàòi îðòîãîíàëiçàöi¨ îäåðæèìî îðòîãîíàëüíó ñèñòåìó âåêòîðiâ a1, a2,
. . . , ak, c äå c � äåÿêèé âåêòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, ùî íå íàëåæèòü A.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ



Òåîðåìà 2 (ïðî îðòîãîíàëüíèé ðîçêëàä)

Íåõàé A � ïiäïðîñòið ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Òîäi åâ-
êëiäiâ ïðîñòið L ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ ïiäïðîñòîðó A i îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíå-

ííÿ A⊥, òîáòî L = A⊕A⊥.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäiâ ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n i A � ïiäïðî-
ñòið L. ßêùî A = {0̄}, òî A⊥ = L.

ßêùî æ A = L, òî A⊥ = {0̄}. Òîìó
òâåðäæåííÿ òåîðåìè ¹ î÷åâèäíèì ó îáîõ öèõ âèïàäêàõ:

L = {0̄} ⊕ L = {0̄} ⊕ {0̄}⊥, L = L⊕ {0̄} = L⊕ L⊥.

Íåõàé A � íåòðèâiàëüíèé ïiäïðîñòið åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L i dimRA = k.
Òîäi k ∈ N i k < n. Íåõàé a1, a2, . . . , ak � îðòîãîíàëüíèé áàçèñ ïiäïðîñòîðó
A. Çà äîâåäåíèì ðàíiøå òàêèé áàçèñ iñíó¹. Îñêiëüêè A ̸= L, òî iñíó¹ âåêòîð
b ∈ L, ùî b /∈ A. Ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak, b ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ, áî
ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó îäåðæàëè á, ùî âåêòîð b ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ
ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak. Îñòàíí¹ ñóïåðå÷èëî á òîìó, ùî b /∈ A.
Ïðîîðòîãîíàëiçó¹ìî ñèñòåìó âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak, b ìåòîäîì �ðàìà-
Øìiäòà. Îñêiëüêè a1, a2, . . . , ak � îðòîãîíàëüíà ñèñòåìà âåêòîðiâ, òî ó
ðåçóëüòàòi îðòîãîíàëiçàöi¨ îäåðæèìî îðòîãîíàëüíó ñèñòåìó âåêòîðiâ a1, a2,
. . . , ak, c äå c � äåÿêèé âåêòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, ùî íå íàëåæèòü A.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ



Òåîðåìà 2 (ïðî îðòîãîíàëüíèé ðîçêëàä)

Íåõàé A � ïiäïðîñòið ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Òîäi åâ-
êëiäiâ ïðîñòið L ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ ïiäïðîñòîðó A i îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíå-

ííÿ A⊥, òîáòî L = A⊕A⊥.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäiâ ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n i A � ïiäïðî-
ñòið L. ßêùî A = {0̄}, òî A⊥ = L. ßêùî æ A = L, òî A⊥ = {0̄}.

Òîìó
òâåðäæåííÿ òåîðåìè ¹ î÷åâèäíèì ó îáîõ öèõ âèïàäêàõ:

L = {0̄} ⊕ L = {0̄} ⊕ {0̄}⊥, L = L⊕ {0̄} = L⊕ L⊥.

Íåõàé A � íåòðèâiàëüíèé ïiäïðîñòið åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L i dimRA = k.
Òîäi k ∈ N i k < n. Íåõàé a1, a2, . . . , ak � îðòîãîíàëüíèé áàçèñ ïiäïðîñòîðó
A. Çà äîâåäåíèì ðàíiøå òàêèé áàçèñ iñíó¹. Îñêiëüêè A ̸= L, òî iñíó¹ âåêòîð
b ∈ L, ùî b /∈ A. Ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak, b ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ, áî
ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó îäåðæàëè á, ùî âåêòîð b ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ
ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak. Îñòàíí¹ ñóïåðå÷èëî á òîìó, ùî b /∈ A.
Ïðîîðòîãîíàëiçó¹ìî ñèñòåìó âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak, b ìåòîäîì �ðàìà-
Øìiäòà. Îñêiëüêè a1, a2, . . . , ak � îðòîãîíàëüíà ñèñòåìà âåêòîðiâ, òî ó
ðåçóëüòàòi îðòîãîíàëiçàöi¨ îäåðæèìî îðòîãîíàëüíó ñèñòåìó âåêòîðiâ a1, a2,
. . . , ak, c äå c � äåÿêèé âåêòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, ùî íå íàëåæèòü A.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ



Òåîðåìà 2 (ïðî îðòîãîíàëüíèé ðîçêëàä)

Íåõàé A � ïiäïðîñòið ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Òîäi åâ-
êëiäiâ ïðîñòið L ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ ïiäïðîñòîðó A i îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíå-

ííÿ A⊥, òîáòî L = A⊕A⊥.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäiâ ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n i A � ïiäïðî-
ñòið L. ßêùî A = {0̄}, òî A⊥ = L. ßêùî æ A = L, òî A⊥ = {0̄}. Òîìó
òâåðäæåííÿ òåîðåìè ¹ î÷åâèäíèì ó îáîõ öèõ âèïàäêàõ:

L = {0̄} ⊕ L = {0̄} ⊕ {0̄}⊥, L = L⊕ {0̄} = L⊕ L⊥.

Íåõàé A � íåòðèâiàëüíèé ïiäïðîñòið åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L i dimRA = k.
Òîäi k ∈ N i k < n. Íåõàé a1, a2, . . . , ak � îðòîãîíàëüíèé áàçèñ ïiäïðîñòîðó
A. Çà äîâåäåíèì ðàíiøå òàêèé áàçèñ iñíó¹. Îñêiëüêè A ̸= L, òî iñíó¹ âåêòîð
b ∈ L, ùî b /∈ A. Ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak, b ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ, áî
ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó îäåðæàëè á, ùî âåêòîð b ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ
ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak. Îñòàíí¹ ñóïåðå÷èëî á òîìó, ùî b /∈ A.
Ïðîîðòîãîíàëiçó¹ìî ñèñòåìó âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak, b ìåòîäîì �ðàìà-
Øìiäòà. Îñêiëüêè a1, a2, . . . , ak � îðòîãîíàëüíà ñèñòåìà âåêòîðiâ, òî ó
ðåçóëüòàòi îðòîãîíàëiçàöi¨ îäåðæèìî îðòîãîíàëüíó ñèñòåìó âåêòîðiâ a1, a2,
. . . , ak, c äå c � äåÿêèé âåêòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, ùî íå íàëåæèòü A.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ



Òåîðåìà 2 (ïðî îðòîãîíàëüíèé ðîçêëàä)

Íåõàé A � ïiäïðîñòið ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Òîäi åâ-
êëiäiâ ïðîñòið L ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ ïiäïðîñòîðó A i îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíå-

ííÿ A⊥, òîáòî L = A⊕A⊥.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäiâ ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n i A � ïiäïðî-
ñòið L. ßêùî A = {0̄}, òî A⊥ = L. ßêùî æ A = L, òî A⊥ = {0̄}. Òîìó
òâåðäæåííÿ òåîðåìè ¹ î÷åâèäíèì ó îáîõ öèõ âèïàäêàõ:

L = {0̄} ⊕ L = {0̄} ⊕ {0̄}⊥,

L = L⊕ {0̄} = L⊕ L⊥.

Íåõàé A � íåòðèâiàëüíèé ïiäïðîñòið åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L i dimRA = k.
Òîäi k ∈ N i k < n. Íåõàé a1, a2, . . . , ak � îðòîãîíàëüíèé áàçèñ ïiäïðîñòîðó
A. Çà äîâåäåíèì ðàíiøå òàêèé áàçèñ iñíó¹. Îñêiëüêè A ̸= L, òî iñíó¹ âåêòîð
b ∈ L, ùî b /∈ A. Ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak, b ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ, áî
ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó îäåðæàëè á, ùî âåêòîð b ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ
ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak. Îñòàíí¹ ñóïåðå÷èëî á òîìó, ùî b /∈ A.
Ïðîîðòîãîíàëiçó¹ìî ñèñòåìó âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak, b ìåòîäîì �ðàìà-
Øìiäòà. Îñêiëüêè a1, a2, . . . , ak � îðòîãîíàëüíà ñèñòåìà âåêòîðiâ, òî ó
ðåçóëüòàòi îðòîãîíàëiçàöi¨ îäåðæèìî îðòîãîíàëüíó ñèñòåìó âåêòîðiâ a1, a2,
. . . , ak, c äå c � äåÿêèé âåêòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, ùî íå íàëåæèòü A.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ



Òåîðåìà 2 (ïðî îðòîãîíàëüíèé ðîçêëàä)

Íåõàé A � ïiäïðîñòið ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Òîäi åâ-
êëiäiâ ïðîñòið L ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ ïiäïðîñòîðó A i îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíå-

ííÿ A⊥, òîáòî L = A⊕A⊥.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäiâ ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n i A � ïiäïðî-
ñòið L. ßêùî A = {0̄}, òî A⊥ = L. ßêùî æ A = L, òî A⊥ = {0̄}. Òîìó
òâåðäæåííÿ òåîðåìè ¹ î÷åâèäíèì ó îáîõ öèõ âèïàäêàõ:

L = {0̄} ⊕ L = {0̄} ⊕ {0̄}⊥, L = L⊕ {0̄} = L⊕ L⊥.

Íåõàé A � íåòðèâiàëüíèé ïiäïðîñòið åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L i dimRA = k.
Òîäi k ∈ N i k < n. Íåõàé a1, a2, . . . , ak � îðòîãîíàëüíèé áàçèñ ïiäïðîñòîðó
A. Çà äîâåäåíèì ðàíiøå òàêèé áàçèñ iñíó¹. Îñêiëüêè A ̸= L, òî iñíó¹ âåêòîð
b ∈ L, ùî b /∈ A. Ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak, b ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ, áî
ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó îäåðæàëè á, ùî âåêòîð b ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ
ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak. Îñòàíí¹ ñóïåðå÷èëî á òîìó, ùî b /∈ A.
Ïðîîðòîãîíàëiçó¹ìî ñèñòåìó âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak, b ìåòîäîì �ðàìà-
Øìiäòà. Îñêiëüêè a1, a2, . . . , ak � îðòîãîíàëüíà ñèñòåìà âåêòîðiâ, òî ó
ðåçóëüòàòi îðòîãîíàëiçàöi¨ îäåðæèìî îðòîãîíàëüíó ñèñòåìó âåêòîðiâ a1, a2,
. . . , ak, c äå c � äåÿêèé âåêòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, ùî íå íàëåæèòü A.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ



Òåîðåìà 2 (ïðî îðòîãîíàëüíèé ðîçêëàä)

Íåõàé A � ïiäïðîñòið ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Òîäi åâ-
êëiäiâ ïðîñòið L ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ ïiäïðîñòîðó A i îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíå-

ííÿ A⊥, òîáòî L = A⊕A⊥.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäiâ ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n i A � ïiäïðî-
ñòið L. ßêùî A = {0̄}, òî A⊥ = L. ßêùî æ A = L, òî A⊥ = {0̄}. Òîìó
òâåðäæåííÿ òåîðåìè ¹ î÷åâèäíèì ó îáîõ öèõ âèïàäêàõ:

L = {0̄} ⊕ L = {0̄} ⊕ {0̄}⊥, L = L⊕ {0̄} = L⊕ L⊥.

Íåõàé A � íåòðèâiàëüíèé ïiäïðîñòið åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L

i dimRA = k.
Òîäi k ∈ N i k < n. Íåõàé a1, a2, . . . , ak � îðòîãîíàëüíèé áàçèñ ïiäïðîñòîðó
A. Çà äîâåäåíèì ðàíiøå òàêèé áàçèñ iñíó¹. Îñêiëüêè A ̸= L, òî iñíó¹ âåêòîð
b ∈ L, ùî b /∈ A. Ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak, b ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ, áî
ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó îäåðæàëè á, ùî âåêòîð b ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ
ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak. Îñòàíí¹ ñóïåðå÷èëî á òîìó, ùî b /∈ A.
Ïðîîðòîãîíàëiçó¹ìî ñèñòåìó âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak, b ìåòîäîì �ðàìà-
Øìiäòà. Îñêiëüêè a1, a2, . . . , ak � îðòîãîíàëüíà ñèñòåìà âåêòîðiâ, òî ó
ðåçóëüòàòi îðòîãîíàëiçàöi¨ îäåðæèìî îðòîãîíàëüíó ñèñòåìó âåêòîðiâ a1, a2,
. . . , ak, c äå c � äåÿêèé âåêòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, ùî íå íàëåæèòü A.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ



Òåîðåìà 2 (ïðî îðòîãîíàëüíèé ðîçêëàä)

Íåõàé A � ïiäïðîñòið ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Òîäi åâ-
êëiäiâ ïðîñòið L ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ ïiäïðîñòîðó A i îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíå-

ííÿ A⊥, òîáòî L = A⊕A⊥.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäiâ ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n i A � ïiäïðî-
ñòið L. ßêùî A = {0̄}, òî A⊥ = L. ßêùî æ A = L, òî A⊥ = {0̄}. Òîìó
òâåðäæåííÿ òåîðåìè ¹ î÷åâèäíèì ó îáîõ öèõ âèïàäêàõ:

L = {0̄} ⊕ L = {0̄} ⊕ {0̄}⊥, L = L⊕ {0̄} = L⊕ L⊥.

Íåõàé A � íåòðèâiàëüíèé ïiäïðîñòið åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L i dimRA = k.

Òîäi k ∈ N i k < n. Íåõàé a1, a2, . . . , ak � îðòîãîíàëüíèé áàçèñ ïiäïðîñòîðó
A. Çà äîâåäåíèì ðàíiøå òàêèé áàçèñ iñíó¹. Îñêiëüêè A ̸= L, òî iñíó¹ âåêòîð
b ∈ L, ùî b /∈ A. Ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak, b ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ, áî
ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó îäåðæàëè á, ùî âåêòîð b ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ
ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak. Îñòàíí¹ ñóïåðå÷èëî á òîìó, ùî b /∈ A.
Ïðîîðòîãîíàëiçó¹ìî ñèñòåìó âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak, b ìåòîäîì �ðàìà-
Øìiäòà. Îñêiëüêè a1, a2, . . . , ak � îðòîãîíàëüíà ñèñòåìà âåêòîðiâ, òî ó
ðåçóëüòàòi îðòîãîíàëiçàöi¨ îäåðæèìî îðòîãîíàëüíó ñèñòåìó âåêòîðiâ a1, a2,
. . . , ak, c äå c � äåÿêèé âåêòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, ùî íå íàëåæèòü A.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ



Òåîðåìà 2 (ïðî îðòîãîíàëüíèé ðîçêëàä)

Íåõàé A � ïiäïðîñòið ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Òîäi åâ-
êëiäiâ ïðîñòið L ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ ïiäïðîñòîðó A i îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíå-

ííÿ A⊥, òîáòî L = A⊕A⊥.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäiâ ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n i A � ïiäïðî-
ñòið L. ßêùî A = {0̄}, òî A⊥ = L. ßêùî æ A = L, òî A⊥ = {0̄}. Òîìó
òâåðäæåííÿ òåîðåìè ¹ î÷åâèäíèì ó îáîõ öèõ âèïàäêàõ:

L = {0̄} ⊕ L = {0̄} ⊕ {0̄}⊥, L = L⊕ {0̄} = L⊕ L⊥.

Íåõàé A � íåòðèâiàëüíèé ïiäïðîñòið åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L i dimRA = k.
Òîäi k ∈ N i k < n.

Íåõàé a1, a2, . . . , ak � îðòîãîíàëüíèé áàçèñ ïiäïðîñòîðó
A. Çà äîâåäåíèì ðàíiøå òàêèé áàçèñ iñíó¹. Îñêiëüêè A ̸= L, òî iñíó¹ âåêòîð
b ∈ L, ùî b /∈ A. Ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak, b ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ, áî
ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó îäåðæàëè á, ùî âåêòîð b ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ
ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak. Îñòàíí¹ ñóïåðå÷èëî á òîìó, ùî b /∈ A.
Ïðîîðòîãîíàëiçó¹ìî ñèñòåìó âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak, b ìåòîäîì �ðàìà-
Øìiäòà. Îñêiëüêè a1, a2, . . . , ak � îðòîãîíàëüíà ñèñòåìà âåêòîðiâ, òî ó
ðåçóëüòàòi îðòîãîíàëiçàöi¨ îäåðæèìî îðòîãîíàëüíó ñèñòåìó âåêòîðiâ a1, a2,
. . . , ak, c äå c � äåÿêèé âåêòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, ùî íå íàëåæèòü A.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ



Òåîðåìà 2 (ïðî îðòîãîíàëüíèé ðîçêëàä)

Íåõàé A � ïiäïðîñòið ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Òîäi åâ-
êëiäiâ ïðîñòið L ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ ïiäïðîñòîðó A i îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíå-

ííÿ A⊥, òîáòî L = A⊕A⊥.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäiâ ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n i A � ïiäïðî-
ñòið L. ßêùî A = {0̄}, òî A⊥ = L. ßêùî æ A = L, òî A⊥ = {0̄}. Òîìó
òâåðäæåííÿ òåîðåìè ¹ î÷åâèäíèì ó îáîõ öèõ âèïàäêàõ:

L = {0̄} ⊕ L = {0̄} ⊕ {0̄}⊥, L = L⊕ {0̄} = L⊕ L⊥.

Íåõàé A � íåòðèâiàëüíèé ïiäïðîñòið åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L i dimRA = k.
Òîäi k ∈ N i k < n. Íåõàé a1, a2, . . . , ak � îðòîãîíàëüíèé áàçèñ ïiäïðîñòîðó
A.

Çà äîâåäåíèì ðàíiøå òàêèé áàçèñ iñíó¹. Îñêiëüêè A ̸= L, òî iñíó¹ âåêòîð
b ∈ L, ùî b /∈ A. Ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak, b ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ, áî
ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó îäåðæàëè á, ùî âåêòîð b ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ
ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak. Îñòàíí¹ ñóïåðå÷èëî á òîìó, ùî b /∈ A.
Ïðîîðòîãîíàëiçó¹ìî ñèñòåìó âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak, b ìåòîäîì �ðàìà-
Øìiäòà. Îñêiëüêè a1, a2, . . . , ak � îðòîãîíàëüíà ñèñòåìà âåêòîðiâ, òî ó
ðåçóëüòàòi îðòîãîíàëiçàöi¨ îäåðæèìî îðòîãîíàëüíó ñèñòåìó âåêòîðiâ a1, a2,
. . . , ak, c äå c � äåÿêèé âåêòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, ùî íå íàëåæèòü A.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ



Òåîðåìà 2 (ïðî îðòîãîíàëüíèé ðîçêëàä)

Íåõàé A � ïiäïðîñòið ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Òîäi åâ-
êëiäiâ ïðîñòið L ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ ïiäïðîñòîðó A i îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíå-

ííÿ A⊥, òîáòî L = A⊕A⊥.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäiâ ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n i A � ïiäïðî-
ñòið L. ßêùî A = {0̄}, òî A⊥ = L. ßêùî æ A = L, òî A⊥ = {0̄}. Òîìó
òâåðäæåííÿ òåîðåìè ¹ î÷åâèäíèì ó îáîõ öèõ âèïàäêàõ:

L = {0̄} ⊕ L = {0̄} ⊕ {0̄}⊥, L = L⊕ {0̄} = L⊕ L⊥.

Íåõàé A � íåòðèâiàëüíèé ïiäïðîñòið åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L i dimRA = k.
Òîäi k ∈ N i k < n. Íåõàé a1, a2, . . . , ak � îðòîãîíàëüíèé áàçèñ ïiäïðîñòîðó
A. Çà äîâåäåíèì ðàíiøå òàêèé áàçèñ iñíó¹.

Îñêiëüêè A ̸= L, òî iñíó¹ âåêòîð
b ∈ L, ùî b /∈ A. Ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak, b ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ, áî
ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó îäåðæàëè á, ùî âåêòîð b ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ
ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak. Îñòàíí¹ ñóïåðå÷èëî á òîìó, ùî b /∈ A.
Ïðîîðòîãîíàëiçó¹ìî ñèñòåìó âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak, b ìåòîäîì �ðàìà-
Øìiäòà. Îñêiëüêè a1, a2, . . . , ak � îðòîãîíàëüíà ñèñòåìà âåêòîðiâ, òî ó
ðåçóëüòàòi îðòîãîíàëiçàöi¨ îäåðæèìî îðòîãîíàëüíó ñèñòåìó âåêòîðiâ a1, a2,
. . . , ak, c äå c � äåÿêèé âåêòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, ùî íå íàëåæèòü A.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ



Òåîðåìà 2 (ïðî îðòîãîíàëüíèé ðîçêëàä)

Íåõàé A � ïiäïðîñòið ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Òîäi åâ-
êëiäiâ ïðîñòið L ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ ïiäïðîñòîðó A i îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíå-

ííÿ A⊥, òîáòî L = A⊕A⊥.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäiâ ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n i A � ïiäïðî-
ñòið L. ßêùî A = {0̄}, òî A⊥ = L. ßêùî æ A = L, òî A⊥ = {0̄}. Òîìó
òâåðäæåííÿ òåîðåìè ¹ î÷åâèäíèì ó îáîõ öèõ âèïàäêàõ:

L = {0̄} ⊕ L = {0̄} ⊕ {0̄}⊥, L = L⊕ {0̄} = L⊕ L⊥.

Íåõàé A � íåòðèâiàëüíèé ïiäïðîñòið åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L i dimRA = k.
Òîäi k ∈ N i k < n. Íåõàé a1, a2, . . . , ak � îðòîãîíàëüíèé áàçèñ ïiäïðîñòîðó
A. Çà äîâåäåíèì ðàíiøå òàêèé áàçèñ iñíó¹. Îñêiëüêè A ̸= L,

òî iñíó¹ âåêòîð
b ∈ L, ùî b /∈ A. Ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak, b ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ, áî
ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó îäåðæàëè á, ùî âåêòîð b ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ
ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak. Îñòàíí¹ ñóïåðå÷èëî á òîìó, ùî b /∈ A.
Ïðîîðòîãîíàëiçó¹ìî ñèñòåìó âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak, b ìåòîäîì �ðàìà-
Øìiäòà. Îñêiëüêè a1, a2, . . . , ak � îðòîãîíàëüíà ñèñòåìà âåêòîðiâ, òî ó
ðåçóëüòàòi îðòîãîíàëiçàöi¨ îäåðæèìî îðòîãîíàëüíó ñèñòåìó âåêòîðiâ a1, a2,
. . . , ak, c äå c � äåÿêèé âåêòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, ùî íå íàëåæèòü A.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ



Òåîðåìà 2 (ïðî îðòîãîíàëüíèé ðîçêëàä)

Íåõàé A � ïiäïðîñòið ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Òîäi åâ-
êëiäiâ ïðîñòið L ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ ïiäïðîñòîðó A i îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíå-

ííÿ A⊥, òîáòî L = A⊕A⊥.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäiâ ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n i A � ïiäïðî-
ñòið L. ßêùî A = {0̄}, òî A⊥ = L. ßêùî æ A = L, òî A⊥ = {0̄}. Òîìó
òâåðäæåííÿ òåîðåìè ¹ î÷åâèäíèì ó îáîõ öèõ âèïàäêàõ:

L = {0̄} ⊕ L = {0̄} ⊕ {0̄}⊥, L = L⊕ {0̄} = L⊕ L⊥.

Íåõàé A � íåòðèâiàëüíèé ïiäïðîñòið åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L i dimRA = k.
Òîäi k ∈ N i k < n. Íåõàé a1, a2, . . . , ak � îðòîãîíàëüíèé áàçèñ ïiäïðîñòîðó
A. Çà äîâåäåíèì ðàíiøå òàêèé áàçèñ iñíó¹. Îñêiëüêè A ̸= L, òî iñíó¹ âåêòîð
b ∈ L,

ùî b /∈ A. Ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak, b ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ, áî
ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó îäåðæàëè á, ùî âåêòîð b ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ
ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak. Îñòàíí¹ ñóïåðå÷èëî á òîìó, ùî b /∈ A.
Ïðîîðòîãîíàëiçó¹ìî ñèñòåìó âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak, b ìåòîäîì �ðàìà-
Øìiäòà. Îñêiëüêè a1, a2, . . . , ak � îðòîãîíàëüíà ñèñòåìà âåêòîðiâ, òî ó
ðåçóëüòàòi îðòîãîíàëiçàöi¨ îäåðæèìî îðòîãîíàëüíó ñèñòåìó âåêòîðiâ a1, a2,
. . . , ak, c äå c � äåÿêèé âåêòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, ùî íå íàëåæèòü A.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ



Òåîðåìà 2 (ïðî îðòîãîíàëüíèé ðîçêëàä)

Íåõàé A � ïiäïðîñòið ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Òîäi åâ-
êëiäiâ ïðîñòið L ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ ïiäïðîñòîðó A i îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíå-

ííÿ A⊥, òîáòî L = A⊕A⊥.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäiâ ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n i A � ïiäïðî-
ñòið L. ßêùî A = {0̄}, òî A⊥ = L. ßêùî æ A = L, òî A⊥ = {0̄}. Òîìó
òâåðäæåííÿ òåîðåìè ¹ î÷åâèäíèì ó îáîõ öèõ âèïàäêàõ:

L = {0̄} ⊕ L = {0̄} ⊕ {0̄}⊥, L = L⊕ {0̄} = L⊕ L⊥.

Íåõàé A � íåòðèâiàëüíèé ïiäïðîñòið åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L i dimRA = k.
Òîäi k ∈ N i k < n. Íåõàé a1, a2, . . . , ak � îðòîãîíàëüíèé áàçèñ ïiäïðîñòîðó
A. Çà äîâåäåíèì ðàíiøå òàêèé áàçèñ iñíó¹. Îñêiëüêè A ̸= L, òî iñíó¹ âåêòîð
b ∈ L, ùî b /∈ A.

Ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak, b ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ, áî
ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó îäåðæàëè á, ùî âåêòîð b ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ
ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak. Îñòàíí¹ ñóïåðå÷èëî á òîìó, ùî b /∈ A.
Ïðîîðòîãîíàëiçó¹ìî ñèñòåìó âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak, b ìåòîäîì �ðàìà-
Øìiäòà. Îñêiëüêè a1, a2, . . . , ak � îðòîãîíàëüíà ñèñòåìà âåêòîðiâ, òî ó
ðåçóëüòàòi îðòîãîíàëiçàöi¨ îäåðæèìî îðòîãîíàëüíó ñèñòåìó âåêòîðiâ a1, a2,
. . . , ak, c äå c � äåÿêèé âåêòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, ùî íå íàëåæèòü A.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ



Òåîðåìà 2 (ïðî îðòîãîíàëüíèé ðîçêëàä)

Íåõàé A � ïiäïðîñòið ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Òîäi åâ-
êëiäiâ ïðîñòið L ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ ïiäïðîñòîðó A i îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíå-

ííÿ A⊥, òîáòî L = A⊕A⊥.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäiâ ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n i A � ïiäïðî-
ñòið L. ßêùî A = {0̄}, òî A⊥ = L. ßêùî æ A = L, òî A⊥ = {0̄}. Òîìó
òâåðäæåííÿ òåîðåìè ¹ î÷åâèäíèì ó îáîõ öèõ âèïàäêàõ:

L = {0̄} ⊕ L = {0̄} ⊕ {0̄}⊥, L = L⊕ {0̄} = L⊕ L⊥.

Íåõàé A � íåòðèâiàëüíèé ïiäïðîñòið åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L i dimRA = k.
Òîäi k ∈ N i k < n. Íåõàé a1, a2, . . . , ak � îðòîãîíàëüíèé áàçèñ ïiäïðîñòîðó
A. Çà äîâåäåíèì ðàíiøå òàêèé áàçèñ iñíó¹. Îñêiëüêè A ̸= L, òî iñíó¹ âåêòîð
b ∈ L, ùî b /∈ A. Ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak, b ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ,

áî
ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó îäåðæàëè á, ùî âåêòîð b ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ
ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak. Îñòàíí¹ ñóïåðå÷èëî á òîìó, ùî b /∈ A.
Ïðîîðòîãîíàëiçó¹ìî ñèñòåìó âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak, b ìåòîäîì �ðàìà-
Øìiäòà. Îñêiëüêè a1, a2, . . . , ak � îðòîãîíàëüíà ñèñòåìà âåêòîðiâ, òî ó
ðåçóëüòàòi îðòîãîíàëiçàöi¨ îäåðæèìî îðòîãîíàëüíó ñèñòåìó âåêòîðiâ a1, a2,
. . . , ak, c äå c � äåÿêèé âåêòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, ùî íå íàëåæèòü A.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ



Òåîðåìà 2 (ïðî îðòîãîíàëüíèé ðîçêëàä)

Íåõàé A � ïiäïðîñòið ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Òîäi åâ-
êëiäiâ ïðîñòið L ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ ïiäïðîñòîðó A i îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíå-

ííÿ A⊥, òîáòî L = A⊕A⊥.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäiâ ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n i A � ïiäïðî-
ñòið L. ßêùî A = {0̄}, òî A⊥ = L. ßêùî æ A = L, òî A⊥ = {0̄}. Òîìó
òâåðäæåííÿ òåîðåìè ¹ î÷åâèäíèì ó îáîõ öèõ âèïàäêàõ:

L = {0̄} ⊕ L = {0̄} ⊕ {0̄}⊥, L = L⊕ {0̄} = L⊕ L⊥.

Íåõàé A � íåòðèâiàëüíèé ïiäïðîñòið åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L i dimRA = k.
Òîäi k ∈ N i k < n. Íåõàé a1, a2, . . . , ak � îðòîãîíàëüíèé áàçèñ ïiäïðîñòîðó
A. Çà äîâåäåíèì ðàíiøå òàêèé áàçèñ iñíó¹. Îñêiëüêè A ̸= L, òî iñíó¹ âåêòîð
b ∈ L, ùî b /∈ A. Ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak, b ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ, áî
ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó îäåðæàëè á, ùî âåêòîð b ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ
ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak.

Îñòàíí¹ ñóïåðå÷èëî á òîìó, ùî b /∈ A.
Ïðîîðòîãîíàëiçó¹ìî ñèñòåìó âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak, b ìåòîäîì �ðàìà-
Øìiäòà. Îñêiëüêè a1, a2, . . . , ak � îðòîãîíàëüíà ñèñòåìà âåêòîðiâ, òî ó
ðåçóëüòàòi îðòîãîíàëiçàöi¨ îäåðæèìî îðòîãîíàëüíó ñèñòåìó âåêòîðiâ a1, a2,
. . . , ak, c äå c � äåÿêèé âåêòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, ùî íå íàëåæèòü A.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ



Òåîðåìà 2 (ïðî îðòîãîíàëüíèé ðîçêëàä)

Íåõàé A � ïiäïðîñòið ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Òîäi åâ-
êëiäiâ ïðîñòið L ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ ïiäïðîñòîðó A i îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíå-

ííÿ A⊥, òîáòî L = A⊕A⊥.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäiâ ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n i A � ïiäïðî-
ñòið L. ßêùî A = {0̄}, òî A⊥ = L. ßêùî æ A = L, òî A⊥ = {0̄}. Òîìó
òâåðäæåííÿ òåîðåìè ¹ î÷åâèäíèì ó îáîõ öèõ âèïàäêàõ:

L = {0̄} ⊕ L = {0̄} ⊕ {0̄}⊥, L = L⊕ {0̄} = L⊕ L⊥.

Íåõàé A � íåòðèâiàëüíèé ïiäïðîñòið åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L i dimRA = k.
Òîäi k ∈ N i k < n. Íåõàé a1, a2, . . . , ak � îðòîãîíàëüíèé áàçèñ ïiäïðîñòîðó
A. Çà äîâåäåíèì ðàíiøå òàêèé áàçèñ iñíó¹. Îñêiëüêè A ̸= L, òî iñíó¹ âåêòîð
b ∈ L, ùî b /∈ A. Ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak, b ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ, áî
ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó îäåðæàëè á, ùî âåêòîð b ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ
ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak. Îñòàíí¹ ñóïåðå÷èëî á òîìó, ùî b /∈ A.

Ïðîîðòîãîíàëiçó¹ìî ñèñòåìó âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak, b ìåòîäîì �ðàìà-
Øìiäòà. Îñêiëüêè a1, a2, . . . , ak � îðòîãîíàëüíà ñèñòåìà âåêòîðiâ, òî ó
ðåçóëüòàòi îðòîãîíàëiçàöi¨ îäåðæèìî îðòîãîíàëüíó ñèñòåìó âåêòîðiâ a1, a2,
. . . , ak, c äå c � äåÿêèé âåêòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, ùî íå íàëåæèòü A.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ



Òåîðåìà 2 (ïðî îðòîãîíàëüíèé ðîçêëàä)

Íåõàé A � ïiäïðîñòið ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Òîäi åâ-
êëiäiâ ïðîñòið L ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ ïiäïðîñòîðó A i îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíå-

ííÿ A⊥, òîáòî L = A⊕A⊥.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäiâ ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n i A � ïiäïðî-
ñòið L. ßêùî A = {0̄}, òî A⊥ = L. ßêùî æ A = L, òî A⊥ = {0̄}. Òîìó
òâåðäæåííÿ òåîðåìè ¹ î÷åâèäíèì ó îáîõ öèõ âèïàäêàõ:

L = {0̄} ⊕ L = {0̄} ⊕ {0̄}⊥, L = L⊕ {0̄} = L⊕ L⊥.

Íåõàé A � íåòðèâiàëüíèé ïiäïðîñòið åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L i dimRA = k.
Òîäi k ∈ N i k < n. Íåõàé a1, a2, . . . , ak � îðòîãîíàëüíèé áàçèñ ïiäïðîñòîðó
A. Çà äîâåäåíèì ðàíiøå òàêèé áàçèñ iñíó¹. Îñêiëüêè A ̸= L, òî iñíó¹ âåêòîð
b ∈ L, ùî b /∈ A. Ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak, b ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ, áî
ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó îäåðæàëè á, ùî âåêòîð b ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ
ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak. Îñòàíí¹ ñóïåðå÷èëî á òîìó, ùî b /∈ A.
Ïðîîðòîãîíàëiçó¹ìî ñèñòåìó âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak, b ìåòîäîì �ðàìà-
Øìiäòà.

Îñêiëüêè a1, a2, . . . , ak � îðòîãîíàëüíà ñèñòåìà âåêòîðiâ, òî ó
ðåçóëüòàòi îðòîãîíàëiçàöi¨ îäåðæèìî îðòîãîíàëüíó ñèñòåìó âåêòîðiâ a1, a2,
. . . , ak, c äå c � äåÿêèé âåêòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, ùî íå íàëåæèòü A.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ



Òåîðåìà 2 (ïðî îðòîãîíàëüíèé ðîçêëàä)

Íåõàé A � ïiäïðîñòið ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Òîäi åâ-
êëiäiâ ïðîñòið L ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ ïiäïðîñòîðó A i îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíå-

ííÿ A⊥, òîáòî L = A⊕A⊥.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäiâ ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n i A � ïiäïðî-
ñòið L. ßêùî A = {0̄}, òî A⊥ = L. ßêùî æ A = L, òî A⊥ = {0̄}. Òîìó
òâåðäæåííÿ òåîðåìè ¹ î÷åâèäíèì ó îáîõ öèõ âèïàäêàõ:

L = {0̄} ⊕ L = {0̄} ⊕ {0̄}⊥, L = L⊕ {0̄} = L⊕ L⊥.

Íåõàé A � íåòðèâiàëüíèé ïiäïðîñòið åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L i dimRA = k.
Òîäi k ∈ N i k < n. Íåõàé a1, a2, . . . , ak � îðòîãîíàëüíèé áàçèñ ïiäïðîñòîðó
A. Çà äîâåäåíèì ðàíiøå òàêèé áàçèñ iñíó¹. Îñêiëüêè A ̸= L, òî iñíó¹ âåêòîð
b ∈ L, ùî b /∈ A. Ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak, b ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ, áî
ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó îäåðæàëè á, ùî âåêòîð b ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ
ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak. Îñòàíí¹ ñóïåðå÷èëî á òîìó, ùî b /∈ A.
Ïðîîðòîãîíàëiçó¹ìî ñèñòåìó âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak, b ìåòîäîì �ðàìà-
Øìiäòà. Îñêiëüêè a1, a2, . . . , ak � îðòîãîíàëüíà ñèñòåìà âåêòîðiâ,

òî ó
ðåçóëüòàòi îðòîãîíàëiçàöi¨ îäåðæèìî îðòîãîíàëüíó ñèñòåìó âåêòîðiâ a1, a2,
. . . , ak, c äå c � äåÿêèé âåêòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, ùî íå íàëåæèòü A.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ



Òåîðåìà 2 (ïðî îðòîãîíàëüíèé ðîçêëàä)

Íåõàé A � ïiäïðîñòið ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Òîäi åâ-
êëiäiâ ïðîñòið L ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ ïiäïðîñòîðó A i îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíå-

ííÿ A⊥, òîáòî L = A⊕A⊥.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäiâ ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n i A � ïiäïðî-
ñòið L. ßêùî A = {0̄}, òî A⊥ = L. ßêùî æ A = L, òî A⊥ = {0̄}. Òîìó
òâåðäæåííÿ òåîðåìè ¹ î÷åâèäíèì ó îáîõ öèõ âèïàäêàõ:

L = {0̄} ⊕ L = {0̄} ⊕ {0̄}⊥, L = L⊕ {0̄} = L⊕ L⊥.

Íåõàé A � íåòðèâiàëüíèé ïiäïðîñòið åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L i dimRA = k.
Òîäi k ∈ N i k < n. Íåõàé a1, a2, . . . , ak � îðòîãîíàëüíèé áàçèñ ïiäïðîñòîðó
A. Çà äîâåäåíèì ðàíiøå òàêèé áàçèñ iñíó¹. Îñêiëüêè A ̸= L, òî iñíó¹ âåêòîð
b ∈ L, ùî b /∈ A. Ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak, b ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ, áî
ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó îäåðæàëè á, ùî âåêòîð b ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ
ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak. Îñòàíí¹ ñóïåðå÷èëî á òîìó, ùî b /∈ A.
Ïðîîðòîãîíàëiçó¹ìî ñèñòåìó âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak, b ìåòîäîì �ðàìà-
Øìiäòà. Îñêiëüêè a1, a2, . . . , ak � îðòîãîíàëüíà ñèñòåìà âåêòîðiâ, òî ó
ðåçóëüòàòi îðòîãîíàëiçàöi¨ îäåðæèìî îðòîãîíàëüíó ñèñòåìó âåêòîðiâ a1, a2,
. . . , ak, c

äå c � äåÿêèé âåêòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, ùî íå íàëåæèòü A.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ



Òåîðåìà 2 (ïðî îðòîãîíàëüíèé ðîçêëàä)

Íåõàé A � ïiäïðîñòið ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Òîäi åâ-
êëiäiâ ïðîñòið L ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ ïiäïðîñòîðó A i îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíå-

ííÿ A⊥, òîáòî L = A⊕A⊥.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäiâ ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n i A � ïiäïðî-
ñòið L. ßêùî A = {0̄}, òî A⊥ = L. ßêùî æ A = L, òî A⊥ = {0̄}. Òîìó
òâåðäæåííÿ òåîðåìè ¹ î÷åâèäíèì ó îáîõ öèõ âèïàäêàõ:

L = {0̄} ⊕ L = {0̄} ⊕ {0̄}⊥, L = L⊕ {0̄} = L⊕ L⊥.

Íåõàé A � íåòðèâiàëüíèé ïiäïðîñòið åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L i dimRA = k.
Òîäi k ∈ N i k < n. Íåõàé a1, a2, . . . , ak � îðòîãîíàëüíèé áàçèñ ïiäïðîñòîðó
A. Çà äîâåäåíèì ðàíiøå òàêèé áàçèñ iñíó¹. Îñêiëüêè A ̸= L, òî iñíó¹ âåêòîð
b ∈ L, ùî b /∈ A. Ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak, b ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ, áî
ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó îäåðæàëè á, ùî âåêòîð b ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ
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ðåçóëüòàòi îðòîãîíàëiçàöi¨ îäåðæèìî îðòîãîíàëüíó ñèñòåìó âåêòîðiâ a1, a2,
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íî íåçàëåæíà, ñèñòåìà âåêòîðiâ. ßêùî äåÿêèé âåêòîð d åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó
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⟨a, c⟩ = ⟨α1a1 + α2a2 + · · ·+ αkak, c⟩ =

= α1⟨a1, c⟩+ α2⟨a2, c⟩+ · · ·+ αk⟨ak, c⟩ = α1 · 0 + α2 · 0 + · · ·+ αk · 0 = 0.

Öå îçíà÷à¹, ùî c ∈ A⊥, à òîìó A⊥ ̸= {0}.

×åðåç òå ùî A⊥ ¹ íåíóëüîâèì
ïiäïðîñòîðîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ó íüîìó iñíó¹ îðòîãîíàëüíèé áàçèñ c1,
c2, . . . , cl. Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ

a1, a2, . . . , ak, c1, c2, . . . , cl (1)

¹ áàçèñîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Î÷åâèäíî öå îðòîãîíàëüíà, à òîìó ëiíié-
íî íåçàëåæíà, ñèñòåìà âåêòîðiâ. ßêùî äåÿêèé âåêòîð d åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó
L íå ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñèñòåìè âåêòîðiâ (1), òî ñèñòåìà âåêòîðiâ

a1, a2, . . . , ak, c1, c2, . . . , cl, d (2)

¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ



Äîâåäåííÿ.

Áóäü-ÿêèé âåêòîð a ïiäïðîñòîðó A ¹ îðòîãîíàëüíèì âåêòîðó c. Áî

a = α1a1 + α2a2 + · · ·+ αkak

äëÿ äåÿêèõ äiéñíèõ ÷èñåë α1, α2, . . . , αk i

⟨a, c⟩ = ⟨α1a1 + α2a2 + · · ·+ αkak, c⟩ =

= α1⟨a1, c⟩+ α2⟨a2, c⟩+ · · ·+ αk⟨ak, c⟩ = α1 · 0 + α2 · 0 + · · ·+ αk · 0 = 0.

Öå îçíà÷à¹, ùî c ∈ A⊥, à òîìó A⊥ ̸= {0}. ×åðåç òå ùî A⊥ ¹ íåíóëüîâèì
ïiäïðîñòîðîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L

ó íüîìó iñíó¹ îðòîãîíàëüíèé áàçèñ c1,
c2, . . . , cl. Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ

a1, a2, . . . , ak, c1, c2, . . . , cl (1)

¹ áàçèñîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Î÷åâèäíî öå îðòîãîíàëüíà, à òîìó ëiíié-
íî íåçàëåæíà, ñèñòåìà âåêòîðiâ. ßêùî äåÿêèé âåêòîð d åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó
L íå ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñèñòåìè âåêòîðiâ (1), òî ñèñòåìà âåêòîðiâ

a1, a2, . . . , ak, c1, c2, . . . , cl, d (2)

¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ



Äîâåäåííÿ.

Áóäü-ÿêèé âåêòîð a ïiäïðîñòîðó A ¹ îðòîãîíàëüíèì âåêòîðó c. Áî

a = α1a1 + α2a2 + · · ·+ αkak

äëÿ äåÿêèõ äiéñíèõ ÷èñåë α1, α2, . . . , αk i

⟨a, c⟩ = ⟨α1a1 + α2a2 + · · ·+ αkak, c⟩ =

= α1⟨a1, c⟩+ α2⟨a2, c⟩+ · · ·+ αk⟨ak, c⟩ = α1 · 0 + α2 · 0 + · · ·+ αk · 0 = 0.

Öå îçíà÷à¹, ùî c ∈ A⊥, à òîìó A⊥ ̸= {0}. ×åðåç òå ùî A⊥ ¹ íåíóëüîâèì
ïiäïðîñòîðîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ó íüîìó iñíó¹ îðòîãîíàëüíèé áàçèñ c1,
c2, . . . , cl.

Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ

a1, a2, . . . , ak, c1, c2, . . . , cl (1)

¹ áàçèñîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Î÷åâèäíî öå îðòîãîíàëüíà, à òîìó ëiíié-
íî íåçàëåæíà, ñèñòåìà âåêòîðiâ. ßêùî äåÿêèé âåêòîð d åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó
L íå ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñèñòåìè âåêòîðiâ (1), òî ñèñòåìà âåêòîðiâ

a1, a2, . . . , ak, c1, c2, . . . , cl, d (2)

¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ



Äîâåäåííÿ.

Áóäü-ÿêèé âåêòîð a ïiäïðîñòîðó A ¹ îðòîãîíàëüíèì âåêòîðó c. Áî

a = α1a1 + α2a2 + · · ·+ αkak

äëÿ äåÿêèõ äiéñíèõ ÷èñåë α1, α2, . . . , αk i

⟨a, c⟩ = ⟨α1a1 + α2a2 + · · ·+ αkak, c⟩ =

= α1⟨a1, c⟩+ α2⟨a2, c⟩+ · · ·+ αk⟨ak, c⟩ = α1 · 0 + α2 · 0 + · · ·+ αk · 0 = 0.

Öå îçíà÷à¹, ùî c ∈ A⊥, à òîìó A⊥ ̸= {0}. ×åðåç òå ùî A⊥ ¹ íåíóëüîâèì
ïiäïðîñòîðîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ó íüîìó iñíó¹ îðòîãîíàëüíèé áàçèñ c1,
c2, . . . , cl. Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ

a1, a2, . . . , ak, c1, c2, . . . , cl

(1)

¹ áàçèñîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Î÷åâèäíî öå îðòîãîíàëüíà, à òîìó ëiíié-
íî íåçàëåæíà, ñèñòåìà âåêòîðiâ. ßêùî äåÿêèé âåêòîð d åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó
L íå ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñèñòåìè âåêòîðiâ (1), òî ñèñòåìà âåêòîðiâ

a1, a2, . . . , ak, c1, c2, . . . , cl, d (2)

¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ



Äîâåäåííÿ.

Áóäü-ÿêèé âåêòîð a ïiäïðîñòîðó A ¹ îðòîãîíàëüíèì âåêòîðó c. Áî

a = α1a1 + α2a2 + · · ·+ αkak

äëÿ äåÿêèõ äiéñíèõ ÷èñåë α1, α2, . . . , αk i

⟨a, c⟩ = ⟨α1a1 + α2a2 + · · ·+ αkak, c⟩ =

= α1⟨a1, c⟩+ α2⟨a2, c⟩+ · · ·+ αk⟨ak, c⟩ = α1 · 0 + α2 · 0 + · · ·+ αk · 0 = 0.

Öå îçíà÷à¹, ùî c ∈ A⊥, à òîìó A⊥ ̸= {0}. ×åðåç òå ùî A⊥ ¹ íåíóëüîâèì
ïiäïðîñòîðîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ó íüîìó iñíó¹ îðòîãîíàëüíèé áàçèñ c1,
c2, . . . , cl. Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ

a1, a2, . . . , ak, c1, c2, . . . , cl (1)

¹ áàçèñîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L.

Î÷åâèäíî öå îðòîãîíàëüíà, à òîìó ëiíié-
íî íåçàëåæíà, ñèñòåìà âåêòîðiâ. ßêùî äåÿêèé âåêòîð d åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó
L íå ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñèñòåìè âåêòîðiâ (1), òî ñèñòåìà âåêòîðiâ

a1, a2, . . . , ak, c1, c2, . . . , cl, d (2)

¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ



Äîâåäåííÿ.

Áóäü-ÿêèé âåêòîð a ïiäïðîñòîðó A ¹ îðòîãîíàëüíèì âåêòîðó c. Áî

a = α1a1 + α2a2 + · · ·+ αkak

äëÿ äåÿêèõ äiéñíèõ ÷èñåë α1, α2, . . . , αk i

⟨a, c⟩ = ⟨α1a1 + α2a2 + · · ·+ αkak, c⟩ =

= α1⟨a1, c⟩+ α2⟨a2, c⟩+ · · ·+ αk⟨ak, c⟩ = α1 · 0 + α2 · 0 + · · ·+ αk · 0 = 0.

Öå îçíà÷à¹, ùî c ∈ A⊥, à òîìó A⊥ ̸= {0}. ×åðåç òå ùî A⊥ ¹ íåíóëüîâèì
ïiäïðîñòîðîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ó íüîìó iñíó¹ îðòîãîíàëüíèé áàçèñ c1,
c2, . . . , cl. Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ

a1, a2, . . . , ak, c1, c2, . . . , cl (1)

¹ áàçèñîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Î÷åâèäíî öå îðòîãîíàëüíà,

à òîìó ëiíié-
íî íåçàëåæíà, ñèñòåìà âåêòîðiâ. ßêùî äåÿêèé âåêòîð d åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó
L íå ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñèñòåìè âåêòîðiâ (1), òî ñèñòåìà âåêòîðiâ

a1, a2, . . . , ak, c1, c2, . . . , cl, d (2)

¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ



Äîâåäåííÿ.

Áóäü-ÿêèé âåêòîð a ïiäïðîñòîðó A ¹ îðòîãîíàëüíèì âåêòîðó c. Áî

a = α1a1 + α2a2 + · · ·+ αkak

äëÿ äåÿêèõ äiéñíèõ ÷èñåë α1, α2, . . . , αk i

⟨a, c⟩ = ⟨α1a1 + α2a2 + · · ·+ αkak, c⟩ =

= α1⟨a1, c⟩+ α2⟨a2, c⟩+ · · ·+ αk⟨ak, c⟩ = α1 · 0 + α2 · 0 + · · ·+ αk · 0 = 0.

Öå îçíà÷à¹, ùî c ∈ A⊥, à òîìó A⊥ ̸= {0}. ×åðåç òå ùî A⊥ ¹ íåíóëüîâèì
ïiäïðîñòîðîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ó íüîìó iñíó¹ îðòîãîíàëüíèé áàçèñ c1,
c2, . . . , cl. Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ

a1, a2, . . . , ak, c1, c2, . . . , cl (1)

¹ áàçèñîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Î÷åâèäíî öå îðòîãîíàëüíà, à òîìó ëiíié-
íî íåçàëåæíà,

ñèñòåìà âåêòîðiâ. ßêùî äåÿêèé âåêòîð d åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó
L íå ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñèñòåìè âåêòîðiâ (1), òî ñèñòåìà âåêòîðiâ

a1, a2, . . . , ak, c1, c2, . . . , cl, d (2)

¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ



Äîâåäåííÿ.

Áóäü-ÿêèé âåêòîð a ïiäïðîñòîðó A ¹ îðòîãîíàëüíèì âåêòîðó c. Áî

a = α1a1 + α2a2 + · · ·+ αkak

äëÿ äåÿêèõ äiéñíèõ ÷èñåë α1, α2, . . . , αk i

⟨a, c⟩ = ⟨α1a1 + α2a2 + · · ·+ αkak, c⟩ =

= α1⟨a1, c⟩+ α2⟨a2, c⟩+ · · ·+ αk⟨ak, c⟩ = α1 · 0 + α2 · 0 + · · ·+ αk · 0 = 0.

Öå îçíà÷à¹, ùî c ∈ A⊥, à òîìó A⊥ ̸= {0}. ×åðåç òå ùî A⊥ ¹ íåíóëüîâèì
ïiäïðîñòîðîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ó íüîìó iñíó¹ îðòîãîíàëüíèé áàçèñ c1,
c2, . . . , cl. Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ

a1, a2, . . . , ak, c1, c2, . . . , cl (1)

¹ áàçèñîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Î÷åâèäíî öå îðòîãîíàëüíà, à òîìó ëiíié-
íî íåçàëåæíà, ñèñòåìà âåêòîðiâ.

ßêùî äåÿêèé âåêòîð d åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó
L íå ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñèñòåìè âåêòîðiâ (1), òî ñèñòåìà âåêòîðiâ

a1, a2, . . . , ak, c1, c2, . . . , cl, d (2)

¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ



Äîâåäåííÿ.

Áóäü-ÿêèé âåêòîð a ïiäïðîñòîðó A ¹ îðòîãîíàëüíèì âåêòîðó c. Áî

a = α1a1 + α2a2 + · · ·+ αkak

äëÿ äåÿêèõ äiéñíèõ ÷èñåë α1, α2, . . . , αk i

⟨a, c⟩ = ⟨α1a1 + α2a2 + · · ·+ αkak, c⟩ =

= α1⟨a1, c⟩+ α2⟨a2, c⟩+ · · ·+ αk⟨ak, c⟩ = α1 · 0 + α2 · 0 + · · ·+ αk · 0 = 0.

Öå îçíà÷à¹, ùî c ∈ A⊥, à òîìó A⊥ ̸= {0}. ×åðåç òå ùî A⊥ ¹ íåíóëüîâèì
ïiäïðîñòîðîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ó íüîìó iñíó¹ îðòîãîíàëüíèé áàçèñ c1,
c2, . . . , cl. Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ

a1, a2, . . . , ak, c1, c2, . . . , cl (1)

¹ áàçèñîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Î÷åâèäíî öå îðòîãîíàëüíà, à òîìó ëiíié-
íî íåçàëåæíà, ñèñòåìà âåêòîðiâ. ßêùî äåÿêèé âåêòîð d åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó
L íå ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñèñòåìè âåêòîðiâ (1),

òî ñèñòåìà âåêòîðiâ

a1, a2, . . . , ak, c1, c2, . . . , cl, d (2)

¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ



Äîâåäåííÿ.

Áóäü-ÿêèé âåêòîð a ïiäïðîñòîðó A ¹ îðòîãîíàëüíèì âåêòîðó c. Áî

a = α1a1 + α2a2 + · · ·+ αkak

äëÿ äåÿêèõ äiéñíèõ ÷èñåë α1, α2, . . . , αk i

⟨a, c⟩ = ⟨α1a1 + α2a2 + · · ·+ αkak, c⟩ =

= α1⟨a1, c⟩+ α2⟨a2, c⟩+ · · ·+ αk⟨ak, c⟩ = α1 · 0 + α2 · 0 + · · ·+ αk · 0 = 0.

Öå îçíà÷à¹, ùî c ∈ A⊥, à òîìó A⊥ ̸= {0}. ×åðåç òå ùî A⊥ ¹ íåíóëüîâèì
ïiäïðîñòîðîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ó íüîìó iñíó¹ îðòîãîíàëüíèé áàçèñ c1,
c2, . . . , cl. Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ

a1, a2, . . . , ak, c1, c2, . . . , cl (1)

¹ áàçèñîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Î÷åâèäíî öå îðòîãîíàëüíà, à òîìó ëiíié-
íî íåçàëåæíà, ñèñòåìà âåêòîðiâ. ßêùî äåÿêèé âåêòîð d åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó
L íå ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñèñòåìè âåêòîðiâ (1), òî ñèñòåìà âåêòîðiâ

a1, a2, . . . , ak, c1, c2, . . . , cl, d

(2)

¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ



Äîâåäåííÿ.

Áóäü-ÿêèé âåêòîð a ïiäïðîñòîðó A ¹ îðòîãîíàëüíèì âåêòîðó c. Áî

a = α1a1 + α2a2 + · · ·+ αkak

äëÿ äåÿêèõ äiéñíèõ ÷èñåë α1, α2, . . . , αk i

⟨a, c⟩ = ⟨α1a1 + α2a2 + · · ·+ αkak, c⟩ =

= α1⟨a1, c⟩+ α2⟨a2, c⟩+ · · ·+ αk⟨ak, c⟩ = α1 · 0 + α2 · 0 + · · ·+ αk · 0 = 0.

Öå îçíà÷à¹, ùî c ∈ A⊥, à òîìó A⊥ ̸= {0}. ×åðåç òå ùî A⊥ ¹ íåíóëüîâèì
ïiäïðîñòîðîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ó íüîìó iñíó¹ îðòîãîíàëüíèé áàçèñ c1,
c2, . . . , cl. Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ

a1, a2, . . . , ak, c1, c2, . . . , cl (1)

¹ áàçèñîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Î÷åâèäíî öå îðòîãîíàëüíà, à òîìó ëiíié-
íî íåçàëåæíà, ñèñòåìà âåêòîðiâ. ßêùî äåÿêèé âåêòîð d åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó
L íå ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñèñòåìè âåêòîðiâ (1), òî ñèñòåìà âåêòîðiâ

a1, a2, . . . , ak, c1, c2, . . . , cl, d (2)

¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ



Äîâåäåííÿ.

Çíîâó æ òàêè, ïðîîðòîãîíàëiçóâàâøè ñèñòåìó âåêòîðiâ (2),

îäåðæèìî îðòî-
ãîíàëüíó ñèñòåìó íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ

a1, a2, . . . , ak, c1, c2, . . . , cl, e, (3)

äå e � äåÿêèé âåêòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Ç îäíîãî áîêó e ∈ A⊥, áî
âåêòîð e ¹ îðòîãîíàëüíèì äî êîæíîãî âåêòîðà áàçèñó a1, a2, . . . , ak ïiä-
ïðîñòîðó A. À ç iíøîãî e /∈ A⊥, áî ïiäñèñòåìà c1, c2, . . . , cl, e ëiíiéíî
íåçàëåæíî¨ âåêòîðiâ (3) ¹ òàêîæ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ âåêòîðiâ.
×åðåç öå âåêòîð e íå ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñèñòåìè âåêòîðiâ c1, c2, . . . ,
cl, ÿêà ¹ áàçèñîì A⊥. Îäåðæàíà ñóïåðå÷íiñòü äîâîäèòü, ùî êîæíèé âåêòîð
åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñèñòåìè âåêòîðiâ (1).
Íàñàìêiíåöü, êîæåí âåêòîð x åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L îäíîçíà÷íî ðîçêëà-
äà¹òüñÿ çà áàçèñîì (1). ßêùî x � äåÿêèé äîâiëüíèé âåêòîð åâêëiäîâîãî
ïðîñòîðó L, òî

x = α1a1 + α2a2 + · · ·+ αkak + γ1c1 + γ2c2 + . . .+ γlcl,

äëÿ äåÿêèõ äiéñíèõ ÷èñåë α1, α2, . . . , αk, γ1, γ2, . . . γl. Òîìó âåêòîð x ìîæíà
ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi ñóìè åëåìåíòiâ iç A i A⊥, à ñàìå

x = (α1a1 + α2a2 + · · ·+ αkak) + (γ1c1 + γ2c2 + . . .+ γlcl) = u+ v,

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ



Äîâåäåííÿ.

Çíîâó æ òàêè, ïðîîðòîãîíàëiçóâàâøè ñèñòåìó âåêòîðiâ (2), îäåðæèìî îðòî-
ãîíàëüíó ñèñòåìó íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ

a1, a2, . . . , ak, c1, c2, . . . , cl, e,

(3)

äå e � äåÿêèé âåêòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Ç îäíîãî áîêó e ∈ A⊥, áî
âåêòîð e ¹ îðòîãîíàëüíèì äî êîæíîãî âåêòîðà áàçèñó a1, a2, . . . , ak ïiä-
ïðîñòîðó A. À ç iíøîãî e /∈ A⊥, áî ïiäñèñòåìà c1, c2, . . . , cl, e ëiíiéíî
íåçàëåæíî¨ âåêòîðiâ (3) ¹ òàêîæ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ âåêòîðiâ.
×åðåç öå âåêòîð e íå ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñèñòåìè âåêòîðiâ c1, c2, . . . ,
cl, ÿêà ¹ áàçèñîì A⊥. Îäåðæàíà ñóïåðå÷íiñòü äîâîäèòü, ùî êîæíèé âåêòîð
åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñèñòåìè âåêòîðiâ (1).
Íàñàìêiíåöü, êîæåí âåêòîð x åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L îäíîçíà÷íî ðîçêëà-
äà¹òüñÿ çà áàçèñîì (1). ßêùî x � äåÿêèé äîâiëüíèé âåêòîð åâêëiäîâîãî
ïðîñòîðó L, òî

x = α1a1 + α2a2 + · · ·+ αkak + γ1c1 + γ2c2 + . . .+ γlcl,

äëÿ äåÿêèõ äiéñíèõ ÷èñåë α1, α2, . . . , αk, γ1, γ2, . . . γl. Òîìó âåêòîð x ìîæíà
ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi ñóìè åëåìåíòiâ iç A i A⊥, à ñàìå

x = (α1a1 + α2a2 + · · ·+ αkak) + (γ1c1 + γ2c2 + . . .+ γlcl) = u+ v,

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ



Äîâåäåííÿ.

Çíîâó æ òàêè, ïðîîðòîãîíàëiçóâàâøè ñèñòåìó âåêòîðiâ (2), îäåðæèìî îðòî-
ãîíàëüíó ñèñòåìó íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ

a1, a2, . . . , ak, c1, c2, . . . , cl, e, (3)

äå e � äåÿêèé âåêòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L.

Ç îäíîãî áîêó e ∈ A⊥, áî
âåêòîð e ¹ îðòîãîíàëüíèì äî êîæíîãî âåêòîðà áàçèñó a1, a2, . . . , ak ïiä-
ïðîñòîðó A. À ç iíøîãî e /∈ A⊥, áî ïiäñèñòåìà c1, c2, . . . , cl, e ëiíiéíî
íåçàëåæíî¨ âåêòîðiâ (3) ¹ òàêîæ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ âåêòîðiâ.
×åðåç öå âåêòîð e íå ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñèñòåìè âåêòîðiâ c1, c2, . . . ,
cl, ÿêà ¹ áàçèñîì A⊥. Îäåðæàíà ñóïåðå÷íiñòü äîâîäèòü, ùî êîæíèé âåêòîð
åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñèñòåìè âåêòîðiâ (1).
Íàñàìêiíåöü, êîæåí âåêòîð x åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L îäíîçíà÷íî ðîçêëà-
äà¹òüñÿ çà áàçèñîì (1). ßêùî x � äåÿêèé äîâiëüíèé âåêòîð åâêëiäîâîãî
ïðîñòîðó L, òî

x = α1a1 + α2a2 + · · ·+ αkak + γ1c1 + γ2c2 + . . .+ γlcl,

äëÿ äåÿêèõ äiéñíèõ ÷èñåë α1, α2, . . . , αk, γ1, γ2, . . . γl. Òîìó âåêòîð x ìîæíà
ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi ñóìè åëåìåíòiâ iç A i A⊥, à ñàìå

x = (α1a1 + α2a2 + · · ·+ αkak) + (γ1c1 + γ2c2 + . . .+ γlcl) = u+ v,

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ



Äîâåäåííÿ.

Çíîâó æ òàêè, ïðîîðòîãîíàëiçóâàâøè ñèñòåìó âåêòîðiâ (2), îäåðæèìî îðòî-
ãîíàëüíó ñèñòåìó íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ

a1, a2, . . . , ak, c1, c2, . . . , cl, e, (3)

äå e � äåÿêèé âåêòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Ç îäíîãî áîêó e ∈ A⊥,

áî
âåêòîð e ¹ îðòîãîíàëüíèì äî êîæíîãî âåêòîðà áàçèñó a1, a2, . . . , ak ïiä-
ïðîñòîðó A. À ç iíøîãî e /∈ A⊥, áî ïiäñèñòåìà c1, c2, . . . , cl, e ëiíiéíî
íåçàëåæíî¨ âåêòîðiâ (3) ¹ òàêîæ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ âåêòîðiâ.
×åðåç öå âåêòîð e íå ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñèñòåìè âåêòîðiâ c1, c2, . . . ,
cl, ÿêà ¹ áàçèñîì A⊥. Îäåðæàíà ñóïåðå÷íiñòü äîâîäèòü, ùî êîæíèé âåêòîð
åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñèñòåìè âåêòîðiâ (1).
Íàñàìêiíåöü, êîæåí âåêòîð x åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L îäíîçíà÷íî ðîçêëà-
äà¹òüñÿ çà áàçèñîì (1). ßêùî x � äåÿêèé äîâiëüíèé âåêòîð åâêëiäîâîãî
ïðîñòîðó L, òî

x = α1a1 + α2a2 + · · ·+ αkak + γ1c1 + γ2c2 + . . .+ γlcl,

äëÿ äåÿêèõ äiéñíèõ ÷èñåë α1, α2, . . . , αk, γ1, γ2, . . . γl. Òîìó âåêòîð x ìîæíà
ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi ñóìè åëåìåíòiâ iç A i A⊥, à ñàìå

x = (α1a1 + α2a2 + · · ·+ αkak) + (γ1c1 + γ2c2 + . . .+ γlcl) = u+ v,

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ



Äîâåäåííÿ.

Çíîâó æ òàêè, ïðîîðòîãîíàëiçóâàâøè ñèñòåìó âåêòîðiâ (2), îäåðæèìî îðòî-
ãîíàëüíó ñèñòåìó íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ

a1, a2, . . . , ak, c1, c2, . . . , cl, e, (3)

äå e � äåÿêèé âåêòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Ç îäíîãî áîêó e ∈ A⊥, áî
âåêòîð e ¹ îðòîãîíàëüíèì äî êîæíîãî âåêòîðà áàçèñó a1, a2, . . . , ak

ïiä-
ïðîñòîðó A. À ç iíøîãî e /∈ A⊥, áî ïiäñèñòåìà c1, c2, . . . , cl, e ëiíiéíî
íåçàëåæíî¨ âåêòîðiâ (3) ¹ òàêîæ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ âåêòîðiâ.
×åðåç öå âåêòîð e íå ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñèñòåìè âåêòîðiâ c1, c2, . . . ,
cl, ÿêà ¹ áàçèñîì A⊥. Îäåðæàíà ñóïåðå÷íiñòü äîâîäèòü, ùî êîæíèé âåêòîð
åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñèñòåìè âåêòîðiâ (1).
Íàñàìêiíåöü, êîæåí âåêòîð x åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L îäíîçíà÷íî ðîçêëà-
äà¹òüñÿ çà áàçèñîì (1). ßêùî x � äåÿêèé äîâiëüíèé âåêòîð åâêëiäîâîãî
ïðîñòîðó L, òî

x = α1a1 + α2a2 + · · ·+ αkak + γ1c1 + γ2c2 + . . .+ γlcl,

äëÿ äåÿêèõ äiéñíèõ ÷èñåë α1, α2, . . . , αk, γ1, γ2, . . . γl. Òîìó âåêòîð x ìîæíà
ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi ñóìè åëåìåíòiâ iç A i A⊥, à ñàìå

x = (α1a1 + α2a2 + · · ·+ αkak) + (γ1c1 + γ2c2 + . . .+ γlcl) = u+ v,

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ



Äîâåäåííÿ.

Çíîâó æ òàêè, ïðîîðòîãîíàëiçóâàâøè ñèñòåìó âåêòîðiâ (2), îäåðæèìî îðòî-
ãîíàëüíó ñèñòåìó íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ

a1, a2, . . . , ak, c1, c2, . . . , cl, e, (3)

äå e � äåÿêèé âåêòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Ç îäíîãî áîêó e ∈ A⊥, áî
âåêòîð e ¹ îðòîãîíàëüíèì äî êîæíîãî âåêòîðà áàçèñó a1, a2, . . . , ak ïiä-
ïðîñòîðó A.

À ç iíøîãî e /∈ A⊥, áî ïiäñèñòåìà c1, c2, . . . , cl, e ëiíiéíî
íåçàëåæíî¨ âåêòîðiâ (3) ¹ òàêîæ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ âåêòîðiâ.
×åðåç öå âåêòîð e íå ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñèñòåìè âåêòîðiâ c1, c2, . . . ,
cl, ÿêà ¹ áàçèñîì A⊥. Îäåðæàíà ñóïåðå÷íiñòü äîâîäèòü, ùî êîæíèé âåêòîð
åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñèñòåìè âåêòîðiâ (1).
Íàñàìêiíåöü, êîæåí âåêòîð x åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L îäíîçíà÷íî ðîçêëà-
äà¹òüñÿ çà áàçèñîì (1). ßêùî x � äåÿêèé äîâiëüíèé âåêòîð åâêëiäîâîãî
ïðîñòîðó L, òî

x = α1a1 + α2a2 + · · ·+ αkak + γ1c1 + γ2c2 + . . .+ γlcl,

äëÿ äåÿêèõ äiéñíèõ ÷èñåë α1, α2, . . . , αk, γ1, γ2, . . . γl. Òîìó âåêòîð x ìîæíà
ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi ñóìè åëåìåíòiâ iç A i A⊥, à ñàìå

x = (α1a1 + α2a2 + · · ·+ αkak) + (γ1c1 + γ2c2 + . . .+ γlcl) = u+ v,

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ



Äîâåäåííÿ.

Çíîâó æ òàêè, ïðîîðòîãîíàëiçóâàâøè ñèñòåìó âåêòîðiâ (2), îäåðæèìî îðòî-
ãîíàëüíó ñèñòåìó íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ

a1, a2, . . . , ak, c1, c2, . . . , cl, e, (3)

äå e � äåÿêèé âåêòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Ç îäíîãî áîêó e ∈ A⊥, áî
âåêòîð e ¹ îðòîãîíàëüíèì äî êîæíîãî âåêòîðà áàçèñó a1, a2, . . . , ak ïiä-
ïðîñòîðó A. À ç iíøîãî e /∈ A⊥,

áî ïiäñèñòåìà c1, c2, . . . , cl, e ëiíiéíî
íåçàëåæíî¨ âåêòîðiâ (3) ¹ òàêîæ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ âåêòîðiâ.
×åðåç öå âåêòîð e íå ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñèñòåìè âåêòîðiâ c1, c2, . . . ,
cl, ÿêà ¹ áàçèñîì A⊥. Îäåðæàíà ñóïåðå÷íiñòü äîâîäèòü, ùî êîæíèé âåêòîð
åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñèñòåìè âåêòîðiâ (1).
Íàñàìêiíåöü, êîæåí âåêòîð x åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L îäíîçíà÷íî ðîçêëà-
äà¹òüñÿ çà áàçèñîì (1). ßêùî x � äåÿêèé äîâiëüíèé âåêòîð åâêëiäîâîãî
ïðîñòîðó L, òî

x = α1a1 + α2a2 + · · ·+ αkak + γ1c1 + γ2c2 + . . .+ γlcl,

äëÿ äåÿêèõ äiéñíèõ ÷èñåë α1, α2, . . . , αk, γ1, γ2, . . . γl. Òîìó âåêòîð x ìîæíà
ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi ñóìè åëåìåíòiâ iç A i A⊥, à ñàìå

x = (α1a1 + α2a2 + · · ·+ αkak) + (γ1c1 + γ2c2 + . . .+ γlcl) = u+ v,

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ



Äîâåäåííÿ.

Çíîâó æ òàêè, ïðîîðòîãîíàëiçóâàâøè ñèñòåìó âåêòîðiâ (2), îäåðæèìî îðòî-
ãîíàëüíó ñèñòåìó íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ

a1, a2, . . . , ak, c1, c2, . . . , cl, e, (3)

äå e � äåÿêèé âåêòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Ç îäíîãî áîêó e ∈ A⊥, áî
âåêòîð e ¹ îðòîãîíàëüíèì äî êîæíîãî âåêòîðà áàçèñó a1, a2, . . . , ak ïiä-
ïðîñòîðó A. À ç iíøîãî e /∈ A⊥, áî ïiäñèñòåìà c1, c2, . . . , cl, e ëiíiéíî
íåçàëåæíî¨ âåêòîðiâ (3)

¹ òàêîæ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ âåêòîðiâ.
×åðåç öå âåêòîð e íå ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñèñòåìè âåêòîðiâ c1, c2, . . . ,
cl, ÿêà ¹ áàçèñîì A⊥. Îäåðæàíà ñóïåðå÷íiñòü äîâîäèòü, ùî êîæíèé âåêòîð
åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñèñòåìè âåêòîðiâ (1).
Íàñàìêiíåöü, êîæåí âåêòîð x åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L îäíîçíà÷íî ðîçêëà-
äà¹òüñÿ çà áàçèñîì (1). ßêùî x � äåÿêèé äîâiëüíèé âåêòîð åâêëiäîâîãî
ïðîñòîðó L, òî

x = α1a1 + α2a2 + · · ·+ αkak + γ1c1 + γ2c2 + . . .+ γlcl,

äëÿ äåÿêèõ äiéñíèõ ÷èñåë α1, α2, . . . , αk, γ1, γ2, . . . γl. Òîìó âåêòîð x ìîæíà
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âåêòîð e ¹ îðòîãîíàëüíèì äî êîæíîãî âåêòîðà áàçèñó a1, a2, . . . , ak ïiä-
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ïðîñòîðó L, òî

x = α1a1 + α2a2 + · · ·+ αkak + γ1c1 + γ2c2 + . . .+ γlcl,
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Òîìó A ∩A⊥ = {0̄} i

L = A⊕A⊥.

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ



Äîâåäåííÿ.
äå

u = α1a1 + α2a2 + · · ·+ αkak ∈ A, v = γ1c1 + γ2c2 + . . .+ γlcl ∈ A⊥.

Îòæå,
L = A+A⊥.

ßêùî âåêòîð a íàëåæèòü ïåðåòèíó A∩A⊥,

òî ⟨a, a⟩ = 0, ÿê íàñëiäîê a = 0̄.
Òîìó A ∩A⊥ = {0̄} i

L = A⊕A⊥.

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ



Äîâåäåííÿ.
äå

u = α1a1 + α2a2 + · · ·+ αkak ∈ A, v = γ1c1 + γ2c2 + . . .+ γlcl ∈ A⊥.

Îòæå,
L = A+A⊥.

ßêùî âåêòîð a íàëåæèòü ïåðåòèíó A∩A⊥, òî ⟨a, a⟩ = 0,

ÿê íàñëiäîê a = 0̄.
Òîìó A ∩A⊥ = {0̄} i

L = A⊕A⊥.

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ



Äîâåäåííÿ.
äå

u = α1a1 + α2a2 + · · ·+ αkak ∈ A, v = γ1c1 + γ2c2 + . . .+ γlcl ∈ A⊥.

Îòæå,
L = A+A⊥.

ßêùî âåêòîð a íàëåæèòü ïåðåòèíó A∩A⊥, òî ⟨a, a⟩ = 0, ÿê íàñëiäîê a = 0̄.

Òîìó A ∩A⊥ = {0̄} i
L = A⊕A⊥.

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ



Äîâåäåííÿ.
äå

u = α1a1 + α2a2 + · · ·+ αkak ∈ A, v = γ1c1 + γ2c2 + . . .+ γlcl ∈ A⊥.

Îòæå,
L = A+A⊥.

ßêùî âåêòîð a íàëåæèòü ïåðåòèíó A∩A⊥, òî ⟨a, a⟩ = 0, ÿê íàñëiäîê a = 0̄.
Òîìó A ∩A⊥ = {0̄} i

L = A⊕A⊥.

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ



Äîâåäåííÿ.
äå

u = α1a1 + α2a2 + · · ·+ αkak ∈ A, v = γ1c1 + γ2c2 + . . .+ γlcl ∈ A⊥.

Îòæå,
L = A+A⊥.

ßêùî âåêòîð a íàëåæèòü ïåðåòèíó A∩A⊥, òî ⟨a, a⟩ = 0, ÿê íàñëiäîê a = 0̄.
Òîìó A ∩A⊥ = {0̄} i

L = A⊕A⊥.

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ


