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ïîðÿäêó n.

Äîâåäåííÿ.

ßêùî A ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ ïîðÿäêó n, òî

A ·AT = E. (1)

Îñêiëüêè äîáóòîê ìàòðèöü A i AT ¹ íåâèðîäæåíîþ ìàòðèöåþ, òî ìàòðèöÿ
A ¹ íåâèðîäæåíîþ, à îòæå, � îáîðîòíîþ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Òîìó äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n} ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

αi1αj1 + αi2αj2 + · · ·+ αinαjn =

{
0, ÿêùî i ̸= j,
1, ÿêùî i = j

= δij ,

(ñèìâîë δij íàçèâàþòü ñèìâîëîì Êðîíåêåðà). Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.

Äîñòàòíiñòü äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî íåîáõiäíîñòi, òiëüêè ó çâîðîòíîìó íà-
ïðÿìó. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Òåîðåìà 2

Êâàäðàòíà ìàòðèöÿ A ïîðÿäêó n íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë ¹ îðòîãîíàëüíîþ

ìàòðèöåþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè AT · A = E, äå E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ

ïîðÿäêó n.

Äîâåäåííÿ.

ßêùî A ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ ïîðÿäêó n, òî

A ·AT = E. (1)

Îñêiëüêè äîáóòîê ìàòðèöü A i AT ¹ íåâèðîäæåíîþ ìàòðèöåþ, òî ìàòðèöÿ
A ¹ íåâèðîäæåíîþ, à îòæå, � îáîðîòíîþ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Òîìó äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n} ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

αi1αj1 + αi2αj2 + · · ·+ αinαjn =

{
0, ÿêùî i ̸= j,
1, ÿêùî i = j

= δij ,

(ñèìâîë δij íàçèâàþòü ñèìâîëîì Êðîíåêåðà). Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.
Äîñòàòíiñòü äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî íåîáõiäíîñòi, òiëüêè ó çâîðîòíîìó íà-
ïðÿìó.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Òåîðåìà 2

Êâàäðàòíà ìàòðèöÿ A ïîðÿäêó n íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë ¹ îðòîãîíàëüíîþ

ìàòðèöåþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè AT · A = E, äå E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ

ïîðÿäêó n.

Äîâåäåííÿ.

ßêùî A ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ ïîðÿäêó n, òî

A ·AT = E. (1)

Îñêiëüêè äîáóòîê ìàòðèöü A i AT ¹ íåâèðîäæåíîþ ìàòðèöåþ, òî ìàòðèöÿ
A ¹ íåâèðîäæåíîþ, à îòæå, � îáîðîòíîþ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Òîìó äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n} ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

αi1αj1 + αi2αj2 + · · ·+ αinαjn =

{
0, ÿêùî i ̸= j,
1, ÿêùî i = j

= δij ,

(ñèìâîë δij íàçèâàþòü ñèìâîëîì Êðîíåêåðà). Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.
Äîñòàòíiñòü äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî íåîáõiäíîñòi, òiëüêè ó çâîðîòíîìó íà-
ïðÿìó. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Òåîðåìà 2

Êâàäðàòíà ìàòðèöÿ A ïîðÿäêó n íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë ¹ îðòîãîíàëüíîþ

ìàòðèöåþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè AT · A = E, äå E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ

ïîðÿäêó n.

Äîâåäåííÿ.

ßêùî A ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ ïîðÿäêó n, òî

A ·AT = E. (1)

Îñêiëüêè äîáóòîê ìàòðèöü A i AT ¹ íåâèðîäæåíîþ ìàòðèöåþ, òî ìàòðèöÿ
A ¹ íåâèðîäæåíîþ, à îòæå, � îáîðîòíîþ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Òîìó äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n} ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

αi1αj1 + αi2αj2 + · · ·+ αinαjn =

{
0, ÿêùî i ̸= j,
1, ÿêùî i = j

= δij ,

(ñèìâîë δij íàçèâàþòü ñèìâîëîì Êðîíåêåðà). Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.
Äîñòàòíiñòü äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî íåîáõiäíîñòi, òiëüêè ó çâîðîòíîìó íà-
ïðÿìó. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Òåîðåìà 2

Êâàäðàòíà ìàòðèöÿ A ïîðÿäêó n íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë ¹ îðòîãîíàëüíîþ

ìàòðèöåþ

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè AT · A = E, äå E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ

ïîðÿäêó n.

Äîâåäåííÿ.

ßêùî A ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ ïîðÿäêó n, òî

A ·AT = E. (1)

Îñêiëüêè äîáóòîê ìàòðèöü A i AT ¹ íåâèðîäæåíîþ ìàòðèöåþ, òî ìàòðèöÿ
A ¹ íåâèðîäæåíîþ, à îòæå, � îáîðîòíîþ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Òîìó äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n} ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

αi1αj1 + αi2αj2 + · · ·+ αinαjn =

{
0, ÿêùî i ̸= j,
1, ÿêùî i = j

= δij ,

(ñèìâîë δij íàçèâàþòü ñèìâîëîì Êðîíåêåðà). Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.
Äîñòàòíiñòü äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî íåîáõiäíîñòi, òiëüêè ó çâîðîòíîìó íà-
ïðÿìó. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Òåîðåìà 2

Êâàäðàòíà ìàòðèöÿ A ïîðÿäêó n íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë ¹ îðòîãîíàëüíîþ

ìàòðèöåþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè AT · A = E,

äå E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ

ïîðÿäêó n.

Äîâåäåííÿ.

ßêùî A ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ ïîðÿäêó n, òî

A ·AT = E. (1)

Îñêiëüêè äîáóòîê ìàòðèöü A i AT ¹ íåâèðîäæåíîþ ìàòðèöåþ, òî ìàòðèöÿ
A ¹ íåâèðîäæåíîþ, à îòæå, � îáîðîòíîþ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Òîìó äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n} ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

αi1αj1 + αi2αj2 + · · ·+ αinαjn =

{
0, ÿêùî i ̸= j,
1, ÿêùî i = j

= δij ,

(ñèìâîë δij íàçèâàþòü ñèìâîëîì Êðîíåêåðà). Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.
Äîñòàòíiñòü äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî íåîáõiäíîñòi, òiëüêè ó çâîðîòíîìó íà-
ïðÿìó. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Òåîðåìà 2

Êâàäðàòíà ìàòðèöÿ A ïîðÿäêó n íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë ¹ îðòîãîíàëüíîþ

ìàòðèöåþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè AT · A = E, äå E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ

ïîðÿäêó n.

Äîâåäåííÿ.

ßêùî A ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ ïîðÿäêó n, òî

A ·AT = E. (1)

Îñêiëüêè äîáóòîê ìàòðèöü A i AT ¹ íåâèðîäæåíîþ ìàòðèöåþ, òî ìàòðèöÿ
A ¹ íåâèðîäæåíîþ, à îòæå, � îáîðîòíîþ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Òîìó äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n} ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

αi1αj1 + αi2αj2 + · · ·+ αinαjn =

{
0, ÿêùî i ̸= j,
1, ÿêùî i = j

= δij ,

(ñèìâîë δij íàçèâàþòü ñèìâîëîì Êðîíåêåðà). Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.
Äîñòàòíiñòü äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî íåîáõiäíîñòi, òiëüêè ó çâîðîòíîìó íà-
ïðÿìó. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Òåîðåìà 2

Êâàäðàòíà ìàòðèöÿ A ïîðÿäêó n íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë ¹ îðòîãîíàëüíîþ

ìàòðèöåþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè AT · A = E, äå E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ

ïîðÿäêó n.

Äîâåäåííÿ.

ßêùî A ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ ïîðÿäêó n,

òî

A ·AT = E. (1)

Îñêiëüêè äîáóòîê ìàòðèöü A i AT ¹ íåâèðîäæåíîþ ìàòðèöåþ, òî ìàòðèöÿ
A ¹ íåâèðîäæåíîþ, à îòæå, � îáîðîòíîþ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Òîìó äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n} ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

αi1αj1 + αi2αj2 + · · ·+ αinαjn =

{
0, ÿêùî i ̸= j,
1, ÿêùî i = j

= δij ,

(ñèìâîë δij íàçèâàþòü ñèìâîëîì Êðîíåêåðà). Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.
Äîñòàòíiñòü äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî íåîáõiäíîñòi, òiëüêè ó çâîðîòíîìó íà-
ïðÿìó. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Òåîðåìà 2

Êâàäðàòíà ìàòðèöÿ A ïîðÿäêó n íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë ¹ îðòîãîíàëüíîþ

ìàòðèöåþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè AT · A = E, äå E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ

ïîðÿäêó n.

Äîâåäåííÿ.

ßêùî A ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ ïîðÿäêó n, òî

A ·AT = E. (1)

Îñêiëüêè äîáóòîê ìàòðèöü A i AT ¹ íåâèðîäæåíîþ ìàòðèöåþ, òî ìàòðèöÿ
A ¹ íåâèðîäæåíîþ, à îòæå, � îáîðîòíîþ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Òîìó äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n} ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

αi1αj1 + αi2αj2 + · · ·+ αinαjn =

{
0, ÿêùî i ̸= j,
1, ÿêùî i = j

= δij ,

(ñèìâîë δij íàçèâàþòü ñèìâîëîì Êðîíåêåðà). Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.
Äîñòàòíiñòü äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî íåîáõiäíîñòi, òiëüêè ó çâîðîòíîìó íà-
ïðÿìó. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Òåîðåìà 2

Êâàäðàòíà ìàòðèöÿ A ïîðÿäêó n íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë ¹ îðòîãîíàëüíîþ

ìàòðèöåþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè AT · A = E, äå E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ

ïîðÿäêó n.

Äîâåäåííÿ.

ßêùî A ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ ïîðÿäêó n, òî

A ·AT = E. (1)

Îñêiëüêè äîáóòîê ìàòðèöü A i AT ¹ íåâèðîäæåíîþ ìàòðèöåþ,

òî ìàòðèöÿ
A ¹ íåâèðîäæåíîþ, à îòæå, � îáîðîòíîþ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Òîìó äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n} ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

αi1αj1 + αi2αj2 + · · ·+ αinαjn =

{
0, ÿêùî i ̸= j,
1, ÿêùî i = j

= δij ,

(ñèìâîë δij íàçèâàþòü ñèìâîëîì Êðîíåêåðà). Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.
Äîñòàòíiñòü äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî íåîáõiäíîñòi, òiëüêè ó çâîðîòíîìó íà-
ïðÿìó. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Òåîðåìà 2

Êâàäðàòíà ìàòðèöÿ A ïîðÿäêó n íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë ¹ îðòîãîíàëüíîþ

ìàòðèöåþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè AT · A = E, äå E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ

ïîðÿäêó n.

Äîâåäåííÿ.

ßêùî A ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ ïîðÿäêó n, òî

A ·AT = E. (1)

Îñêiëüêè äîáóòîê ìàòðèöü A i AT ¹ íåâèðîäæåíîþ ìàòðèöåþ, òî ìàòðèöÿ
A ¹ íåâèðîäæåíîþ, à îòæå, � îáîðîòíîþ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Ïîìíîæèìî ðiâíiñòü (1) çëiâà íà îáåðíåíó ìàòðèöþ A−1.

Îäåðæèìî ðiâíiñòü

A−1
(
A ·AT

)
= A−1.

Çâiäñè AT = A−1. Ïîìíîæèâøè öþ ðiâíiñòü ñïðàâà íà A, îäåðæèìî, ùî
AT · A = E. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà. Äîñòàòíiñòü äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî,
òiëüêè ó çâîðîòíîìó ïîðÿäêó. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Iç äîâåäåííÿ ïîïåðåäíüî¨ îçíàêè îðòîãîíàëüíîñòi ìàòðèöi ñëiäó¹ íàñòóïíà ¨¨
îçíàêà.

Òåîðåìà 3

Êâàäðàòíà ìàòðèöÿ A íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ìàòðèöÿ A ¹ îáîðîòíîþ i îáåðíåíà ìàòðèöÿ äî

ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ òðàíñïîíîâàíié äî A ìàòðèöi, òîáòî A−1 = AT .

Òåîðåìà 4

Êâàäðàòíà ìàòðèöÿ A íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ñêàëÿðíèé äîáóòîê áóäü-ÿêèõ ñòîâïöiâ A ç ðiçíèìè

íîìåðàìè äîðiâíþ¹ íóëþ, à ñêàëÿðíèé êâàäðàò áóäü-ÿêîãî ñòîâïöÿ ìàòðèöi

A äîðiâíþ¹ îäèíèöi.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè
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òiëüêè ó çâîðîòíîìó ïîðÿäêó. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Iç äîâåäåííÿ ïîïåðåäíüî¨ îçíàêè îðòîãîíàëüíîñòi ìàòðèöi ñëiäó¹ íàñòóïíà ¨¨
îçíàêà.

Òåîðåìà 3

Êâàäðàòíà ìàòðèöÿ A íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ìàòðèöÿ A ¹ îáîðîòíîþ i îáåðíåíà ìàòðèöÿ äî
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Òåîðåìà 4
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íîìåðàìè äîðiâíþ¹ íóëþ, à ñêàëÿðíèé êâàäðàò áóäü-ÿêîãî ñòîâïöÿ ìàòðèöi

A äîðiâíþ¹ îäèíèöi.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè
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Òåîðåìà 5

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n;

ñèñòåìè

âåêòîðiâ a1, a2, . . . , an òà b1, b2, . . . , bn ¹ äåÿêèìè áàçèñàìè åâêëiäîâîãî

ïðîñòîðó L, ïðè÷îìó ïåðøèé ç íèõ ¹ îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì, à T � ìà-

òðèöÿ ïåðåõîäó âiä áàçèñó a1, a2, . . . , an äî áàçèñó b1, b2, . . . , bn. Ìàòðèöÿ

T ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè áàçèñ b1, b2, . . . , bn
åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ¹ îðòîíîðìîâàíèì.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè i

T =


τ11 τ12 . . . τ1n
τ21 τ22 . . . τ2n
...

...
. . .

...
τn1 τn2 . . . τnn


¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Òîìó äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n} ñïðàâ-
äæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

τ1iτ1j + τ2iτ2j + · · ·+ τniτnj = δij .

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè
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åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ¹ îðòîíîðìîâàíèì.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè i

T =


τ11 τ12 . . . τ1n
τ21 τ22 . . . τ2n
...

...
. . .

...
τn1 τn2 . . . τnn


¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Òîìó äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n} ñïðàâ-
äæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

τ1iτ1j + τ2iτ2j + · · ·+ τniτnj = δij .

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Òåîðåìà 5

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n; ñèñòåìè
âåêòîðiâ a1, a2, . . . , an òà b1, b2, . . . , bn ¹ äåÿêèìè áàçèñàìè åâêëiäîâîãî

ïðîñòîðó L, ïðè÷îìó ïåðøèé ç íèõ ¹ îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì, à T � ìà-

òðèöÿ ïåðåõîäó âiä áàçèñó a1, a2, . . . , an äî áàçèñó b1, b2, . . . , bn.

Ìàòðèöÿ

T ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè áàçèñ b1, b2, . . . , bn
åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ¹ îðòîíîðìîâàíèì.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè i

T =


τ11 τ12 . . . τ1n
τ21 τ22 . . . τ2n
...

...
. . .

...
τn1 τn2 . . . τnn


¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Òîìó äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n} ñïðàâ-
äæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

τ1iτ1j + τ2iτ2j + · · ·+ τniτnj = δij .

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Òåîðåìà 5

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n; ñèñòåìè
âåêòîðiâ a1, a2, . . . , an òà b1, b2, . . . , bn ¹ äåÿêèìè áàçèñàìè åâêëiäîâîãî

ïðîñòîðó L, ïðè÷îìó ïåðøèé ç íèõ ¹ îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì, à T � ìà-

òðèöÿ ïåðåõîäó âiä áàçèñó a1, a2, . . . , an äî áàçèñó b1, b2, . . . , bn. Ìàòðèöÿ

T ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè áàçèñ b1, b2, . . . , bn
åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ¹ îðòîíîðìîâàíèì.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè i

T =


τ11 τ12 . . . τ1n
τ21 τ22 . . . τ2n
...

...
. . .

...
τn1 τn2 . . . τnn


¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Òîìó äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n} ñïðàâ-
äæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

τ1iτ1j + τ2iτ2j + · · ·+ τniτnj = δij .

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Òåîðåìà 5

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n; ñèñòåìè
âåêòîðiâ a1, a2, . . . , an òà b1, b2, . . . , bn ¹ äåÿêèìè áàçèñàìè åâêëiäîâîãî

ïðîñòîðó L, ïðè÷îìó ïåðøèé ç íèõ ¹ îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì, à T � ìà-

òðèöÿ ïåðåõîäó âiä áàçèñó a1, a2, . . . , an äî áàçèñó b1, b2, . . . , bn. Ìàòðèöÿ

T ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ òîäi i òiëüêè òîäi,

êîëè áàçèñ b1, b2, . . . , bn
åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ¹ îðòîíîðìîâàíèì.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè i

T =


τ11 τ12 . . . τ1n
τ21 τ22 . . . τ2n
...

...
. . .

...
τn1 τn2 . . . τnn


¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Òîìó äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n} ñïðàâ-
äæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

τ1iτ1j + τ2iτ2j + · · ·+ τniτnj = δij .

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Òåîðåìà 5

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n; ñèñòåìè
âåêòîðiâ a1, a2, . . . , an òà b1, b2, . . . , bn ¹ äåÿêèìè áàçèñàìè åâêëiäîâîãî

ïðîñòîðó L, ïðè÷îìó ïåðøèé ç íèõ ¹ îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì, à T � ìà-

òðèöÿ ïåðåõîäó âiä áàçèñó a1, a2, . . . , an äî áàçèñó b1, b2, . . . , bn. Ìàòðèöÿ

T ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè áàçèñ b1, b2, . . . , bn
åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ¹ îðòîíîðìîâàíèì.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè i

T =


τ11 τ12 . . . τ1n
τ21 τ22 . . . τ2n
...

...
. . .

...
τn1 τn2 . . . τnn


¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Òîìó äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n} ñïðàâ-
äæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

τ1iτ1j + τ2iτ2j + · · ·+ τniτnj = δij .

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Òåîðåìà 5

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n; ñèñòåìè
âåêòîðiâ a1, a2, . . . , an òà b1, b2, . . . , bn ¹ äåÿêèìè áàçèñàìè åâêëiäîâîãî

ïðîñòîðó L, ïðè÷îìó ïåðøèé ç íèõ ¹ îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì, à T � ìà-

òðèöÿ ïåðåõîäó âiä áàçèñó a1, a2, . . . , an äî áàçèñó b1, b2, . . . , bn. Ìàòðèöÿ

T ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè áàçèñ b1, b2, . . . , bn
åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ¹ îðòîíîðìîâàíèì.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè i

T =


τ11 τ12 . . . τ1n
τ21 τ22 . . . τ2n
...

...
. . .

...
τn1 τn2 . . . τnn



¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Òîìó äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n} ñïðàâ-
äæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

τ1iτ1j + τ2iτ2j + · · ·+ τniτnj = δij .

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Òåîðåìà 5

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n; ñèñòåìè
âåêòîðiâ a1, a2, . . . , an òà b1, b2, . . . , bn ¹ äåÿêèìè áàçèñàìè åâêëiäîâîãî

ïðîñòîðó L, ïðè÷îìó ïåðøèé ç íèõ ¹ îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì, à T � ìà-

òðèöÿ ïåðåõîäó âiä áàçèñó a1, a2, . . . , an äî áàçèñó b1, b2, . . . , bn. Ìàòðèöÿ

T ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè áàçèñ b1, b2, . . . , bn
åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ¹ îðòîíîðìîâàíèì.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè i

T =


τ11 τ12 . . . τ1n
τ21 τ22 . . . τ2n
...

...
. . .

...
τn1 τn2 . . . τnn


¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ.

Òîìó äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n} ñïðàâ-
äæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

τ1iτ1j + τ2iτ2j + · · ·+ τniτnj = δij .

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Òåîðåìà 5

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n; ñèñòåìè
âåêòîðiâ a1, a2, . . . , an òà b1, b2, . . . , bn ¹ äåÿêèìè áàçèñàìè åâêëiäîâîãî

ïðîñòîðó L, ïðè÷îìó ïåðøèé ç íèõ ¹ îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì, à T � ìà-

òðèöÿ ïåðåõîäó âiä áàçèñó a1, a2, . . . , an äî áàçèñó b1, b2, . . . , bn. Ìàòðèöÿ

T ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè áàçèñ b1, b2, . . . , bn
åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ¹ îðòîíîðìîâàíèì.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè i

T =


τ11 τ12 . . . τ1n
τ21 τ22 . . . τ2n
...

...
. . .

...
τn1 τn2 . . . τnn


¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Òîìó äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n} ñïðàâ-
äæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

τ1iτ1j + τ2iτ2j + · · ·+ τniτnj = δij .

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Òåîðåìà 5

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n; ñèñòåìè
âåêòîðiâ a1, a2, . . . , an òà b1, b2, . . . , bn ¹ äåÿêèìè áàçèñàìè åâêëiäîâîãî

ïðîñòîðó L, ïðè÷îìó ïåðøèé ç íèõ ¹ îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì, à T � ìà-

òðèöÿ ïåðåõîäó âiä áàçèñó a1, a2, . . . , an äî áàçèñó b1, b2, . . . , bn. Ìàòðèöÿ

T ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè áàçèñ b1, b2, . . . , bn
åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ¹ îðòîíîðìîâàíèì.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè i

T =


τ11 τ12 . . . τ1n
τ21 τ22 . . . τ2n
...

...
. . .

...
τn1 τn2 . . . τnn


¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Òîìó äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n} ñïðàâ-
äæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

τ1iτ1j + τ2iτ2j + · · ·+ τniτnj = δij .

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

×åðåç òå, ùî T ¹ ìàòðèöåþ ïåðåõîäó âiä áàçèñó a1, a2, . . . , an

äî áàçèñó b1,
b2, . . . , bn ïðîñòîðó L, òî äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, 2, . . . , n} ñïðàâäæó¹òüñÿ
ðiâíiñòü

bi = τ1ia1 + τ2ia2 + · · ·+ τnian.

Íàðåøòi, îñêiëüêè áàçèñ a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ¹ îðòîíîð-
ìîâàíèì, òî

⟨bi, bj⟩ = τ1iτ1j + τ2iτ2j + · · ·+ τniτnj = δij

äëÿ äîâiëüíèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Öå îçíà÷à¹, ùî áàçèñ b1, b2, . . . , bn ¹
îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.
Äîñòàòíiñòü äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî, òiëüêè ó çâîðîòíîìó ïîðÿäêó. Òåîðåìà
äîâåäåíà.

Òåîðåìà 6 (âëàñòèâîñòi îðòîãîíàëüíèõ ìàòðèöü)

ßêùî A � îðòîãîíàëüíà ìàòðèöÿ, òî |A| = ±1.

ßêùî A � îðòîãîíàëüíà ìàòðèöÿ, òî A−1 � òàêîæ îðòîãîíàëüíà ìà-

òðèöÿ.

ßêùî A i B � îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi îäíîãî ïîðÿäêó, òî äîáóòîê AB ¹

îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

×åðåç òå, ùî T ¹ ìàòðèöåþ ïåðåõîäó âiä áàçèñó a1, a2, . . . , an äî áàçèñó b1,
b2, . . . , bn ïðîñòîðó L,

òî äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, 2, . . . , n} ñïðàâäæó¹òüñÿ
ðiâíiñòü

bi = τ1ia1 + τ2ia2 + · · ·+ τnian.

Íàðåøòi, îñêiëüêè áàçèñ a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ¹ îðòîíîð-
ìîâàíèì, òî

⟨bi, bj⟩ = τ1iτ1j + τ2iτ2j + · · ·+ τniτnj = δij

äëÿ äîâiëüíèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Öå îçíà÷à¹, ùî áàçèñ b1, b2, . . . , bn ¹
îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.
Äîñòàòíiñòü äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî, òiëüêè ó çâîðîòíîìó ïîðÿäêó. Òåîðåìà
äîâåäåíà.

Òåîðåìà 6 (âëàñòèâîñòi îðòîãîíàëüíèõ ìàòðèöü)

ßêùî A � îðòîãîíàëüíà ìàòðèöÿ, òî |A| = ±1.

ßêùî A � îðòîãîíàëüíà ìàòðèöÿ, òî A−1 � òàêîæ îðòîãîíàëüíà ìà-

òðèöÿ.

ßêùî A i B � îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi îäíîãî ïîðÿäêó, òî äîáóòîê AB ¹

îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

×åðåç òå, ùî T ¹ ìàòðèöåþ ïåðåõîäó âiä áàçèñó a1, a2, . . . , an äî áàçèñó b1,
b2, . . . , bn ïðîñòîðó L, òî äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, 2, . . . , n}

ñïðàâäæó¹òüñÿ
ðiâíiñòü

bi = τ1ia1 + τ2ia2 + · · ·+ τnian.

Íàðåøòi, îñêiëüêè áàçèñ a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ¹ îðòîíîð-
ìîâàíèì, òî

⟨bi, bj⟩ = τ1iτ1j + τ2iτ2j + · · ·+ τniτnj = δij

äëÿ äîâiëüíèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Öå îçíà÷à¹, ùî áàçèñ b1, b2, . . . , bn ¹
îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.
Äîñòàòíiñòü äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî, òiëüêè ó çâîðîòíîìó ïîðÿäêó. Òåîðåìà
äîâåäåíà.

Òåîðåìà 6 (âëàñòèâîñòi îðòîãîíàëüíèõ ìàòðèöü)

ßêùî A � îðòîãîíàëüíà ìàòðèöÿ, òî |A| = ±1.

ßêùî A � îðòîãîíàëüíà ìàòðèöÿ, òî A−1 � òàêîæ îðòîãîíàëüíà ìà-

òðèöÿ.

ßêùî A i B � îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi îäíîãî ïîðÿäêó, òî äîáóòîê AB ¹

îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

×åðåç òå, ùî T ¹ ìàòðèöåþ ïåðåõîäó âiä áàçèñó a1, a2, . . . , an äî áàçèñó b1,
b2, . . . , bn ïðîñòîðó L, òî äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, 2, . . . , n} ñïðàâäæó¹òüñÿ
ðiâíiñòü

bi = τ1ia1 + τ2ia2 + · · ·+ τnian.

Íàðåøòi, îñêiëüêè áàçèñ a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ¹ îðòîíîð-
ìîâàíèì, òî

⟨bi, bj⟩ = τ1iτ1j + τ2iτ2j + · · ·+ τniτnj = δij

äëÿ äîâiëüíèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Öå îçíà÷à¹, ùî áàçèñ b1, b2, . . . , bn ¹
îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.
Äîñòàòíiñòü äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî, òiëüêè ó çâîðîòíîìó ïîðÿäêó. Òåîðåìà
äîâåäåíà.

Òåîðåìà 6 (âëàñòèâîñòi îðòîãîíàëüíèõ ìàòðèöü)

ßêùî A � îðòîãîíàëüíà ìàòðèöÿ, òî |A| = ±1.

ßêùî A � îðòîãîíàëüíà ìàòðèöÿ, òî A−1 � òàêîæ îðòîãîíàëüíà ìà-

òðèöÿ.

ßêùî A i B � îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi îäíîãî ïîðÿäêó, òî äîáóòîê AB ¹

îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

×åðåç òå, ùî T ¹ ìàòðèöåþ ïåðåõîäó âiä áàçèñó a1, a2, . . . , an äî áàçèñó b1,
b2, . . . , bn ïðîñòîðó L, òî äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, 2, . . . , n} ñïðàâäæó¹òüñÿ
ðiâíiñòü

bi = τ1ia1 + τ2ia2 + · · ·+ τnian.

Íàðåøòi, îñêiëüêè áàçèñ a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ¹ îðòîíîð-
ìîâàíèì,

òî

⟨bi, bj⟩ = τ1iτ1j + τ2iτ2j + · · ·+ τniτnj = δij

äëÿ äîâiëüíèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Öå îçíà÷à¹, ùî áàçèñ b1, b2, . . . , bn ¹
îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.
Äîñòàòíiñòü äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî, òiëüêè ó çâîðîòíîìó ïîðÿäêó. Òåîðåìà
äîâåäåíà.

Òåîðåìà 6 (âëàñòèâîñòi îðòîãîíàëüíèõ ìàòðèöü)

ßêùî A � îðòîãîíàëüíà ìàòðèöÿ, òî |A| = ±1.

ßêùî A � îðòîãîíàëüíà ìàòðèöÿ, òî A−1 � òàêîæ îðòîãîíàëüíà ìà-

òðèöÿ.

ßêùî A i B � îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi îäíîãî ïîðÿäêó, òî äîáóòîê AB ¹

îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

×åðåç òå, ùî T ¹ ìàòðèöåþ ïåðåõîäó âiä áàçèñó a1, a2, . . . , an äî áàçèñó b1,
b2, . . . , bn ïðîñòîðó L, òî äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, 2, . . . , n} ñïðàâäæó¹òüñÿ
ðiâíiñòü

bi = τ1ia1 + τ2ia2 + · · ·+ τnian.

Íàðåøòi, îñêiëüêè áàçèñ a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ¹ îðòîíîð-
ìîâàíèì, òî

⟨bi, bj⟩ =

τ1iτ1j + τ2iτ2j + · · ·+ τniτnj = δij

äëÿ äîâiëüíèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Öå îçíà÷à¹, ùî áàçèñ b1, b2, . . . , bn ¹
îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.
Äîñòàòíiñòü äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî, òiëüêè ó çâîðîòíîìó ïîðÿäêó. Òåîðåìà
äîâåäåíà.

Òåîðåìà 6 (âëàñòèâîñòi îðòîãîíàëüíèõ ìàòðèöü)

ßêùî A � îðòîãîíàëüíà ìàòðèöÿ, òî |A| = ±1.

ßêùî A � îðòîãîíàëüíà ìàòðèöÿ, òî A−1 � òàêîæ îðòîãîíàëüíà ìà-

òðèöÿ.

ßêùî A i B � îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi îäíîãî ïîðÿäêó, òî äîáóòîê AB ¹

îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

×åðåç òå, ùî T ¹ ìàòðèöåþ ïåðåõîäó âiä áàçèñó a1, a2, . . . , an äî áàçèñó b1,
b2, . . . , bn ïðîñòîðó L, òî äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, 2, . . . , n} ñïðàâäæó¹òüñÿ
ðiâíiñòü

bi = τ1ia1 + τ2ia2 + · · ·+ τnian.

Íàðåøòi, îñêiëüêè áàçèñ a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ¹ îðòîíîð-
ìîâàíèì, òî

⟨bi, bj⟩ = τ1iτ1j + τ2iτ2j + · · ·+ τniτnj

= δij

äëÿ äîâiëüíèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Öå îçíà÷à¹, ùî áàçèñ b1, b2, . . . , bn ¹
îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.
Äîñòàòíiñòü äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî, òiëüêè ó çâîðîòíîìó ïîðÿäêó. Òåîðåìà
äîâåäåíà.

Òåîðåìà 6 (âëàñòèâîñòi îðòîãîíàëüíèõ ìàòðèöü)

ßêùî A � îðòîãîíàëüíà ìàòðèöÿ, òî |A| = ±1.

ßêùî A � îðòîãîíàëüíà ìàòðèöÿ, òî A−1 � òàêîæ îðòîãîíàëüíà ìà-

òðèöÿ.

ßêùî A i B � îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi îäíîãî ïîðÿäêó, òî äîáóòîê AB ¹

îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

×åðåç òå, ùî T ¹ ìàòðèöåþ ïåðåõîäó âiä áàçèñó a1, a2, . . . , an äî áàçèñó b1,
b2, . . . , bn ïðîñòîðó L, òî äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, 2, . . . , n} ñïðàâäæó¹òüñÿ
ðiâíiñòü

bi = τ1ia1 + τ2ia2 + · · ·+ τnian.

Íàðåøòi, îñêiëüêè áàçèñ a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ¹ îðòîíîð-
ìîâàíèì, òî

⟨bi, bj⟩ = τ1iτ1j + τ2iτ2j + · · ·+ τniτnj = δij

äëÿ äîâiëüíèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Öå îçíà÷à¹, ùî áàçèñ b1, b2, . . . , bn ¹
îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.
Äîñòàòíiñòü äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî, òiëüêè ó çâîðîòíîìó ïîðÿäêó. Òåîðåìà
äîâåäåíà.

Òåîðåìà 6 (âëàñòèâîñòi îðòîãîíàëüíèõ ìàòðèöü)

ßêùî A � îðòîãîíàëüíà ìàòðèöÿ, òî |A| = ±1.

ßêùî A � îðòîãîíàëüíà ìàòðèöÿ, òî A−1 � òàêîæ îðòîãîíàëüíà ìà-

òðèöÿ.

ßêùî A i B � îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi îäíîãî ïîðÿäêó, òî äîáóòîê AB ¹

îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

×åðåç òå, ùî T ¹ ìàòðèöåþ ïåðåõîäó âiä áàçèñó a1, a2, . . . , an äî áàçèñó b1,
b2, . . . , bn ïðîñòîðó L, òî äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, 2, . . . , n} ñïðàâäæó¹òüñÿ
ðiâíiñòü

bi = τ1ia1 + τ2ia2 + · · ·+ τnian.

Íàðåøòi, îñêiëüêè áàçèñ a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ¹ îðòîíîð-
ìîâàíèì, òî

⟨bi, bj⟩ = τ1iτ1j + τ2iτ2j + · · ·+ τniτnj = δij

äëÿ äîâiëüíèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Öå îçíà÷à¹, ùî áàçèñ b1, b2, . . . , bn ¹
îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.
Äîñòàòíiñòü äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî, òiëüêè ó çâîðîòíîìó ïîðÿäêó. Òåîðåìà
äîâåäåíà.

Òåîðåìà 6 (âëàñòèâîñòi îðòîãîíàëüíèõ ìàòðèöü)

ßêùî A � îðòîãîíàëüíà ìàòðèöÿ, òî |A| = ±1.

ßêùî A � îðòîãîíàëüíà ìàòðèöÿ, òî A−1 � òàêîæ îðòîãîíàëüíà ìà-

òðèöÿ.

ßêùî A i B � îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi îäíîãî ïîðÿäêó, òî äîáóòîê AB ¹

îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

×åðåç òå, ùî T ¹ ìàòðèöåþ ïåðåõîäó âiä áàçèñó a1, a2, . . . , an äî áàçèñó b1,
b2, . . . , bn ïðîñòîðó L, òî äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, 2, . . . , n} ñïðàâäæó¹òüñÿ
ðiâíiñòü

bi = τ1ia1 + τ2ia2 + · · ·+ τnian.

Íàðåøòi, îñêiëüêè áàçèñ a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ¹ îðòîíîð-
ìîâàíèì, òî

⟨bi, bj⟩ = τ1iτ1j + τ2iτ2j + · · ·+ τniτnj = δij

äëÿ äîâiëüíèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Öå îçíà÷à¹, ùî áàçèñ b1, b2, . . . , bn ¹
îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L.

Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.
Äîñòàòíiñòü äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî, òiëüêè ó çâîðîòíîìó ïîðÿäêó. Òåîðåìà
äîâåäåíà.

Òåîðåìà 6 (âëàñòèâîñòi îðòîãîíàëüíèõ ìàòðèöü)

ßêùî A � îðòîãîíàëüíà ìàòðèöÿ, òî |A| = ±1.

ßêùî A � îðòîãîíàëüíà ìàòðèöÿ, òî A−1 � òàêîæ îðòîãîíàëüíà ìà-

òðèöÿ.

ßêùî A i B � îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi îäíîãî ïîðÿäêó, òî äîáóòîê AB ¹

îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

×åðåç òå, ùî T ¹ ìàòðèöåþ ïåðåõîäó âiä áàçèñó a1, a2, . . . , an äî áàçèñó b1,
b2, . . . , bn ïðîñòîðó L, òî äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, 2, . . . , n} ñïðàâäæó¹òüñÿ
ðiâíiñòü

bi = τ1ia1 + τ2ia2 + · · ·+ τnian.

Íàðåøòi, îñêiëüêè áàçèñ a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ¹ îðòîíîð-
ìîâàíèì, òî

⟨bi, bj⟩ = τ1iτ1j + τ2iτ2j + · · ·+ τniτnj = δij

äëÿ äîâiëüíèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Öå îçíà÷à¹, ùî áàçèñ b1, b2, . . . , bn ¹
îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.

Äîñòàòíiñòü äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî, òiëüêè ó çâîðîòíîìó ïîðÿäêó. Òåîðåìà
äîâåäåíà.

Òåîðåìà 6 (âëàñòèâîñòi îðòîãîíàëüíèõ ìàòðèöü)

ßêùî A � îðòîãîíàëüíà ìàòðèöÿ, òî |A| = ±1.

ßêùî A � îðòîãîíàëüíà ìàòðèöÿ, òî A−1 � òàêîæ îðòîãîíàëüíà ìà-

òðèöÿ.

ßêùî A i B � îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi îäíîãî ïîðÿäêó, òî äîáóòîê AB ¹

îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

×åðåç òå, ùî T ¹ ìàòðèöåþ ïåðåõîäó âiä áàçèñó a1, a2, . . . , an äî áàçèñó b1,
b2, . . . , bn ïðîñòîðó L, òî äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, 2, . . . , n} ñïðàâäæó¹òüñÿ
ðiâíiñòü

bi = τ1ia1 + τ2ia2 + · · ·+ τnian.

Íàðåøòi, îñêiëüêè áàçèñ a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ¹ îðòîíîð-
ìîâàíèì, òî

⟨bi, bj⟩ = τ1iτ1j + τ2iτ2j + · · ·+ τniτnj = δij

äëÿ äîâiëüíèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Öå îçíà÷à¹, ùî áàçèñ b1, b2, . . . , bn ¹
îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.
Äîñòàòíiñòü äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî, òiëüêè ó çâîðîòíîìó ïîðÿäêó.

Òåîðåìà
äîâåäåíà.

Òåîðåìà 6 (âëàñòèâîñòi îðòîãîíàëüíèõ ìàòðèöü)

ßêùî A � îðòîãîíàëüíà ìàòðèöÿ, òî |A| = ±1.

ßêùî A � îðòîãîíàëüíà ìàòðèöÿ, òî A−1 � òàêîæ îðòîãîíàëüíà ìà-

òðèöÿ.

ßêùî A i B � îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi îäíîãî ïîðÿäêó, òî äîáóòîê AB ¹

îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

×åðåç òå, ùî T ¹ ìàòðèöåþ ïåðåõîäó âiä áàçèñó a1, a2, . . . , an äî áàçèñó b1,
b2, . . . , bn ïðîñòîðó L, òî äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, 2, . . . , n} ñïðàâäæó¹òüñÿ
ðiâíiñòü

bi = τ1ia1 + τ2ia2 + · · ·+ τnian.

Íàðåøòi, îñêiëüêè áàçèñ a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ¹ îðòîíîð-
ìîâàíèì, òî

⟨bi, bj⟩ = τ1iτ1j + τ2iτ2j + · · ·+ τniτnj = δij

äëÿ äîâiëüíèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Öå îçíà÷à¹, ùî áàçèñ b1, b2, . . . , bn ¹
îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.
Äîñòàòíiñòü äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî, òiëüêè ó çâîðîòíîìó ïîðÿäêó. Òåîðåìà
äîâåäåíà.

Òåîðåìà 6 (âëàñòèâîñòi îðòîãîíàëüíèõ ìàòðèöü)

ßêùî A � îðòîãîíàëüíà ìàòðèöÿ, òî |A| = ±1.
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Äîâåäåííÿ.
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b2, . . . , bn ïðîñòîðó L, òî äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, 2, . . . , n} ñïðàâäæó¹òüñÿ
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Äîâåäåííÿ.

ßêùî A � îðòîãîíàëüíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n,

òî A · AT = E, äå E �
îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n. Ç îäíîãî áîêó

|A ·AT | = |E| = 1,

à ç iíøîãî
|A ·AT | = |A| · |AT | = |A|2.

Òîìó |A|2 = 1. Çâiäñè |A| = ±1.

Çíîâó æ òàêè, ÿêùî A � îðòîãîíàëüíà ìàòðèöÿ, òî AT = A−1. Òîìó(
A−1)−1

= A =
(
AT
)T

=
(
A−1)T .

Çà îçíàêîþ îðòîãîíàëüíî¨ ìàòðèöi ìàòðèöÿ A−1 ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìà-
òðèöåþ.
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(AB)−1 = B−1A−1 = BTAT = (AB)T .
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¹ ãðóïîþ âiäíîñíî

îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ ìàòðèöü.

Îçíà÷åííÿ 2

Ãðóïà O(n) íàçèâà¹òüñÿ îðòîãîíàëüíîþ ãðóïîþ ñòåïåíÿ n.

Îçíà÷åííÿ 3
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⟨φ(x), φ(x)⟩ = ⟨x, x⟩
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Äîâåäåííÿ.
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òîðîì öüîãî ïðîñòîðó. Òîäi äëÿ äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ x i y iç L ñïðàâäæó-
¹òüñÿ ðiâíiñòü
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= ⟨x, x⟩+ 2⟨x, y⟩+ ⟨y, y⟩. (2)

Ç iíøîãî áîêó îñêiëüêè φ ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì, òî
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= ⟨x, x⟩+ 2⟨φ(x), φ(y)⟩+ ⟨y, y⟩. (3)

Iç ðiâíîñòi ëiâèõ ÷àñòèí ðiâíîñòåé (2) i (3) ñëiäó¹ ðiâíiñòü ïðàâèõ ¨õ ÷àñòèí
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Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.
Äîâåäåííÿ æ äîñòàòíîñòi ¹ î÷åâèäíèì, áî ó ðiâíîñòi (4) ó ÿêîñòi y ìîæíà
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Ïðèêëàäè îðòîãîíàëüíèõ îïåðàòîðiâ.

Íåõàé γ � äåÿêå äiéñíå ÷èñëî.

Ëiíiéíèé îïåðàòîð ργ äâîâèìiðíîãî åâêëiäî-
âîãî ïðîñòîðó R2 òàêèé, ùî

ργ
(
(x1, x2)

)
= (x1 cos γ − x2 sin γ, x1 sin γ + x2 cos γ),

äå (x1, x2) ∈ R2, ¹ îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì. Äiéñíî, äëÿ äîâiëüíîãî âå-
êòîðà x = (x1, x2) ∈ R2 ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

⟨ργ(x), ργ(x)⟩ = (x1 cos γ − x2 sin γ)
2 + (x1 sin γ + x2 cos γ)

2 =

= x2
1 cos

2 γ − 2x1x2 cos γ sin γ + x2
2 sin

2 γ+

+x2
1 sin

2 γ + 2x1x2 sin γ cos γ + x2
2 cos

2 γ = x2
1 + x2

2 = ⟨x, x⟩.

Ìàòðèöåþ îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà ργ ó êàíîíi÷íîìó áàçèñi åâêëiäîâîãî
ïðîñòîðó R2 ¹ ìàòðèöÿ

Rγ =

(
cos γ − sin γ
sin γ cos γ

)
,

ÿêà ¹, ÿê íåñêëàäíî ïåðåâiðèòè, îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Îðòîãîíàëüíèé
îïåðàòîð ργ íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîðîì ïîâîðîòó íà êóò γ.
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Ïðèêëàäè îðòîãîíàëüíèõ îïåðàòîðiâ.

Íåõàé γ � äåÿêå äiéñíå ÷èñëî. Ëiíiéíèé îïåðàòîð ργ äâîâèìiðíîãî åâêëiäî-
âîãî ïðîñòîðó R2 òàêèé, ùî

ργ
(
(x1, x2)

)
= (x1 cos γ − x2 sin γ, x1 sin γ + x2 cos γ),

äå (x1, x2) ∈ R2,

¹ îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì. Äiéñíî, äëÿ äîâiëüíîãî âå-
êòîðà x = (x1, x2) ∈ R2 ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

⟨ργ(x), ργ(x)⟩ = (x1 cos γ − x2 sin γ)
2 + (x1 sin γ + x2 cos γ)

2 =

= x2
1 cos

2 γ − 2x1x2 cos γ sin γ + x2
2 sin

2 γ+

+x2
1 sin

2 γ + 2x1x2 sin γ cos γ + x2
2 cos

2 γ = x2
1 + x2

2 = ⟨x, x⟩.

Ìàòðèöåþ îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà ργ ó êàíîíi÷íîìó áàçèñi åâêëiäîâîãî
ïðîñòîðó R2 ¹ ìàòðèöÿ

Rγ =

(
cos γ − sin γ
sin γ cos γ

)
,

ÿêà ¹, ÿê íåñêëàäíî ïåðåâiðèòè, îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Îðòîãîíàëüíèé
îïåðàòîð ργ íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîðîì ïîâîðîòó íà êóò γ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Ïðèêëàäè îðòîãîíàëüíèõ îïåðàòîðiâ.

Íåõàé γ � äåÿêå äiéñíå ÷èñëî. Ëiíiéíèé îïåðàòîð ργ äâîâèìiðíîãî åâêëiäî-
âîãî ïðîñòîðó R2 òàêèé, ùî

ργ
(
(x1, x2)

)
= (x1 cos γ − x2 sin γ, x1 sin γ + x2 cos γ),

äå (x1, x2) ∈ R2, ¹ îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì.

Äiéñíî, äëÿ äîâiëüíîãî âå-
êòîðà x = (x1, x2) ∈ R2 ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

⟨ργ(x), ργ(x)⟩ = (x1 cos γ − x2 sin γ)
2 + (x1 sin γ + x2 cos γ)

2 =

= x2
1 cos

2 γ − 2x1x2 cos γ sin γ + x2
2 sin

2 γ+

+x2
1 sin

2 γ + 2x1x2 sin γ cos γ + x2
2 cos

2 γ = x2
1 + x2

2 = ⟨x, x⟩.

Ìàòðèöåþ îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà ργ ó êàíîíi÷íîìó áàçèñi åâêëiäîâîãî
ïðîñòîðó R2 ¹ ìàòðèöÿ

Rγ =

(
cos γ − sin γ
sin γ cos γ

)
,

ÿêà ¹, ÿê íåñêëàäíî ïåðåâiðèòè, îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Îðòîãîíàëüíèé
îïåðàòîð ργ íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîðîì ïîâîðîòó íà êóò γ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Ïðèêëàäè îðòîãîíàëüíèõ îïåðàòîðiâ.

Íåõàé γ � äåÿêå äiéñíå ÷èñëî. Ëiíiéíèé îïåðàòîð ργ äâîâèìiðíîãî åâêëiäî-
âîãî ïðîñòîðó R2 òàêèé, ùî

ργ
(
(x1, x2)

)
= (x1 cos γ − x2 sin γ, x1 sin γ + x2 cos γ),

äå (x1, x2) ∈ R2, ¹ îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì. Äiéñíî, äëÿ äîâiëüíîãî âå-
êòîðà x = (x1, x2) ∈ R2

ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

⟨ργ(x), ργ(x)⟩ = (x1 cos γ − x2 sin γ)
2 + (x1 sin γ + x2 cos γ)

2 =

= x2
1 cos

2 γ − 2x1x2 cos γ sin γ + x2
2 sin

2 γ+

+x2
1 sin

2 γ + 2x1x2 sin γ cos γ + x2
2 cos

2 γ = x2
1 + x2

2 = ⟨x, x⟩.

Ìàòðèöåþ îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà ργ ó êàíîíi÷íîìó áàçèñi åâêëiäîâîãî
ïðîñòîðó R2 ¹ ìàòðèöÿ

Rγ =

(
cos γ − sin γ
sin γ cos γ

)
,

ÿêà ¹, ÿê íåñêëàäíî ïåðåâiðèòè, îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Îðòîãîíàëüíèé
îïåðàòîð ργ íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîðîì ïîâîðîòó íà êóò γ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Ïðèêëàäè îðòîãîíàëüíèõ îïåðàòîðiâ.

Íåõàé γ � äåÿêå äiéñíå ÷èñëî. Ëiíiéíèé îïåðàòîð ργ äâîâèìiðíîãî åâêëiäî-
âîãî ïðîñòîðó R2 òàêèé, ùî

ργ
(
(x1, x2)

)
= (x1 cos γ − x2 sin γ, x1 sin γ + x2 cos γ),

äå (x1, x2) ∈ R2, ¹ îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì. Äiéñíî, äëÿ äîâiëüíîãî âå-
êòîðà x = (x1, x2) ∈ R2 ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

⟨ργ(x), ργ(x)⟩ = (x1 cos γ − x2 sin γ)
2 + (x1 sin γ + x2 cos γ)

2 =

= x2
1 cos

2 γ − 2x1x2 cos γ sin γ + x2
2 sin

2 γ+

+x2
1 sin

2 γ + 2x1x2 sin γ cos γ + x2
2 cos

2 γ = x2
1 + x2

2 = ⟨x, x⟩.

Ìàòðèöåþ îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà ργ ó êàíîíi÷íîìó áàçèñi åâêëiäîâîãî
ïðîñòîðó R2 ¹ ìàòðèöÿ

Rγ =

(
cos γ − sin γ
sin γ cos γ

)
,

ÿêà ¹, ÿê íåñêëàäíî ïåðåâiðèòè, îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Îðòîãîíàëüíèé
îïåðàòîð ργ íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîðîì ïîâîðîòó íà êóò γ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Ïðèêëàäè îðòîãîíàëüíèõ îïåðàòîðiâ.

Íåõàé γ � äåÿêå äiéñíå ÷èñëî. Ëiíiéíèé îïåðàòîð ργ äâîâèìiðíîãî åâêëiäî-
âîãî ïðîñòîðó R2 òàêèé, ùî

ργ
(
(x1, x2)

)
= (x1 cos γ − x2 sin γ, x1 sin γ + x2 cos γ),

äå (x1, x2) ∈ R2, ¹ îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì. Äiéñíî, äëÿ äîâiëüíîãî âå-
êòîðà x = (x1, x2) ∈ R2 ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

⟨ργ(x), ργ(x)⟩ =

(x1 cos γ − x2 sin γ)
2 + (x1 sin γ + x2 cos γ)

2 =

= x2
1 cos

2 γ − 2x1x2 cos γ sin γ + x2
2 sin

2 γ+

+x2
1 sin

2 γ + 2x1x2 sin γ cos γ + x2
2 cos

2 γ = x2
1 + x2

2 = ⟨x, x⟩.

Ìàòðèöåþ îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà ργ ó êàíîíi÷íîìó áàçèñi åâêëiäîâîãî
ïðîñòîðó R2 ¹ ìàòðèöÿ

Rγ =

(
cos γ − sin γ
sin γ cos γ

)
,

ÿêà ¹, ÿê íåñêëàäíî ïåðåâiðèòè, îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Îðòîãîíàëüíèé
îïåðàòîð ργ íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîðîì ïîâîðîòó íà êóò γ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Ïðèêëàäè îðòîãîíàëüíèõ îïåðàòîðiâ.

Íåõàé γ � äåÿêå äiéñíå ÷èñëî. Ëiíiéíèé îïåðàòîð ργ äâîâèìiðíîãî åâêëiäî-
âîãî ïðîñòîðó R2 òàêèé, ùî

ργ
(
(x1, x2)

)
= (x1 cos γ − x2 sin γ, x1 sin γ + x2 cos γ),

äå (x1, x2) ∈ R2, ¹ îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì. Äiéñíî, äëÿ äîâiëüíîãî âå-
êòîðà x = (x1, x2) ∈ R2 ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

⟨ργ(x), ργ(x)⟩ = (x1 cos γ − x2 sin γ)
2 + (x1 sin γ + x2 cos γ)

2

=

= x2
1 cos

2 γ − 2x1x2 cos γ sin γ + x2
2 sin

2 γ+

+x2
1 sin

2 γ + 2x1x2 sin γ cos γ + x2
2 cos

2 γ = x2
1 + x2

2 = ⟨x, x⟩.

Ìàòðèöåþ îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà ργ ó êàíîíi÷íîìó áàçèñi åâêëiäîâîãî
ïðîñòîðó R2 ¹ ìàòðèöÿ

Rγ =

(
cos γ − sin γ
sin γ cos γ

)
,

ÿêà ¹, ÿê íåñêëàäíî ïåðåâiðèòè, îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Îðòîãîíàëüíèé
îïåðàòîð ργ íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîðîì ïîâîðîòó íà êóò γ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Ïðèêëàäè îðòîãîíàëüíèõ îïåðàòîðiâ.

Íåõàé γ � äåÿêå äiéñíå ÷èñëî. Ëiíiéíèé îïåðàòîð ργ äâîâèìiðíîãî åâêëiäî-
âîãî ïðîñòîðó R2 òàêèé, ùî

ργ
(
(x1, x2)

)
= (x1 cos γ − x2 sin γ, x1 sin γ + x2 cos γ),

äå (x1, x2) ∈ R2, ¹ îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì. Äiéñíî, äëÿ äîâiëüíîãî âå-
êòîðà x = (x1, x2) ∈ R2 ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

⟨ργ(x), ργ(x)⟩ = (x1 cos γ − x2 sin γ)
2 + (x1 sin γ + x2 cos γ)

2 =

= x2
1 cos

2 γ − 2x1x2 cos γ sin γ + x2
2 sin

2 γ+

+x2
1 sin

2 γ + 2x1x2 sin γ cos γ + x2
2 cos

2 γ = x2
1 + x2

2 = ⟨x, x⟩.

Ìàòðèöåþ îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà ργ ó êàíîíi÷íîìó áàçèñi åâêëiäîâîãî
ïðîñòîðó R2 ¹ ìàòðèöÿ

Rγ =

(
cos γ − sin γ
sin γ cos γ

)
,

ÿêà ¹, ÿê íåñêëàäíî ïåðåâiðèòè, îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Îðòîãîíàëüíèé
îïåðàòîð ργ íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîðîì ïîâîðîòó íà êóò γ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Ïðèêëàäè îðòîãîíàëüíèõ îïåðàòîðiâ.

Íåõàé γ � äåÿêå äiéñíå ÷èñëî. Ëiíiéíèé îïåðàòîð ργ äâîâèìiðíîãî åâêëiäî-
âîãî ïðîñòîðó R2 òàêèé, ùî

ργ
(
(x1, x2)

)
= (x1 cos γ − x2 sin γ, x1 sin γ + x2 cos γ),

äå (x1, x2) ∈ R2, ¹ îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì. Äiéñíî, äëÿ äîâiëüíîãî âå-
êòîðà x = (x1, x2) ∈ R2 ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

⟨ργ(x), ργ(x)⟩ = (x1 cos γ − x2 sin γ)
2 + (x1 sin γ + x2 cos γ)

2 =

= x2
1 cos

2 γ − 2x1x2 cos γ sin γ + x2
2 sin

2 γ+

+x2
1 sin

2 γ + 2x1x2 sin γ cos γ + x2
2 cos

2 γ

= x2
1 + x2

2 = ⟨x, x⟩.

Ìàòðèöåþ îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà ργ ó êàíîíi÷íîìó áàçèñi åâêëiäîâîãî
ïðîñòîðó R2 ¹ ìàòðèöÿ

Rγ =

(
cos γ − sin γ
sin γ cos γ

)
,

ÿêà ¹, ÿê íåñêëàäíî ïåðåâiðèòè, îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Îðòîãîíàëüíèé
îïåðàòîð ργ íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîðîì ïîâîðîòó íà êóò γ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Ïðèêëàäè îðòîãîíàëüíèõ îïåðàòîðiâ.

Íåõàé γ � äåÿêå äiéñíå ÷èñëî. Ëiíiéíèé îïåðàòîð ργ äâîâèìiðíîãî åâêëiäî-
âîãî ïðîñòîðó R2 òàêèé, ùî

ργ
(
(x1, x2)

)
= (x1 cos γ − x2 sin γ, x1 sin γ + x2 cos γ),

äå (x1, x2) ∈ R2, ¹ îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì. Äiéñíî, äëÿ äîâiëüíîãî âå-
êòîðà x = (x1, x2) ∈ R2 ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

⟨ργ(x), ργ(x)⟩ = (x1 cos γ − x2 sin γ)
2 + (x1 sin γ + x2 cos γ)

2 =

= x2
1 cos

2 γ − 2x1x2 cos γ sin γ + x2
2 sin

2 γ+

+x2
1 sin

2 γ + 2x1x2 sin γ cos γ + x2
2 cos

2 γ = x2
1 + x2

2

= ⟨x, x⟩.

Ìàòðèöåþ îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà ργ ó êàíîíi÷íîìó áàçèñi åâêëiäîâîãî
ïðîñòîðó R2 ¹ ìàòðèöÿ

Rγ =

(
cos γ − sin γ
sin γ cos γ

)
,

ÿêà ¹, ÿê íåñêëàäíî ïåðåâiðèòè, îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Îðòîãîíàëüíèé
îïåðàòîð ργ íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîðîì ïîâîðîòó íà êóò γ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Ïðèêëàäè îðòîãîíàëüíèõ îïåðàòîðiâ.

Íåõàé γ � äåÿêå äiéñíå ÷èñëî. Ëiíiéíèé îïåðàòîð ργ äâîâèìiðíîãî åâêëiäî-
âîãî ïðîñòîðó R2 òàêèé, ùî

ργ
(
(x1, x2)

)
= (x1 cos γ − x2 sin γ, x1 sin γ + x2 cos γ),

äå (x1, x2) ∈ R2, ¹ îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì. Äiéñíî, äëÿ äîâiëüíîãî âå-
êòîðà x = (x1, x2) ∈ R2 ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

⟨ργ(x), ργ(x)⟩ = (x1 cos γ − x2 sin γ)
2 + (x1 sin γ + x2 cos γ)

2 =

= x2
1 cos

2 γ − 2x1x2 cos γ sin γ + x2
2 sin

2 γ+

+x2
1 sin

2 γ + 2x1x2 sin γ cos γ + x2
2 cos

2 γ = x2
1 + x2

2 = ⟨x, x⟩.

Ìàòðèöåþ îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà ργ ó êàíîíi÷íîìó áàçèñi åâêëiäîâîãî
ïðîñòîðó R2 ¹ ìàòðèöÿ

Rγ =

(
cos γ − sin γ
sin γ cos γ

)
,

ÿêà ¹, ÿê íåñêëàäíî ïåðåâiðèòè, îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Îðòîãîíàëüíèé
îïåðàòîð ργ íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîðîì ïîâîðîòó íà êóò γ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Ïðèêëàäè îðòîãîíàëüíèõ îïåðàòîðiâ.

Íåõàé γ � äåÿêå äiéñíå ÷èñëî. Ëiíiéíèé îïåðàòîð ργ äâîâèìiðíîãî åâêëiäî-
âîãî ïðîñòîðó R2 òàêèé, ùî

ργ
(
(x1, x2)

)
= (x1 cos γ − x2 sin γ, x1 sin γ + x2 cos γ),

äå (x1, x2) ∈ R2, ¹ îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì. Äiéñíî, äëÿ äîâiëüíîãî âå-
êòîðà x = (x1, x2) ∈ R2 ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

⟨ργ(x), ργ(x)⟩ = (x1 cos γ − x2 sin γ)
2 + (x1 sin γ + x2 cos γ)

2 =

= x2
1 cos

2 γ − 2x1x2 cos γ sin γ + x2
2 sin

2 γ+

+x2
1 sin

2 γ + 2x1x2 sin γ cos γ + x2
2 cos

2 γ = x2
1 + x2

2 = ⟨x, x⟩.

Ìàòðèöåþ îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà ργ

ó êàíîíi÷íîìó áàçèñi åâêëiäîâîãî
ïðîñòîðó R2 ¹ ìàòðèöÿ

Rγ =

(
cos γ − sin γ
sin γ cos γ

)
,

ÿêà ¹, ÿê íåñêëàäíî ïåðåâiðèòè, îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Îðòîãîíàëüíèé
îïåðàòîð ργ íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîðîì ïîâîðîòó íà êóò γ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Ïðèêëàäè îðòîãîíàëüíèõ îïåðàòîðiâ.

Íåõàé γ � äåÿêå äiéñíå ÷èñëî. Ëiíiéíèé îïåðàòîð ργ äâîâèìiðíîãî åâêëiäî-
âîãî ïðîñòîðó R2 òàêèé, ùî

ργ
(
(x1, x2)

)
= (x1 cos γ − x2 sin γ, x1 sin γ + x2 cos γ),

äå (x1, x2) ∈ R2, ¹ îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì. Äiéñíî, äëÿ äîâiëüíîãî âå-
êòîðà x = (x1, x2) ∈ R2 ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

⟨ργ(x), ργ(x)⟩ = (x1 cos γ − x2 sin γ)
2 + (x1 sin γ + x2 cos γ)

2 =

= x2
1 cos

2 γ − 2x1x2 cos γ sin γ + x2
2 sin

2 γ+

+x2
1 sin

2 γ + 2x1x2 sin γ cos γ + x2
2 cos

2 γ = x2
1 + x2

2 = ⟨x, x⟩.

Ìàòðèöåþ îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà ργ ó êàíîíi÷íîìó áàçèñi åâêëiäîâîãî
ïðîñòîðó R2

¹ ìàòðèöÿ

Rγ =

(
cos γ − sin γ
sin γ cos γ

)
,

ÿêà ¹, ÿê íåñêëàäíî ïåðåâiðèòè, îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Îðòîãîíàëüíèé
îïåðàòîð ργ íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîðîì ïîâîðîòó íà êóò γ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Ïðèêëàäè îðòîãîíàëüíèõ îïåðàòîðiâ.

Íåõàé γ � äåÿêå äiéñíå ÷èñëî. Ëiíiéíèé îïåðàòîð ργ äâîâèìiðíîãî åâêëiäî-
âîãî ïðîñòîðó R2 òàêèé, ùî

ργ
(
(x1, x2)

)
= (x1 cos γ − x2 sin γ, x1 sin γ + x2 cos γ),

äå (x1, x2) ∈ R2, ¹ îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì. Äiéñíî, äëÿ äîâiëüíîãî âå-
êòîðà x = (x1, x2) ∈ R2 ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

⟨ργ(x), ργ(x)⟩ = (x1 cos γ − x2 sin γ)
2 + (x1 sin γ + x2 cos γ)

2 =

= x2
1 cos

2 γ − 2x1x2 cos γ sin γ + x2
2 sin

2 γ+

+x2
1 sin

2 γ + 2x1x2 sin γ cos γ + x2
2 cos

2 γ = x2
1 + x2

2 = ⟨x, x⟩.

Ìàòðèöåþ îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà ργ ó êàíîíi÷íîìó áàçèñi åâêëiäîâîãî
ïðîñòîðó R2 ¹ ìàòðèöÿ

Rγ =

(
cos γ − sin γ
sin γ cos γ

)
,

ÿêà ¹, ÿê íåñêëàäíî ïåðåâiðèòè, îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Îðòîãîíàëüíèé
îïåðàòîð ργ íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîðîì ïîâîðîòó íà êóò γ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Ïðèêëàäè îðòîãîíàëüíèõ îïåðàòîðiâ.

Íåõàé γ � äåÿêå äiéñíå ÷èñëî. Ëiíiéíèé îïåðàòîð ργ äâîâèìiðíîãî åâêëiäî-
âîãî ïðîñòîðó R2 òàêèé, ùî

ργ
(
(x1, x2)

)
= (x1 cos γ − x2 sin γ, x1 sin γ + x2 cos γ),

äå (x1, x2) ∈ R2, ¹ îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì. Äiéñíî, äëÿ äîâiëüíîãî âå-
êòîðà x = (x1, x2) ∈ R2 ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

⟨ργ(x), ργ(x)⟩ = (x1 cos γ − x2 sin γ)
2 + (x1 sin γ + x2 cos γ)

2 =

= x2
1 cos

2 γ − 2x1x2 cos γ sin γ + x2
2 sin

2 γ+

+x2
1 sin

2 γ + 2x1x2 sin γ cos γ + x2
2 cos

2 γ = x2
1 + x2

2 = ⟨x, x⟩.

Ìàòðèöåþ îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà ργ ó êàíîíi÷íîìó áàçèñi åâêëiäîâîãî
ïðîñòîðó R2 ¹ ìàòðèöÿ

Rγ =

(
cos γ − sin γ
sin γ cos γ

)
,

ÿêà ¹, ÿê íåñêëàäíî ïåðåâiðèòè, îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ.

Îðòîãîíàëüíèé
îïåðàòîð ργ íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîðîì ïîâîðîòó íà êóò γ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Ïðèêëàäè îðòîãîíàëüíèõ îïåðàòîðiâ.

Íåõàé γ � äåÿêå äiéñíå ÷èñëî. Ëiíiéíèé îïåðàòîð ργ äâîâèìiðíîãî åâêëiäî-
âîãî ïðîñòîðó R2 òàêèé, ùî

ργ
(
(x1, x2)

)
= (x1 cos γ − x2 sin γ, x1 sin γ + x2 cos γ),

äå (x1, x2) ∈ R2, ¹ îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì. Äiéñíî, äëÿ äîâiëüíîãî âå-
êòîðà x = (x1, x2) ∈ R2 ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

⟨ργ(x), ργ(x)⟩ = (x1 cos γ − x2 sin γ)
2 + (x1 sin γ + x2 cos γ)

2 =

= x2
1 cos

2 γ − 2x1x2 cos γ sin γ + x2
2 sin

2 γ+

+x2
1 sin

2 γ + 2x1x2 sin γ cos γ + x2
2 cos

2 γ = x2
1 + x2

2 = ⟨x, x⟩.

Ìàòðèöåþ îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà ργ ó êàíîíi÷íîìó áàçèñi åâêëiäîâîãî
ïðîñòîðó R2 ¹ ìàòðèöÿ

Rγ =

(
cos γ − sin γ
sin γ cos γ

)
,

ÿêà ¹, ÿê íåñêëàäíî ïåðåâiðèòè, îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Îðòîãîíàëüíèé
îïåðàòîð ργ

íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîðîì ïîâîðîòó íà êóò γ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Ïðèêëàäè îðòîãîíàëüíèõ îïåðàòîðiâ.

Íåõàé γ � äåÿêå äiéñíå ÷èñëî. Ëiíiéíèé îïåðàòîð ργ äâîâèìiðíîãî åâêëiäî-
âîãî ïðîñòîðó R2 òàêèé, ùî

ργ
(
(x1, x2)

)
= (x1 cos γ − x2 sin γ, x1 sin γ + x2 cos γ),

äå (x1, x2) ∈ R2, ¹ îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì. Äiéñíî, äëÿ äîâiëüíîãî âå-
êòîðà x = (x1, x2) ∈ R2 ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

⟨ργ(x), ργ(x)⟩ = (x1 cos γ − x2 sin γ)
2 + (x1 sin γ + x2 cos γ)

2 =

= x2
1 cos

2 γ − 2x1x2 cos γ sin γ + x2
2 sin

2 γ+

+x2
1 sin

2 γ + 2x1x2 sin γ cos γ + x2
2 cos

2 γ = x2
1 + x2

2 = ⟨x, x⟩.

Ìàòðèöåþ îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà ργ ó êàíîíi÷íîìó áàçèñi åâêëiäîâîãî
ïðîñòîðó R2 ¹ ìàòðèöÿ

Rγ =

(
cos γ − sin γ
sin γ cos γ

)
,

ÿêà ¹, ÿê íåñêëàäíî ïåðåâiðèòè, îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Îðòîãîíàëüíèé
îïåðàòîð ργ íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîðîì ïîâîðîòó íà êóò γ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè.

Íåõàé L � íåíóëüîâèé åâêëiäîâèé ïðîñòið i a � íåíóëüîâèé âåêòîð åâêëi-
äîâîãî ïðîñòîðó L. Äîâåñòè îðòîãîíàëüíiñòü îïåðàòîðà πa åâêëiäîâîãî ïðî-
ñòîðó L òàêîãî, ùî

πa(x) = x− 2 ⟨x,a⟩
⟨a,a⟩a,

äå x ∈ L. Îðòîãîíàëüíèé îïåðàòîð πa íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîðîì âiäáèòòÿ
âiäíîñíî ãiïåðïëîùèíè {a}⊥, îðòîãîíàëüíî¨ âåêòîðó a.
Ó âèïàäêó, êîëè L = R2 çíàéòè ìàòðèöþ îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà πa, äå
a = (cos γ, sin γ), γ ∈ R, ó êàíîíi÷íîìó áàçèñi åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó R2.

Òåîðåìà 8

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið i φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð

åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. ßêùî φ ¹ îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì åâêëiäîâîãî

ïðîñòîðó L, òî ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ó áóäü-ÿêîìó îðòîíîðìî-

âàíîìó áàçèñi öüîãî ïðîñòîðó ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Íàâïàêè, ÿêùî

ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ó äåÿêîìó îðòîíîð-

ìîâàíîìó áàçèñi ïðîñòîðó L ¹ îðòîãîíàëüíîþ, òî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ¹

îðòîãîíàëüíèì.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè.

Íåõàé L � íåíóëüîâèé åâêëiäîâèé ïðîñòið

i a � íåíóëüîâèé âåêòîð åâêëi-
äîâîãî ïðîñòîðó L. Äîâåñòè îðòîãîíàëüíiñòü îïåðàòîðà πa åâêëiäîâîãî ïðî-
ñòîðó L òàêîãî, ùî

πa(x) = x− 2 ⟨x,a⟩
⟨a,a⟩a,

äå x ∈ L. Îðòîãîíàëüíèé îïåðàòîð πa íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîðîì âiäáèòòÿ
âiäíîñíî ãiïåðïëîùèíè {a}⊥, îðòîãîíàëüíî¨ âåêòîðó a.
Ó âèïàäêó, êîëè L = R2 çíàéòè ìàòðèöþ îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà πa, äå
a = (cos γ, sin γ), γ ∈ R, ó êàíîíi÷íîìó áàçèñi åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó R2.

Òåîðåìà 8

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið i φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð

åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. ßêùî φ ¹ îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì åâêëiäîâîãî

ïðîñòîðó L, òî ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ó áóäü-ÿêîìó îðòîíîðìî-

âàíîìó áàçèñi öüîãî ïðîñòîðó ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Íàâïàêè, ÿêùî

ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ó äåÿêîìó îðòîíîð-

ìîâàíîìó áàçèñi ïðîñòîðó L ¹ îðòîãîíàëüíîþ, òî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ¹

îðòîãîíàëüíèì.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè.

Íåõàé L � íåíóëüîâèé åâêëiäîâèé ïðîñòið i a � íåíóëüîâèé âåêòîð åâêëi-
äîâîãî ïðîñòîðó L.

Äîâåñòè îðòîãîíàëüíiñòü îïåðàòîðà πa åâêëiäîâîãî ïðî-
ñòîðó L òàêîãî, ùî

πa(x) = x− 2 ⟨x,a⟩
⟨a,a⟩a,

äå x ∈ L. Îðòîãîíàëüíèé îïåðàòîð πa íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîðîì âiäáèòòÿ
âiäíîñíî ãiïåðïëîùèíè {a}⊥, îðòîãîíàëüíî¨ âåêòîðó a.
Ó âèïàäêó, êîëè L = R2 çíàéòè ìàòðèöþ îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà πa, äå
a = (cos γ, sin γ), γ ∈ R, ó êàíîíi÷íîìó áàçèñi åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó R2.

Òåîðåìà 8

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið i φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð

åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. ßêùî φ ¹ îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì åâêëiäîâîãî

ïðîñòîðó L, òî ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ó áóäü-ÿêîìó îðòîíîðìî-

âàíîìó áàçèñi öüîãî ïðîñòîðó ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Íàâïàêè, ÿêùî

ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ó äåÿêîìó îðòîíîð-

ìîâàíîìó áàçèñi ïðîñòîðó L ¹ îðòîãîíàëüíîþ, òî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ¹

îðòîãîíàëüíèì.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè.

Íåõàé L � íåíóëüîâèé åâêëiäîâèé ïðîñòið i a � íåíóëüîâèé âåêòîð åâêëi-
äîâîãî ïðîñòîðó L. Äîâåñòè îðòîãîíàëüíiñòü îïåðàòîðà πa åâêëiäîâîãî ïðî-
ñòîðó L

òàêîãî, ùî
πa(x) = x− 2 ⟨x,a⟩

⟨a,a⟩a,

äå x ∈ L. Îðòîãîíàëüíèé îïåðàòîð πa íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîðîì âiäáèòòÿ
âiäíîñíî ãiïåðïëîùèíè {a}⊥, îðòîãîíàëüíî¨ âåêòîðó a.
Ó âèïàäêó, êîëè L = R2 çíàéòè ìàòðèöþ îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà πa, äå
a = (cos γ, sin γ), γ ∈ R, ó êàíîíi÷íîìó áàçèñi åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó R2.

Òåîðåìà 8

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið i φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð

åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. ßêùî φ ¹ îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì åâêëiäîâîãî

ïðîñòîðó L, òî ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ó áóäü-ÿêîìó îðòîíîðìî-

âàíîìó áàçèñi öüîãî ïðîñòîðó ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Íàâïàêè, ÿêùî

ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ó äåÿêîìó îðòîíîð-

ìîâàíîìó áàçèñi ïðîñòîðó L ¹ îðòîãîíàëüíîþ, òî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ¹

îðòîãîíàëüíèì.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè.

Íåõàé L � íåíóëüîâèé åâêëiäîâèé ïðîñòið i a � íåíóëüîâèé âåêòîð åâêëi-
äîâîãî ïðîñòîðó L. Äîâåñòè îðòîãîíàëüíiñòü îïåðàòîðà πa åâêëiäîâîãî ïðî-
ñòîðó L òàêîãî, ùî

πa(x) = x− 2 ⟨x,a⟩
⟨a,a⟩a,

äå x ∈ L. Îðòîãîíàëüíèé îïåðàòîð πa íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîðîì âiäáèòòÿ
âiäíîñíî ãiïåðïëîùèíè {a}⊥, îðòîãîíàëüíî¨ âåêòîðó a.
Ó âèïàäêó, êîëè L = R2 çíàéòè ìàòðèöþ îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà πa, äå
a = (cos γ, sin γ), γ ∈ R, ó êàíîíi÷íîìó áàçèñi åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó R2.

Òåîðåìà 8

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið i φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð

åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. ßêùî φ ¹ îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì åâêëiäîâîãî

ïðîñòîðó L, òî ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ó áóäü-ÿêîìó îðòîíîðìî-

âàíîìó áàçèñi öüîãî ïðîñòîðó ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Íàâïàêè, ÿêùî

ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ó äåÿêîìó îðòîíîð-

ìîâàíîìó áàçèñi ïðîñòîðó L ¹ îðòîãîíàëüíîþ, òî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ¹

îðòîãîíàëüíèì.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè.

Íåõàé L � íåíóëüîâèé åâêëiäîâèé ïðîñòið i a � íåíóëüîâèé âåêòîð åâêëi-
äîâîãî ïðîñòîðó L. Äîâåñòè îðòîãîíàëüíiñòü îïåðàòîðà πa åâêëiäîâîãî ïðî-
ñòîðó L òàêîãî, ùî

πa(x) = x− 2 ⟨x,a⟩
⟨a,a⟩a,

äå x ∈ L.

Îðòîãîíàëüíèé îïåðàòîð πa íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîðîì âiäáèòòÿ
âiäíîñíî ãiïåðïëîùèíè {a}⊥, îðòîãîíàëüíî¨ âåêòîðó a.
Ó âèïàäêó, êîëè L = R2 çíàéòè ìàòðèöþ îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà πa, äå
a = (cos γ, sin γ), γ ∈ R, ó êàíîíi÷íîìó áàçèñi åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó R2.

Òåîðåìà 8

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið i φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð

åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. ßêùî φ ¹ îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì åâêëiäîâîãî

ïðîñòîðó L, òî ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ó áóäü-ÿêîìó îðòîíîðìî-

âàíîìó áàçèñi öüîãî ïðîñòîðó ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Íàâïàêè, ÿêùî

ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ó äåÿêîìó îðòîíîð-

ìîâàíîìó áàçèñi ïðîñòîðó L ¹ îðòîãîíàëüíîþ, òî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ¹

îðòîãîíàëüíèì.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè.

Íåõàé L � íåíóëüîâèé åâêëiäîâèé ïðîñòið i a � íåíóëüîâèé âåêòîð åâêëi-
äîâîãî ïðîñòîðó L. Äîâåñòè îðòîãîíàëüíiñòü îïåðàòîðà πa åâêëiäîâîãî ïðî-
ñòîðó L òàêîãî, ùî

πa(x) = x− 2 ⟨x,a⟩
⟨a,a⟩a,

äå x ∈ L. Îðòîãîíàëüíèé îïåðàòîð πa

íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîðîì âiäáèòòÿ
âiäíîñíî ãiïåðïëîùèíè {a}⊥, îðòîãîíàëüíî¨ âåêòîðó a.
Ó âèïàäêó, êîëè L = R2 çíàéòè ìàòðèöþ îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà πa, äå
a = (cos γ, sin γ), γ ∈ R, ó êàíîíi÷íîìó áàçèñi åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó R2.

Òåîðåìà 8

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið i φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð

åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. ßêùî φ ¹ îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì åâêëiäîâîãî

ïðîñòîðó L, òî ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ó áóäü-ÿêîìó îðòîíîðìî-

âàíîìó áàçèñi öüîãî ïðîñòîðó ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Íàâïàêè, ÿêùî

ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ó äåÿêîìó îðòîíîð-

ìîâàíîìó áàçèñi ïðîñòîðó L ¹ îðòîãîíàëüíîþ, òî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ¹

îðòîãîíàëüíèì.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè.

Íåõàé L � íåíóëüîâèé åâêëiäîâèé ïðîñòið i a � íåíóëüîâèé âåêòîð åâêëi-
äîâîãî ïðîñòîðó L. Äîâåñòè îðòîãîíàëüíiñòü îïåðàòîðà πa åâêëiäîâîãî ïðî-
ñòîðó L òàêîãî, ùî

πa(x) = x− 2 ⟨x,a⟩
⟨a,a⟩a,

äå x ∈ L. Îðòîãîíàëüíèé îïåðàòîð πa íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîðîì âiäáèòòÿ
âiäíîñíî ãiïåðïëîùèíè {a}⊥, îðòîãîíàëüíî¨ âåêòîðó a.

Ó âèïàäêó, êîëè L = R2 çíàéòè ìàòðèöþ îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà πa, äå
a = (cos γ, sin γ), γ ∈ R, ó êàíîíi÷íîìó áàçèñi åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó R2.

Òåîðåìà 8

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið i φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð

åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. ßêùî φ ¹ îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì åâêëiäîâîãî

ïðîñòîðó L, òî ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ó áóäü-ÿêîìó îðòîíîðìî-

âàíîìó áàçèñi öüîãî ïðîñòîðó ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Íàâïàêè, ÿêùî

ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ó äåÿêîìó îðòîíîð-

ìîâàíîìó áàçèñi ïðîñòîðó L ¹ îðòîãîíàëüíîþ, òî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ¹

îðòîãîíàëüíèì.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè.

Íåõàé L � íåíóëüîâèé åâêëiäîâèé ïðîñòið i a � íåíóëüîâèé âåêòîð åâêëi-
äîâîãî ïðîñòîðó L. Äîâåñòè îðòîãîíàëüíiñòü îïåðàòîðà πa åâêëiäîâîãî ïðî-
ñòîðó L òàêîãî, ùî

πa(x) = x− 2 ⟨x,a⟩
⟨a,a⟩a,

äå x ∈ L. Îðòîãîíàëüíèé îïåðàòîð πa íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîðîì âiäáèòòÿ
âiäíîñíî ãiïåðïëîùèíè {a}⊥, îðòîãîíàëüíî¨ âåêòîðó a.
Ó âèïàäêó, êîëè L = R2

çíàéòè ìàòðèöþ îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà πa, äå
a = (cos γ, sin γ), γ ∈ R, ó êàíîíi÷íîìó áàçèñi åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó R2.

Òåîðåìà 8

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið i φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð

åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. ßêùî φ ¹ îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì åâêëiäîâîãî

ïðîñòîðó L, òî ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ó áóäü-ÿêîìó îðòîíîðìî-

âàíîìó áàçèñi öüîãî ïðîñòîðó ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Íàâïàêè, ÿêùî

ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ó äåÿêîìó îðòîíîð-

ìîâàíîìó áàçèñi ïðîñòîðó L ¹ îðòîãîíàëüíîþ, òî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ¹

îðòîãîíàëüíèì.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè.

Íåõàé L � íåíóëüîâèé åâêëiäîâèé ïðîñòið i a � íåíóëüîâèé âåêòîð åâêëi-
äîâîãî ïðîñòîðó L. Äîâåñòè îðòîãîíàëüíiñòü îïåðàòîðà πa åâêëiäîâîãî ïðî-
ñòîðó L òàêîãî, ùî

πa(x) = x− 2 ⟨x,a⟩
⟨a,a⟩a,

äå x ∈ L. Îðòîãîíàëüíèé îïåðàòîð πa íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîðîì âiäáèòòÿ
âiäíîñíî ãiïåðïëîùèíè {a}⊥, îðòîãîíàëüíî¨ âåêòîðó a.
Ó âèïàäêó, êîëè L = R2 çíàéòè ìàòðèöþ îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà πa, äå
a = (cos γ, sin γ), γ ∈ R,

ó êàíîíi÷íîìó áàçèñi åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó R2.

Òåîðåìà 8

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið i φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð

åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. ßêùî φ ¹ îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì åâêëiäîâîãî

ïðîñòîðó L, òî ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ó áóäü-ÿêîìó îðòîíîðìî-

âàíîìó áàçèñi öüîãî ïðîñòîðó ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Íàâïàêè, ÿêùî

ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ó äåÿêîìó îðòîíîð-

ìîâàíîìó áàçèñi ïðîñòîðó L ¹ îðòîãîíàëüíîþ, òî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ¹

îðòîãîíàëüíèì.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè.

Íåõàé L � íåíóëüîâèé åâêëiäîâèé ïðîñòið i a � íåíóëüîâèé âåêòîð åâêëi-
äîâîãî ïðîñòîðó L. Äîâåñòè îðòîãîíàëüíiñòü îïåðàòîðà πa åâêëiäîâîãî ïðî-
ñòîðó L òàêîãî, ùî

πa(x) = x− 2 ⟨x,a⟩
⟨a,a⟩a,

äå x ∈ L. Îðòîãîíàëüíèé îïåðàòîð πa íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîðîì âiäáèòòÿ
âiäíîñíî ãiïåðïëîùèíè {a}⊥, îðòîãîíàëüíî¨ âåêòîðó a.
Ó âèïàäêó, êîëè L = R2 çíàéòè ìàòðèöþ îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà πa, äå
a = (cos γ, sin γ), γ ∈ R, ó êàíîíi÷íîìó áàçèñi åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó R2.

Òåîðåìà 8

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið i φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð

åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. ßêùî φ ¹ îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì åâêëiäîâîãî

ïðîñòîðó L, òî ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ó áóäü-ÿêîìó îðòîíîðìî-

âàíîìó áàçèñi öüîãî ïðîñòîðó ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Íàâïàêè, ÿêùî

ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ó äåÿêîìó îðòîíîð-

ìîâàíîìó áàçèñi ïðîñòîðó L ¹ îðòîãîíàëüíîþ, òî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ¹

îðòîãîíàëüíèì.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè.

Íåõàé L � íåíóëüîâèé åâêëiäîâèé ïðîñòið i a � íåíóëüîâèé âåêòîð åâêëi-
äîâîãî ïðîñòîðó L. Äîâåñòè îðòîãîíàëüíiñòü îïåðàòîðà πa åâêëiäîâîãî ïðî-
ñòîðó L òàêîãî, ùî

πa(x) = x− 2 ⟨x,a⟩
⟨a,a⟩a,

äå x ∈ L. Îðòîãîíàëüíèé îïåðàòîð πa íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîðîì âiäáèòòÿ
âiäíîñíî ãiïåðïëîùèíè {a}⊥, îðòîãîíàëüíî¨ âåêòîðó a.
Ó âèïàäêó, êîëè L = R2 çíàéòè ìàòðèöþ îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà πa, äå
a = (cos γ, sin γ), γ ∈ R, ó êàíîíi÷íîìó áàçèñi åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó R2.

Òåîðåìà 8

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið

i φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð

åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. ßêùî φ ¹ îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì åâêëiäîâîãî

ïðîñòîðó L, òî ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ó áóäü-ÿêîìó îðòîíîðìî-

âàíîìó áàçèñi öüîãî ïðîñòîðó ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Íàâïàêè, ÿêùî

ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ó äåÿêîìó îðòîíîð-

ìîâàíîìó áàçèñi ïðîñòîðó L ¹ îðòîãîíàëüíîþ, òî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ¹

îðòîãîíàëüíèì.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè.

Íåõàé L � íåíóëüîâèé åâêëiäîâèé ïðîñòið i a � íåíóëüîâèé âåêòîð åâêëi-
äîâîãî ïðîñòîðó L. Äîâåñòè îðòîãîíàëüíiñòü îïåðàòîðà πa åâêëiäîâîãî ïðî-
ñòîðó L òàêîãî, ùî

πa(x) = x− 2 ⟨x,a⟩
⟨a,a⟩a,

äå x ∈ L. Îðòîãîíàëüíèé îïåðàòîð πa íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîðîì âiäáèòòÿ
âiäíîñíî ãiïåðïëîùèíè {a}⊥, îðòîãîíàëüíî¨ âåêòîðó a.
Ó âèïàäêó, êîëè L = R2 çíàéòè ìàòðèöþ îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà πa, äå
a = (cos γ, sin γ), γ ∈ R, ó êàíîíi÷íîìó áàçèñi åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó R2.

Òåîðåìà 8

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið i φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð

åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L.

ßêùî φ ¹ îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì åâêëiäîâîãî

ïðîñòîðó L, òî ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ó áóäü-ÿêîìó îðòîíîðìî-

âàíîìó áàçèñi öüîãî ïðîñòîðó ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Íàâïàêè, ÿêùî

ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ó äåÿêîìó îðòîíîð-

ìîâàíîìó áàçèñi ïðîñòîðó L ¹ îðòîãîíàëüíîþ, òî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ¹

îðòîãîíàëüíèì.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè.

Íåõàé L � íåíóëüîâèé åâêëiäîâèé ïðîñòið i a � íåíóëüîâèé âåêòîð åâêëi-
äîâîãî ïðîñòîðó L. Äîâåñòè îðòîãîíàëüíiñòü îïåðàòîðà πa åâêëiäîâîãî ïðî-
ñòîðó L òàêîãî, ùî

πa(x) = x− 2 ⟨x,a⟩
⟨a,a⟩a,

äå x ∈ L. Îðòîãîíàëüíèé îïåðàòîð πa íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîðîì âiäáèòòÿ
âiäíîñíî ãiïåðïëîùèíè {a}⊥, îðòîãîíàëüíî¨ âåêòîðó a.
Ó âèïàäêó, êîëè L = R2 çíàéòè ìàòðèöþ îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà πa, äå
a = (cos γ, sin γ), γ ∈ R, ó êàíîíi÷íîìó áàçèñi åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó R2.

Òåîðåìà 8

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið i φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð

åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. ßêùî φ ¹ îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì åâêëiäîâîãî

ïðîñòîðó L,

òî ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ó áóäü-ÿêîìó îðòîíîðìî-

âàíîìó áàçèñi öüîãî ïðîñòîðó ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Íàâïàêè, ÿêùî

ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ó äåÿêîìó îðòîíîð-

ìîâàíîìó áàçèñi ïðîñòîðó L ¹ îðòîãîíàëüíîþ, òî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ¹

îðòîãîíàëüíèì.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè.

Íåõàé L � íåíóëüîâèé åâêëiäîâèé ïðîñòið i a � íåíóëüîâèé âåêòîð åâêëi-
äîâîãî ïðîñòîðó L. Äîâåñòè îðòîãîíàëüíiñòü îïåðàòîðà πa åâêëiäîâîãî ïðî-
ñòîðó L òàêîãî, ùî

πa(x) = x− 2 ⟨x,a⟩
⟨a,a⟩a,

äå x ∈ L. Îðòîãîíàëüíèé îïåðàòîð πa íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîðîì âiäáèòòÿ
âiäíîñíî ãiïåðïëîùèíè {a}⊥, îðòîãîíàëüíî¨ âåêòîðó a.
Ó âèïàäêó, êîëè L = R2 çíàéòè ìàòðèöþ îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà πa, äå
a = (cos γ, sin γ), γ ∈ R, ó êàíîíi÷íîìó áàçèñi åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó R2.

Òåîðåìà 8

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið i φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð

åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. ßêùî φ ¹ îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì åâêëiäîâîãî

ïðîñòîðó L, òî ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ó áóäü-ÿêîìó îðòîíîðìî-

âàíîìó áàçèñi öüîãî ïðîñòîðó

¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Íàâïàêè, ÿêùî

ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ó äåÿêîìó îðòîíîð-

ìîâàíîìó áàçèñi ïðîñòîðó L ¹ îðòîãîíàëüíîþ, òî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ¹

îðòîãîíàëüíèì.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè.

Íåõàé L � íåíóëüîâèé åâêëiäîâèé ïðîñòið i a � íåíóëüîâèé âåêòîð åâêëi-
äîâîãî ïðîñòîðó L. Äîâåñòè îðòîãîíàëüíiñòü îïåðàòîðà πa åâêëiäîâîãî ïðî-
ñòîðó L òàêîãî, ùî

πa(x) = x− 2 ⟨x,a⟩
⟨a,a⟩a,

äå x ∈ L. Îðòîãîíàëüíèé îïåðàòîð πa íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîðîì âiäáèòòÿ
âiäíîñíî ãiïåðïëîùèíè {a}⊥, îðòîãîíàëüíî¨ âåêòîðó a.
Ó âèïàäêó, êîëè L = R2 çíàéòè ìàòðèöþ îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà πa, äå
a = (cos γ, sin γ), γ ∈ R, ó êàíîíi÷íîìó áàçèñi åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó R2.

Òåîðåìà 8

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið i φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð

åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. ßêùî φ ¹ îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì åâêëiäîâîãî

ïðîñòîðó L, òî ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ó áóäü-ÿêîìó îðòîíîðìî-

âàíîìó áàçèñi öüîãî ïðîñòîðó ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ.

Íàâïàêè, ÿêùî

ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ó äåÿêîìó îðòîíîð-

ìîâàíîìó áàçèñi ïðîñòîðó L ¹ îðòîãîíàëüíîþ, òî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ¹

îðòîãîíàëüíèì.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè.

Íåõàé L � íåíóëüîâèé åâêëiäîâèé ïðîñòið i a � íåíóëüîâèé âåêòîð åâêëi-
äîâîãî ïðîñòîðó L. Äîâåñòè îðòîãîíàëüíiñòü îïåðàòîðà πa åâêëiäîâîãî ïðî-
ñòîðó L òàêîãî, ùî

πa(x) = x− 2 ⟨x,a⟩
⟨a,a⟩a,

äå x ∈ L. Îðòîãîíàëüíèé îïåðàòîð πa íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîðîì âiäáèòòÿ
âiäíîñíî ãiïåðïëîùèíè {a}⊥, îðòîãîíàëüíî¨ âåêòîðó a.
Ó âèïàäêó, êîëè L = R2 çíàéòè ìàòðèöþ îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà πa, äå
a = (cos γ, sin γ), γ ∈ R, ó êàíîíi÷íîìó áàçèñi åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó R2.

Òåîðåìà 8

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið i φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð

åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. ßêùî φ ¹ îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì åâêëiäîâîãî

ïðîñòîðó L, òî ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ó áóäü-ÿêîìó îðòîíîðìî-

âàíîìó áàçèñi öüîãî ïðîñòîðó ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Íàâïàêè, ÿêùî

ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L

ó äåÿêîìó îðòîíîð-

ìîâàíîìó áàçèñi ïðîñòîðó L ¹ îðòîãîíàëüíîþ, òî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ¹

îðòîãîíàëüíèì.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè.

Íåõàé L � íåíóëüîâèé åâêëiäîâèé ïðîñòið i a � íåíóëüîâèé âåêòîð åâêëi-
äîâîãî ïðîñòîðó L. Äîâåñòè îðòîãîíàëüíiñòü îïåðàòîðà πa åâêëiäîâîãî ïðî-
ñòîðó L òàêîãî, ùî

πa(x) = x− 2 ⟨x,a⟩
⟨a,a⟩a,

äå x ∈ L. Îðòîãîíàëüíèé îïåðàòîð πa íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîðîì âiäáèòòÿ
âiäíîñíî ãiïåðïëîùèíè {a}⊥, îðòîãîíàëüíî¨ âåêòîðó a.
Ó âèïàäêó, êîëè L = R2 çíàéòè ìàòðèöþ îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà πa, äå
a = (cos γ, sin γ), γ ∈ R, ó êàíîíi÷íîìó áàçèñi åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó R2.

Òåîðåìà 8

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið i φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð

åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. ßêùî φ ¹ îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì åâêëiäîâîãî

ïðîñòîðó L, òî ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ó áóäü-ÿêîìó îðòîíîðìî-

âàíîìó áàçèñi öüîãî ïðîñòîðó ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Íàâïàêè, ÿêùî

ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ó äåÿêîìó îðòîíîð-

ìîâàíîìó áàçèñi ïðîñòîðó L ¹ îðòîãîíàëüíîþ,

òî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ¹

îðòîãîíàëüíèì.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè.

Íåõàé L � íåíóëüîâèé åâêëiäîâèé ïðîñòið i a � íåíóëüîâèé âåêòîð åâêëi-
äîâîãî ïðîñòîðó L. Äîâåñòè îðòîãîíàëüíiñòü îïåðàòîðà πa åâêëiäîâîãî ïðî-
ñòîðó L òàêîãî, ùî

πa(x) = x− 2 ⟨x,a⟩
⟨a,a⟩a,

äå x ∈ L. Îðòîãîíàëüíèé îïåðàòîð πa íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîðîì âiäáèòòÿ
âiäíîñíî ãiïåðïëîùèíè {a}⊥, îðòîãîíàëüíî¨ âåêòîðó a.
Ó âèïàäêó, êîëè L = R2 çíàéòè ìàòðèöþ îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà πa, äå
a = (cos γ, sin γ), γ ∈ R, ó êàíîíi÷íîìó áàçèñi åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó R2.

Òåîðåìà 8

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið i φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð

åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. ßêùî φ ¹ îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì åâêëiäîâîãî

ïðîñòîðó L, òî ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ó áóäü-ÿêîìó îðòîíîðìî-

âàíîìó áàçèñi öüîãî ïðîñòîðó ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Íàâïàêè, ÿêùî

ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ó äåÿêîìó îðòîíîð-

ìîâàíîìó áàçèñi ïðîñòîðó L ¹ îðòîãîíàëüíîþ, òî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ¹

îðòîãîíàëüíèì.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè.

Ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî φ � îðòîãî-
íàëüíèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé îðòîíîð-
ìîâàíèé áàçèñ a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, äå n = dimRL. Íåõàé
A = ∥αij∥ � ìàòðèöÿ îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà φ ó öüîìó áàçèñi. Òîäi

φ(ai) = α1ia1 + α2ia2 + · · ·+ αnian

äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, 2, . . . , n}. Îñêiëüêè a1, a2, . . . , an � îðòîíîðìîâàíèé
áàçèñ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, òî

⟨φ(ai), φ(aj)⟩ = α1iα1j + α2iα2j + · · ·+ αniαnj

äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Ç iíøîãî áîêó ÷åðåç òå, ùî φ ¹ îðòîãî-
íàëüíèì îïåðàòîðîì, òî

⟨φ(ai), φ(aj)⟩ = ⟨ai, aj⟩ = δij .

Îòæå,
α1iα1j + α2iα2j + · · ·+ αniαnj = δij

äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Çà îçíàêîþ îðòîãîíàëüíî¨ ìàòðèöi çâiäñè
ñëiäó¹, ùî A ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè. Ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî φ � îðòîãî-
íàëüíèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L.

Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé îðòîíîð-
ìîâàíèé áàçèñ a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, äå n = dimRL. Íåõàé
A = ∥αij∥ � ìàòðèöÿ îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà φ ó öüîìó áàçèñi. Òîäi

φ(ai) = α1ia1 + α2ia2 + · · ·+ αnian

äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, 2, . . . , n}. Îñêiëüêè a1, a2, . . . , an � îðòîíîðìîâàíèé
áàçèñ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, òî

⟨φ(ai), φ(aj)⟩ = α1iα1j + α2iα2j + · · ·+ αniαnj

äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Ç iíøîãî áîêó ÷åðåç òå, ùî φ ¹ îðòîãî-
íàëüíèì îïåðàòîðîì, òî

⟨φ(ai), φ(aj)⟩ = ⟨ai, aj⟩ = δij .

Îòæå,
α1iα1j + α2iα2j + · · ·+ αniαnj = δij

äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Çà îçíàêîþ îðòîãîíàëüíî¨ ìàòðèöi çâiäñè
ñëiäó¹, ùî A ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè. Ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî φ � îðòîãî-
íàëüíèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé îðòîíîð-
ìîâàíèé áàçèñ a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L,

äå n = dimRL. Íåõàé
A = ∥αij∥ � ìàòðèöÿ îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà φ ó öüîìó áàçèñi. Òîäi

φ(ai) = α1ia1 + α2ia2 + · · ·+ αnian

äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, 2, . . . , n}. Îñêiëüêè a1, a2, . . . , an � îðòîíîðìîâàíèé
áàçèñ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, òî

⟨φ(ai), φ(aj)⟩ = α1iα1j + α2iα2j + · · ·+ αniαnj

äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Ç iíøîãî áîêó ÷åðåç òå, ùî φ ¹ îðòîãî-
íàëüíèì îïåðàòîðîì, òî

⟨φ(ai), φ(aj)⟩ = ⟨ai, aj⟩ = δij .

Îòæå,
α1iα1j + α2iα2j + · · ·+ αniαnj = δij

äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Çà îçíàêîþ îðòîãîíàëüíî¨ ìàòðèöi çâiäñè
ñëiäó¹, ùî A ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè. Ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî φ � îðòîãî-
íàëüíèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé îðòîíîð-
ìîâàíèé áàçèñ a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, äå n = dimRL.

Íåõàé
A = ∥αij∥ � ìàòðèöÿ îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà φ ó öüîìó áàçèñi. Òîäi

φ(ai) = α1ia1 + α2ia2 + · · ·+ αnian

äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, 2, . . . , n}. Îñêiëüêè a1, a2, . . . , an � îðòîíîðìîâàíèé
áàçèñ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, òî

⟨φ(ai), φ(aj)⟩ = α1iα1j + α2iα2j + · · ·+ αniαnj

äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Ç iíøîãî áîêó ÷åðåç òå, ùî φ ¹ îðòîãî-
íàëüíèì îïåðàòîðîì, òî

⟨φ(ai), φ(aj)⟩ = ⟨ai, aj⟩ = δij .

Îòæå,
α1iα1j + α2iα2j + · · ·+ αniαnj = δij

äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Çà îçíàêîþ îðòîãîíàëüíî¨ ìàòðèöi çâiäñè
ñëiäó¹, ùî A ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè. Ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî φ � îðòîãî-
íàëüíèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé îðòîíîð-
ìîâàíèé áàçèñ a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, äå n = dimRL. Íåõàé
A = ∥αij∥ � ìàòðèöÿ îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà φ ó öüîìó áàçèñi.

Òîäi

φ(ai) = α1ia1 + α2ia2 + · · ·+ αnian

äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, 2, . . . , n}. Îñêiëüêè a1, a2, . . . , an � îðòîíîðìîâàíèé
áàçèñ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, òî

⟨φ(ai), φ(aj)⟩ = α1iα1j + α2iα2j + · · ·+ αniαnj

äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Ç iíøîãî áîêó ÷åðåç òå, ùî φ ¹ îðòîãî-
íàëüíèì îïåðàòîðîì, òî

⟨φ(ai), φ(aj)⟩ = ⟨ai, aj⟩ = δij .

Îòæå,
α1iα1j + α2iα2j + · · ·+ αniαnj = δij

äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Çà îçíàêîþ îðòîãîíàëüíî¨ ìàòðèöi çâiäñè
ñëiäó¹, ùî A ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè. Ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî φ � îðòîãî-
íàëüíèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé îðòîíîð-
ìîâàíèé áàçèñ a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, äå n = dimRL. Íåõàé
A = ∥αij∥ � ìàòðèöÿ îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà φ ó öüîìó áàçèñi. Òîäi

φ(ai) = α1ia1 + α2ia2 + · · ·+ αnian

äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, 2, . . . , n}.

Îñêiëüêè a1, a2, . . . , an � îðòîíîðìîâàíèé
áàçèñ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, òî

⟨φ(ai), φ(aj)⟩ = α1iα1j + α2iα2j + · · ·+ αniαnj

äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Ç iíøîãî áîêó ÷åðåç òå, ùî φ ¹ îðòîãî-
íàëüíèì îïåðàòîðîì, òî

⟨φ(ai), φ(aj)⟩ = ⟨ai, aj⟩ = δij .

Îòæå,
α1iα1j + α2iα2j + · · ·+ αniαnj = δij

äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Çà îçíàêîþ îðòîãîíàëüíî¨ ìàòðèöi çâiäñè
ñëiäó¹, ùî A ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè. Ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî φ � îðòîãî-
íàëüíèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé îðòîíîð-
ìîâàíèé áàçèñ a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, äå n = dimRL. Íåõàé
A = ∥αij∥ � ìàòðèöÿ îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà φ ó öüîìó áàçèñi. Òîäi

φ(ai) = α1ia1 + α2ia2 + · · ·+ αnian

äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, 2, . . . , n}. Îñêiëüêè a1, a2, . . . , an � îðòîíîðìîâàíèé
áàçèñ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L,

òî

⟨φ(ai), φ(aj)⟩ = α1iα1j + α2iα2j + · · ·+ αniαnj

äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Ç iíøîãî áîêó ÷åðåç òå, ùî φ ¹ îðòîãî-
íàëüíèì îïåðàòîðîì, òî

⟨φ(ai), φ(aj)⟩ = ⟨ai, aj⟩ = δij .

Îòæå,
α1iα1j + α2iα2j + · · ·+ αniαnj = δij

äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Çà îçíàêîþ îðòîãîíàëüíî¨ ìàòðèöi çâiäñè
ñëiäó¹, ùî A ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè. Ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî φ � îðòîãî-
íàëüíèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé îðòîíîð-
ìîâàíèé áàçèñ a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, äå n = dimRL. Íåõàé
A = ∥αij∥ � ìàòðèöÿ îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà φ ó öüîìó áàçèñi. Òîäi

φ(ai) = α1ia1 + α2ia2 + · · ·+ αnian

äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, 2, . . . , n}. Îñêiëüêè a1, a2, . . . , an � îðòîíîðìîâàíèé
áàçèñ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, òî

⟨φ(ai), φ(aj)⟩ =

α1iα1j + α2iα2j + · · ·+ αniαnj

äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Ç iíøîãî áîêó ÷åðåç òå, ùî φ ¹ îðòîãî-
íàëüíèì îïåðàòîðîì, òî

⟨φ(ai), φ(aj)⟩ = ⟨ai, aj⟩ = δij .

Îòæå,
α1iα1j + α2iα2j + · · ·+ αniαnj = δij

äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Çà îçíàêîþ îðòîãîíàëüíî¨ ìàòðèöi çâiäñè
ñëiäó¹, ùî A ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè. Ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî φ � îðòîãî-
íàëüíèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé îðòîíîð-
ìîâàíèé áàçèñ a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, äå n = dimRL. Íåõàé
A = ∥αij∥ � ìàòðèöÿ îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà φ ó öüîìó áàçèñi. Òîäi

φ(ai) = α1ia1 + α2ia2 + · · ·+ αnian

äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, 2, . . . , n}. Îñêiëüêè a1, a2, . . . , an � îðòîíîðìîâàíèé
áàçèñ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, òî

⟨φ(ai), φ(aj)⟩ = α1iα1j + α2iα2j + · · ·+ αniαnj

äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Ç iíøîãî áîêó ÷åðåç òå, ùî φ ¹ îðòîãî-
íàëüíèì îïåðàòîðîì, òî

⟨φ(ai), φ(aj)⟩ = ⟨ai, aj⟩ = δij .

Îòæå,
α1iα1j + α2iα2j + · · ·+ αniαnj = δij

äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Çà îçíàêîþ îðòîãîíàëüíî¨ ìàòðèöi çâiäñè
ñëiäó¹, ùî A ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè. Ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî φ � îðòîãî-
íàëüíèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé îðòîíîð-
ìîâàíèé áàçèñ a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, äå n = dimRL. Íåõàé
A = ∥αij∥ � ìàòðèöÿ îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà φ ó öüîìó áàçèñi. Òîäi

φ(ai) = α1ia1 + α2ia2 + · · ·+ αnian

äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, 2, . . . , n}. Îñêiëüêè a1, a2, . . . , an � îðòîíîðìîâàíèé
áàçèñ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, òî

⟨φ(ai), φ(aj)⟩ = α1iα1j + α2iα2j + · · ·+ αniαnj

äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Ç iíøîãî áîêó ÷åðåç òå, ùî φ ¹ îðòîãî-
íàëüíèì îïåðàòîðîì,

òî

⟨φ(ai), φ(aj)⟩ = ⟨ai, aj⟩ = δij .

Îòæå,
α1iα1j + α2iα2j + · · ·+ αniαnj = δij

äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Çà îçíàêîþ îðòîãîíàëüíî¨ ìàòðèöi çâiäñè
ñëiäó¹, ùî A ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè. Ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî φ � îðòîãî-
íàëüíèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé îðòîíîð-
ìîâàíèé áàçèñ a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, äå n = dimRL. Íåõàé
A = ∥αij∥ � ìàòðèöÿ îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà φ ó öüîìó áàçèñi. Òîäi

φ(ai) = α1ia1 + α2ia2 + · · ·+ αnian

äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, 2, . . . , n}. Îñêiëüêè a1, a2, . . . , an � îðòîíîðìîâàíèé
áàçèñ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, òî

⟨φ(ai), φ(aj)⟩ = α1iα1j + α2iα2j + · · ·+ αniαnj

äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Ç iíøîãî áîêó ÷åðåç òå, ùî φ ¹ îðòîãî-
íàëüíèì îïåðàòîðîì, òî

⟨φ(ai), φ(aj)⟩ =

⟨ai, aj⟩ = δij .

Îòæå,
α1iα1j + α2iα2j + · · ·+ αniαnj = δij

äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Çà îçíàêîþ îðòîãîíàëüíî¨ ìàòðèöi çâiäñè
ñëiäó¹, ùî A ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè. Ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî φ � îðòîãî-
íàëüíèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé îðòîíîð-
ìîâàíèé áàçèñ a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, äå n = dimRL. Íåõàé
A = ∥αij∥ � ìàòðèöÿ îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà φ ó öüîìó áàçèñi. Òîäi

φ(ai) = α1ia1 + α2ia2 + · · ·+ αnian

äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, 2, . . . , n}. Îñêiëüêè a1, a2, . . . , an � îðòîíîðìîâàíèé
áàçèñ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, òî

⟨φ(ai), φ(aj)⟩ = α1iα1j + α2iα2j + · · ·+ αniαnj

äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Ç iíøîãî áîêó ÷åðåç òå, ùî φ ¹ îðòîãî-
íàëüíèì îïåðàòîðîì, òî

⟨φ(ai), φ(aj)⟩ = ⟨ai, aj⟩

= δij .

Îòæå,
α1iα1j + α2iα2j + · · ·+ αniαnj = δij

äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Çà îçíàêîþ îðòîãîíàëüíî¨ ìàòðèöi çâiäñè
ñëiäó¹, ùî A ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè. Ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî φ � îðòîãî-
íàëüíèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé îðòîíîð-
ìîâàíèé áàçèñ a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, äå n = dimRL. Íåõàé
A = ∥αij∥ � ìàòðèöÿ îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà φ ó öüîìó áàçèñi. Òîäi

φ(ai) = α1ia1 + α2ia2 + · · ·+ αnian

äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, 2, . . . , n}. Îñêiëüêè a1, a2, . . . , an � îðòîíîðìîâàíèé
áàçèñ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, òî

⟨φ(ai), φ(aj)⟩ = α1iα1j + α2iα2j + · · ·+ αniαnj

äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Ç iíøîãî áîêó ÷åðåç òå, ùî φ ¹ îðòîãî-
íàëüíèì îïåðàòîðîì, òî

⟨φ(ai), φ(aj)⟩ = ⟨ai, aj⟩ = δij .

Îòæå,
α1iα1j + α2iα2j + · · ·+ αniαnj = δij

äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Çà îçíàêîþ îðòîãîíàëüíî¨ ìàòðèöi çâiäñè
ñëiäó¹, ùî A ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè. Ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî φ � îðòîãî-
íàëüíèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé îðòîíîð-
ìîâàíèé áàçèñ a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, äå n = dimRL. Íåõàé
A = ∥αij∥ � ìàòðèöÿ îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà φ ó öüîìó áàçèñi. Òîäi

φ(ai) = α1ia1 + α2ia2 + · · ·+ αnian

äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, 2, . . . , n}. Îñêiëüêè a1, a2, . . . , an � îðòîíîðìîâàíèé
áàçèñ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, òî

⟨φ(ai), φ(aj)⟩ = α1iα1j + α2iα2j + · · ·+ αniαnj

äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Ç iíøîãî áîêó ÷åðåç òå, ùî φ ¹ îðòîãî-
íàëüíèì îïåðàòîðîì, òî

⟨φ(ai), φ(aj)⟩ = ⟨ai, aj⟩ = δij .

Îòæå,
α1iα1j + α2iα2j + · · ·+ αniαnj = δij

äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Çà îçíàêîþ îðòîãîíàëüíî¨ ìàòðèöi çâiäñè
ñëiäó¹, ùî A ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè. Ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî φ � îðòîãî-
íàëüíèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé îðòîíîð-
ìîâàíèé áàçèñ a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, äå n = dimRL. Íåõàé
A = ∥αij∥ � ìàòðèöÿ îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà φ ó öüîìó áàçèñi. Òîäi

φ(ai) = α1ia1 + α2ia2 + · · ·+ αnian

äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, 2, . . . , n}. Îñêiëüêè a1, a2, . . . , an � îðòîíîðìîâàíèé
áàçèñ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, òî

⟨φ(ai), φ(aj)⟩ = α1iα1j + α2iα2j + · · ·+ αniαnj

äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Ç iíøîãî áîêó ÷åðåç òå, ùî φ ¹ îðòîãî-
íàëüíèì îïåðàòîðîì, òî

⟨φ(ai), φ(aj)⟩ = ⟨ai, aj⟩ = δij .

Îòæå,
α1iα1j + α2iα2j + · · ·+ αniαnj = δij

äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Çà îçíàêîþ îðòîãîíàëüíî¨ ìàòðèöi çâiäñè
ñëiäó¹, ùî A ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè. Ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî φ � îðòîãî-
íàëüíèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé îðòîíîð-
ìîâàíèé áàçèñ a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, äå n = dimRL. Íåõàé
A = ∥αij∥ � ìàòðèöÿ îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà φ ó öüîìó áàçèñi. Òîäi

φ(ai) = α1ia1 + α2ia2 + · · ·+ αnian

äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, 2, . . . , n}. Îñêiëüêè a1, a2, . . . , an � îðòîíîðìîâàíèé
áàçèñ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, òî

⟨φ(ai), φ(aj)⟩ = α1iα1j + α2iα2j + · · ·+ αniαnj

äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Ç iíøîãî áîêó ÷åðåç òå, ùî φ ¹ îðòîãî-
íàëüíèì îïåðàòîðîì, òî

⟨φ(ai), φ(aj)⟩ = ⟨ai, aj⟩ = δij .

Îòæå,
α1iα1j + α2iα2j + · · ·+ αniαnj = δij

äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Çà îçíàêîþ îðòîãîíàëüíî¨ ìàòðèöi çâiäñè
ñëiäó¹, ùî A ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ.

Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè. Ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî φ � îðòîãî-
íàëüíèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé îðòîíîð-
ìîâàíèé áàçèñ a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, äå n = dimRL. Íåõàé
A = ∥αij∥ � ìàòðèöÿ îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà φ ó öüîìó áàçèñi. Òîäi

φ(ai) = α1ia1 + α2ia2 + · · ·+ αnian

äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, 2, . . . , n}. Îñêiëüêè a1, a2, . . . , an � îðòîíîðìîâàíèé
áàçèñ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, òî

⟨φ(ai), φ(aj)⟩ = α1iα1j + α2iα2j + · · ·+ αniαnj

äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Ç iíøîãî áîêó ÷åðåç òå, ùî φ ¹ îðòîãî-
íàëüíèì îïåðàòîðîì, òî

⟨φ(ai), φ(aj)⟩ = ⟨ai, aj⟩ = δij .

Îòæå,
α1iα1j + α2iα2j + · · ·+ αniαnj = δij

äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Çà îçíàêîþ îðòîãîíàëüíî¨ ìàòðèöi çâiäñè
ñëiäó¹, ùî A ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåìî äîñòàòíiñòü.

Íåõàé a1, a2, . . . , an � äåÿêèé îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ
åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, ìàòðèöÿ A = ∥αij∥ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ â ÿêîìó
¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Òîäi

⟨φ(ai), φ(aj)⟩ = α1iα1j + α2iα2j + · · ·+ αniαnj = δij

äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.
Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé âåêòîð x åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Íåõàé

x = β1a1 + β2a2 + · · ·+ βnan,

äå β1, β2, . . . , βn ∈ R, � ðîçêëàä âåêòîðà x çà áàçèñîì a1, a2, . . . , an.
Îá÷èñëèìî ñêàëÿðíèé êâàäðàò

⟨φ(x), φ(x)⟩ =

〈
φ

(
n∑

i=1

βiai

)
, φ

(
n∑

j=1

βjaj

)〉
=

=

〈
n∑

i=1

βiφ (ai) ,
n∑

j=1

βjφ (aj)

〉
=

n∑
i=1

n∑
j=1

βiβj ⟨φ (ai) , φ (aj)⟩ =

=
n∑

i=1

n∑
j=1

βiβjδij =
n∑

i=1

β2
i = ⟨x, x⟩.

Öå îçíà÷à¹, ùî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ¹ îðòîãîíàëüíèì. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåìî äîñòàòíiñòü. Íåõàé a1, a2, . . . , an � äåÿêèé îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ
åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L,

ìàòðèöÿ A = ∥αij∥ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ â ÿêîìó
¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Òîäi

⟨φ(ai), φ(aj)⟩ = α1iα1j + α2iα2j + · · ·+ αniαnj = δij

äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.
Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé âåêòîð x åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Íåõàé

x = β1a1 + β2a2 + · · ·+ βnan,

äå β1, β2, . . . , βn ∈ R, � ðîçêëàä âåêòîðà x çà áàçèñîì a1, a2, . . . , an.
Îá÷èñëèìî ñêàëÿðíèé êâàäðàò

⟨φ(x), φ(x)⟩ =
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φ
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n∑

i=1
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)
, φ
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j=1
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)〉
=

=

〈
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βiφ (ai) ,
n∑

j=1

βjφ (aj)

〉
=

n∑
i=1

n∑
j=1

βiβj ⟨φ (ai) , φ (aj)⟩ =

=
n∑

i=1

n∑
j=1

βiβjδij =
n∑

i=1

β2
i = ⟨x, x⟩.

Öå îçíà÷à¹, ùî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ¹ îðòîãîíàëüíèì. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåìî äîñòàòíiñòü. Íåõàé a1, a2, . . . , an � äåÿêèé îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ
åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, ìàòðèöÿ A = ∥αij∥ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ â ÿêîìó
¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ.

Òîäi

⟨φ(ai), φ(aj)⟩ = α1iα1j + α2iα2j + · · ·+ αniαnj = δij

äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.
Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé âåêòîð x åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Íåõàé

x = β1a1 + β2a2 + · · ·+ βnan,

äå β1, β2, . . . , βn ∈ R, � ðîçêëàä âåêòîðà x çà áàçèñîì a1, a2, . . . , an.
Îá÷èñëèìî ñêàëÿðíèé êâàäðàò

⟨φ(x), φ(x)⟩ =

〈
φ

(
n∑

i=1

βiai

)
, φ

(
n∑

j=1

βjaj

)〉
=

=

〈
n∑

i=1

βiφ (ai) ,
n∑

j=1

βjφ (aj)

〉
=

n∑
i=1

n∑
j=1

βiβj ⟨φ (ai) , φ (aj)⟩ =

=
n∑

i=1

n∑
j=1

βiβjδij =
n∑

i=1

β2
i = ⟨x, x⟩.

Öå îçíà÷à¹, ùî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ¹ îðòîãîíàëüíèì. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåìî äîñòàòíiñòü. Íåõàé a1, a2, . . . , an � äåÿêèé îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ
åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, ìàòðèöÿ A = ∥αij∥ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ â ÿêîìó
¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Òîäi

⟨φ(ai), φ(aj)⟩ =

α1iα1j + α2iα2j + · · ·+ αniαnj = δij

äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.
Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé âåêòîð x åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Íåõàé

x = β1a1 + β2a2 + · · ·+ βnan,

äå β1, β2, . . . , βn ∈ R, � ðîçêëàä âåêòîðà x çà áàçèñîì a1, a2, . . . , an.
Îá÷èñëèìî ñêàëÿðíèé êâàäðàò

⟨φ(x), φ(x)⟩ =

〈
φ
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n∑

i=1

βiai

)
, φ

(
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j=1

βjaj

)〉
=

=
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i=1

βiφ (ai) ,
n∑

j=1

βjφ (aj)

〉
=

n∑
i=1

n∑
j=1

βiβj ⟨φ (ai) , φ (aj)⟩ =

=
n∑

i=1

n∑
j=1

βiβjδij =
n∑

i=1

β2
i = ⟨x, x⟩.

Öå îçíà÷à¹, ùî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ¹ îðòîãîíàëüíèì. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåìî äîñòàòíiñòü. Íåõàé a1, a2, . . . , an � äåÿêèé îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ
åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, ìàòðèöÿ A = ∥αij∥ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ â ÿêîìó
¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Òîäi

⟨φ(ai), φ(aj)⟩ = α1iα1j + α2iα2j + · · ·+ αniαnj

= δij

äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.
Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé âåêòîð x åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Íåõàé

x = β1a1 + β2a2 + · · ·+ βnan,

äå β1, β2, . . . , βn ∈ R, � ðîçêëàä âåêòîðà x çà áàçèñîì a1, a2, . . . , an.
Îá÷èñëèìî ñêàëÿðíèé êâàäðàò

⟨φ(x), φ(x)⟩ =
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φ
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n∑

i=1

βiai
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, φ
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i=1

βiφ (ai) ,
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j=1

βjφ (aj)
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n∑
i=1
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j=1

βiβj ⟨φ (ai) , φ (aj)⟩ =

=
n∑

i=1

n∑
j=1

βiβjδij =
n∑
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β2
i = ⟨x, x⟩.

Öå îçíà÷à¹, ùî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ¹ îðòîãîíàëüíèì. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåìî äîñòàòíiñòü. Íåõàé a1, a2, . . . , an � äåÿêèé îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ
åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, ìàòðèöÿ A = ∥αij∥ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ â ÿêîìó
¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Òîäi

⟨φ(ai), φ(aj)⟩ = α1iα1j + α2iα2j + · · ·+ αniαnj = δij

äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.
Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé âåêòîð x åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Íåõàé

x = β1a1 + β2a2 + · · ·+ βnan,

äå β1, β2, . . . , βn ∈ R, � ðîçêëàä âåêòîðà x çà áàçèñîì a1, a2, . . . , an.
Îá÷èñëèìî ñêàëÿðíèé êâàäðàò

⟨φ(x), φ(x)⟩ =
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φ

(
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i=1
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)
, φ

(
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βiφ (ai) ,
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βiβj ⟨φ (ai) , φ (aj)⟩ =

=
n∑
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βiβjδij =
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i=1

β2
i = ⟨x, x⟩.

Öå îçíà÷à¹, ùî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ¹ îðòîãîíàëüíèì. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåìî äîñòàòíiñòü. Íåõàé a1, a2, . . . , an � äåÿêèé îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ
åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, ìàòðèöÿ A = ∥αij∥ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ â ÿêîìó
¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Òîäi

⟨φ(ai), φ(aj)⟩ = α1iα1j + α2iα2j + · · ·+ αniαnj = δij

äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé âåêòîð x åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Íåõàé

x = β1a1 + β2a2 + · · ·+ βnan,

äå β1, β2, . . . , βn ∈ R, � ðîçêëàä âåêòîðà x çà áàçèñîì a1, a2, . . . , an.
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Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåìî äîñòàòíiñòü. Íåõàé a1, a2, . . . , an � äåÿêèé îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ
åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, ìàòðèöÿ A = ∥αij∥ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ â ÿêîìó
¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Òîäi

⟨φ(ai), φ(aj)⟩ = α1iα1j + α2iα2j + · · ·+ αniαnj = δij

äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.
Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé âåêòîð x åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Íåõàé

x = β1a1 + β2a2 + · · ·+ βnan,

äå β1, β2, . . . , βn ∈ R, � ðîçêëàä âåêòîðà x çà áàçèñîì a1, a2, . . . , an.
Îá÷èñëèìî ñêàëÿðíèé êâàäðàò

⟨φ(x), φ(x)⟩ =

〈
φ

(
n∑

i=1

βiai

)
, φ

(
n∑

j=1

βjaj

)〉
=

=

〈
n∑

i=1

βiφ (ai) ,
n∑

j=1

βjφ (aj)

〉
=

n∑
i=1

n∑
j=1

βiβj ⟨φ (ai) , φ (aj)⟩ =

=
n∑

i=1

n∑
j=1

βiβjδij =
n∑

i=1

β2
i = ⟨x, x⟩.

Öå îçíà÷à¹, ùî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ¹ îðòîãîíàëüíèì. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåìî äîñòàòíiñòü. Íåõàé a1, a2, . . . , an � äåÿêèé îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ
åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, ìàòðèöÿ A = ∥αij∥ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ â ÿêîìó
¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Òîäi

⟨φ(ai), φ(aj)⟩ = α1iα1j + α2iα2j + · · ·+ αniαnj = δij

äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.
Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé âåêòîð x åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Íåõàé

x = β1a1 + β2a2 + · · ·+ βnan,

äå β1, β2, . . . , βn ∈ R, � ðîçêëàä âåêòîðà x çà áàçèñîì a1, a2, . . . , an.
Îá÷èñëèìî ñêàëÿðíèé êâàäðàò

⟨φ(x), φ(x)⟩ =

〈
φ

(
n∑

i=1

βiai

)
, φ

(
n∑

j=1

βjaj

)〉
=

=

〈
n∑

i=1

βiφ (ai) ,
n∑

j=1

βjφ (aj)

〉
=

n∑
i=1

n∑
j=1

βiβj ⟨φ (ai) , φ (aj)⟩ =

=
n∑

i=1

n∑
j=1

βiβjδij =
n∑

i=1

β2
i = ⟨x, x⟩.

Öå îçíà÷à¹, ùî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ¹ îðòîãîíàëüíèì.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåìî äîñòàòíiñòü. Íåõàé a1, a2, . . . , an � äåÿêèé îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ
åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, ìàòðèöÿ A = ∥αij∥ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ â ÿêîìó
¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Òîäi

⟨φ(ai), φ(aj)⟩ = α1iα1j + α2iα2j + · · ·+ αniαnj = δij

äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.
Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé âåêòîð x åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Íåõàé

x = β1a1 + β2a2 + · · ·+ βnan,

äå β1, β2, . . . , βn ∈ R, � ðîçêëàä âåêòîðà x çà áàçèñîì a1, a2, . . . , an.
Îá÷èñëèìî ñêàëÿðíèé êâàäðàò

⟨φ(x), φ(x)⟩ =

〈
φ

(
n∑

i=1

βiai

)
, φ

(
n∑

j=1

βjaj

)〉
=

=

〈
n∑

i=1

βiφ (ai) ,
n∑

j=1

βjφ (aj)

〉
=

n∑
i=1

n∑
j=1

βiβj ⟨φ (ai) , φ (aj)⟩ =

=
n∑

i=1

n∑
j=1

βiβjδij =
n∑

i=1

β2
i = ⟨x, x⟩.

Öå îçíà÷à¹, ùî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ¹ îðòîãîíàëüíèì. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè
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Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n,

äå n ∈ N,

i φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. ßêùî φ � îðòîãîíàëü-

íèé îïåðàòîð, òî îáðàç áóäü-ÿêîãî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó a1, a2, . . . , an

åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, òîáòî ñèñòåìà âåêòîðiâ φ(a1), φ(a2), . . . , φ(an),
¹ òàêîæ îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì öüîãî ïðîñòîðó. Íàâïàêè, ÿêùî ëiíiéíèé

îïåðàòîð ïðîñòîðó L âiäîáðàæà¹ ÿêèé-íåáóäü îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ åâêëi-

äîâîãî ïðîñòîðó L ó îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ öüîãî ïðîñòîðó, òî îïåðàòîð φ
¹ îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì ïðîñòîðó L.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè. Ïðèïóñòèìî, ùî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ¹
îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì. Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ
a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Òîäi

⟨φ(ai), φ(aj)⟩ = ⟨ai, aj⟩ = δij .

äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Öå îçíà÷à¹, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ φ(a1),
φ(a2), . . . , φ(an) ¹ îðòîãîíàëüíîþ ñèñòåìîþ íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ, à òîìó
ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ âåêòîðiâ. ×åðåç òå, ùî dimRL = n, çâiäñè
ñëiäó¹, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ ¹ áàçèñîì ïðîñòîðó L, ïðè÷îìó îðòîíîðìîâà-
íèì. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè
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Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n, äå n ∈ N,

i φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. ßêùî φ � îðòîãîíàëü-

íèé îïåðàòîð, òî îáðàç áóäü-ÿêîãî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó a1, a2, . . . , an

åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, òîáòî ñèñòåìà âåêòîðiâ φ(a1), φ(a2), . . . , φ(an),
¹ òàêîæ îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì öüîãî ïðîñòîðó. Íàâïàêè, ÿêùî ëiíiéíèé

îïåðàòîð ïðîñòîðó L âiäîáðàæà¹ ÿêèé-íåáóäü îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ åâêëi-

äîâîãî ïðîñòîðó L ó îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ öüîãî ïðîñòîðó, òî îïåðàòîð φ
¹ îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì ïðîñòîðó L.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè. Ïðèïóñòèìî, ùî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ¹
îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì. Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ
a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Òîäi

⟨φ(ai), φ(aj)⟩ = ⟨ai, aj⟩ = δij .

äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Öå îçíà÷à¹, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ φ(a1),
φ(a2), . . . , φ(an) ¹ îðòîãîíàëüíîþ ñèñòåìîþ íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ, à òîìó
ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ âåêòîðiâ. ×åðåç òå, ùî dimRL = n, çâiäñè
ñëiäó¹, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ ¹ áàçèñîì ïðîñòîðó L, ïðè÷îìó îðòîíîðìîâà-
íèì. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè
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Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n, äå n ∈ N,

i φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L.

ßêùî φ � îðòîãîíàëü-

íèé îïåðàòîð, òî îáðàç áóäü-ÿêîãî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó a1, a2, . . . , an

åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, òîáòî ñèñòåìà âåêòîðiâ φ(a1), φ(a2), . . . , φ(an),
¹ òàêîæ îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì öüîãî ïðîñòîðó. Íàâïàêè, ÿêùî ëiíiéíèé

îïåðàòîð ïðîñòîðó L âiäîáðàæà¹ ÿêèé-íåáóäü îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ åâêëi-

äîâîãî ïðîñòîðó L ó îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ öüîãî ïðîñòîðó, òî îïåðàòîð φ
¹ îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì ïðîñòîðó L.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè. Ïðèïóñòèìî, ùî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ¹
îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì. Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ
a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Òîäi

⟨φ(ai), φ(aj)⟩ = ⟨ai, aj⟩ = δij .

äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Öå îçíà÷à¹, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ φ(a1),
φ(a2), . . . , φ(an) ¹ îðòîãîíàëüíîþ ñèñòåìîþ íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ, à òîìó
ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ âåêòîðiâ. ×åðåç òå, ùî dimRL = n, çâiäñè
ñëiäó¹, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ ¹ áàçèñîì ïðîñòîðó L, ïðè÷îìó îðòîíîðìîâà-
íèì. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè
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Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n, äå n ∈ N,

i φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. ßêùî φ � îðòîãîíàëü-

íèé îïåðàòîð,

òî îáðàç áóäü-ÿêîãî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó a1, a2, . . . , an

åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, òîáòî ñèñòåìà âåêòîðiâ φ(a1), φ(a2), . . . , φ(an),
¹ òàêîæ îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì öüîãî ïðîñòîðó. Íàâïàêè, ÿêùî ëiíiéíèé

îïåðàòîð ïðîñòîðó L âiäîáðàæà¹ ÿêèé-íåáóäü îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ åâêëi-

äîâîãî ïðîñòîðó L ó îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ öüîãî ïðîñòîðó, òî îïåðàòîð φ
¹ îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì ïðîñòîðó L.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè. Ïðèïóñòèìî, ùî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ¹
îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì. Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ
a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Òîäi

⟨φ(ai), φ(aj)⟩ = ⟨ai, aj⟩ = δij .

äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Öå îçíà÷à¹, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ φ(a1),
φ(a2), . . . , φ(an) ¹ îðòîãîíàëüíîþ ñèñòåìîþ íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ, à òîìó
ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ âåêòîðiâ. ×åðåç òå, ùî dimRL = n, çâiäñè
ñëiäó¹, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ ¹ áàçèñîì ïðîñòîðó L, ïðè÷îìó îðòîíîðìîâà-
íèì. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè
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Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n, äå n ∈ N,

i φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. ßêùî φ � îðòîãîíàëü-

íèé îïåðàòîð, òî îáðàç áóäü-ÿêîãî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó a1, a2, . . . , an

åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, òîáòî ñèñòåìà âåêòîðiâ φ(a1), φ(a2), . . . , φ(an),
¹ òàêîæ îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì öüîãî ïðîñòîðó. Íàâïàêè, ÿêùî ëiíiéíèé

îïåðàòîð ïðîñòîðó L âiäîáðàæà¹ ÿêèé-íåáóäü îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ åâêëi-

äîâîãî ïðîñòîðó L ó îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ öüîãî ïðîñòîðó, òî îïåðàòîð φ
¹ îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì ïðîñòîðó L.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè. Ïðèïóñòèìî, ùî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ¹
îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì. Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ
a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Òîäi

⟨φ(ai), φ(aj)⟩ = ⟨ai, aj⟩ = δij .

äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Öå îçíà÷à¹, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ φ(a1),
φ(a2), . . . , φ(an) ¹ îðòîãîíàëüíîþ ñèñòåìîþ íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ, à òîìó
ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ âåêòîðiâ. ×åðåç òå, ùî dimRL = n, çâiäñè
ñëiäó¹, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ ¹ áàçèñîì ïðîñòîðó L, ïðè÷îìó îðòîíîðìîâà-
íèì. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè
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Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n, äå n ∈ N,

i φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. ßêùî φ � îðòîãîíàëü-

íèé îïåðàòîð, òî îáðàç áóäü-ÿêîãî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó a1, a2, . . . , an

åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L,

òîáòî ñèñòåìà âåêòîðiâ φ(a1), φ(a2), . . . , φ(an),
¹ òàêîæ îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì öüîãî ïðîñòîðó. Íàâïàêè, ÿêùî ëiíiéíèé

îïåðàòîð ïðîñòîðó L âiäîáðàæà¹ ÿêèé-íåáóäü îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ åâêëi-

äîâîãî ïðîñòîðó L ó îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ öüîãî ïðîñòîðó, òî îïåðàòîð φ
¹ îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì ïðîñòîðó L.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè. Ïðèïóñòèìî, ùî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ¹
îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì. Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ
a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Òîäi

⟨φ(ai), φ(aj)⟩ = ⟨ai, aj⟩ = δij .

äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Öå îçíà÷à¹, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ φ(a1),
φ(a2), . . . , φ(an) ¹ îðòîãîíàëüíîþ ñèñòåìîþ íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ, à òîìó
ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ âåêòîðiâ. ×åðåç òå, ùî dimRL = n, çâiäñè
ñëiäó¹, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ ¹ áàçèñîì ïðîñòîðó L, ïðè÷îìó îðòîíîðìîâà-
íèì. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè
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Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n, äå n ∈ N,

i φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. ßêùî φ � îðòîãîíàëü-

íèé îïåðàòîð, òî îáðàç áóäü-ÿêîãî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó a1, a2, . . . , an

åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, òîáòî ñèñòåìà âåêòîðiâ φ(a1), φ(a2), . . . , φ(an),

¹ òàêîæ îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì öüîãî ïðîñòîðó. Íàâïàêè, ÿêùî ëiíiéíèé

îïåðàòîð ïðîñòîðó L âiäîáðàæà¹ ÿêèé-íåáóäü îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ åâêëi-

äîâîãî ïðîñòîðó L ó îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ öüîãî ïðîñòîðó, òî îïåðàòîð φ
¹ îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì ïðîñòîðó L.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè. Ïðèïóñòèìî, ùî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ¹
îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì. Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ
a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Òîäi

⟨φ(ai), φ(aj)⟩ = ⟨ai, aj⟩ = δij .

äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Öå îçíà÷à¹, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ φ(a1),
φ(a2), . . . , φ(an) ¹ îðòîãîíàëüíîþ ñèñòåìîþ íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ, à òîìó
ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ âåêòîðiâ. ×åðåç òå, ùî dimRL = n, çâiäñè
ñëiäó¹, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ ¹ áàçèñîì ïðîñòîðó L, ïðè÷îìó îðòîíîðìîâà-
íèì. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè
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Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n, äå n ∈ N,

i φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. ßêùî φ � îðòîãîíàëü-

íèé îïåðàòîð, òî îáðàç áóäü-ÿêîãî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó a1, a2, . . . , an

åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, òîáòî ñèñòåìà âåêòîðiâ φ(a1), φ(a2), . . . , φ(an),
¹ òàêîæ îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì öüîãî ïðîñòîðó.

Íàâïàêè, ÿêùî ëiíiéíèé

îïåðàòîð ïðîñòîðó L âiäîáðàæà¹ ÿêèé-íåáóäü îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ åâêëi-

äîâîãî ïðîñòîðó L ó îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ öüîãî ïðîñòîðó, òî îïåðàòîð φ
¹ îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì ïðîñòîðó L.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè. Ïðèïóñòèìî, ùî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ¹
îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì. Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ
a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Òîäi

⟨φ(ai), φ(aj)⟩ = ⟨ai, aj⟩ = δij .

äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Öå îçíà÷à¹, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ φ(a1),
φ(a2), . . . , φ(an) ¹ îðòîãîíàëüíîþ ñèñòåìîþ íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ, à òîìó
ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ âåêòîðiâ. ×åðåç òå, ùî dimRL = n, çâiäñè
ñëiäó¹, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ ¹ áàçèñîì ïðîñòîðó L, ïðè÷îìó îðòîíîðìîâà-
íèì. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè
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Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n, äå n ∈ N,

i φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. ßêùî φ � îðòîãîíàëü-

íèé îïåðàòîð, òî îáðàç áóäü-ÿêîãî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó a1, a2, . . . , an

åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, òîáòî ñèñòåìà âåêòîðiâ φ(a1), φ(a2), . . . , φ(an),
¹ òàêîæ îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì öüîãî ïðîñòîðó. Íàâïàêè,

ÿêùî ëiíiéíèé

îïåðàòîð ïðîñòîðó L âiäîáðàæà¹ ÿêèé-íåáóäü îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ åâêëi-

äîâîãî ïðîñòîðó L ó îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ öüîãî ïðîñòîðó, òî îïåðàòîð φ
¹ îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì ïðîñòîðó L.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè. Ïðèïóñòèìî, ùî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ¹
îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì. Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ
a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Òîäi

⟨φ(ai), φ(aj)⟩ = ⟨ai, aj⟩ = δij .

äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Öå îçíà÷à¹, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ φ(a1),
φ(a2), . . . , φ(an) ¹ îðòîãîíàëüíîþ ñèñòåìîþ íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ, à òîìó
ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ âåêòîðiâ. ×åðåç òå, ùî dimRL = n, çâiäñè
ñëiäó¹, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ ¹ áàçèñîì ïðîñòîðó L, ïðè÷îìó îðòîíîðìîâà-
íèì. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè
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Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n, äå n ∈ N,

i φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. ßêùî φ � îðòîãîíàëü-

íèé îïåðàòîð, òî îáðàç áóäü-ÿêîãî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó a1, a2, . . . , an

åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, òîáòî ñèñòåìà âåêòîðiâ φ(a1), φ(a2), . . . , φ(an),
¹ òàêîæ îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì öüîãî ïðîñòîðó. Íàâïàêè, ÿêùî ëiíiéíèé

îïåðàòîð ïðîñòîðó L

âiäîáðàæà¹ ÿêèé-íåáóäü îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ åâêëi-

äîâîãî ïðîñòîðó L ó îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ öüîãî ïðîñòîðó, òî îïåðàòîð φ
¹ îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì ïðîñòîðó L.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè. Ïðèïóñòèìî, ùî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ¹
îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì. Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ
a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Òîäi

⟨φ(ai), φ(aj)⟩ = ⟨ai, aj⟩ = δij .

äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Öå îçíà÷à¹, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ φ(a1),
φ(a2), . . . , φ(an) ¹ îðòîãîíàëüíîþ ñèñòåìîþ íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ, à òîìó
ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ âåêòîðiâ. ×åðåç òå, ùî dimRL = n, çâiäñè
ñëiäó¹, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ ¹ áàçèñîì ïðîñòîðó L, ïðè÷îìó îðòîíîðìîâà-
íèì. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè
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Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n, äå n ∈ N,

i φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. ßêùî φ � îðòîãîíàëü-

íèé îïåðàòîð, òî îáðàç áóäü-ÿêîãî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó a1, a2, . . . , an

åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, òîáòî ñèñòåìà âåêòîðiâ φ(a1), φ(a2), . . . , φ(an),
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äîâîãî ïðîñòîðó L ó îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ öüîãî ïðîñòîðó, òî îïåðàòîð φ
¹ îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì ïðîñòîðó L.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè. Ïðèïóñòèìî, ùî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ¹
îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì. Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ
a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Òîäi

⟨φ(ai), φ(aj)⟩ = ⟨ai, aj⟩ = δij .

äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Öå îçíà÷à¹, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ φ(a1),
φ(a2), . . . , φ(an) ¹ îðòîãîíàëüíîþ ñèñòåìîþ íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ, à òîìó
ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ âåêòîðiâ. ×åðåç òå, ùî dimRL = n, çâiäñè
ñëiäó¹, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ ¹ áàçèñîì ïðîñòîðó L, ïðè÷îìó îðòîíîðìîâà-
íèì. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè
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Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n, äå n ∈ N,

i φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. ßêùî φ � îðòîãîíàëü-
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åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, òîáòî ñèñòåìà âåêòîðiâ φ(a1), φ(a2), . . . , φ(an),
¹ òàêîæ îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì öüîãî ïðîñòîðó. Íàâïàêè, ÿêùî ëiíiéíèé

îïåðàòîð ïðîñòîðó L âiäîáðàæà¹ ÿêèé-íåáóäü îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ åâêëi-

äîâîãî ïðîñòîðó L ó îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ öüîãî ïðîñòîðó,

òî îïåðàòîð φ
¹ îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì ïðîñòîðó L.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè. Ïðèïóñòèìî, ùî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ¹
îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì. Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ
a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Òîäi

⟨φ(ai), φ(aj)⟩ = ⟨ai, aj⟩ = δij .

äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Öå îçíà÷à¹, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ φ(a1),
φ(a2), . . . , φ(an) ¹ îðòîãîíàëüíîþ ñèñòåìîþ íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ, à òîìó
ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ âåêòîðiâ. ×åðåç òå, ùî dimRL = n, çâiäñè
ñëiäó¹, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ ¹ áàçèñîì ïðîñòîðó L, ïðè÷îìó îðòîíîðìîâà-
íèì. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.
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i φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. ßêùî φ � îðòîãîíàëü-
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äîâîãî ïðîñòîðó L ó îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ öüîãî ïðîñòîðó, òî îïåðàòîð φ
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îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì. Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ
a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Òîäi

⟨φ(ai), φ(aj)⟩ = ⟨ai, aj⟩ = δij .

äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Öå îçíà÷à¹, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ φ(a1),
φ(a2), . . . , φ(an) ¹ îðòîãîíàëüíîþ ñèñòåìîþ íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ, à òîìó
ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ âåêòîðiâ. ×åðåç òå, ùî dimRL = n, çâiäñè
ñëiäó¹, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ ¹ áàçèñîì ïðîñòîðó L, ïðè÷îìó îðòîíîðìîâà-
íèì. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Òåîðåìà 9

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n, äå n ∈ N,

i φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. ßêùî φ � îðòîãîíàëü-

íèé îïåðàòîð, òî îáðàç áóäü-ÿêîãî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó a1, a2, . . . , an

åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, òîáòî ñèñòåìà âåêòîðiâ φ(a1), φ(a2), . . . , φ(an),
¹ òàêîæ îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì öüîãî ïðîñòîðó. Íàâïàêè, ÿêùî ëiíiéíèé

îïåðàòîð ïðîñòîðó L âiäîáðàæà¹ ÿêèé-íåáóäü îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ åâêëi-

äîâîãî ïðîñòîðó L ó îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ öüîãî ïðîñòîðó, òî îïåðàòîð φ
¹ îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì ïðîñòîðó L.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè.

Ïðèïóñòèìî, ùî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ¹
îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì. Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ
a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Òîäi

⟨φ(ai), φ(aj)⟩ = ⟨ai, aj⟩ = δij .

äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Öå îçíà÷à¹, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ φ(a1),
φ(a2), . . . , φ(an) ¹ îðòîãîíàëüíîþ ñèñòåìîþ íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ, à òîìó
ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ âåêòîðiâ. ×åðåç òå, ùî dimRL = n, çâiäñè
ñëiäó¹, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ ¹ áàçèñîì ïðîñòîðó L, ïðè÷îìó îðòîíîðìîâà-
íèì. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Òåîðåìà 9

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n, äå n ∈ N,

i φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. ßêùî φ � îðòîãîíàëü-

íèé îïåðàòîð, òî îáðàç áóäü-ÿêîãî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó a1, a2, . . . , an

åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, òîáòî ñèñòåìà âåêòîðiâ φ(a1), φ(a2), . . . , φ(an),
¹ òàêîæ îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì öüîãî ïðîñòîðó. Íàâïàêè, ÿêùî ëiíiéíèé

îïåðàòîð ïðîñòîðó L âiäîáðàæà¹ ÿêèé-íåáóäü îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ åâêëi-

äîâîãî ïðîñòîðó L ó îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ öüîãî ïðîñòîðó, òî îïåðàòîð φ
¹ îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì ïðîñòîðó L.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè. Ïðèïóñòèìî, ùî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ¹
îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì.

Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ
a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Òîäi

⟨φ(ai), φ(aj)⟩ = ⟨ai, aj⟩ = δij .

äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Öå îçíà÷à¹, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ φ(a1),
φ(a2), . . . , φ(an) ¹ îðòîãîíàëüíîþ ñèñòåìîþ íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ, à òîìó
ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ âåêòîðiâ. ×åðåç òå, ùî dimRL = n, çâiäñè
ñëiäó¹, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ ¹ áàçèñîì ïðîñòîðó L, ïðè÷îìó îðòîíîðìîâà-
íèì. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Òåîðåìà 9

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n, äå n ∈ N,

i φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. ßêùî φ � îðòîãîíàëü-

íèé îïåðàòîð, òî îáðàç áóäü-ÿêîãî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó a1, a2, . . . , an

åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, òîáòî ñèñòåìà âåêòîðiâ φ(a1), φ(a2), . . . , φ(an),
¹ òàêîæ îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì öüîãî ïðîñòîðó. Íàâïàêè, ÿêùî ëiíiéíèé

îïåðàòîð ïðîñòîðó L âiäîáðàæà¹ ÿêèé-íåáóäü îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ åâêëi-

äîâîãî ïðîñòîðó L ó îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ öüîãî ïðîñòîðó, òî îïåðàòîð φ
¹ îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì ïðîñòîðó L.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè. Ïðèïóñòèìî, ùî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ¹
îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì. Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ
a1, a2, . . . , an

åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Òîäi

⟨φ(ai), φ(aj)⟩ = ⟨ai, aj⟩ = δij .

äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Öå îçíà÷à¹, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ φ(a1),
φ(a2), . . . , φ(an) ¹ îðòîãîíàëüíîþ ñèñòåìîþ íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ, à òîìó
ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ âåêòîðiâ. ×åðåç òå, ùî dimRL = n, çâiäñè
ñëiäó¹, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ ¹ áàçèñîì ïðîñòîðó L, ïðè÷îìó îðòîíîðìîâà-
íèì. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè
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Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n, äå n ∈ N,

i φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. ßêùî φ � îðòîãîíàëü-

íèé îïåðàòîð, òî îáðàç áóäü-ÿêîãî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó a1, a2, . . . , an

åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, òîáòî ñèñòåìà âåêòîðiâ φ(a1), φ(a2), . . . , φ(an),
¹ òàêîæ îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì öüîãî ïðîñòîðó. Íàâïàêè, ÿêùî ëiíiéíèé

îïåðàòîð ïðîñòîðó L âiäîáðàæà¹ ÿêèé-íåáóäü îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ åâêëi-

äîâîãî ïðîñòîðó L ó îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ öüîãî ïðîñòîðó, òî îïåðàòîð φ
¹ îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì ïðîñòîðó L.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè. Ïðèïóñòèìî, ùî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ¹
îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì. Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ
a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L.

Òîäi

⟨φ(ai), φ(aj)⟩ = ⟨ai, aj⟩ = δij .

äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Öå îçíà÷à¹, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ φ(a1),
φ(a2), . . . , φ(an) ¹ îðòîãîíàëüíîþ ñèñòåìîþ íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ, à òîìó
ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ âåêòîðiâ. ×åðåç òå, ùî dimRL = n, çâiäñè
ñëiäó¹, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ ¹ áàçèñîì ïðîñòîðó L, ïðè÷îìó îðòîíîðìîâà-
íèì. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè
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Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n, äå n ∈ N,

i φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. ßêùî φ � îðòîãîíàëü-

íèé îïåðàòîð, òî îáðàç áóäü-ÿêîãî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó a1, a2, . . . , an

åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, òîáòî ñèñòåìà âåêòîðiâ φ(a1), φ(a2), . . . , φ(an),
¹ òàêîæ îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì öüîãî ïðîñòîðó. Íàâïàêè, ÿêùî ëiíiéíèé

îïåðàòîð ïðîñòîðó L âiäîáðàæà¹ ÿêèé-íåáóäü îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ åâêëi-

äîâîãî ïðîñòîðó L ó îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ öüîãî ïðîñòîðó, òî îïåðàòîð φ
¹ îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì ïðîñòîðó L.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè. Ïðèïóñòèìî, ùî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ¹
îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì. Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ
a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Òîäi

⟨φ(ai), φ(aj)⟩ =

⟨ai, aj⟩ = δij .

äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Öå îçíà÷à¹, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ φ(a1),
φ(a2), . . . , φ(an) ¹ îðòîãîíàëüíîþ ñèñòåìîþ íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ, à òîìó
ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ âåêòîðiâ. ×åðåç òå, ùî dimRL = n, çâiäñè
ñëiäó¹, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ ¹ áàçèñîì ïðîñòîðó L, ïðè÷îìó îðòîíîðìîâà-
íèì. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè
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Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n, äå n ∈ N,

i φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. ßêùî φ � îðòîãîíàëü-

íèé îïåðàòîð, òî îáðàç áóäü-ÿêîãî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó a1, a2, . . . , an

åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, òîáòî ñèñòåìà âåêòîðiâ φ(a1), φ(a2), . . . , φ(an),
¹ òàêîæ îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì öüîãî ïðîñòîðó. Íàâïàêè, ÿêùî ëiíiéíèé

îïåðàòîð ïðîñòîðó L âiäîáðàæà¹ ÿêèé-íåáóäü îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ åâêëi-

äîâîãî ïðîñòîðó L ó îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ öüîãî ïðîñòîðó, òî îïåðàòîð φ
¹ îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì ïðîñòîðó L.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè. Ïðèïóñòèìî, ùî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ¹
îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì. Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ
a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Òîäi

⟨φ(ai), φ(aj)⟩ = ⟨ai, aj⟩

= δij .

äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Öå îçíà÷à¹, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ φ(a1),
φ(a2), . . . , φ(an) ¹ îðòîãîíàëüíîþ ñèñòåìîþ íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ, à òîìó
ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ âåêòîðiâ. ×åðåç òå, ùî dimRL = n, çâiäñè
ñëiäó¹, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ ¹ áàçèñîì ïðîñòîðó L, ïðè÷îìó îðòîíîðìîâà-
íèì. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè
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Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n, äå n ∈ N,

i φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. ßêùî φ � îðòîãîíàëü-

íèé îïåðàòîð, òî îáðàç áóäü-ÿêîãî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó a1, a2, . . . , an

åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, òîáòî ñèñòåìà âåêòîðiâ φ(a1), φ(a2), . . . , φ(an),
¹ òàêîæ îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì öüîãî ïðîñòîðó. Íàâïàêè, ÿêùî ëiíiéíèé

îïåðàòîð ïðîñòîðó L âiäîáðàæà¹ ÿêèé-íåáóäü îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ åâêëi-

äîâîãî ïðîñòîðó L ó îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ öüîãî ïðîñòîðó, òî îïåðàòîð φ
¹ îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì ïðîñòîðó L.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè. Ïðèïóñòèìî, ùî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ¹
îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì. Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ
a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Òîäi

⟨φ(ai), φ(aj)⟩ = ⟨ai, aj⟩ = δij .

äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Öå îçíà÷à¹, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ φ(a1),
φ(a2), . . . , φ(an) ¹ îðòîãîíàëüíîþ ñèñòåìîþ íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ, à òîìó
ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ âåêòîðiâ. ×åðåç òå, ùî dimRL = n, çâiäñè
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i φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. ßêùî φ � îðòîãîíàëü-
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ñëiäó¹, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ ¹ áàçèñîì ïðîñòîðó L, ïðè÷îìó îðòîíîðìîâà-
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îïåðàòîðà φ, à a � âëàñíèé âåêòîð, ùî éîìó íàëåæèòü. Òîäi φ(a) = αa.
Îñêiëüêè φ ¹ îðòîãîíîëüíèì îïåðàòîðîì, òî ç îäíîãî áîêó ⟨φ(a), φ(a)⟩ =
= ⟨a, a⟩, à ç iíøîãî ⟨φ(a), φ(a)⟩ = ⟨αa, αa⟩ = α2⟨a, a⟩. Òîìó

α2⟨a, a⟩ = ⟨a, a⟩.

×åðåç òå, ùî a � âëàñíèé âåêòîð îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà φ, òî a ̸= 0̄ i
òîìó ⟨a, a⟩ ̸= 0. Îòæå, α2 = 1 i ÿê íàñëiäîê α = ±1.
Äàëi íåõàé b i c � âëàñíi âåêòîðè îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà φ, ÿêi íàëåæàòü
âiäïîâiäíî âëàñíèì çíà÷åííÿì 1 i −1. Òîäi φ(b) = b, φ(c) = −c. Àíàëîãi-
÷íî ç îäíîãî áîêó ⟨φ(b), φ(c)⟩ = ⟨b, c⟩, à ç iíøîãî ⟨φ(b), φ(c)⟩ = ⟨b,−c⟩ =
= −⟨b, c⟩.Òîìó ⟨b, c⟩ = −⟨b, c⟩, ùî ìîæëèâî ëèøå, êîëè ⟨b, c⟩ = 0. Òåîðåìà
äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè
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òîìó ⟨a, a⟩ ̸= 0. Îòæå, α2 = 1 i ÿê íàñëiäîê α = ±1.
Äàëi íåõàé b i c � âëàñíi âåêòîðè îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà φ, ÿêi íàëåæàòü
âiäïîâiäíî âëàñíèì çíà÷åííÿì 1 i −1. Òîäi φ(b) = b, φ(c) = −c. Àíàëîãi-
÷íî ç îäíîãî áîêó ⟨φ(b), φ(c)⟩ = ⟨b, c⟩, à ç iíøîãî ⟨φ(b), φ(c)⟩ = ⟨b,−c⟩ =
= −⟨b, c⟩.Òîìó ⟨b, c⟩ = −⟨b, c⟩, ùî ìîæëèâî ëèøå, êîëè ⟨b, c⟩ = 0.

Òåîðåìà
äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Òåîðåìà 10

Íåõàé L � åâêëiäîâèé ïðîñòið i φ � îðòîãîíàëüíèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî

ïðîñòîðó L. Òîäi:

1 ÿêùî äiéñíå ÷èñëî α ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì îïåðàòîðà φ, òî α = ±1;

2 âëàñíi âåêòîðè îïåðàòîðà φ, ÿêi íàëåæàòü ðiçíèì âëàñíèì çíà÷åííÿì,

¹ îðòîãîíàëüíèìè âåêòîðàìè.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè i α � âëàñíå çíà÷åííÿ îðòîãîíàëüíîãî
îïåðàòîðà φ, à a � âëàñíèé âåêòîð, ùî éîìó íàëåæèòü. Òîäi φ(a) = αa.
Îñêiëüêè φ ¹ îðòîãîíîëüíèì îïåðàòîðîì, òî ç îäíîãî áîêó ⟨φ(a), φ(a)⟩ =
= ⟨a, a⟩, à ç iíøîãî ⟨φ(a), φ(a)⟩ = ⟨αa, αa⟩ = α2⟨a, a⟩. Òîìó

α2⟨a, a⟩ = ⟨a, a⟩.

×åðåç òå, ùî a � âëàñíèé âåêòîð îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà φ, òî a ̸= 0̄ i
òîìó ⟨a, a⟩ ̸= 0. Îòæå, α2 = 1 i ÿê íàñëiäîê α = ±1.
Äàëi íåõàé b i c � âëàñíi âåêòîðè îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà φ, ÿêi íàëåæàòü
âiäïîâiäíî âëàñíèì çíà÷åííÿì 1 i −1. Òîäi φ(b) = b, φ(c) = −c. Àíàëîãi-
÷íî ç îäíîãî áîêó ⟨φ(b), φ(c)⟩ = ⟨b, c⟩, à ç iíøîãî ⟨φ(b), φ(c)⟩ = ⟨b,−c⟩ =
= −⟨b, c⟩.Òîìó ⟨b, c⟩ = −⟨b, c⟩, ùî ìîæëèâî ëèøå, êîëè ⟨b, c⟩ = 0. Òåîðåìà
äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Òåîðåìà 11 (ïðî êàíîíi÷íèé âèãëÿä ìàòðèöi îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà)

Íåõàé φ � îðòîãîíàëüíèé îïåðàòîð ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòî-

ðó L.

Òîäi ó åâêëiäîâîìó ïðîñòîði L iñíó¹ îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ, â ÿêîìó

ìàòðèöÿ A îïåðàòîðà φ ìà¹ áëî÷íî-äiàãîíàëüíèé âèãëÿä

A =



k ðàç︷ ︸︸ ︷
1

. . .

1
l ðàç︷ ︸︸ ︷

−1
. . .

−1
cosα1 − sinα1

sinα1 cosα1

. . .

cosαm − sinαm

sinαm cosαm



,

äå k, l, m ∈ N ∪ {0}, à α1, α2, . . . , αm � äåÿêi äiéñíi ÷èñëà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Òåîðåìà 11 (ïðî êàíîíi÷íèé âèãëÿä ìàòðèöi îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà)

Íåõàé φ � îðòîãîíàëüíèé îïåðàòîð ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòî-

ðó L. Òîäi ó åâêëiäîâîìó ïðîñòîði L iñíó¹ îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ,

â ÿêîìó

ìàòðèöÿ A îïåðàòîðà φ ìà¹ áëî÷íî-äiàãîíàëüíèé âèãëÿä

A =



k ðàç︷ ︸︸ ︷
1

. . .

1
l ðàç︷ ︸︸ ︷

−1
. . .

−1
cosα1 − sinα1

sinα1 cosα1

. . .

cosαm − sinαm

sinαm cosαm



,

äå k, l, m ∈ N ∪ {0}, à α1, α2, . . . , αm � äåÿêi äiéñíi ÷èñëà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Òåîðåìà 11 (ïðî êàíîíi÷íèé âèãëÿä ìàòðèöi îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà)

Íåõàé φ � îðòîãîíàëüíèé îïåðàòîð ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòî-

ðó L. Òîäi ó åâêëiäîâîìó ïðîñòîði L iñíó¹ îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ, â ÿêîìó

ìàòðèöÿ A îïåðàòîðà φ ìà¹ áëî÷íî-äiàãîíàëüíèé âèãëÿä

A =



k ðàç︷ ︸︸ ︷
1

. . .

1
l ðàç︷ ︸︸ ︷

−1
. . .

−1
cosα1 − sinα1

sinα1 cosα1

. . .

cosαm − sinαm

sinαm cosαm



,

äå k, l, m ∈ N ∪ {0}, à α1, α2, . . . , αm � äåÿêi äiéñíi ÷èñëà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Òåîðåìà 11 (ïðî êàíîíi÷íèé âèãëÿä ìàòðèöi îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà)

Íåõàé φ � îðòîãîíàëüíèé îïåðàòîð ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòî-

ðó L. Òîäi ó åâêëiäîâîìó ïðîñòîði L iñíó¹ îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ, â ÿêîìó

ìàòðèöÿ A îïåðàòîðà φ ìà¹ áëî÷íî-äiàãîíàëüíèé âèãëÿä

A =



k ðàç︷ ︸︸ ︷
1

. . .

1

l ðàç︷ ︸︸ ︷
−1

. . .

−1
cosα1 − sinα1

sinα1 cosα1

. . .

cosαm − sinαm

sinαm cosαm



,

äå k, l, m ∈ N ∪ {0}, à α1, α2, . . . , αm � äåÿêi äiéñíi ÷èñëà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Òåîðåìà 11 (ïðî êàíîíi÷íèé âèãëÿä ìàòðèöi îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà)

Íåõàé φ � îðòîãîíàëüíèé îïåðàòîð ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòî-

ðó L. Òîäi ó åâêëiäîâîìó ïðîñòîði L iñíó¹ îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ, â ÿêîìó

ìàòðèöÿ A îïåðàòîðà φ ìà¹ áëî÷íî-äiàãîíàëüíèé âèãëÿä

A =



k ðàç︷ ︸︸ ︷
1

. . .

1
l ðàç︷ ︸︸ ︷

−1
. . .

−1

cosα1 − sinα1

sinα1 cosα1

. . .

cosαm − sinαm

sinαm cosαm



,

äå k, l, m ∈ N ∪ {0}, à α1, α2, . . . , αm � äåÿêi äiéñíi ÷èñëà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Òåîðåìà 11 (ïðî êàíîíi÷íèé âèãëÿä ìàòðèöi îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà)

Íåõàé φ � îðòîãîíàëüíèé îïåðàòîð ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòî-

ðó L. Òîäi ó åâêëiäîâîìó ïðîñòîði L iñíó¹ îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ, â ÿêîìó

ìàòðèöÿ A îïåðàòîðà φ ìà¹ áëî÷íî-äiàãîíàëüíèé âèãëÿä

A =



k ðàç︷ ︸︸ ︷
1

. . .

1
l ðàç︷ ︸︸ ︷

−1
. . .

−1
cosα1 − sinα1

sinα1 cosα1

. . .

cosαm − sinαm

sinαm cosαm



,

äå k, l, m ∈ N ∪ {0}, à α1, α2, . . . , αm � äåÿêi äiéñíi ÷èñëà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Òåîðåìà 11 (ïðî êàíîíi÷íèé âèãëÿä ìàòðèöi îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà)

Íåõàé φ � îðòîãîíàëüíèé îïåðàòîð ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòî-

ðó L. Òîäi ó åâêëiäîâîìó ïðîñòîði L iñíó¹ îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ, â ÿêîìó

ìàòðèöÿ A îïåðàòîðà φ ìà¹ áëî÷íî-äiàãîíàëüíèé âèãëÿä

A =



k ðàç︷ ︸︸ ︷
1

. . .

1
l ðàç︷ ︸︸ ︷

−1
. . .

−1
cosα1 − sinα1

sinα1 cosα1

. . .

cosαm − sinαm

sinαm cosαm



,

äå k, l, m ∈ N ∪ {0},

à α1, α2, . . . , αm � äåÿêi äiéñíi ÷èñëà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Òåîðåìà 11 (ïðî êàíîíi÷íèé âèãëÿä ìàòðèöi îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà)

Íåõàé φ � îðòîãîíàëüíèé îïåðàòîð ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòî-

ðó L. Òîäi ó åâêëiäîâîìó ïðîñòîði L iñíó¹ îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ, â ÿêîìó

ìàòðèöÿ A îïåðàòîðà φ ìà¹ áëî÷íî-äiàãîíàëüíèé âèãëÿä

A =



k ðàç︷ ︸︸ ︷
1

. . .

1
l ðàç︷ ︸︸ ︷

−1
. . .

−1
cosα1 − sinα1

sinα1 cosα1

. . .

cosαm − sinαm

sinαm cosαm



,

äå k, l, m ∈ N ∪ {0}, à α1, α2, . . . , αm � äåÿêi äiéñíi ÷èñëà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Ïðèêëàä îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà.

Íåõàé f � ëiíiéíèé îïåðàòîð òðèâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó R3 òàêèé,
ùî

f
(
(x1, x2, x3)

)
=

=
(

6
23
x1 − 13

23
x2 − 18

23
x3, − 3

23
x1 +

18
23
x2 − 14

23
x3, − 22

23
x1 − 6

23
x2 − 3

23
x3

)
äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà (x1, x2, x3) iç R

3. Äîâåñòè, ùî f ¹ îðòîãîíàëüíèì
îïåðàòîðîì. Çíàéòè äåÿêèé îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ, ó ÿêîìó ìàòðèöÿ îðòî-
ãîíàëüíîãî îïåðàòîðà f ìà¹ áëî÷íî äiàãîíàëüíèé âèãëÿä, ÿê ó òåîðåìi 11.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âèïèøåìî ìàòðèöþ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà f ó êàíîíi÷íîìó áà-
çèñi åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó R3

F =


6
23

− 13
23

− 18
23

− 3
23

18
23

− 14
23

− 22
23

− 6
23

− 3
23

 = − 1
23

 −6 13 18
3 −18 14

22 6 3

 .

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Ïðèêëàä îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà.

Íåõàé f � ëiíiéíèé îïåðàòîð òðèâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó R3 òàêèé,

ùî

f
(
(x1, x2, x3)

)
=

=
(

6
23
x1 − 13

23
x2 − 18

23
x3, − 3

23
x1 +

18
23
x2 − 14

23
x3, − 22

23
x1 − 6

23
x2 − 3

23
x3

)
äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà (x1, x2, x3) iç R

3. Äîâåñòè, ùî f ¹ îðòîãîíàëüíèì
îïåðàòîðîì. Çíàéòè äåÿêèé îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ, ó ÿêîìó ìàòðèöÿ îðòî-
ãîíàëüíîãî îïåðàòîðà f ìà¹ áëî÷íî äiàãîíàëüíèé âèãëÿä, ÿê ó òåîðåìi 11.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âèïèøåìî ìàòðèöþ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà f ó êàíîíi÷íîìó áà-
çèñi åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó R3

F =


6
23

− 13
23

− 18
23

− 3
23

18
23

− 14
23

− 22
23

− 6
23

− 3
23

 = − 1
23

 −6 13 18
3 −18 14

22 6 3

 .

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Ïðèêëàä îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà.

Íåõàé f � ëiíiéíèé îïåðàòîð òðèâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó R3 òàêèé,
ùî

f
(
(x1, x2, x3)

)
=

=
(

6
23
x1 − 13

23
x2 − 18

23
x3, − 3

23
x1 +

18
23
x2 − 14

23
x3, − 22

23
x1 − 6

23
x2 − 3

23
x3

)

äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà (x1, x2, x3) iç R
3. Äîâåñòè, ùî f ¹ îðòîãîíàëüíèì

îïåðàòîðîì. Çíàéòè äåÿêèé îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ, ó ÿêîìó ìàòðèöÿ îðòî-
ãîíàëüíîãî îïåðàòîðà f ìà¹ áëî÷íî äiàãîíàëüíèé âèãëÿä, ÿê ó òåîðåìi 11.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âèïèøåìî ìàòðèöþ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà f ó êàíîíi÷íîìó áà-
çèñi åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó R3

F =


6
23

− 13
23

− 18
23

− 3
23

18
23

− 14
23

− 22
23

− 6
23

− 3
23

 = − 1
23

 −6 13 18
3 −18 14

22 6 3

 .

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Ïðèêëàä îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà.

Íåõàé f � ëiíiéíèé îïåðàòîð òðèâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó R3 òàêèé,
ùî

f
(
(x1, x2, x3)

)
=

=
(

6
23
x1 − 13

23
x2 − 18

23
x3, − 3

23
x1 +

18
23
x2 − 14

23
x3, − 22

23
x1 − 6

23
x2 − 3

23
x3

)
äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà (x1, x2, x3) iç R

3.

Äîâåñòè, ùî f ¹ îðòîãîíàëüíèì
îïåðàòîðîì. Çíàéòè äåÿêèé îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ, ó ÿêîìó ìàòðèöÿ îðòî-
ãîíàëüíîãî îïåðàòîðà f ìà¹ áëî÷íî äiàãîíàëüíèé âèãëÿä, ÿê ó òåîðåìi 11.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âèïèøåìî ìàòðèöþ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà f ó êàíîíi÷íîìó áà-
çèñi åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó R3

F =


6
23

− 13
23

− 18
23

− 3
23

18
23

− 14
23

− 22
23

− 6
23

− 3
23

 = − 1
23

 −6 13 18
3 −18 14

22 6 3

 .

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè



Ïðèêëàä îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà.

Íåõàé f � ëiíiéíèé îïåðàòîð òðèâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó R3 òàêèé,
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Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè.

1 Ïîêàçàòè, ùî îðòîãîíàëüíèé îïåðàòîð äâîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðî-
ñòîðó R2 ¹ àáî îïåðàòîðîì âiäáèòòÿ, àáî îïåðàòîðîì ïîâîðîòó.

2 Äîâåñòè òåîðåìó ïðî êàíîíi÷íèé âèãëÿä ìàòðèöi îðòîãîíàëüíîãî îïå-
ðàòîðà ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó.
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