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Îçíà÷åííÿ 1

ÌàòðèöÿA ïîðÿäêó n

íàä ïîëåìR äiéñíèõ ÷èñåë íàçèâà¹òüñÿ ñèìåòðè÷íîþ,
ÿêùî AT = A.

Òîáòî ìàòðèöÿ

A =


α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

...
...

. . .
...

αn1 αn2 . . . αnn


¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ, ÿêùî αij = αji äëÿ áóäü-ÿêèõ ðiçíèõ i òà j ∈ {1,
2, . . . , n}.

Ïðèêëàäè ñèìåòðè÷íèõ ìàòðèöü.1 0 0
0 1 0
0 0 1

 ,


0 1 2 3
1 9 4 5
2 4 8 6
3 5 6 7

 .
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Ñóìà ñèìåòðè÷íèõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n

¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ. Äîáóòîê

áóäü-ÿêîãî äiéñíîãî ÷èñëà íà ñèìåòðè÷íó ìàòðèöþ ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðè-

öåþ.
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R äiéñíèõ ÷èñåë, à f(λ) � õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöi A. ßêùî
A ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ, òî ìíîãî÷ëåí f(λ) ðîçêëàäà¹òüñÿ ó äîáóòîê
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äå αij ∈ R, i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Òåîðåìà 1

Ñóìà ñèìåòðè÷íèõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ. Äîáóòîê

áóäü-ÿêîãî äiéñíîãî ÷èñëà íà ñèìåòðè÷íó ìàòðèöþ ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðè-

öåþ.

Òåîðåìà 2

Íåõàé n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî, A � ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n íàä ïîëåì

R äiéñíèõ ÷èñåë, à f(λ) � õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöi A. ßêùî
A ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ, òî ìíîãî÷ëåí f(λ) ðîçêëàäà¹òüñÿ ó äîáóòîê

ëiíiéíèõ ìíîæíèêiâ. Àáî, ùî òåæ ñàìå, âñi êîìïëåêñíi êîðåíi ìíîãî÷ëåíà

f(x), ðîçãëÿäóâàíîãî íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, ¹ äiéñíèìè ÷èñëàìè.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè i

A =


α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

...
...

. . .
...

αn1 αn2 . . . αnn

 ,

äå αij ∈ R, i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Òåîðåìà 1

Ñóìà ñèìåòðè÷íèõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ. Äîáóòîê

áóäü-ÿêîãî äiéñíîãî ÷èñëà íà ñèìåòðè÷íó ìàòðèöþ ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðè-

öåþ.

Òåîðåìà 2

Íåõàé n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî, A � ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n íàä ïîëåì

R äiéñíèõ ÷èñåë, à f(λ) � õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöi A. ßêùî
A ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ, òî ìíîãî÷ëåí f(λ) ðîçêëàäà¹òüñÿ ó äîáóòîê

ëiíiéíèõ ìíîæíèêiâ. Àáî, ùî òåæ ñàìå, âñi êîìïëåêñíi êîðåíi ìíîãî÷ëåíà

f(x), ðîçãëÿäóâàíîãî íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, ¹ äiéñíèìè ÷èñëàìè.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè

i

A =


α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

...
...

. . .
...

αn1 αn2 . . . αnn

 ,

äå αij ∈ R, i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Òåîðåìà 1

Ñóìà ñèìåòðè÷íèõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ. Äîáóòîê

áóäü-ÿêîãî äiéñíîãî ÷èñëà íà ñèìåòðè÷íó ìàòðèöþ ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðè-

öåþ.

Òåîðåìà 2

Íåõàé n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî, A � ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n íàä ïîëåì

R äiéñíèõ ÷èñåë, à f(λ) � õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöi A. ßêùî
A ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ, òî ìíîãî÷ëåí f(λ) ðîçêëàäà¹òüñÿ ó äîáóòîê

ëiíiéíèõ ìíîæíèêiâ. Àáî, ùî òåæ ñàìå, âñi êîìïëåêñíi êîðåíi ìíîãî÷ëåíà

f(x), ðîçãëÿäóâàíîãî íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, ¹ äiéñíèìè ÷èñëàìè.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè i

A =


α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

...
...

. . .
...

αn1 αn2 . . . αnn

 ,

äå αij ∈ R, i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Òåîðåìà 1

Ñóìà ñèìåòðè÷íèõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ. Äîáóòîê

áóäü-ÿêîãî äiéñíîãî ÷èñëà íà ñèìåòðè÷íó ìàòðèöþ ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðè-

öåþ.

Òåîðåìà 2

Íåõàé n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî, A � ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n íàä ïîëåì

R äiéñíèõ ÷èñåë, à f(λ) � õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöi A. ßêùî
A ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ, òî ìíîãî÷ëåí f(λ) ðîçêëàäà¹òüñÿ ó äîáóòîê

ëiíiéíèõ ìíîæíèêiâ. Àáî, ùî òåæ ñàìå, âñi êîìïëåêñíi êîðåíi ìíîãî÷ëåíà

f(x), ðîçãëÿäóâàíîãî íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, ¹ äiéñíèìè ÷èñëàìè.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè i

A =


α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

...
...

. . .
...

αn1 αn2 . . . αnn

 ,

äå αij ∈ R,

i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Òåîðåìà 1

Ñóìà ñèìåòðè÷íèõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ. Äîáóòîê

áóäü-ÿêîãî äiéñíîãî ÷èñëà íà ñèìåòðè÷íó ìàòðèöþ ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðè-

öåþ.

Òåîðåìà 2

Íåõàé n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî, A � ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n íàä ïîëåì

R äiéñíèõ ÷èñåë, à f(λ) � õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöi A. ßêùî
A ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ, òî ìíîãî÷ëåí f(λ) ðîçêëàäà¹òüñÿ ó äîáóòîê

ëiíiéíèõ ìíîæíèêiâ. Àáî, ùî òåæ ñàìå, âñi êîìïëåêñíi êîðåíi ìíîãî÷ëåíà

f(x), ðîçãëÿäóâàíîãî íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, ¹ äiéñíèìè ÷èñëàìè.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè i

A =


α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

...
...

. . .
...

αn1 αn2 . . . αnn

 ,

äå αij ∈ R, i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí f(λ) ìàòðèöi A

¹ ìíîãî÷ëåíîì íàä ïîëåì R
äiéñíèõ ÷èñåë. Ðîçãëÿíåìî ìíîãî÷ëåí f(λ) íàä ïîëåì C êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.
Çà íàñëiäêîì iç îñíîâíî¨ òåîðåìè àëãåáðè ìíîãî÷ëåí f(λ) ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ
ó âèãëÿäó äîáóòêó ñòàðøîãî êîåôiöi¹íòà (−1)n òà n ëiíiéíèé ìíîæíèêiâ
âèãëÿäó λ − β, äå β � äåÿêå êîìïëåêñíå ÷èñëî, ÿêå ¹ êîðåíåì ìíîãî÷ëåíà
f(λ).
Íåõàé β � äåÿêèé êîðiíü õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà f(λ). Òîäi∣∣∣∣∣∣∣∣∣

α11 − β α12 . . . α1n

α12 α22 − β . . . α2n

...
...

. . .
...

αn1 αn2 . . . αnn − β

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = f(β) = 0.

Öå îçíà÷à¹, ùî ñèñòåìà ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ç ìàòðèöåþ
α11 − β α12 . . . α1n

α12 α22 − β . . . α2n

...
...

. . .
...

αn1 αn2 . . . αnn − β


ìà¹ äåÿêèé íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê (γ1, γ2, . . . , γn), äå γ1, γ2, . . . , γn ∈ C.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí f(λ) ìàòðèöi A ¹ ìíîãî÷ëåíîì íàä ïîëåì R
äiéñíèõ ÷èñåë.

Ðîçãëÿíåìî ìíîãî÷ëåí f(λ) íàä ïîëåì C êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.
Çà íàñëiäêîì iç îñíîâíî¨ òåîðåìè àëãåáðè ìíîãî÷ëåí f(λ) ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ
ó âèãëÿäó äîáóòêó ñòàðøîãî êîåôiöi¹íòà (−1)n òà n ëiíiéíèé ìíîæíèêiâ
âèãëÿäó λ − β, äå β � äåÿêå êîìïëåêñíå ÷èñëî, ÿêå ¹ êîðåíåì ìíîãî÷ëåíà
f(λ).
Íåõàé β � äåÿêèé êîðiíü õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà f(λ). Òîäi∣∣∣∣∣∣∣∣∣

α11 − β α12 . . . α1n

α12 α22 − β . . . α2n

...
...

. . .
...

αn1 αn2 . . . αnn − β

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = f(β) = 0.

Öå îçíà÷à¹, ùî ñèñòåìà ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ç ìàòðèöåþ
α11 − β α12 . . . α1n

α12 α22 − β . . . α2n

...
...

. . .
...

αn1 αn2 . . . αnn − β


ìà¹ äåÿêèé íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê (γ1, γ2, . . . , γn), äå γ1, γ2, . . . , γn ∈ C.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí f(λ) ìàòðèöi A ¹ ìíîãî÷ëåíîì íàä ïîëåì R
äiéñíèõ ÷èñåë. Ðîçãëÿíåìî ìíîãî÷ëåí f(λ) íàä ïîëåì C êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.

Çà íàñëiäêîì iç îñíîâíî¨ òåîðåìè àëãåáðè ìíîãî÷ëåí f(λ) ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ
ó âèãëÿäó äîáóòêó ñòàðøîãî êîåôiöi¹íòà (−1)n òà n ëiíiéíèé ìíîæíèêiâ
âèãëÿäó λ − β, äå β � äåÿêå êîìïëåêñíå ÷èñëî, ÿêå ¹ êîðåíåì ìíîãî÷ëåíà
f(λ).
Íåõàé β � äåÿêèé êîðiíü õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà f(λ). Òîäi∣∣∣∣∣∣∣∣∣

α11 − β α12 . . . α1n

α12 α22 − β . . . α2n

...
...

. . .
...

αn1 αn2 . . . αnn − β

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = f(β) = 0.

Öå îçíà÷à¹, ùî ñèñòåìà ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ç ìàòðèöåþ
α11 − β α12 . . . α1n

α12 α22 − β . . . α2n

...
...

. . .
...

αn1 αn2 . . . αnn − β


ìà¹ äåÿêèé íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê (γ1, γ2, . . . , γn), äå γ1, γ2, . . . , γn ∈ C.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí f(λ) ìàòðèöi A ¹ ìíîãî÷ëåíîì íàä ïîëåì R
äiéñíèõ ÷èñåë. Ðîçãëÿíåìî ìíîãî÷ëåí f(λ) íàä ïîëåì C êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.
Çà íàñëiäêîì iç îñíîâíî¨ òåîðåìè àëãåáðè

ìíîãî÷ëåí f(λ) ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ
ó âèãëÿäó äîáóòêó ñòàðøîãî êîåôiöi¹íòà (−1)n òà n ëiíiéíèé ìíîæíèêiâ
âèãëÿäó λ − β, äå β � äåÿêå êîìïëåêñíå ÷èñëî, ÿêå ¹ êîðåíåì ìíîãî÷ëåíà
f(λ).
Íåõàé β � äåÿêèé êîðiíü õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà f(λ). Òîäi∣∣∣∣∣∣∣∣∣

α11 − β α12 . . . α1n

α12 α22 − β . . . α2n

...
...

. . .
...

αn1 αn2 . . . αnn − β

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = f(β) = 0.

Öå îçíà÷à¹, ùî ñèñòåìà ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ç ìàòðèöåþ
α11 − β α12 . . . α1n

α12 α22 − β . . . α2n

...
...

. . .
...

αn1 αn2 . . . αnn − β


ìà¹ äåÿêèé íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê (γ1, γ2, . . . , γn), äå γ1, γ2, . . . , γn ∈ C.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí f(λ) ìàòðèöi A ¹ ìíîãî÷ëåíîì íàä ïîëåì R
äiéñíèõ ÷èñåë. Ðîçãëÿíåìî ìíîãî÷ëåí f(λ) íàä ïîëåì C êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.
Çà íàñëiäêîì iç îñíîâíî¨ òåîðåìè àëãåáðè ìíîãî÷ëåí f(λ) ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ
ó âèãëÿäó äîáóòêó ñòàðøîãî êîåôiöi¹íòà (−1)n

òà n ëiíiéíèé ìíîæíèêiâ
âèãëÿäó λ − β, äå β � äåÿêå êîìïëåêñíå ÷èñëî, ÿêå ¹ êîðåíåì ìíîãî÷ëåíà
f(λ).
Íåõàé β � äåÿêèé êîðiíü õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà f(λ). Òîäi∣∣∣∣∣∣∣∣∣

α11 − β α12 . . . α1n

α12 α22 − β . . . α2n

...
...

. . .
...

αn1 αn2 . . . αnn − β

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = f(β) = 0.

Öå îçíà÷à¹, ùî ñèñòåìà ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ç ìàòðèöåþ
α11 − β α12 . . . α1n

α12 α22 − β . . . α2n

...
...

. . .
...

αn1 αn2 . . . αnn − β


ìà¹ äåÿêèé íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê (γ1, γ2, . . . , γn), äå γ1, γ2, . . . , γn ∈ C.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí f(λ) ìàòðèöi A ¹ ìíîãî÷ëåíîì íàä ïîëåì R
äiéñíèõ ÷èñåë. Ðîçãëÿíåìî ìíîãî÷ëåí f(λ) íàä ïîëåì C êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.
Çà íàñëiäêîì iç îñíîâíî¨ òåîðåìè àëãåáðè ìíîãî÷ëåí f(λ) ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ
ó âèãëÿäó äîáóòêó ñòàðøîãî êîåôiöi¹íòà (−1)n òà n ëiíiéíèé ìíîæíèêiâ
âèãëÿäó λ − β,

äå β � äåÿêå êîìïëåêñíå ÷èñëî, ÿêå ¹ êîðåíåì ìíîãî÷ëåíà
f(λ).
Íåõàé β � äåÿêèé êîðiíü õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà f(λ). Òîäi∣∣∣∣∣∣∣∣∣

α11 − β α12 . . . α1n

α12 α22 − β . . . α2n

...
...

. . .
...

αn1 αn2 . . . αnn − β

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = f(β) = 0.

Öå îçíà÷à¹, ùî ñèñòåìà ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ç ìàòðèöåþ
α11 − β α12 . . . α1n

α12 α22 − β . . . α2n

...
...

. . .
...

αn1 αn2 . . . αnn − β


ìà¹ äåÿêèé íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê (γ1, γ2, . . . , γn), äå γ1, γ2, . . . , γn ∈ C.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí f(λ) ìàòðèöi A ¹ ìíîãî÷ëåíîì íàä ïîëåì R
äiéñíèõ ÷èñåë. Ðîçãëÿíåìî ìíîãî÷ëåí f(λ) íàä ïîëåì C êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.
Çà íàñëiäêîì iç îñíîâíî¨ òåîðåìè àëãåáðè ìíîãî÷ëåí f(λ) ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ
ó âèãëÿäó äîáóòêó ñòàðøîãî êîåôiöi¹íòà (−1)n òà n ëiíiéíèé ìíîæíèêiâ
âèãëÿäó λ − β, äå β � äåÿêå êîìïëåêñíå ÷èñëî, ÿêå ¹ êîðåíåì ìíîãî÷ëåíà
f(λ).

Íåõàé β � äåÿêèé êîðiíü õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà f(λ). Òîäi∣∣∣∣∣∣∣∣∣
α11 − β α12 . . . α1n

α12 α22 − β . . . α2n

...
...

. . .
...

αn1 αn2 . . . αnn − β

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = f(β) = 0.

Öå îçíà÷à¹, ùî ñèñòåìà ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ç ìàòðèöåþ
α11 − β α12 . . . α1n

α12 α22 − β . . . α2n

...
...

. . .
...

αn1 αn2 . . . αnn − β


ìà¹ äåÿêèé íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê (γ1, γ2, . . . , γn), äå γ1, γ2, . . . , γn ∈ C.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí f(λ) ìàòðèöi A ¹ ìíîãî÷ëåíîì íàä ïîëåì R
äiéñíèõ ÷èñåë. Ðîçãëÿíåìî ìíîãî÷ëåí f(λ) íàä ïîëåì C êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.
Çà íàñëiäêîì iç îñíîâíî¨ òåîðåìè àëãåáðè ìíîãî÷ëåí f(λ) ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ
ó âèãëÿäó äîáóòêó ñòàðøîãî êîåôiöi¹íòà (−1)n òà n ëiíiéíèé ìíîæíèêiâ
âèãëÿäó λ − β, äå β � äåÿêå êîìïëåêñíå ÷èñëî, ÿêå ¹ êîðåíåì ìíîãî÷ëåíà
f(λ).
Íåõàé β � äåÿêèé êîðiíü õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà f(λ).

Òîäi∣∣∣∣∣∣∣∣∣
α11 − β α12 . . . α1n

α12 α22 − β . . . α2n

...
...

. . .
...

αn1 αn2 . . . αnn − β

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = f(β) = 0.

Öå îçíà÷à¹, ùî ñèñòåìà ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ç ìàòðèöåþ
α11 − β α12 . . . α1n

α12 α22 − β . . . α2n

...
...

. . .
...

αn1 αn2 . . . αnn − β


ìà¹ äåÿêèé íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê (γ1, γ2, . . . , γn), äå γ1, γ2, . . . , γn ∈ C.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí f(λ) ìàòðèöi A ¹ ìíîãî÷ëåíîì íàä ïîëåì R
äiéñíèõ ÷èñåë. Ðîçãëÿíåìî ìíîãî÷ëåí f(λ) íàä ïîëåì C êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.
Çà íàñëiäêîì iç îñíîâíî¨ òåîðåìè àëãåáðè ìíîãî÷ëåí f(λ) ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ
ó âèãëÿäó äîáóòêó ñòàðøîãî êîåôiöi¹íòà (−1)n òà n ëiíiéíèé ìíîæíèêiâ
âèãëÿäó λ − β, äå β � äåÿêå êîìïëåêñíå ÷èñëî, ÿêå ¹ êîðåíåì ìíîãî÷ëåíà
f(λ).
Íåõàé β � äåÿêèé êîðiíü õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà f(λ). Òîäi∣∣∣∣∣∣∣∣∣

α11 − β α12 . . . α1n

α12 α22 − β . . . α2n

...
...

. . .
...

αn1 αn2 . . . αnn − β

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= f(β) = 0.

Öå îçíà÷à¹, ùî ñèñòåìà ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ç ìàòðèöåþ
α11 − β α12 . . . α1n

α12 α22 − β . . . α2n

...
...

. . .
...

αn1 αn2 . . . αnn − β


ìà¹ äåÿêèé íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê (γ1, γ2, . . . , γn), äå γ1, γ2, . . . , γn ∈ C.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí f(λ) ìàòðèöi A ¹ ìíîãî÷ëåíîì íàä ïîëåì R
äiéñíèõ ÷èñåë. Ðîçãëÿíåìî ìíîãî÷ëåí f(λ) íàä ïîëåì C êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.
Çà íàñëiäêîì iç îñíîâíî¨ òåîðåìè àëãåáðè ìíîãî÷ëåí f(λ) ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ
ó âèãëÿäó äîáóòêó ñòàðøîãî êîåôiöi¹íòà (−1)n òà n ëiíiéíèé ìíîæíèêiâ
âèãëÿäó λ − β, äå β � äåÿêå êîìïëåêñíå ÷èñëî, ÿêå ¹ êîðåíåì ìíîãî÷ëåíà
f(λ).
Íåõàé β � äåÿêèé êîðiíü õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà f(λ). Òîäi∣∣∣∣∣∣∣∣∣

α11 − β α12 . . . α1n

α12 α22 − β . . . α2n

...
...

. . .
...

αn1 αn2 . . . αnn − β

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = f(β)

= 0.

Öå îçíà÷à¹, ùî ñèñòåìà ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ç ìàòðèöåþ
α11 − β α12 . . . α1n

α12 α22 − β . . . α2n

...
...

. . .
...

αn1 αn2 . . . αnn − β


ìà¹ äåÿêèé íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê (γ1, γ2, . . . , γn), äå γ1, γ2, . . . , γn ∈ C.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí f(λ) ìàòðèöi A ¹ ìíîãî÷ëåíîì íàä ïîëåì R
äiéñíèõ ÷èñåë. Ðîçãëÿíåìî ìíîãî÷ëåí f(λ) íàä ïîëåì C êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.
Çà íàñëiäêîì iç îñíîâíî¨ òåîðåìè àëãåáðè ìíîãî÷ëåí f(λ) ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ
ó âèãëÿäó äîáóòêó ñòàðøîãî êîåôiöi¹íòà (−1)n òà n ëiíiéíèé ìíîæíèêiâ
âèãëÿäó λ − β, äå β � äåÿêå êîìïëåêñíå ÷èñëî, ÿêå ¹ êîðåíåì ìíîãî÷ëåíà
f(λ).
Íåõàé β � äåÿêèé êîðiíü õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà f(λ). Òîäi∣∣∣∣∣∣∣∣∣

α11 − β α12 . . . α1n

α12 α22 − β . . . α2n

...
...

. . .
...

αn1 αn2 . . . αnn − β

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = f(β) = 0.

Öå îçíà÷à¹, ùî ñèñòåìà ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ç ìàòðèöåþ
α11 − β α12 . . . α1n

α12 α22 − β . . . α2n

...
...

. . .
...

αn1 αn2 . . . αnn − β


ìà¹ äåÿêèé íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê (γ1, γ2, . . . , γn), äå γ1, γ2, . . . , γn ∈ C.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí f(λ) ìàòðèöi A ¹ ìíîãî÷ëåíîì íàä ïîëåì R
äiéñíèõ ÷èñåë. Ðîçãëÿíåìî ìíîãî÷ëåí f(λ) íàä ïîëåì C êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.
Çà íàñëiäêîì iç îñíîâíî¨ òåîðåìè àëãåáðè ìíîãî÷ëåí f(λ) ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ
ó âèãëÿäó äîáóòêó ñòàðøîãî êîåôiöi¹íòà (−1)n òà n ëiíiéíèé ìíîæíèêiâ
âèãëÿäó λ − β, äå β � äåÿêå êîìïëåêñíå ÷èñëî, ÿêå ¹ êîðåíåì ìíîãî÷ëåíà
f(λ).
Íåõàé β � äåÿêèé êîðiíü õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà f(λ). Òîäi∣∣∣∣∣∣∣∣∣

α11 − β α12 . . . α1n

α12 α22 − β . . . α2n

...
...

. . .
...

αn1 αn2 . . . αnn − β

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = f(β) = 0.

Öå îçíà÷à¹, ùî ñèñòåìà ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ç ìàòðèöåþ


α11 − β α12 . . . α1n

α12 α22 − β . . . α2n

...
...

. . .
...

αn1 αn2 . . . αnn − β


ìà¹ äåÿêèé íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê (γ1, γ2, . . . , γn), äå γ1, γ2, . . . , γn ∈ C.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí f(λ) ìàòðèöi A ¹ ìíîãî÷ëåíîì íàä ïîëåì R
äiéñíèõ ÷èñåë. Ðîçãëÿíåìî ìíîãî÷ëåí f(λ) íàä ïîëåì C êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.
Çà íàñëiäêîì iç îñíîâíî¨ òåîðåìè àëãåáðè ìíîãî÷ëåí f(λ) ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ
ó âèãëÿäó äîáóòêó ñòàðøîãî êîåôiöi¹íòà (−1)n òà n ëiíiéíèé ìíîæíèêiâ
âèãëÿäó λ − β, äå β � äåÿêå êîìïëåêñíå ÷èñëî, ÿêå ¹ êîðåíåì ìíîãî÷ëåíà
f(λ).
Íåõàé β � äåÿêèé êîðiíü õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà f(λ). Òîäi∣∣∣∣∣∣∣∣∣

α11 − β α12 . . . α1n

α12 α22 − β . . . α2n

...
...

. . .
...

αn1 αn2 . . . αnn − β

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = f(β) = 0.

Öå îçíà÷à¹, ùî ñèñòåìà ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ç ìàòðèöåþ
α11 − β α12 . . . α1n

α12 α22 − β . . . α2n

...
...

. . .
...

αn1 αn2 . . . αnn − β



ìà¹ äåÿêèé íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê (γ1, γ2, . . . , γn), äå γ1, γ2, . . . , γn ∈ C.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí f(λ) ìàòðèöi A ¹ ìíîãî÷ëåíîì íàä ïîëåì R
äiéñíèõ ÷èñåë. Ðîçãëÿíåìî ìíîãî÷ëåí f(λ) íàä ïîëåì C êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.
Çà íàñëiäêîì iç îñíîâíî¨ òåîðåìè àëãåáðè ìíîãî÷ëåí f(λ) ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ
ó âèãëÿäó äîáóòêó ñòàðøîãî êîåôiöi¹íòà (−1)n òà n ëiíiéíèé ìíîæíèêiâ
âèãëÿäó λ − β, äå β � äåÿêå êîìïëåêñíå ÷èñëî, ÿêå ¹ êîðåíåì ìíîãî÷ëåíà
f(λ).
Íåõàé β � äåÿêèé êîðiíü õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà f(λ). Òîäi∣∣∣∣∣∣∣∣∣

α11 − β α12 . . . α1n

α12 α22 − β . . . α2n

...
...

. . .
...

αn1 αn2 . . . αnn − β

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = f(β) = 0.

Öå îçíà÷à¹, ùî ñèñòåìà ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ç ìàòðèöåþ
α11 − β α12 . . . α1n

α12 α22 − β . . . α2n

...
...

. . .
...

αn1 αn2 . . . αnn − β


ìà¹ äåÿêèé íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê (γ1, γ2, . . . , γn),

äå γ1, γ2, . . . , γn ∈ C.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí f(λ) ìàòðèöi A ¹ ìíîãî÷ëåíîì íàä ïîëåì R
äiéñíèõ ÷èñåë. Ðîçãëÿíåìî ìíîãî÷ëåí f(λ) íàä ïîëåì C êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.
Çà íàñëiäêîì iç îñíîâíî¨ òåîðåìè àëãåáðè ìíîãî÷ëåí f(λ) ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ
ó âèãëÿäó äîáóòêó ñòàðøîãî êîåôiöi¹íòà (−1)n òà n ëiíiéíèé ìíîæíèêiâ
âèãëÿäó λ − β, äå β � äåÿêå êîìïëåêñíå ÷èñëî, ÿêå ¹ êîðåíåì ìíîãî÷ëåíà
f(λ).
Íåõàé β � äåÿêèé êîðiíü õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà f(λ). Òîäi∣∣∣∣∣∣∣∣∣

α11 − β α12 . . . α1n

α12 α22 − β . . . α2n

...
...

. . .
...

αn1 αn2 . . . αnn − β

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = f(β) = 0.

Öå îçíà÷à¹, ùî ñèñòåìà ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ç ìàòðèöåþ
α11 − β α12 . . . α1n

α12 α22 − β . . . α2n

...
...

. . .
...

αn1 αn2 . . . αnn − β


ìà¹ äåÿêèé íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê (γ1, γ2, . . . , γn), äå γ1, γ2, . . . , γn ∈ C.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, 2, . . . , n} ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

αi1γ1 + · · ·+ αi i−1γi−1 + (αii − β)γi + αi i+1γi+1 + · · ·+ αinγn = 0.

Çâiäñè
α11γ1 + α12γ2 + · · ·+ α1nγn = βγ1,

α21γ1 + α22γ2 + · · ·+ α2nγn = βγ2,

. . . . . . . . (1)

αn1γ1 + αn2γ2 + · · ·+ αnnγn = βγn.

Ïîìíîæèìî ïåðøó ç ðiâíîñòåé (1) íà γ1, äðóãó íà γ2 i ò. ä., n-âó íà γn.
Îïiñëÿ äîäàìî âñi îäåðæàíi ðiâíîñòi. Ìàòèìåìî ðiâíiñòü

(α11γ1γ1 + α12γ2γ1 + · · ·+ α1nγnγ1)+

+(α21γ1γ2 + α22γ2γ2 + · · ·+ α2nγnγ2)+

. . . . . . . .

+(αn1γ1γn + αn2γ2γn + · · ·+ αnnγnγn) =

= βγ1γ1 + βγ2γ2 + · · ·+ βγnγn.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, 2, . . . , n} ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

αi1γ1 + · · ·+ αi i−1γi−1 + (αii − β)γi + αi i+1γi+1 + · · ·+ αinγn = 0.

Çâiäñè
α11γ1 + α12γ2 + · · ·+ α1nγn = βγ1,

α21γ1 + α22γ2 + · · ·+ α2nγn = βγ2,

. . . . . . . . (1)

αn1γ1 + αn2γ2 + · · ·+ αnnγn = βγn.
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Äîâåäåííÿ.

Àáî ó êîìïàêòíîìó âèãëÿäi

n∑
i=1

n∑
j=1

αijγj γ̄i = β
n∑

i=1

γiγ̄i.

(2)

Ëiâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi (2) ¹ äiéñíèì ÷èñëîì, îñêiëüêè êîìïëåêñíî ñïðÿæåíå
äî íüîãî äîðiâíþ¹ éîìó æ. Äiéñíî,

n∑
i=1

n∑
j=1

αijγjγi =
n∑

i=1

n∑
j=1

αijγjγi =
n∑

i=1
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j=1
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n∑
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n∑
j=1

αijγjγi =
n∑
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αijγiγj =
n∑

i=1
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j=1

αjiγjγi =
n∑

i=1

n∑
j=1

αijγjγi.

Ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi (2) ¹ äîáóòêîì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà β íà íåíóëüîâå
äiéñíå ÷èñëî

n∑
i=1

γiγ̄i =

n∑
i=1

|γi|2.

Öå ÷èñëî íå äîðiâíþ¹ íóëþ ÷åðåç òå, ùî (γ1, γ2, . . . , γn) ¹ íåíóëüîâèì âå-
êòîðîì. Òîìó β ¹ òàêîæ äiéñíèì ÷èñëîì. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Àáî ó êîìïàêòíîìó âèãëÿäi

n∑
i=1

n∑
j=1

αijγj γ̄i = β
n∑

i=1

γiγ̄i. (2)

Ëiâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi (2) ¹ äiéñíèì ÷èñëîì,

îñêiëüêè êîìïëåêñíî ñïðÿæåíå
äî íüîãî äîðiâíþ¹ éîìó æ. Äiéñíî,

n∑
i=1

n∑
j=1

αijγjγi =
n∑

i=1

n∑
j=1

αijγjγi =
n∑

i=1

n∑
j=1

αij · γj · γi =

=
n∑

i=1

n∑
j=1

αijγjγi =
n∑

j=1

n∑
i=1

αijγiγj =
n∑

i=1

n∑
j=1

αjiγjγi =
n∑

i=1

n∑
j=1

αijγjγi.

Ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi (2) ¹ äîáóòêîì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà β íà íåíóëüîâå
äiéñíå ÷èñëî

n∑
i=1

γiγ̄i =

n∑
i=1

|γi|2.

Öå ÷èñëî íå äîðiâíþ¹ íóëþ ÷åðåç òå, ùî (γ1, γ2, . . . , γn) ¹ íåíóëüîâèì âå-
êòîðîì. Òîìó β ¹ òàêîæ äiéñíèì ÷èñëîì. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Àáî ó êîìïàêòíîìó âèãëÿäi

n∑
i=1

n∑
j=1

αijγj γ̄i = β
n∑

i=1

γiγ̄i. (2)

Ëiâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi (2) ¹ äiéñíèì ÷èñëîì, îñêiëüêè êîìïëåêñíî ñïðÿæåíå
äî íüîãî äîðiâíþ¹ éîìó æ.

Äiéñíî,

n∑
i=1

n∑
j=1

αijγjγi =
n∑

i=1

n∑
j=1

αijγjγi =
n∑

i=1

n∑
j=1

αij · γj · γi =

=
n∑

i=1

n∑
j=1

αijγjγi =
n∑

j=1

n∑
i=1

αijγiγj =
n∑

i=1

n∑
j=1

αjiγjγi =
n∑

i=1

n∑
j=1

αijγjγi.

Ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi (2) ¹ äîáóòêîì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà β íà íåíóëüîâå
äiéñíå ÷èñëî

n∑
i=1

γiγ̄i =

n∑
i=1

|γi|2.

Öå ÷èñëî íå äîðiâíþ¹ íóëþ ÷åðåç òå, ùî (γ1, γ2, . . . , γn) ¹ íåíóëüîâèì âå-
êòîðîì. Òîìó β ¹ òàêîæ äiéñíèì ÷èñëîì. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Àáî ó êîìïàêòíîìó âèãëÿäi

n∑
i=1

n∑
j=1

αijγj γ̄i = β
n∑

i=1

γiγ̄i. (2)

Ëiâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi (2) ¹ äiéñíèì ÷èñëîì, îñêiëüêè êîìïëåêñíî ñïðÿæåíå
äî íüîãî äîðiâíþ¹ éîìó æ. Äiéñíî,

n∑
i=1

n∑
j=1

αijγjγi =

n∑
i=1

n∑
j=1

αijγjγi =
n∑

i=1

n∑
j=1

αij · γj · γi =

=
n∑

i=1

n∑
j=1

αijγjγi =
n∑

j=1

n∑
i=1

αijγiγj =
n∑

i=1

n∑
j=1

αjiγjγi =
n∑

i=1

n∑
j=1

αijγjγi.

Ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi (2) ¹ äîáóòêîì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà β íà íåíóëüîâå
äiéñíå ÷èñëî

n∑
i=1

γiγ̄i =

n∑
i=1

|γi|2.

Öå ÷èñëî íå äîðiâíþ¹ íóëþ ÷åðåç òå, ùî (γ1, γ2, . . . , γn) ¹ íåíóëüîâèì âå-
êòîðîì. Òîìó β ¹ òàêîæ äiéñíèì ÷èñëîì. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Àáî ó êîìïàêòíîìó âèãëÿäi

n∑
i=1

n∑
j=1

αijγj γ̄i = β
n∑

i=1

γiγ̄i. (2)

Ëiâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi (2) ¹ äiéñíèì ÷èñëîì, îñêiëüêè êîìïëåêñíî ñïðÿæåíå
äî íüîãî äîðiâíþ¹ éîìó æ. Äiéñíî,

n∑
i=1

n∑
j=1

αijγjγi =
n∑

i=1

n∑
j=1

αijγjγi

=
n∑

i=1

n∑
j=1

αij · γj · γi =

=
n∑

i=1

n∑
j=1

αijγjγi =
n∑

j=1

n∑
i=1

αijγiγj =
n∑

i=1

n∑
j=1

αjiγjγi =
n∑

i=1

n∑
j=1

αijγjγi.

Ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi (2) ¹ äîáóòêîì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà β íà íåíóëüîâå
äiéñíå ÷èñëî

n∑
i=1

γiγ̄i =

n∑
i=1

|γi|2.

Öå ÷èñëî íå äîðiâíþ¹ íóëþ ÷åðåç òå, ùî (γ1, γ2, . . . , γn) ¹ íåíóëüîâèì âå-
êòîðîì. Òîìó β ¹ òàêîæ äiéñíèì ÷èñëîì. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Àáî ó êîìïàêòíîìó âèãëÿäi

n∑
i=1

n∑
j=1

αijγj γ̄i = β
n∑

i=1

γiγ̄i. (2)

Ëiâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi (2) ¹ äiéñíèì ÷èñëîì, îñêiëüêè êîìïëåêñíî ñïðÿæåíå
äî íüîãî äîðiâíþ¹ éîìó æ. Äiéñíî,

n∑
i=1

n∑
j=1

αijγjγi =
n∑

i=1

n∑
j=1

αijγjγi =
n∑

i=1

n∑
j=1

αij · γj · γi

=

=
n∑

i=1

n∑
j=1

αijγjγi =
n∑

j=1

n∑
i=1

αijγiγj =
n∑

i=1

n∑
j=1

αjiγjγi =
n∑

i=1

n∑
j=1

αijγjγi.

Ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi (2) ¹ äîáóòêîì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà β íà íåíóëüîâå
äiéñíå ÷èñëî

n∑
i=1

γiγ̄i =

n∑
i=1

|γi|2.

Öå ÷èñëî íå äîðiâíþ¹ íóëþ ÷åðåç òå, ùî (γ1, γ2, . . . , γn) ¹ íåíóëüîâèì âå-
êòîðîì. Òîìó β ¹ òàêîæ äiéñíèì ÷èñëîì. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Àáî ó êîìïàêòíîìó âèãëÿäi

n∑
i=1

n∑
j=1

αijγj γ̄i = β
n∑

i=1

γiγ̄i. (2)

Ëiâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi (2) ¹ äiéñíèì ÷èñëîì, îñêiëüêè êîìïëåêñíî ñïðÿæåíå
äî íüîãî äîðiâíþ¹ éîìó æ. Äiéñíî,

n∑
i=1

n∑
j=1

αijγjγi =
n∑

i=1

n∑
j=1

αijγjγi =
n∑

i=1

n∑
j=1

αij · γj · γi =

=
n∑

i=1

n∑
j=1

αijγjγi

=
n∑

j=1

n∑
i=1

αijγiγj =
n∑

i=1

n∑
j=1

αjiγjγi =
n∑

i=1

n∑
j=1

αijγjγi.

Ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi (2) ¹ äîáóòêîì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà β íà íåíóëüîâå
äiéñíå ÷èñëî

n∑
i=1

γiγ̄i =

n∑
i=1

|γi|2.

Öå ÷èñëî íå äîðiâíþ¹ íóëþ ÷åðåç òå, ùî (γ1, γ2, . . . , γn) ¹ íåíóëüîâèì âå-
êòîðîì. Òîìó β ¹ òàêîæ äiéñíèì ÷èñëîì. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Àáî ó êîìïàêòíîìó âèãëÿäi

n∑
i=1

n∑
j=1

αijγj γ̄i = β
n∑

i=1

γiγ̄i. (2)

Ëiâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi (2) ¹ äiéñíèì ÷èñëîì, îñêiëüêè êîìïëåêñíî ñïðÿæåíå
äî íüîãî äîðiâíþ¹ éîìó æ. Äiéñíî,

n∑
i=1

n∑
j=1

αijγjγi =
n∑

i=1

n∑
j=1

αijγjγi =
n∑

i=1

n∑
j=1

αij · γj · γi =

=
n∑

i=1

n∑
j=1

αijγjγi =
n∑

j=1

n∑
i=1

αijγiγj

=
n∑

i=1

n∑
j=1

αjiγjγi =
n∑

i=1

n∑
j=1

αijγjγi.

Ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi (2) ¹ äîáóòêîì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà β íà íåíóëüîâå
äiéñíå ÷èñëî

n∑
i=1

γiγ̄i =

n∑
i=1

|γi|2.

Öå ÷èñëî íå äîðiâíþ¹ íóëþ ÷åðåç òå, ùî (γ1, γ2, . . . , γn) ¹ íåíóëüîâèì âå-
êòîðîì. Òîìó β ¹ òàêîæ äiéñíèì ÷èñëîì. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Àáî ó êîìïàêòíîìó âèãëÿäi

n∑
i=1

n∑
j=1

αijγj γ̄i = β
n∑

i=1

γiγ̄i. (2)

Ëiâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi (2) ¹ äiéñíèì ÷èñëîì, îñêiëüêè êîìïëåêñíî ñïðÿæåíå
äî íüîãî äîðiâíþ¹ éîìó æ. Äiéñíî,

n∑
i=1

n∑
j=1

αijγjγi =
n∑

i=1

n∑
j=1

αijγjγi =
n∑

i=1

n∑
j=1

αij · γj · γi =

=
n∑

i=1

n∑
j=1

αijγjγi =
n∑

j=1

n∑
i=1

αijγiγj =
n∑

i=1

n∑
j=1

αjiγjγi

=
n∑

i=1

n∑
j=1

αijγjγi.

Ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi (2) ¹ äîáóòêîì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà β íà íåíóëüîâå
äiéñíå ÷èñëî

n∑
i=1

γiγ̄i =

n∑
i=1

|γi|2.

Öå ÷èñëî íå äîðiâíþ¹ íóëþ ÷åðåç òå, ùî (γ1, γ2, . . . , γn) ¹ íåíóëüîâèì âå-
êòîðîì. Òîìó β ¹ òàêîæ äiéñíèì ÷èñëîì. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Àáî ó êîìïàêòíîìó âèãëÿäi

n∑
i=1

n∑
j=1

αijγj γ̄i = β
n∑

i=1

γiγ̄i. (2)

Ëiâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi (2) ¹ äiéñíèì ÷èñëîì, îñêiëüêè êîìïëåêñíî ñïðÿæåíå
äî íüîãî äîðiâíþ¹ éîìó æ. Äiéñíî,

n∑
i=1

n∑
j=1

αijγjγi =
n∑

i=1

n∑
j=1

αijγjγi =
n∑

i=1

n∑
j=1

αij · γj · γi =

=
n∑

i=1

n∑
j=1

αijγjγi =
n∑

j=1

n∑
i=1

αijγiγj =
n∑

i=1

n∑
j=1

αjiγjγi =
n∑

i=1

n∑
j=1

αijγjγi.

Ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi (2) ¹ äîáóòêîì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà β íà íåíóëüîâå
äiéñíå ÷èñëî

n∑
i=1

γiγ̄i =

n∑
i=1

|γi|2.

Öå ÷èñëî íå äîðiâíþ¹ íóëþ ÷åðåç òå, ùî (γ1, γ2, . . . , γn) ¹ íåíóëüîâèì âå-
êòîðîì. Òîìó β ¹ òàêîæ äiéñíèì ÷èñëîì. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Àáî ó êîìïàêòíîìó âèãëÿäi

n∑
i=1

n∑
j=1

αijγj γ̄i = β
n∑

i=1

γiγ̄i. (2)

Ëiâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi (2) ¹ äiéñíèì ÷èñëîì, îñêiëüêè êîìïëåêñíî ñïðÿæåíå
äî íüîãî äîðiâíþ¹ éîìó æ. Äiéñíî,

n∑
i=1

n∑
j=1

αijγjγi =
n∑

i=1

n∑
j=1

αijγjγi =
n∑

i=1

n∑
j=1

αij · γj · γi =

=
n∑

i=1

n∑
j=1

αijγjγi =
n∑

j=1

n∑
i=1

αijγiγj =
n∑

i=1

n∑
j=1

αjiγjγi =
n∑

i=1

n∑
j=1

αijγjγi.

Ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi (2)

¹ äîáóòêîì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà β íà íåíóëüîâå
äiéñíå ÷èñëî

n∑
i=1

γiγ̄i =

n∑
i=1

|γi|2.

Öå ÷èñëî íå äîðiâíþ¹ íóëþ ÷åðåç òå, ùî (γ1, γ2, . . . , γn) ¹ íåíóëüîâèì âå-
êòîðîì. Òîìó β ¹ òàêîæ äiéñíèì ÷èñëîì. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Àáî ó êîìïàêòíîìó âèãëÿäi

n∑
i=1

n∑
j=1

αijγj γ̄i = β
n∑

i=1

γiγ̄i. (2)

Ëiâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi (2) ¹ äiéñíèì ÷èñëîì, îñêiëüêè êîìïëåêñíî ñïðÿæåíå
äî íüîãî äîðiâíþ¹ éîìó æ. Äiéñíî,

n∑
i=1

n∑
j=1

αijγjγi =
n∑

i=1

n∑
j=1

αijγjγi =
n∑

i=1

n∑
j=1

αij · γj · γi =

=
n∑

i=1

n∑
j=1

αijγjγi =
n∑

j=1

n∑
i=1

αijγiγj =
n∑

i=1

n∑
j=1

αjiγjγi =
n∑

i=1

n∑
j=1

αijγjγi.

Ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi (2) ¹ äîáóòêîì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà β

íà íåíóëüîâå
äiéñíå ÷èñëî

n∑
i=1

γiγ̄i =

n∑
i=1

|γi|2.

Öå ÷èñëî íå äîðiâíþ¹ íóëþ ÷åðåç òå, ùî (γ1, γ2, . . . , γn) ¹ íåíóëüîâèì âå-
êòîðîì. Òîìó β ¹ òàêîæ äiéñíèì ÷èñëîì. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Àáî ó êîìïàêòíîìó âèãëÿäi

n∑
i=1

n∑
j=1

αijγj γ̄i = β
n∑

i=1

γiγ̄i. (2)

Ëiâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi (2) ¹ äiéñíèì ÷èñëîì, îñêiëüêè êîìïëåêñíî ñïðÿæåíå
äî íüîãî äîðiâíþ¹ éîìó æ. Äiéñíî,

n∑
i=1

n∑
j=1

αijγjγi =
n∑

i=1

n∑
j=1

αijγjγi =
n∑

i=1

n∑
j=1

αij · γj · γi =

=
n∑

i=1

n∑
j=1

αijγjγi =
n∑

j=1

n∑
i=1

αijγiγj =
n∑

i=1

n∑
j=1

αjiγjγi =
n∑

i=1

n∑
j=1

αijγjγi.

Ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi (2) ¹ äîáóòêîì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà β íà íåíóëüîâå
äiéñíå ÷èñëî

n∑
i=1

γiγ̄i

=

n∑
i=1

|γi|2.

Öå ÷èñëî íå äîðiâíþ¹ íóëþ ÷åðåç òå, ùî (γ1, γ2, . . . , γn) ¹ íåíóëüîâèì âå-
êòîðîì. Òîìó β ¹ òàêîæ äiéñíèì ÷èñëîì. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Àáî ó êîìïàêòíîìó âèãëÿäi

n∑
i=1

n∑
j=1

αijγj γ̄i = β
n∑

i=1

γiγ̄i. (2)

Ëiâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi (2) ¹ äiéñíèì ÷èñëîì, îñêiëüêè êîìïëåêñíî ñïðÿæåíå
äî íüîãî äîðiâíþ¹ éîìó æ. Äiéñíî,

n∑
i=1

n∑
j=1

αijγjγi =
n∑

i=1

n∑
j=1

αijγjγi =
n∑

i=1

n∑
j=1

αij · γj · γi =

=
n∑

i=1

n∑
j=1

αijγjγi =
n∑

j=1

n∑
i=1

αijγiγj =
n∑

i=1

n∑
j=1

αjiγjγi =
n∑

i=1

n∑
j=1

αijγjγi.

Ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi (2) ¹ äîáóòêîì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà β íà íåíóëüîâå
äiéñíå ÷èñëî

n∑
i=1

γiγ̄i =

n∑
i=1

|γi|2.

Öå ÷èñëî íå äîðiâíþ¹ íóëþ ÷åðåç òå, ùî (γ1, γ2, . . . , γn) ¹ íåíóëüîâèì âå-
êòîðîì. Òîìó β ¹ òàêîæ äiéñíèì ÷èñëîì. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Àáî ó êîìïàêòíîìó âèãëÿäi

n∑
i=1

n∑
j=1

αijγj γ̄i = β
n∑

i=1

γiγ̄i. (2)
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Îçíà÷åííÿ 2

Ëiíiéíèé îïåðàòîð φ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L

íàçèâà¹òüñÿ ñèìåòðè÷íèì îïå-
ðàòîðîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ x i y iç L
ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü ⟨φ(x), y⟩ = ⟨x, φ(y)⟩.

Òåîðåìà 3

Ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð φ ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ó

áóäü-ÿêîìó îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ìà¹ ñèìåòðè-

÷íó ìàòðèöþ. Íàâïàêè, ÿêùî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâ-

êëiäîâîãî ïðîñòîðó L ó äåÿêîìó îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi öüîãî ïðîñòîðó

ìà¹ ñèìåòðè÷íó ìàòðèöþ, òî öåé îïåðàòîð ¹ ñèìåòðè÷íèì.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið, à φ � ëiíiéíèé îïåðà-
òîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Äîâåäåìî ñïî÷àòêó íåîáõiäíiñòü. Ïðèïóñòèìî,
ùî φ ¹ ñèìåòðè÷íèì îïåðàòîðîì L. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé îðòîíîðìîâàíèé
áàçèñ a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Íåõàé A = ∥αij∥ � ìàòðèöÿ
ñèìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà φ ó öüîìó áàçèñi, αij ∈ R, i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.
Òîäi

φ(aj) = α1ja1 + α2ja2 + · · ·+ αnjan =
∑n

i=1
αijai

äëÿ êîæíîãî j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè
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ðàòîðîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L,

ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ x i y iç L
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áóäü-ÿêîìó îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ìà¹ ñèìåòðè-

÷íó ìàòðèöþ. Íàâïàêè, ÿêùî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâ-

êëiäîâîãî ïðîñòîðó L ó äåÿêîìó îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi öüîãî ïðîñòîðó

ìà¹ ñèìåòðè÷íó ìàòðèöþ, òî öåé îïåðàòîð ¹ ñèìåòðè÷íèì.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið, à φ � ëiíiéíèé îïåðà-
òîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Äîâåäåìî ñïî÷àòêó íåîáõiäíiñòü. Ïðèïóñòèìî,
ùî φ ¹ ñèìåòðè÷íèì îïåðàòîðîì L. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé îðòîíîðìîâàíèé
áàçèñ a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Íåõàé A = ∥αij∥ � ìàòðèöÿ
ñèìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà φ ó öüîìó áàçèñi, αij ∈ R, i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.
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Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Îçíà÷åííÿ 2

Ëiíiéíèé îïåðàòîð φ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L íàçèâà¹òüñÿ ñèìåòðè÷íèì îïå-
ðàòîðîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ x i y iç L
ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü ⟨φ(x), y⟩ = ⟨x, φ(y)⟩.

Òåîðåìà 3

Ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð φ ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ó

áóäü-ÿêîìó îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L

ìà¹ ñèìåòðè-

÷íó ìàòðèöþ. Íàâïàêè, ÿêùî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâ-

êëiäîâîãî ïðîñòîðó L ó äåÿêîìó îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi öüîãî ïðîñòîðó

ìà¹ ñèìåòðè÷íó ìàòðèöþ, òî öåé îïåðàòîð ¹ ñèìåòðè÷íèì.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið, à φ � ëiíiéíèé îïåðà-
òîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Äîâåäåìî ñïî÷àòêó íåîáõiäíiñòü. Ïðèïóñòèìî,
ùî φ ¹ ñèìåòðè÷íèì îïåðàòîðîì L. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé îðòîíîðìîâàíèé
áàçèñ a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Íåõàé A = ∥αij∥ � ìàòðèöÿ
ñèìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà φ ó öüîìó áàçèñi, αij ∈ R, i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.
Òîäi

φ(aj) = α1ja1 + α2ja2 + · · ·+ αnjan =
∑n

i=1
αijai

äëÿ êîæíîãî j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Îçíà÷åííÿ 2

Ëiíiéíèé îïåðàòîð φ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L íàçèâà¹òüñÿ ñèìåòðè÷íèì îïå-
ðàòîðîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ x i y iç L
ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü ⟨φ(x), y⟩ = ⟨x, φ(y)⟩.

Òåîðåìà 3

Ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð φ ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ó

áóäü-ÿêîìó îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ìà¹ ñèìåòðè-

÷íó ìàòðèöþ.

Íàâïàêè, ÿêùî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâ-

êëiäîâîãî ïðîñòîðó L ó äåÿêîìó îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi öüîãî ïðîñòîðó

ìà¹ ñèìåòðè÷íó ìàòðèöþ, òî öåé îïåðàòîð ¹ ñèìåòðè÷íèì.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið, à φ � ëiíiéíèé îïåðà-
òîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Äîâåäåìî ñïî÷àòêó íåîáõiäíiñòü. Ïðèïóñòèìî,
ùî φ ¹ ñèìåòðè÷íèì îïåðàòîðîì L. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé îðòîíîðìîâàíèé
áàçèñ a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Íåõàé A = ∥αij∥ � ìàòðèöÿ
ñèìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà φ ó öüîìó áàçèñi, αij ∈ R, i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.
Òîäi

φ(aj) = α1ja1 + α2ja2 + · · ·+ αnjan =
∑n

i=1
αijai

äëÿ êîæíîãî j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Îçíà÷åííÿ 2

Ëiíiéíèé îïåðàòîð φ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L íàçèâà¹òüñÿ ñèìåòðè÷íèì îïå-
ðàòîðîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ x i y iç L
ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü ⟨φ(x), y⟩ = ⟨x, φ(y)⟩.

Òåîðåìà 3

Ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð φ ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ó

áóäü-ÿêîìó îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ìà¹ ñèìåòðè-

÷íó ìàòðèöþ. Íàâïàêè, ÿêùî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâ-

êëiäîâîãî ïðîñòîðó L

ó äåÿêîìó îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi öüîãî ïðîñòîðó

ìà¹ ñèìåòðè÷íó ìàòðèöþ, òî öåé îïåðàòîð ¹ ñèìåòðè÷íèì.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið, à φ � ëiíiéíèé îïåðà-
òîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Äîâåäåìî ñïî÷àòêó íåîáõiäíiñòü. Ïðèïóñòèìî,
ùî φ ¹ ñèìåòðè÷íèì îïåðàòîðîì L. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé îðòîíîðìîâàíèé
áàçèñ a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Íåõàé A = ∥αij∥ � ìàòðèöÿ
ñèìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà φ ó öüîìó áàçèñi, αij ∈ R, i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.
Òîäi

φ(aj) = α1ja1 + α2ja2 + · · ·+ αnjan =
∑n

i=1
αijai

äëÿ êîæíîãî j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Îçíà÷åííÿ 2

Ëiíiéíèé îïåðàòîð φ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L íàçèâà¹òüñÿ ñèìåòðè÷íèì îïå-
ðàòîðîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ x i y iç L
ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü ⟨φ(x), y⟩ = ⟨x, φ(y)⟩.

Òåîðåìà 3

Ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð φ ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ó

áóäü-ÿêîìó îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ìà¹ ñèìåòðè-

÷íó ìàòðèöþ. Íàâïàêè, ÿêùî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâ-

êëiäîâîãî ïðîñòîðó L ó äåÿêîìó îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi öüîãî ïðîñòîðó

ìà¹ ñèìåòðè÷íó ìàòðèöþ,

òî öåé îïåðàòîð ¹ ñèìåòðè÷íèì.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið, à φ � ëiíiéíèé îïåðà-
òîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Äîâåäåìî ñïî÷àòêó íåîáõiäíiñòü. Ïðèïóñòèìî,
ùî φ ¹ ñèìåòðè÷íèì îïåðàòîðîì L. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé îðòîíîðìîâàíèé
áàçèñ a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Íåõàé A = ∥αij∥ � ìàòðèöÿ
ñèìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà φ ó öüîìó áàçèñi, αij ∈ R, i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.
Òîäi

φ(aj) = α1ja1 + α2ja2 + · · ·+ αnjan =
∑n

i=1
αijai

äëÿ êîæíîãî j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Îçíà÷åííÿ 2

Ëiíiéíèé îïåðàòîð φ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L íàçèâà¹òüñÿ ñèìåòðè÷íèì îïå-
ðàòîðîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ x i y iç L
ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü ⟨φ(x), y⟩ = ⟨x, φ(y)⟩.

Òåîðåìà 3

Ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð φ ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ó

áóäü-ÿêîìó îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ìà¹ ñèìåòðè-

÷íó ìàòðèöþ. Íàâïàêè, ÿêùî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâ-

êëiäîâîãî ïðîñòîðó L ó äåÿêîìó îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi öüîãî ïðîñòîðó

ìà¹ ñèìåòðè÷íó ìàòðèöþ, òî öåé îïåðàòîð ¹ ñèìåòðè÷íèì.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið, à φ � ëiíiéíèé îïåðà-
òîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Äîâåäåìî ñïî÷àòêó íåîáõiäíiñòü. Ïðèïóñòèìî,
ùî φ ¹ ñèìåòðè÷íèì îïåðàòîðîì L. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé îðòîíîðìîâàíèé
áàçèñ a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Íåõàé A = ∥αij∥ � ìàòðèöÿ
ñèìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà φ ó öüîìó áàçèñi, αij ∈ R, i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.
Òîäi

φ(aj) = α1ja1 + α2ja2 + · · ·+ αnjan =
∑n

i=1
αijai

äëÿ êîæíîãî j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Îçíà÷åííÿ 2

Ëiíiéíèé îïåðàòîð φ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L íàçèâà¹òüñÿ ñèìåòðè÷íèì îïå-
ðàòîðîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ x i y iç L
ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü ⟨φ(x), y⟩ = ⟨x, φ(y)⟩.

Òåîðåìà 3

Ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð φ ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ó

áóäü-ÿêîìó îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ìà¹ ñèìåòðè-

÷íó ìàòðèöþ. Íàâïàêè, ÿêùî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâ-

êëiäîâîãî ïðîñòîðó L ó äåÿêîìó îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi öüîãî ïðîñòîðó

ìà¹ ñèìåòðè÷íó ìàòðèöþ, òî öåé îïåðàòîð ¹ ñèìåòðè÷íèì.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið,

à φ � ëiíiéíèé îïåðà-
òîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Äîâåäåìî ñïî÷àòêó íåîáõiäíiñòü. Ïðèïóñòèìî,
ùî φ ¹ ñèìåòðè÷íèì îïåðàòîðîì L. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé îðòîíîðìîâàíèé
áàçèñ a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Íåõàé A = ∥αij∥ � ìàòðèöÿ
ñèìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà φ ó öüîìó áàçèñi, αij ∈ R, i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.
Òîäi

φ(aj) = α1ja1 + α2ja2 + · · ·+ αnjan =
∑n

i=1
αijai

äëÿ êîæíîãî j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Îçíà÷åííÿ 2

Ëiíiéíèé îïåðàòîð φ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L íàçèâà¹òüñÿ ñèìåòðè÷íèì îïå-
ðàòîðîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ x i y iç L
ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü ⟨φ(x), y⟩ = ⟨x, φ(y)⟩.

Òåîðåìà 3

Ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð φ ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ó

áóäü-ÿêîìó îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ìà¹ ñèìåòðè-

÷íó ìàòðèöþ. Íàâïàêè, ÿêùî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâ-

êëiäîâîãî ïðîñòîðó L ó äåÿêîìó îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi öüîãî ïðîñòîðó

ìà¹ ñèìåòðè÷íó ìàòðèöþ, òî öåé îïåðàòîð ¹ ñèìåòðè÷íèì.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið, à φ � ëiíiéíèé îïåðà-
òîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L.

Äîâåäåìî ñïî÷àòêó íåîáõiäíiñòü. Ïðèïóñòèìî,
ùî φ ¹ ñèìåòðè÷íèì îïåðàòîðîì L. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé îðòîíîðìîâàíèé
áàçèñ a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Íåõàé A = ∥αij∥ � ìàòðèöÿ
ñèìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà φ ó öüîìó áàçèñi, αij ∈ R, i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.
Òîäi

φ(aj) = α1ja1 + α2ja2 + · · ·+ αnjan =
∑n

i=1
αijai

äëÿ êîæíîãî j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Îçíà÷åííÿ 2

Ëiíiéíèé îïåðàòîð φ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L íàçèâà¹òüñÿ ñèìåòðè÷íèì îïå-
ðàòîðîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ x i y iç L
ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü ⟨φ(x), y⟩ = ⟨x, φ(y)⟩.

Òåîðåìà 3

Ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð φ ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ó

áóäü-ÿêîìó îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ìà¹ ñèìåòðè-

÷íó ìàòðèöþ. Íàâïàêè, ÿêùî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâ-

êëiäîâîãî ïðîñòîðó L ó äåÿêîìó îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi öüîãî ïðîñòîðó

ìà¹ ñèìåòðè÷íó ìàòðèöþ, òî öåé îïåðàòîð ¹ ñèìåòðè÷íèì.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið, à φ � ëiíiéíèé îïåðà-
òîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Äîâåäåìî ñïî÷àòêó íåîáõiäíiñòü.

Ïðèïóñòèìî,
ùî φ ¹ ñèìåòðè÷íèì îïåðàòîðîì L. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé îðòîíîðìîâàíèé
áàçèñ a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Íåõàé A = ∥αij∥ � ìàòðèöÿ
ñèìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà φ ó öüîìó áàçèñi, αij ∈ R, i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.
Òîäi

φ(aj) = α1ja1 + α2ja2 + · · ·+ αnjan =
∑n

i=1
αijai

äëÿ êîæíîãî j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Îçíà÷åííÿ 2

Ëiíiéíèé îïåðàòîð φ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L íàçèâà¹òüñÿ ñèìåòðè÷íèì îïå-
ðàòîðîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ x i y iç L
ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü ⟨φ(x), y⟩ = ⟨x, φ(y)⟩.

Òåîðåìà 3

Ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð φ ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ó

áóäü-ÿêîìó îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ìà¹ ñèìåòðè-

÷íó ìàòðèöþ. Íàâïàêè, ÿêùî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâ-

êëiäîâîãî ïðîñòîðó L ó äåÿêîìó îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi öüîãî ïðîñòîðó

ìà¹ ñèìåòðè÷íó ìàòðèöþ, òî öåé îïåðàòîð ¹ ñèìåòðè÷íèì.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið, à φ � ëiíiéíèé îïåðà-
òîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Äîâåäåìî ñïî÷àòêó íåîáõiäíiñòü. Ïðèïóñòèìî,
ùî φ ¹ ñèìåòðè÷íèì îïåðàòîðîì L.

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé îðòîíîðìîâàíèé
áàçèñ a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Íåõàé A = ∥αij∥ � ìàòðèöÿ
ñèìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà φ ó öüîìó áàçèñi, αij ∈ R, i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.
Òîäi

φ(aj) = α1ja1 + α2ja2 + · · ·+ αnjan =
∑n

i=1
αijai

äëÿ êîæíîãî j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Îçíà÷åííÿ 2

Ëiíiéíèé îïåðàòîð φ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L íàçèâà¹òüñÿ ñèìåòðè÷íèì îïå-
ðàòîðîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ x i y iç L
ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü ⟨φ(x), y⟩ = ⟨x, φ(y)⟩.

Òåîðåìà 3

Ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð φ ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ó

áóäü-ÿêîìó îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ìà¹ ñèìåòðè-

÷íó ìàòðèöþ. Íàâïàêè, ÿêùî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâ-

êëiäîâîãî ïðîñòîðó L ó äåÿêîìó îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi öüîãî ïðîñòîðó

ìà¹ ñèìåòðè÷íó ìàòðèöþ, òî öåé îïåðàòîð ¹ ñèìåòðè÷íèì.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið, à φ � ëiíiéíèé îïåðà-
òîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Äîâåäåìî ñïî÷àòêó íåîáõiäíiñòü. Ïðèïóñòèìî,
ùî φ ¹ ñèìåòðè÷íèì îïåðàòîðîì L. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé îðòîíîðìîâàíèé
áàçèñ a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L.

Íåõàé A = ∥αij∥ � ìàòðèöÿ
ñèìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà φ ó öüîìó áàçèñi, αij ∈ R, i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.
Òîäi

φ(aj) = α1ja1 + α2ja2 + · · ·+ αnjan =
∑n

i=1
αijai

äëÿ êîæíîãî j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Îçíà÷åííÿ 2

Ëiíiéíèé îïåðàòîð φ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L íàçèâà¹òüñÿ ñèìåòðè÷íèì îïå-
ðàòîðîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ x i y iç L
ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü ⟨φ(x), y⟩ = ⟨x, φ(y)⟩.

Òåîðåìà 3

Ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð φ ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ó

áóäü-ÿêîìó îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ìà¹ ñèìåòðè-

÷íó ìàòðèöþ. Íàâïàêè, ÿêùî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâ-

êëiäîâîãî ïðîñòîðó L ó äåÿêîìó îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi öüîãî ïðîñòîðó

ìà¹ ñèìåòðè÷íó ìàòðèöþ, òî öåé îïåðàòîð ¹ ñèìåòðè÷íèì.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið, à φ � ëiíiéíèé îïåðà-
òîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Äîâåäåìî ñïî÷àòêó íåîáõiäíiñòü. Ïðèïóñòèìî,
ùî φ ¹ ñèìåòðè÷íèì îïåðàòîðîì L. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé îðòîíîðìîâàíèé
áàçèñ a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Íåõàé A = ∥αij∥ � ìàòðèöÿ
ñèìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà φ ó öüîìó áàçèñi,

αij ∈ R, i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.
Òîäi

φ(aj) = α1ja1 + α2ja2 + · · ·+ αnjan =
∑n

i=1
αijai

äëÿ êîæíîãî j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Îçíà÷åííÿ 2

Ëiíiéíèé îïåðàòîð φ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L íàçèâà¹òüñÿ ñèìåòðè÷íèì îïå-
ðàòîðîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ x i y iç L
ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü ⟨φ(x), y⟩ = ⟨x, φ(y)⟩.

Òåîðåìà 3

Ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð φ ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ó

áóäü-ÿêîìó îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ìà¹ ñèìåòðè-

÷íó ìàòðèöþ. Íàâïàêè, ÿêùî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâ-

êëiäîâîãî ïðîñòîðó L ó äåÿêîìó îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi öüîãî ïðîñòîðó

ìà¹ ñèìåòðè÷íó ìàòðèöþ, òî öåé îïåðàòîð ¹ ñèìåòðè÷íèì.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið, à φ � ëiíiéíèé îïåðà-
òîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Äîâåäåìî ñïî÷àòêó íåîáõiäíiñòü. Ïðèïóñòèìî,
ùî φ ¹ ñèìåòðè÷íèì îïåðàòîðîì L. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé îðòîíîðìîâàíèé
áàçèñ a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Íåõàé A = ∥αij∥ � ìàòðèöÿ
ñèìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà φ ó öüîìó áàçèñi, αij ∈ R, i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Òîäi
φ(aj) = α1ja1 + α2ja2 + · · ·+ αnjan =

∑n

i=1
αijai

äëÿ êîæíîãî j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Îçíà÷åííÿ 2

Ëiíiéíèé îïåðàòîð φ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L íàçèâà¹òüñÿ ñèìåòðè÷íèì îïå-
ðàòîðîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ x i y iç L
ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü ⟨φ(x), y⟩ = ⟨x, φ(y)⟩.

Òåîðåìà 3

Ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð φ ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ó

áóäü-ÿêîìó îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ìà¹ ñèìåòðè-

÷íó ìàòðèöþ. Íàâïàêè, ÿêùî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâ-

êëiäîâîãî ïðîñòîðó L ó äåÿêîìó îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi öüîãî ïðîñòîðó

ìà¹ ñèìåòðè÷íó ìàòðèöþ, òî öåé îïåðàòîð ¹ ñèìåòðè÷íèì.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið, à φ � ëiíiéíèé îïåðà-
òîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Äîâåäåìî ñïî÷àòêó íåîáõiäíiñòü. Ïðèïóñòèìî,
ùî φ ¹ ñèìåòðè÷íèì îïåðàòîðîì L. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé îðòîíîðìîâàíèé
áàçèñ a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Íåõàé A = ∥αij∥ � ìàòðèöÿ
ñèìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà φ ó öüîìó áàçèñi, αij ∈ R, i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.
Òîäi

φ(aj) = α1ja1 + α2ja2 + · · ·+ αnjan

=
∑n

i=1
αijai

äëÿ êîæíîãî j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Îçíà÷åííÿ 2

Ëiíiéíèé îïåðàòîð φ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L íàçèâà¹òüñÿ ñèìåòðè÷íèì îïå-
ðàòîðîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ x i y iç L
ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü ⟨φ(x), y⟩ = ⟨x, φ(y)⟩.

Òåîðåìà 3

Ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð φ ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ó

áóäü-ÿêîìó îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ìà¹ ñèìåòðè-

÷íó ìàòðèöþ. Íàâïàêè, ÿêùî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâ-

êëiäîâîãî ïðîñòîðó L ó äåÿêîìó îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi öüîãî ïðîñòîðó

ìà¹ ñèìåòðè÷íó ìàòðèöþ, òî öåé îïåðàòîð ¹ ñèìåòðè÷íèì.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið, à φ � ëiíiéíèé îïåðà-
òîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Äîâåäåìî ñïî÷àòêó íåîáõiäíiñòü. Ïðèïóñòèìî,
ùî φ ¹ ñèìåòðè÷íèì îïåðàòîðîì L. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé îðòîíîðìîâàíèé
áàçèñ a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Íåõàé A = ∥αij∥ � ìàòðèöÿ
ñèìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà φ ó öüîìó áàçèñi, αij ∈ R, i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.
Òîäi

φ(aj) = α1ja1 + α2ja2 + · · ·+ αnjan =
∑n

i=1
αijai

äëÿ êîæíîãî j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Îçíà÷åííÿ 2

Ëiíiéíèé îïåðàòîð φ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L íàçèâà¹òüñÿ ñèìåòðè÷íèì îïå-
ðàòîðîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ x i y iç L
ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü ⟨φ(x), y⟩ = ⟨x, φ(y)⟩.

Òåîðåìà 3

Ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð φ ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ó

áóäü-ÿêîìó îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ìà¹ ñèìåòðè-

÷íó ìàòðèöþ. Íàâïàêè, ÿêùî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâ-

êëiäîâîãî ïðîñòîðó L ó äåÿêîìó îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi öüîãî ïðîñòîðó

ìà¹ ñèìåòðè÷íó ìàòðèöþ, òî öåé îïåðàòîð ¹ ñèìåòðè÷íèì.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið, à φ � ëiíiéíèé îïåðà-
òîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Äîâåäåìî ñïî÷àòêó íåîáõiäíiñòü. Ïðèïóñòèìî,
ùî φ ¹ ñèìåòðè÷íèì îïåðàòîðîì L. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé îðòîíîðìîâàíèé
áàçèñ a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Íåõàé A = ∥αij∥ � ìàòðèöÿ
ñèìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà φ ó öüîìó áàçèñi, αij ∈ R, i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.
Òîäi

φ(aj) = α1ja1 + α2ja2 + · · ·+ αnjan =
∑n

i=1
αijai

äëÿ êîæíîãî j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n} îá÷èñëèìî ñêàëÿðíi äîáóòêè:

⟨φ(ai), aj⟩ =

〈 n∑
k=1

αkiak, aj

〉
=

n∑
k=1

αki⟨ak, aj⟩ =
n∑

k=1

αkiδkj = αji, (3)

⟨ai, φ(aj)⟩ =
〈
ai,

n∑
k=1

αkjak

〉
=

n∑
k=1

αkj⟨ai, ak⟩ =
n∑

k=1

αkjδik = αij . (4)

Îñêiëüêè φ ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, òî ëiâi ÷àñòèíè
îáîõ ðiâíîñòåé (3) i (4) ðiâíi. Òîìó ðiâíèìè ¹ i ïðàâi ÷àñòèíè îáîõ öèõ
ðiâíîñòåé, òîáòî

αij = αji (5)

äëÿ áóäü-ÿêèõ ðiçíèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Öå îçíà÷à¹, ùî ìàòðèöÿ A ñèìå-
òðè÷íîãî îïåðàòîðà φ ó îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî
ïðîñòîðó L ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ.
Äîâåäåìî òåïåð äîñòàòíiñòü. Íåõàé çíàéäåòüñÿ äåÿêèé îðòîíîðìîâàíèé áà-
çèñ a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, ó ÿêîìó ìàòðèöÿ A ëiíiéíî-
ãî îïåðàòîðà φ ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ. Òîáòî ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü
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òðè÷íîãî îïåðàòîðà φ ó îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî
ïðîñòîðó L ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ.
Äîâåäåìî òåïåð äîñòàòíiñòü. Íåõàé çíàéäåòüñÿ äåÿêèé îðòîíîðìîâàíèé áà-
çèñ a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, ó ÿêîìó ìàòðèöÿ A ëiíiéíî-
ãî îïåðàòîðà φ ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ. Òîáòî ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü
(5) äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Òîäi íàâïàêè iç ðiâíîñòi
ïðàâèõ ÷àñòèí ðiâíîñòåé (3) i (4) ñëiäó¹ ðiâíiñòü ¨õ ëiâèõ ÷àñòèí. Òîáòî
⟨φ(ai), aj⟩ = ⟨ai, φ(aj)⟩ äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n} îá÷èñëèìî ñêàëÿðíi äîáóòêè:

⟨φ(ai), aj⟩ =
〈 n∑
k=1

αkiak, aj

〉
=

n∑
k=1

αki⟨ak, aj⟩ =
n∑

k=1

αkiδkj = αji, (3)

⟨ai, φ(aj)⟩ =
〈
ai,

n∑
k=1

αkjak

〉
=

n∑
k=1

αkj⟨ai, ak⟩ =
n∑

k=1

αkjδik = αij .

(4)

Îñêiëüêè φ ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, òî ëiâi ÷àñòèíè
îáîõ ðiâíîñòåé (3) i (4) ðiâíi. Òîìó ðiâíèìè ¹ i ïðàâi ÷àñòèíè îáîõ öèõ
ðiâíîñòåé, òîáòî

αij = αji (5)

äëÿ áóäü-ÿêèõ ðiçíèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Öå îçíà÷à¹, ùî ìàòðèöÿ A ñèìå-
òðè÷íîãî îïåðàòîðà φ ó îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî
ïðîñòîðó L ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ.
Äîâåäåìî òåïåð äîñòàòíiñòü. Íåõàé çíàéäåòüñÿ äåÿêèé îðòîíîðìîâàíèé áà-
çèñ a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, ó ÿêîìó ìàòðèöÿ A ëiíiéíî-
ãî îïåðàòîðà φ ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ. Òîáòî ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü
(5) äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Òîäi íàâïàêè iç ðiâíîñòi
ïðàâèõ ÷àñòèí ðiâíîñòåé (3) i (4) ñëiäó¹ ðiâíiñòü ¨õ ëiâèõ ÷àñòèí. Òîáòî
⟨φ(ai), aj⟩ = ⟨ai, φ(aj)⟩ äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n} îá÷èñëèìî ñêàëÿðíi äîáóòêè:

⟨φ(ai), aj⟩ =
〈 n∑
k=1

αkiak, aj

〉
=

n∑
k=1

αki⟨ak, aj⟩ =
n∑

k=1

αkiδkj = αji, (3)

⟨ai, φ(aj)⟩ =
〈
ai,

n∑
k=1

αkjak

〉
=

n∑
k=1

αkj⟨ai, ak⟩ =
n∑

k=1

αkjδik = αij . (4)

Îñêiëüêè φ ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L,

òî ëiâi ÷àñòèíè
îáîõ ðiâíîñòåé (3) i (4) ðiâíi. Òîìó ðiâíèìè ¹ i ïðàâi ÷àñòèíè îáîõ öèõ
ðiâíîñòåé, òîáòî

αij = αji (5)

äëÿ áóäü-ÿêèõ ðiçíèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Öå îçíà÷à¹, ùî ìàòðèöÿ A ñèìå-
òðè÷íîãî îïåðàòîðà φ ó îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî
ïðîñòîðó L ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ.
Äîâåäåìî òåïåð äîñòàòíiñòü. Íåõàé çíàéäåòüñÿ äåÿêèé îðòîíîðìîâàíèé áà-
çèñ a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, ó ÿêîìó ìàòðèöÿ A ëiíiéíî-
ãî îïåðàòîðà φ ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ. Òîáòî ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü
(5) äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Òîäi íàâïàêè iç ðiâíîñòi
ïðàâèõ ÷àñòèí ðiâíîñòåé (3) i (4) ñëiäó¹ ðiâíiñòü ¨õ ëiâèõ ÷àñòèí. Òîáòî
⟨φ(ai), aj⟩ = ⟨ai, φ(aj)⟩ äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n} îá÷èñëèìî ñêàëÿðíi äîáóòêè:

⟨φ(ai), aj⟩ =
〈 n∑
k=1

αkiak, aj

〉
=

n∑
k=1

αki⟨ak, aj⟩ =
n∑

k=1

αkiδkj = αji, (3)

⟨ai, φ(aj)⟩ =
〈
ai,

n∑
k=1

αkjak

〉
=

n∑
k=1

αkj⟨ai, ak⟩ =
n∑

k=1

αkjδik = αij . (4)

Îñêiëüêè φ ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, òî ëiâi ÷àñòèíè
îáîõ ðiâíîñòåé (3) i (4) ðiâíi.

Òîìó ðiâíèìè ¹ i ïðàâi ÷àñòèíè îáîõ öèõ
ðiâíîñòåé, òîáòî

αij = αji (5)

äëÿ áóäü-ÿêèõ ðiçíèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Öå îçíà÷à¹, ùî ìàòðèöÿ A ñèìå-
òðè÷íîãî îïåðàòîðà φ ó îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî
ïðîñòîðó L ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ.
Äîâåäåìî òåïåð äîñòàòíiñòü. Íåõàé çíàéäåòüñÿ äåÿêèé îðòîíîðìîâàíèé áà-
çèñ a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, ó ÿêîìó ìàòðèöÿ A ëiíiéíî-
ãî îïåðàòîðà φ ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ. Òîáòî ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü
(5) äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Òîäi íàâïàêè iç ðiâíîñòi
ïðàâèõ ÷àñòèí ðiâíîñòåé (3) i (4) ñëiäó¹ ðiâíiñòü ¨õ ëiâèõ ÷àñòèí. Òîáòî
⟨φ(ai), aj⟩ = ⟨ai, φ(aj)⟩ äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n} îá÷èñëèìî ñêàëÿðíi äîáóòêè:

⟨φ(ai), aj⟩ =
〈 n∑
k=1

αkiak, aj

〉
=

n∑
k=1

αki⟨ak, aj⟩ =
n∑

k=1

αkiδkj = αji, (3)

⟨ai, φ(aj)⟩ =
〈
ai,

n∑
k=1

αkjak

〉
=

n∑
k=1

αkj⟨ai, ak⟩ =
n∑

k=1

αkjδik = αij . (4)

Îñêiëüêè φ ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, òî ëiâi ÷àñòèíè
îáîõ ðiâíîñòåé (3) i (4) ðiâíi. Òîìó ðiâíèìè ¹ i ïðàâi ÷àñòèíè îáîõ öèõ
ðiâíîñòåé,

òîáòî
αij = αji (5)

äëÿ áóäü-ÿêèõ ðiçíèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Öå îçíà÷à¹, ùî ìàòðèöÿ A ñèìå-
òðè÷íîãî îïåðàòîðà φ ó îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî
ïðîñòîðó L ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ.
Äîâåäåìî òåïåð äîñòàòíiñòü. Íåõàé çíàéäåòüñÿ äåÿêèé îðòîíîðìîâàíèé áà-
çèñ a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, ó ÿêîìó ìàòðèöÿ A ëiíiéíî-
ãî îïåðàòîðà φ ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ. Òîáòî ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü
(5) äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Òîäi íàâïàêè iç ðiâíîñòi
ïðàâèõ ÷àñòèí ðiâíîñòåé (3) i (4) ñëiäó¹ ðiâíiñòü ¨õ ëiâèõ ÷àñòèí. Òîáòî
⟨φ(ai), aj⟩ = ⟨ai, φ(aj)⟩ äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n} îá÷èñëèìî ñêàëÿðíi äîáóòêè:

⟨φ(ai), aj⟩ =
〈 n∑
k=1

αkiak, aj

〉
=

n∑
k=1

αki⟨ak, aj⟩ =
n∑

k=1

αkiδkj = αji, (3)

⟨ai, φ(aj)⟩ =
〈
ai,

n∑
k=1

αkjak

〉
=

n∑
k=1

αkj⟨ai, ak⟩ =
n∑

k=1

αkjδik = αij . (4)

Îñêiëüêè φ ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, òî ëiâi ÷àñòèíè
îáîõ ðiâíîñòåé (3) i (4) ðiâíi. Òîìó ðiâíèìè ¹ i ïðàâi ÷àñòèíè îáîõ öèõ
ðiâíîñòåé, òîáòî

αij = αji (5)

äëÿ áóäü-ÿêèõ ðiçíèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Öå îçíà÷à¹, ùî ìàòðèöÿ A ñèìå-
òðè÷íîãî îïåðàòîðà φ ó îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî
ïðîñòîðó L ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ.
Äîâåäåìî òåïåð äîñòàòíiñòü. Íåõàé çíàéäåòüñÿ äåÿêèé îðòîíîðìîâàíèé áà-
çèñ a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, ó ÿêîìó ìàòðèöÿ A ëiíiéíî-
ãî îïåðàòîðà φ ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ. Òîáòî ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü
(5) äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Òîäi íàâïàêè iç ðiâíîñòi
ïðàâèõ ÷àñòèí ðiâíîñòåé (3) i (4) ñëiäó¹ ðiâíiñòü ¨õ ëiâèõ ÷àñòèí. Òîáòî
⟨φ(ai), aj⟩ = ⟨ai, φ(aj)⟩ äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n} îá÷èñëèìî ñêàëÿðíi äîáóòêè:

⟨φ(ai), aj⟩ =
〈 n∑
k=1

αkiak, aj

〉
=

n∑
k=1

αki⟨ak, aj⟩ =
n∑

k=1

αkiδkj = αji, (3)

⟨ai, φ(aj)⟩ =
〈
ai,

n∑
k=1

αkjak

〉
=

n∑
k=1

αkj⟨ai, ak⟩ =
n∑

k=1

αkjδik = αij . (4)

Îñêiëüêè φ ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, òî ëiâi ÷àñòèíè
îáîõ ðiâíîñòåé (3) i (4) ðiâíi. Òîìó ðiâíèìè ¹ i ïðàâi ÷àñòèíè îáîõ öèõ
ðiâíîñòåé, òîáòî

αij = αji (5)

äëÿ áóäü-ÿêèõ ðiçíèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Öå îçíà÷à¹, ùî ìàòðèöÿ A ñèìå-
òðè÷íîãî îïåðàòîðà φ

ó îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî
ïðîñòîðó L ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ.
Äîâåäåìî òåïåð äîñòàòíiñòü. Íåõàé çíàéäåòüñÿ äåÿêèé îðòîíîðìîâàíèé áà-
çèñ a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, ó ÿêîìó ìàòðèöÿ A ëiíiéíî-
ãî îïåðàòîðà φ ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ. Òîáòî ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü
(5) äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Òîäi íàâïàêè iç ðiâíîñòi
ïðàâèõ ÷àñòèí ðiâíîñòåé (3) i (4) ñëiäó¹ ðiâíiñòü ¨õ ëiâèõ ÷àñòèí. Òîáòî
⟨φ(ai), aj⟩ = ⟨ai, φ(aj)⟩ äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n} îá÷èñëèìî ñêàëÿðíi äîáóòêè:

⟨φ(ai), aj⟩ =
〈 n∑
k=1

αkiak, aj

〉
=

n∑
k=1

αki⟨ak, aj⟩ =
n∑

k=1

αkiδkj = αji, (3)

⟨ai, φ(aj)⟩ =
〈
ai,

n∑
k=1

αkjak

〉
=

n∑
k=1

αkj⟨ai, ak⟩ =
n∑

k=1

αkjδik = αij . (4)

Îñêiëüêè φ ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, òî ëiâi ÷àñòèíè
îáîõ ðiâíîñòåé (3) i (4) ðiâíi. Òîìó ðiâíèìè ¹ i ïðàâi ÷àñòèíè îáîõ öèõ
ðiâíîñòåé, òîáòî

αij = αji (5)

äëÿ áóäü-ÿêèõ ðiçíèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Öå îçíà÷à¹, ùî ìàòðèöÿ A ñèìå-
òðè÷íîãî îïåðàòîðà φ ó îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî
ïðîñòîðó L

¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ.
Äîâåäåìî òåïåð äîñòàòíiñòü. Íåõàé çíàéäåòüñÿ äåÿêèé îðòîíîðìîâàíèé áà-
çèñ a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, ó ÿêîìó ìàòðèöÿ A ëiíiéíî-
ãî îïåðàòîðà φ ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ. Òîáòî ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü
(5) äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Òîäi íàâïàêè iç ðiâíîñòi
ïðàâèõ ÷àñòèí ðiâíîñòåé (3) i (4) ñëiäó¹ ðiâíiñòü ¨õ ëiâèõ ÷àñòèí. Òîáòî
⟨φ(ai), aj⟩ = ⟨ai, φ(aj)⟩ äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n} îá÷èñëèìî ñêàëÿðíi äîáóòêè:

⟨φ(ai), aj⟩ =
〈 n∑
k=1

αkiak, aj

〉
=

n∑
k=1

αki⟨ak, aj⟩ =
n∑

k=1

αkiδkj = αji, (3)

⟨ai, φ(aj)⟩ =
〈
ai,

n∑
k=1

αkjak

〉
=

n∑
k=1

αkj⟨ai, ak⟩ =
n∑

k=1

αkjδik = αij . (4)

Îñêiëüêè φ ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, òî ëiâi ÷àñòèíè
îáîõ ðiâíîñòåé (3) i (4) ðiâíi. Òîìó ðiâíèìè ¹ i ïðàâi ÷àñòèíè îáîõ öèõ
ðiâíîñòåé, òîáòî

αij = αji (5)

äëÿ áóäü-ÿêèõ ðiçíèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Öå îçíà÷à¹, ùî ìàòðèöÿ A ñèìå-
òðè÷íîãî îïåðàòîðà φ ó îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî
ïðîñòîðó L ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ.

Äîâåäåìî òåïåð äîñòàòíiñòü. Íåõàé çíàéäåòüñÿ äåÿêèé îðòîíîðìîâàíèé áà-
çèñ a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, ó ÿêîìó ìàòðèöÿ A ëiíiéíî-
ãî îïåðàòîðà φ ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ. Òîáòî ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü
(5) äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Òîäi íàâïàêè iç ðiâíîñòi
ïðàâèõ ÷àñòèí ðiâíîñòåé (3) i (4) ñëiäó¹ ðiâíiñòü ¨õ ëiâèõ ÷àñòèí. Òîáòî
⟨φ(ai), aj⟩ = ⟨ai, φ(aj)⟩ äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n} îá÷èñëèìî ñêàëÿðíi äîáóòêè:
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=
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=

n∑
k=1
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Îñêiëüêè φ ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, òî ëiâi ÷àñòèíè
îáîõ ðiâíîñòåé (3) i (4) ðiâíi. Òîìó ðiâíèìè ¹ i ïðàâi ÷àñòèíè îáîõ öèõ
ðiâíîñòåé, òîáòî

αij = αji (5)

äëÿ áóäü-ÿêèõ ðiçíèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Öå îçíà÷à¹, ùî ìàòðèöÿ A ñèìå-
òðè÷íîãî îïåðàòîðà φ ó îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî
ïðîñòîðó L ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ.
Äîâåäåìî òåïåð äîñòàòíiñòü.

Íåõàé çíàéäåòüñÿ äåÿêèé îðòîíîðìîâàíèé áà-
çèñ a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, ó ÿêîìó ìàòðèöÿ A ëiíiéíî-
ãî îïåðàòîðà φ ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ. Òîáòî ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü
(5) äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Òîäi íàâïàêè iç ðiâíîñòi
ïðàâèõ ÷àñòèí ðiâíîñòåé (3) i (4) ñëiäó¹ ðiâíiñòü ¨õ ëiâèõ ÷àñòèí. Òîáòî
⟨φ(ai), aj⟩ = ⟨ai, φ(aj)⟩ äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè
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Îñêiëüêè φ ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, òî ëiâi ÷àñòèíè
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äëÿ áóäü-ÿêèõ ðiçíèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Öå îçíà÷à¹, ùî ìàòðèöÿ A ñèìå-
òðè÷íîãî îïåðàòîðà φ ó îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî
ïðîñòîðó L ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ.
Äîâåäåìî òåïåð äîñòàòíiñòü. Íåõàé çíàéäåòüñÿ äåÿêèé îðòîíîðìîâàíèé áà-
çèñ a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L,

ó ÿêîìó ìàòðèöÿ A ëiíiéíî-
ãî îïåðàòîðà φ ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ. Òîáòî ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü
(5) äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Òîäi íàâïàêè iç ðiâíîñòi
ïðàâèõ ÷àñòèí ðiâíîñòåé (3) i (4) ñëiäó¹ ðiâíiñòü ¨õ ëiâèõ ÷àñòèí. Òîáòî
⟨φ(ai), aj⟩ = ⟨ai, φ(aj)⟩ äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè
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Äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n} îá÷èñëèìî ñêàëÿðíi äîáóòêè:

⟨φ(ai), aj⟩ =
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k=1

αkiak, aj
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=

n∑
k=1

αki⟨ak, aj⟩ =
n∑

k=1

αkiδkj = αji, (3)

⟨ai, φ(aj)⟩ =
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αkjak
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=
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αkj⟨ai, ak⟩ =
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αkjδik = αij . (4)

Îñêiëüêè φ ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, òî ëiâi ÷àñòèíè
îáîõ ðiâíîñòåé (3) i (4) ðiâíi. Òîìó ðiâíèìè ¹ i ïðàâi ÷àñòèíè îáîõ öèõ
ðiâíîñòåé, òîáòî

αij = αji (5)

äëÿ áóäü-ÿêèõ ðiçíèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Öå îçíà÷à¹, ùî ìàòðèöÿ A ñèìå-
òðè÷íîãî îïåðàòîðà φ ó îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî
ïðîñòîðó L ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ.
Äîâåäåìî òåïåð äîñòàòíiñòü. Íåõàé çíàéäåòüñÿ äåÿêèé îðòîíîðìîâàíèé áà-
çèñ a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, ó ÿêîìó ìàòðèöÿ A ëiíiéíî-
ãî îïåðàòîðà φ

¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ. Òîáòî ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü
(5) äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Òîäi íàâïàêè iç ðiâíîñòi
ïðàâèõ ÷àñòèí ðiâíîñòåé (3) i (4) ñëiäó¹ ðiâíiñòü ¨õ ëiâèõ ÷àñòèí. Òîáòî
⟨φ(ai), aj⟩ = ⟨ai, φ(aj)⟩ äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n} îá÷èñëèìî ñêàëÿðíi äîáóòêè:

⟨φ(ai), aj⟩ =
〈 n∑
k=1

αkiak, aj
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=
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k=1

αki⟨ak, aj⟩ =
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αkiδkj = αji, (3)

⟨ai, φ(aj)⟩ =
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=

n∑
k=1

αkj⟨ai, ak⟩ =
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αkjδik = αij . (4)

Îñêiëüêè φ ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, òî ëiâi ÷àñòèíè
îáîõ ðiâíîñòåé (3) i (4) ðiâíi. Òîìó ðiâíèìè ¹ i ïðàâi ÷àñòèíè îáîõ öèõ
ðiâíîñòåé, òîáòî

αij = αji (5)

äëÿ áóäü-ÿêèõ ðiçíèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Öå îçíà÷à¹, ùî ìàòðèöÿ A ñèìå-
òðè÷íîãî îïåðàòîðà φ ó îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî
ïðîñòîðó L ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ.
Äîâåäåìî òåïåð äîñòàòíiñòü. Íåõàé çíàéäåòüñÿ äåÿêèé îðòîíîðìîâàíèé áà-
çèñ a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, ó ÿêîìó ìàòðèöÿ A ëiíiéíî-
ãî îïåðàòîðà φ ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ.

Òîáòî ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü
(5) äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Òîäi íàâïàêè iç ðiâíîñòi
ïðàâèõ ÷àñòèí ðiâíîñòåé (3) i (4) ñëiäó¹ ðiâíiñòü ¨õ ëiâèõ ÷àñòèí. Òîáòî
⟨φ(ai), aj⟩ = ⟨ai, φ(aj)⟩ äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè
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Îñêiëüêè φ ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, òî ëiâi ÷àñòèíè
îáîõ ðiâíîñòåé (3) i (4) ðiâíi. Òîìó ðiâíèìè ¹ i ïðàâi ÷àñòèíè îáîõ öèõ
ðiâíîñòåé, òîáòî

αij = αji (5)

äëÿ áóäü-ÿêèõ ðiçíèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Öå îçíà÷à¹, ùî ìàòðèöÿ A ñèìå-
òðè÷íîãî îïåðàòîðà φ ó îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî
ïðîñòîðó L ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ.
Äîâåäåìî òåïåð äîñòàòíiñòü. Íåõàé çíàéäåòüñÿ äåÿêèé îðòîíîðìîâàíèé áà-
çèñ a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, ó ÿêîìó ìàòðèöÿ A ëiíiéíî-
ãî îïåðàòîðà φ ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ. Òîáòî ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü
(5) äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Òîäi íàâïàêè iç ðiâíîñòi
ïðàâèõ ÷àñòèí ðiâíîñòåé (3) i (4) ñëiäó¹ ðiâíiñòü ¨õ ëiâèõ ÷àñòèí. Òîáòî
⟨φ(ai), aj⟩ = ⟨ai, φ(aj)⟩ äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n} îá÷èñëèìî ñêàëÿðíi äîáóòêè:
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αkiak, aj

〉
=
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Îñêiëüêè φ ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, òî ëiâi ÷àñòèíè
îáîõ ðiâíîñòåé (3) i (4) ðiâíi. Òîìó ðiâíèìè ¹ i ïðàâi ÷àñòèíè îáîõ öèõ
ðiâíîñòåé, òîáòî

αij = αji (5)

äëÿ áóäü-ÿêèõ ðiçíèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Öå îçíà÷à¹, ùî ìàòðèöÿ A ñèìå-
òðè÷íîãî îïåðàòîðà φ ó îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî
ïðîñòîðó L ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ.
Äîâåäåìî òåïåð äîñòàòíiñòü. Íåõàé çíàéäåòüñÿ äåÿêèé îðòîíîðìîâàíèé áà-
çèñ a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, ó ÿêîìó ìàòðèöÿ A ëiíiéíî-
ãî îïåðàòîðà φ ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ. Òîáòî ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü
(5) äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Òîäi íàâïàêè iç ðiâíîñòi
ïðàâèõ ÷àñòèí ðiâíîñòåé (3) i (4)

ñëiäó¹ ðiâíiñòü ¨õ ëiâèõ ÷àñòèí. Òîáòî
⟨φ(ai), aj⟩ = ⟨ai, φ(aj)⟩ äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n} îá÷èñëèìî ñêàëÿðíi äîáóòêè:

⟨φ(ai), aj⟩ =
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αkiak, aj
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=
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αki⟨ak, aj⟩ =
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αkiδkj = αji, (3)
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αkjak
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=
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αkjδik = αij . (4)

Îñêiëüêè φ ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, òî ëiâi ÷àñòèíè
îáîõ ðiâíîñòåé (3) i (4) ðiâíi. Òîìó ðiâíèìè ¹ i ïðàâi ÷àñòèíè îáîõ öèõ
ðiâíîñòåé, òîáòî

αij = αji (5)

äëÿ áóäü-ÿêèõ ðiçíèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Öå îçíà÷à¹, ùî ìàòðèöÿ A ñèìå-
òðè÷íîãî îïåðàòîðà φ ó îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî
ïðîñòîðó L ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ.
Äîâåäåìî òåïåð äîñòàòíiñòü. Íåõàé çíàéäåòüñÿ äåÿêèé îðòîíîðìîâàíèé áà-
çèñ a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, ó ÿêîìó ìàòðèöÿ A ëiíiéíî-
ãî îïåðàòîðà φ ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ. Òîáòî ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü
(5) äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Òîäi íàâïàêè iç ðiâíîñòi
ïðàâèõ ÷àñòèí ðiâíîñòåé (3) i (4) ñëiäó¹ ðiâíiñòü ¨õ ëiâèõ ÷àñòèí.

Òîáòî
⟨φ(ai), aj⟩ = ⟨ai, φ(aj)⟩ äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.
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Äîâåäåííÿ.

Äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n} îá÷èñëèìî ñêàëÿðíi äîáóòêè:
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〉
=

n∑
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n∑

k=1
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〈
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n∑
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n∑
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Äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíi âåêòîðè b, c åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L.

Ðîçêëàäåìî ¨õ çà
îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì a1, a2, . . . , an åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L:

b = β1a1 + β2a2 + · · ·+ βnan =
n∑

i=1

βiai,

c = γ1a1 + γ2a2 + · · ·+ γnan =
n∑

j=1

γjaj .

Òîäi ñïðàâäæóþòüñÿ íàñòóïíi ðiâíîñòi

⟨φ(b), c⟩ =
〈
φ
( n∑
i=1

βiai

)
,

n∑
j=1

γjaj

〉
=

〈 n∑
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=
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γjφ(aj)
〉
=

〈 n∑
i=1

βiai, φ
( n∑
j=1

γjaj

)〉
= ⟨b, φ(c)⟩.

Öå îçíà÷à¹, ùî φ ¹ ñèìåòðè÷íèì îïåðàòîðîì. Òåîðåìà äîâåäåíà.
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Òåîðåìà 4

Ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð íåíóëüîâîãî ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòî-

ðó ìà¹ ïðèíàéìíi îäíå âëàñíå çíà÷åííÿ.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé φ ¹ ñèìåòðè÷íèì îïåðàòîðîì íåíóëüîâîãî ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâêëi-
äîâîãî ïðîñòîðó L. Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ a1, a2,
. . . , an öüîãî ïðîñòîðó, äå n = dimRL. Íåõàé A � ìàòðèöÿ ñèìåòðè÷íîãî
îïåðàòîð φ ó áàçèñi a1, a2, . . . , an. Çà ïîïåðåäíüîþ òåîðåìîþ A ¹ ñèìåòðè-
÷íîþ ìàòðèöåþ. Íåõàé f(λ) � õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöi A, à
îòæå, i ñèìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà φ. f(λ) ¹ ìíîãî÷ëåíîì íàòóðàëüíîãî ñòåïå-
íÿ n i çà òåîðåìîþ ïðî õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ñèìåòðè÷íî¨ ìàòðèöi
ðîçêëàäà¹òüñÿ ó äîáóòîê ëiíiéíèõ ìíîæíèêiâ. À ÿê íàñëiäîê öå îçíà÷à¹, ùî
ìà¹ êîðiíü, ÿêèé ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì ñèìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà φ. Òåîðåìà
äîâåäåíà.

Òåîðåìà 5 (îñíîâíà òåîðåìà ïðî ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè)

Ëiíiéíèé îïåðàòîð φ íåíóëüîâîãî ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó

L ¹ ñèìåòðè÷íèì îïåðàòîðîì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè â ïðîñòîði L iñíó¹

îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ îïåðàòîðà φ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè
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íÿ n i çà òåîðåìîþ ïðî õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ñèìåòðè÷íî¨ ìàòðèöi
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Òåîðåìà
äîâåäåíà.

Òåîðåìà 5 (îñíîâíà òåîðåìà ïðî ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè)

Ëiíiéíèé îïåðàòîð φ íåíóëüîâîãî ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó

L ¹ ñèìåòðè÷íèì îïåðàòîðîì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè â ïðîñòîði L iñíó¹

îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ îïåðàòîðà φ.
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ðîçêëàäà¹òüñÿ ó äîáóòîê ëiíiéíèõ ìíîæíèêiâ. À ÿê íàñëiäîê öå îçíà÷à¹, ùî
ìà¹ êîðiíü, ÿêèé ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì ñèìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà φ. Òåîðåìà
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îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ îïåðàòîðà φ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Òåîðåìà 4

Ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð íåíóëüîâîãî ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòî-

ðó ìà¹ ïðèíàéìíi îäíå âëàñíå çíà÷åííÿ.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé φ ¹ ñèìåòðè÷íèì îïåðàòîðîì íåíóëüîâîãî ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâêëi-
äîâîãî ïðîñòîðó L. Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ a1, a2,
. . . , an öüîãî ïðîñòîðó, äå n = dimRL. Íåõàé A � ìàòðèöÿ ñèìåòðè÷íîãî
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Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n,

äå n ∈ N,
φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåìî ìå-
òîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà ðîçìiðíiñòþ n åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L.
Íåõàé n = 1. Íåõàé a � âåêòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ç íîðìîþ 1 (òà-
êèé iñíó¹, áî áóäü-ÿêèé íåíóëüîâèé âåêòîð ìîæíà ïðîíîðìóâàòè). Òîäi a ¹
îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L i φ(a) = αa äëÿ äåÿêîãî
α ∈ R. Îòæå, a ¹ âëàñíèì âåêòîðîì.
Ïðèïóñòèìî, ùî ó âèïàäêó, êîëè n < m äëÿ äåÿêîãî ôiêñîâàíîãî íàòóðàëü-
íîãî ÷èñëà m áóäü-ÿêèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n ìà¹ îðòîíîðìî-
âàíèé áàçèñ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ áóäü-ÿêîãî ñèìåòðè÷íîãî
îïåðàòîðà åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L.
Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè n = m. Çà òåîðåìîþ 4 ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð φ
ìà¹ äåÿêå âëàñíå çíà÷åííÿ α1, à îòæå, i âëàñíèé âåêòîð a, ùî éîìó íàëå-
æèòü. Ðîçãëÿíåìî âåêòîð a1 = 1

∥a∥a. Âií ¹ âëàñíèì âåêòîðîì ç íîðìîþ 1.

Äîïîâíèìî âåêòîð a1 äî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó a1, a2, . . . , am åâêëiäî-
âîãî ïðîñòîðó L. Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ a2, a3, . . . , am ¹ áàçèñîì
îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ {a1}⊥ äî âåêòîðà a1. Äiéñíî, îñêiëüêè ñèñòåìà
âåêòîðiâ a1, a2, . . . , am ¹ îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì L, òî ⟨aj , a1⟩ = 0 äëÿ
äîâiëüíîãî j ∈ {2, 3, . . . , m}, à òîìó aj ∈ {a1}⊥.
Äî òîãî æ ñèñòåìà âåêòîðiâ a2, a3, . . . , am ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ
âåêòîðiâ çà òåîðåìîþ ïðî îðòîãîíàëüíó ñèñòåìó íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n, äå n ∈ N,

φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåìî ìå-
òîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà ðîçìiðíiñòþ n åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L.
Íåõàé n = 1. Íåõàé a � âåêòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ç íîðìîþ 1 (òà-
êèé iñíó¹, áî áóäü-ÿêèé íåíóëüîâèé âåêòîð ìîæíà ïðîíîðìóâàòè). Òîäi a ¹
îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L i φ(a) = αa äëÿ äåÿêîãî
α ∈ R. Îòæå, a ¹ âëàñíèì âåêòîðîì.
Ïðèïóñòèìî, ùî ó âèïàäêó, êîëè n < m äëÿ äåÿêîãî ôiêñîâàíîãî íàòóðàëü-
íîãî ÷èñëà m áóäü-ÿêèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n ìà¹ îðòîíîðìî-
âàíèé áàçèñ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ áóäü-ÿêîãî ñèìåòðè÷íîãî
îïåðàòîðà åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L.
Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè n = m. Çà òåîðåìîþ 4 ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð φ
ìà¹ äåÿêå âëàñíå çíà÷åííÿ α1, à îòæå, i âëàñíèé âåêòîð a, ùî éîìó íàëå-
æèòü. Ðîçãëÿíåìî âåêòîð a1 = 1

∥a∥a. Âií ¹ âëàñíèì âåêòîðîì ç íîðìîþ 1.

Äîïîâíèìî âåêòîð a1 äî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó a1, a2, . . . , am åâêëiäî-
âîãî ïðîñòîðó L. Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ a2, a3, . . . , am ¹ áàçèñîì
îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ {a1}⊥ äî âåêòîðà a1. Äiéñíî, îñêiëüêè ñèñòåìà
âåêòîðiâ a1, a2, . . . , am ¹ îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì L, òî ⟨aj , a1⟩ = 0 äëÿ
äîâiëüíîãî j ∈ {2, 3, . . . , m}, à òîìó aj ∈ {a1}⊥.
Äî òîãî æ ñèñòåìà âåêòîðiâ a2, a3, . . . , am ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ
âåêòîðiâ çà òåîðåìîþ ïðî îðòîãîíàëüíó ñèñòåìó íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n, äå n ∈ N,
φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L.

Íåîáõiäíiñòü äîâåäåìî ìå-
òîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà ðîçìiðíiñòþ n åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L.
Íåõàé n = 1. Íåõàé a � âåêòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ç íîðìîþ 1 (òà-
êèé iñíó¹, áî áóäü-ÿêèé íåíóëüîâèé âåêòîð ìîæíà ïðîíîðìóâàòè). Òîäi a ¹
îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L i φ(a) = αa äëÿ äåÿêîãî
α ∈ R. Îòæå, a ¹ âëàñíèì âåêòîðîì.
Ïðèïóñòèìî, ùî ó âèïàäêó, êîëè n < m äëÿ äåÿêîãî ôiêñîâàíîãî íàòóðàëü-
íîãî ÷èñëà m áóäü-ÿêèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n ìà¹ îðòîíîðìî-
âàíèé áàçèñ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ áóäü-ÿêîãî ñèìåòðè÷íîãî
îïåðàòîðà åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L.
Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè n = m. Çà òåîðåìîþ 4 ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð φ
ìà¹ äåÿêå âëàñíå çíà÷åííÿ α1, à îòæå, i âëàñíèé âåêòîð a, ùî éîìó íàëå-
æèòü. Ðîçãëÿíåìî âåêòîð a1 = 1

∥a∥a. Âií ¹ âëàñíèì âåêòîðîì ç íîðìîþ 1.

Äîïîâíèìî âåêòîð a1 äî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó a1, a2, . . . , am åâêëiäî-
âîãî ïðîñòîðó L. Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ a2, a3, . . . , am ¹ áàçèñîì
îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ {a1}⊥ äî âåêòîðà a1. Äiéñíî, îñêiëüêè ñèñòåìà
âåêòîðiâ a1, a2, . . . , am ¹ îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì L, òî ⟨aj , a1⟩ = 0 äëÿ
äîâiëüíîãî j ∈ {2, 3, . . . , m}, à òîìó aj ∈ {a1}⊥.
Äî òîãî æ ñèñòåìà âåêòîðiâ a2, a3, . . . , am ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ
âåêòîðiâ çà òåîðåìîþ ïðî îðòîãîíàëüíó ñèñòåìó íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n, äå n ∈ N,
φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåìî ìå-
òîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà ðîçìiðíiñòþ n

åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L.
Íåõàé n = 1. Íåõàé a � âåêòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ç íîðìîþ 1 (òà-
êèé iñíó¹, áî áóäü-ÿêèé íåíóëüîâèé âåêòîð ìîæíà ïðîíîðìóâàòè). Òîäi a ¹
îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L i φ(a) = αa äëÿ äåÿêîãî
α ∈ R. Îòæå, a ¹ âëàñíèì âåêòîðîì.
Ïðèïóñòèìî, ùî ó âèïàäêó, êîëè n < m äëÿ äåÿêîãî ôiêñîâàíîãî íàòóðàëü-
íîãî ÷èñëà m áóäü-ÿêèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n ìà¹ îðòîíîðìî-
âàíèé áàçèñ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ áóäü-ÿêîãî ñèìåòðè÷íîãî
îïåðàòîðà åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L.
Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè n = m. Çà òåîðåìîþ 4 ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð φ
ìà¹ äåÿêå âëàñíå çíà÷åííÿ α1, à îòæå, i âëàñíèé âåêòîð a, ùî éîìó íàëå-
æèòü. Ðîçãëÿíåìî âåêòîð a1 = 1

∥a∥a. Âií ¹ âëàñíèì âåêòîðîì ç íîðìîþ 1.

Äîïîâíèìî âåêòîð a1 äî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó a1, a2, . . . , am åâêëiäî-
âîãî ïðîñòîðó L. Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ a2, a3, . . . , am ¹ áàçèñîì
îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ {a1}⊥ äî âåêòîðà a1. Äiéñíî, îñêiëüêè ñèñòåìà
âåêòîðiâ a1, a2, . . . , am ¹ îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì L, òî ⟨aj , a1⟩ = 0 äëÿ
äîâiëüíîãî j ∈ {2, 3, . . . , m}, à òîìó aj ∈ {a1}⊥.
Äî òîãî æ ñèñòåìà âåêòîðiâ a2, a3, . . . , am ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ
âåêòîðiâ çà òåîðåìîþ ïðî îðòîãîíàëüíó ñèñòåìó íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n, äå n ∈ N,
φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåìî ìå-
òîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà ðîçìiðíiñòþ n åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L.

Íåõàé n = 1. Íåõàé a � âåêòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ç íîðìîþ 1 (òà-
êèé iñíó¹, áî áóäü-ÿêèé íåíóëüîâèé âåêòîð ìîæíà ïðîíîðìóâàòè). Òîäi a ¹
îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L i φ(a) = αa äëÿ äåÿêîãî
α ∈ R. Îòæå, a ¹ âëàñíèì âåêòîðîì.
Ïðèïóñòèìî, ùî ó âèïàäêó, êîëè n < m äëÿ äåÿêîãî ôiêñîâàíîãî íàòóðàëü-
íîãî ÷èñëà m áóäü-ÿêèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n ìà¹ îðòîíîðìî-
âàíèé áàçèñ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ áóäü-ÿêîãî ñèìåòðè÷íîãî
îïåðàòîðà åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L.
Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè n = m. Çà òåîðåìîþ 4 ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð φ
ìà¹ äåÿêå âëàñíå çíà÷åííÿ α1, à îòæå, i âëàñíèé âåêòîð a, ùî éîìó íàëå-
æèòü. Ðîçãëÿíåìî âåêòîð a1 = 1

∥a∥a. Âií ¹ âëàñíèì âåêòîðîì ç íîðìîþ 1.

Äîïîâíèìî âåêòîð a1 äî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó a1, a2, . . . , am åâêëiäî-
âîãî ïðîñòîðó L. Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ a2, a3, . . . , am ¹ áàçèñîì
îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ {a1}⊥ äî âåêòîðà a1. Äiéñíî, îñêiëüêè ñèñòåìà
âåêòîðiâ a1, a2, . . . , am ¹ îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì L, òî ⟨aj , a1⟩ = 0 äëÿ
äîâiëüíîãî j ∈ {2, 3, . . . , m}, à òîìó aj ∈ {a1}⊥.
Äî òîãî æ ñèñòåìà âåêòîðiâ a2, a3, . . . , am ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ
âåêòîðiâ çà òåîðåìîþ ïðî îðòîãîíàëüíó ñèñòåìó íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n, äå n ∈ N,
φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåìî ìå-
òîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà ðîçìiðíiñòþ n åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L.
Íåõàé n = 1.

Íåõàé a � âåêòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ç íîðìîþ 1 (òà-
êèé iñíó¹, áî áóäü-ÿêèé íåíóëüîâèé âåêòîð ìîæíà ïðîíîðìóâàòè). Òîäi a ¹
îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L i φ(a) = αa äëÿ äåÿêîãî
α ∈ R. Îòæå, a ¹ âëàñíèì âåêòîðîì.
Ïðèïóñòèìî, ùî ó âèïàäêó, êîëè n < m äëÿ äåÿêîãî ôiêñîâàíîãî íàòóðàëü-
íîãî ÷èñëà m áóäü-ÿêèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n ìà¹ îðòîíîðìî-
âàíèé áàçèñ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ áóäü-ÿêîãî ñèìåòðè÷íîãî
îïåðàòîðà åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L.
Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè n = m. Çà òåîðåìîþ 4 ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð φ
ìà¹ äåÿêå âëàñíå çíà÷åííÿ α1, à îòæå, i âëàñíèé âåêòîð a, ùî éîìó íàëå-
æèòü. Ðîçãëÿíåìî âåêòîð a1 = 1

∥a∥a. Âií ¹ âëàñíèì âåêòîðîì ç íîðìîþ 1.

Äîïîâíèìî âåêòîð a1 äî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó a1, a2, . . . , am åâêëiäî-
âîãî ïðîñòîðó L. Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ a2, a3, . . . , am ¹ áàçèñîì
îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ {a1}⊥ äî âåêòîðà a1. Äiéñíî, îñêiëüêè ñèñòåìà
âåêòîðiâ a1, a2, . . . , am ¹ îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì L, òî ⟨aj , a1⟩ = 0 äëÿ
äîâiëüíîãî j ∈ {2, 3, . . . , m}, à òîìó aj ∈ {a1}⊥.
Äî òîãî æ ñèñòåìà âåêòîðiâ a2, a3, . . . , am ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ
âåêòîðiâ çà òåîðåìîþ ïðî îðòîãîíàëüíó ñèñòåìó íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n, äå n ∈ N,
φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåìî ìå-
òîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà ðîçìiðíiñòþ n åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L.
Íåõàé n = 1. Íåõàé a � âåêòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ç íîðìîþ 1

(òà-
êèé iñíó¹, áî áóäü-ÿêèé íåíóëüîâèé âåêòîð ìîæíà ïðîíîðìóâàòè). Òîäi a ¹
îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L i φ(a) = αa äëÿ äåÿêîãî
α ∈ R. Îòæå, a ¹ âëàñíèì âåêòîðîì.
Ïðèïóñòèìî, ùî ó âèïàäêó, êîëè n < m äëÿ äåÿêîãî ôiêñîâàíîãî íàòóðàëü-
íîãî ÷èñëà m áóäü-ÿêèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n ìà¹ îðòîíîðìî-
âàíèé áàçèñ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ áóäü-ÿêîãî ñèìåòðè÷íîãî
îïåðàòîðà åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L.
Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè n = m. Çà òåîðåìîþ 4 ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð φ
ìà¹ äåÿêå âëàñíå çíà÷åííÿ α1, à îòæå, i âëàñíèé âåêòîð a, ùî éîìó íàëå-
æèòü. Ðîçãëÿíåìî âåêòîð a1 = 1

∥a∥a. Âií ¹ âëàñíèì âåêòîðîì ç íîðìîþ 1.

Äîïîâíèìî âåêòîð a1 äî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó a1, a2, . . . , am åâêëiäî-
âîãî ïðîñòîðó L. Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ a2, a3, . . . , am ¹ áàçèñîì
îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ {a1}⊥ äî âåêòîðà a1. Äiéñíî, îñêiëüêè ñèñòåìà
âåêòîðiâ a1, a2, . . . , am ¹ îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì L, òî ⟨aj , a1⟩ = 0 äëÿ
äîâiëüíîãî j ∈ {2, 3, . . . , m}, à òîìó aj ∈ {a1}⊥.
Äî òîãî æ ñèñòåìà âåêòîðiâ a2, a3, . . . , am ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ
âåêòîðiâ çà òåîðåìîþ ïðî îðòîãîíàëüíó ñèñòåìó íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n, äå n ∈ N,
φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåìî ìå-
òîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà ðîçìiðíiñòþ n åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L.
Íåõàé n = 1. Íåõàé a � âåêòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ç íîðìîþ 1 (òà-
êèé iñíó¹, áî áóäü-ÿêèé íåíóëüîâèé âåêòîð ìîæíà ïðîíîðìóâàòè).

Òîäi a ¹
îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L i φ(a) = αa äëÿ äåÿêîãî
α ∈ R. Îòæå, a ¹ âëàñíèì âåêòîðîì.
Ïðèïóñòèìî, ùî ó âèïàäêó, êîëè n < m äëÿ äåÿêîãî ôiêñîâàíîãî íàòóðàëü-
íîãî ÷èñëà m áóäü-ÿêèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n ìà¹ îðòîíîðìî-
âàíèé áàçèñ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ áóäü-ÿêîãî ñèìåòðè÷íîãî
îïåðàòîðà åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L.
Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè n = m. Çà òåîðåìîþ 4 ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð φ
ìà¹ äåÿêå âëàñíå çíà÷åííÿ α1, à îòæå, i âëàñíèé âåêòîð a, ùî éîìó íàëå-
æèòü. Ðîçãëÿíåìî âåêòîð a1 = 1

∥a∥a. Âií ¹ âëàñíèì âåêòîðîì ç íîðìîþ 1.

Äîïîâíèìî âåêòîð a1 äî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó a1, a2, . . . , am åâêëiäî-
âîãî ïðîñòîðó L. Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ a2, a3, . . . , am ¹ áàçèñîì
îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ {a1}⊥ äî âåêòîðà a1. Äiéñíî, îñêiëüêè ñèñòåìà
âåêòîðiâ a1, a2, . . . , am ¹ îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì L, òî ⟨aj , a1⟩ = 0 äëÿ
äîâiëüíîãî j ∈ {2, 3, . . . , m}, à òîìó aj ∈ {a1}⊥.
Äî òîãî æ ñèñòåìà âåêòîðiâ a2, a3, . . . , am ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ
âåêòîðiâ çà òåîðåìîþ ïðî îðòîãîíàëüíó ñèñòåìó íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n, äå n ∈ N,
φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåìî ìå-
òîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà ðîçìiðíiñòþ n åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L.
Íåõàé n = 1. Íåõàé a � âåêòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ç íîðìîþ 1 (òà-
êèé iñíó¹, áî áóäü-ÿêèé íåíóëüîâèé âåêòîð ìîæíà ïðîíîðìóâàòè). Òîäi a ¹
îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L

i φ(a) = αa äëÿ äåÿêîãî
α ∈ R. Îòæå, a ¹ âëàñíèì âåêòîðîì.
Ïðèïóñòèìî, ùî ó âèïàäêó, êîëè n < m äëÿ äåÿêîãî ôiêñîâàíîãî íàòóðàëü-
íîãî ÷èñëà m áóäü-ÿêèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n ìà¹ îðòîíîðìî-
âàíèé áàçèñ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ áóäü-ÿêîãî ñèìåòðè÷íîãî
îïåðàòîðà åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L.
Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè n = m. Çà òåîðåìîþ 4 ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð φ
ìà¹ äåÿêå âëàñíå çíà÷åííÿ α1, à îòæå, i âëàñíèé âåêòîð a, ùî éîìó íàëå-
æèòü. Ðîçãëÿíåìî âåêòîð a1 = 1

∥a∥a. Âií ¹ âëàñíèì âåêòîðîì ç íîðìîþ 1.

Äîïîâíèìî âåêòîð a1 äî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó a1, a2, . . . , am åâêëiäî-
âîãî ïðîñòîðó L. Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ a2, a3, . . . , am ¹ áàçèñîì
îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ {a1}⊥ äî âåêòîðà a1. Äiéñíî, îñêiëüêè ñèñòåìà
âåêòîðiâ a1, a2, . . . , am ¹ îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì L, òî ⟨aj , a1⟩ = 0 äëÿ
äîâiëüíîãî j ∈ {2, 3, . . . , m}, à òîìó aj ∈ {a1}⊥.
Äî òîãî æ ñèñòåìà âåêòîðiâ a2, a3, . . . , am ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ
âåêòîðiâ çà òåîðåìîþ ïðî îðòîãîíàëüíó ñèñòåìó íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n, äå n ∈ N,
φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåìî ìå-
òîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà ðîçìiðíiñòþ n åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L.
Íåõàé n = 1. Íåõàé a � âåêòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ç íîðìîþ 1 (òà-
êèé iñíó¹, áî áóäü-ÿêèé íåíóëüîâèé âåêòîð ìîæíà ïðîíîðìóâàòè). Òîäi a ¹
îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L i φ(a) = αa

äëÿ äåÿêîãî
α ∈ R. Îòæå, a ¹ âëàñíèì âåêòîðîì.
Ïðèïóñòèìî, ùî ó âèïàäêó, êîëè n < m äëÿ äåÿêîãî ôiêñîâàíîãî íàòóðàëü-
íîãî ÷èñëà m áóäü-ÿêèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n ìà¹ îðòîíîðìî-
âàíèé áàçèñ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ áóäü-ÿêîãî ñèìåòðè÷íîãî
îïåðàòîðà åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L.
Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè n = m. Çà òåîðåìîþ 4 ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð φ
ìà¹ äåÿêå âëàñíå çíà÷åííÿ α1, à îòæå, i âëàñíèé âåêòîð a, ùî éîìó íàëå-
æèòü. Ðîçãëÿíåìî âåêòîð a1 = 1

∥a∥a. Âií ¹ âëàñíèì âåêòîðîì ç íîðìîþ 1.

Äîïîâíèìî âåêòîð a1 äî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó a1, a2, . . . , am åâêëiäî-
âîãî ïðîñòîðó L. Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ a2, a3, . . . , am ¹ áàçèñîì
îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ {a1}⊥ äî âåêòîðà a1. Äiéñíî, îñêiëüêè ñèñòåìà
âåêòîðiâ a1, a2, . . . , am ¹ îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì L, òî ⟨aj , a1⟩ = 0 äëÿ
äîâiëüíîãî j ∈ {2, 3, . . . , m}, à òîìó aj ∈ {a1}⊥.
Äî òîãî æ ñèñòåìà âåêòîðiâ a2, a3, . . . , am ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ
âåêòîðiâ çà òåîðåìîþ ïðî îðòîãîíàëüíó ñèñòåìó íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n, äå n ∈ N,
φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåìî ìå-
òîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà ðîçìiðíiñòþ n åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L.
Íåõàé n = 1. Íåõàé a � âåêòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ç íîðìîþ 1 (òà-
êèé iñíó¹, áî áóäü-ÿêèé íåíóëüîâèé âåêòîð ìîæíà ïðîíîðìóâàòè). Òîäi a ¹
îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L i φ(a) = αa äëÿ äåÿêîãî
α ∈ R.

Îòæå, a ¹ âëàñíèì âåêòîðîì.
Ïðèïóñòèìî, ùî ó âèïàäêó, êîëè n < m äëÿ äåÿêîãî ôiêñîâàíîãî íàòóðàëü-
íîãî ÷èñëà m áóäü-ÿêèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n ìà¹ îðòîíîðìî-
âàíèé áàçèñ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ áóäü-ÿêîãî ñèìåòðè÷íîãî
îïåðàòîðà åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L.
Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè n = m. Çà òåîðåìîþ 4 ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð φ
ìà¹ äåÿêå âëàñíå çíà÷åííÿ α1, à îòæå, i âëàñíèé âåêòîð a, ùî éîìó íàëå-
æèòü. Ðîçãëÿíåìî âåêòîð a1 = 1

∥a∥a. Âií ¹ âëàñíèì âåêòîðîì ç íîðìîþ 1.

Äîïîâíèìî âåêòîð a1 äî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó a1, a2, . . . , am åâêëiäî-
âîãî ïðîñòîðó L. Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ a2, a3, . . . , am ¹ áàçèñîì
îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ {a1}⊥ äî âåêòîðà a1. Äiéñíî, îñêiëüêè ñèñòåìà
âåêòîðiâ a1, a2, . . . , am ¹ îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì L, òî ⟨aj , a1⟩ = 0 äëÿ
äîâiëüíîãî j ∈ {2, 3, . . . , m}, à òîìó aj ∈ {a1}⊥.
Äî òîãî æ ñèñòåìà âåêòîðiâ a2, a3, . . . , am ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ
âåêòîðiâ çà òåîðåìîþ ïðî îðòîãîíàëüíó ñèñòåìó íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n, äå n ∈ N,
φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåìî ìå-
òîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà ðîçìiðíiñòþ n åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L.
Íåõàé n = 1. Íåõàé a � âåêòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ç íîðìîþ 1 (òà-
êèé iñíó¹, áî áóäü-ÿêèé íåíóëüîâèé âåêòîð ìîæíà ïðîíîðìóâàòè). Òîäi a ¹
îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L i φ(a) = αa äëÿ äåÿêîãî
α ∈ R. Îòæå, a ¹ âëàñíèì âåêòîðîì.
Ïðèïóñòèìî, ùî ó âèïàäêó, êîëè n < m

äëÿ äåÿêîãî ôiêñîâàíîãî íàòóðàëü-
íîãî ÷èñëà m áóäü-ÿêèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n ìà¹ îðòîíîðìî-
âàíèé áàçèñ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ áóäü-ÿêîãî ñèìåòðè÷íîãî
îïåðàòîðà åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L.
Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè n = m. Çà òåîðåìîþ 4 ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð φ
ìà¹ äåÿêå âëàñíå çíà÷åííÿ α1, à îòæå, i âëàñíèé âåêòîð a, ùî éîìó íàëå-
æèòü. Ðîçãëÿíåìî âåêòîð a1 = 1

∥a∥a. Âií ¹ âëàñíèì âåêòîðîì ç íîðìîþ 1.

Äîïîâíèìî âåêòîð a1 äî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó a1, a2, . . . , am åâêëiäî-
âîãî ïðîñòîðó L. Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ a2, a3, . . . , am ¹ áàçèñîì
îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ {a1}⊥ äî âåêòîðà a1. Äiéñíî, îñêiëüêè ñèñòåìà
âåêòîðiâ a1, a2, . . . , am ¹ îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì L, òî ⟨aj , a1⟩ = 0 äëÿ
äîâiëüíîãî j ∈ {2, 3, . . . , m}, à òîìó aj ∈ {a1}⊥.
Äî òîãî æ ñèñòåìà âåêòîðiâ a2, a3, . . . , am ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ
âåêòîðiâ çà òåîðåìîþ ïðî îðòîãîíàëüíó ñèñòåìó íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n, äå n ∈ N,
φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåìî ìå-
òîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà ðîçìiðíiñòþ n åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L.
Íåõàé n = 1. Íåõàé a � âåêòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ç íîðìîþ 1 (òà-
êèé iñíó¹, áî áóäü-ÿêèé íåíóëüîâèé âåêòîð ìîæíà ïðîíîðìóâàòè). Òîäi a ¹
îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L i φ(a) = αa äëÿ äåÿêîãî
α ∈ R. Îòæå, a ¹ âëàñíèì âåêòîðîì.
Ïðèïóñòèìî, ùî ó âèïàäêó, êîëè n < m äëÿ äåÿêîãî ôiêñîâàíîãî íàòóðàëü-
íîãî ÷èñëà m áóäü-ÿêèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n ìà¹ îðòîíîðìî-
âàíèé áàçèñ,

ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ áóäü-ÿêîãî ñèìåòðè÷íîãî
îïåðàòîðà åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L.
Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè n = m. Çà òåîðåìîþ 4 ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð φ
ìà¹ äåÿêå âëàñíå çíà÷åííÿ α1, à îòæå, i âëàñíèé âåêòîð a, ùî éîìó íàëå-
æèòü. Ðîçãëÿíåìî âåêòîð a1 = 1

∥a∥a. Âií ¹ âëàñíèì âåêòîðîì ç íîðìîþ 1.

Äîïîâíèìî âåêòîð a1 äî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó a1, a2, . . . , am åâêëiäî-
âîãî ïðîñòîðó L. Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ a2, a3, . . . , am ¹ áàçèñîì
îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ {a1}⊥ äî âåêòîðà a1. Äiéñíî, îñêiëüêè ñèñòåìà
âåêòîðiâ a1, a2, . . . , am ¹ îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì L, òî ⟨aj , a1⟩ = 0 äëÿ
äîâiëüíîãî j ∈ {2, 3, . . . , m}, à òîìó aj ∈ {a1}⊥.
Äî òîãî æ ñèñòåìà âåêòîðiâ a2, a3, . . . , am ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ
âåêòîðiâ çà òåîðåìîþ ïðî îðòîãîíàëüíó ñèñòåìó íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n, äå n ∈ N,
φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåìî ìå-
òîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà ðîçìiðíiñòþ n åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L.
Íåõàé n = 1. Íåõàé a � âåêòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ç íîðìîþ 1 (òà-
êèé iñíó¹, áî áóäü-ÿêèé íåíóëüîâèé âåêòîð ìîæíà ïðîíîðìóâàòè). Òîäi a ¹
îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L i φ(a) = αa äëÿ äåÿêîãî
α ∈ R. Îòæå, a ¹ âëàñíèì âåêòîðîì.
Ïðèïóñòèìî, ùî ó âèïàäêó, êîëè n < m äëÿ äåÿêîãî ôiêñîâàíîãî íàòóðàëü-
íîãî ÷èñëà m áóäü-ÿêèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n ìà¹ îðòîíîðìî-
âàíèé áàçèñ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ áóäü-ÿêîãî ñèìåòðè÷íîãî
îïåðàòîðà åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè n = m. Çà òåîðåìîþ 4 ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð φ
ìà¹ äåÿêå âëàñíå çíà÷åííÿ α1, à îòæå, i âëàñíèé âåêòîð a, ùî éîìó íàëå-
æèòü. Ðîçãëÿíåìî âåêòîð a1 = 1

∥a∥a. Âií ¹ âëàñíèì âåêòîðîì ç íîðìîþ 1.

Äîïîâíèìî âåêòîð a1 äî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó a1, a2, . . . , am åâêëiäî-
âîãî ïðîñòîðó L. Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ a2, a3, . . . , am ¹ áàçèñîì
îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ {a1}⊥ äî âåêòîðà a1. Äiéñíî, îñêiëüêè ñèñòåìà
âåêòîðiâ a1, a2, . . . , am ¹ îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì L, òî ⟨aj , a1⟩ = 0 äëÿ
äîâiëüíîãî j ∈ {2, 3, . . . , m}, à òîìó aj ∈ {a1}⊥.
Äî òîãî æ ñèñòåìà âåêòîðiâ a2, a3, . . . , am ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ
âåêòîðiâ çà òåîðåìîþ ïðî îðòîãîíàëüíó ñèñòåìó íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n, äå n ∈ N,
φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåìî ìå-
òîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà ðîçìiðíiñòþ n åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L.
Íåõàé n = 1. Íåõàé a � âåêòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ç íîðìîþ 1 (òà-
êèé iñíó¹, áî áóäü-ÿêèé íåíóëüîâèé âåêòîð ìîæíà ïðîíîðìóâàòè). Òîäi a ¹
îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L i φ(a) = αa äëÿ äåÿêîãî
α ∈ R. Îòæå, a ¹ âëàñíèì âåêòîðîì.
Ïðèïóñòèìî, ùî ó âèïàäêó, êîëè n < m äëÿ äåÿêîãî ôiêñîâàíîãî íàòóðàëü-
íîãî ÷èñëà m áóäü-ÿêèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n ìà¹ îðòîíîðìî-
âàíèé áàçèñ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ áóäü-ÿêîãî ñèìåòðè÷íîãî
îïåðàòîðà åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L.
Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè n = m.

Çà òåîðåìîþ 4 ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð φ
ìà¹ äåÿêå âëàñíå çíà÷åííÿ α1, à îòæå, i âëàñíèé âåêòîð a, ùî éîìó íàëå-
æèòü. Ðîçãëÿíåìî âåêòîð a1 = 1

∥a∥a. Âií ¹ âëàñíèì âåêòîðîì ç íîðìîþ 1.

Äîïîâíèìî âåêòîð a1 äî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó a1, a2, . . . , am åâêëiäî-
âîãî ïðîñòîðó L. Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ a2, a3, . . . , am ¹ áàçèñîì
îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ {a1}⊥ äî âåêòîðà a1. Äiéñíî, îñêiëüêè ñèñòåìà
âåêòîðiâ a1, a2, . . . , am ¹ îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì L, òî ⟨aj , a1⟩ = 0 äëÿ
äîâiëüíîãî j ∈ {2, 3, . . . , m}, à òîìó aj ∈ {a1}⊥.
Äî òîãî æ ñèñòåìà âåêòîðiâ a2, a3, . . . , am ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ
âåêòîðiâ çà òåîðåìîþ ïðî îðòîãîíàëüíó ñèñòåìó íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n, äå n ∈ N,
φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåìî ìå-
òîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà ðîçìiðíiñòþ n åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L.
Íåõàé n = 1. Íåõàé a � âåêòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ç íîðìîþ 1 (òà-
êèé iñíó¹, áî áóäü-ÿêèé íåíóëüîâèé âåêòîð ìîæíà ïðîíîðìóâàòè). Òîäi a ¹
îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L i φ(a) = αa äëÿ äåÿêîãî
α ∈ R. Îòæå, a ¹ âëàñíèì âåêòîðîì.
Ïðèïóñòèìî, ùî ó âèïàäêó, êîëè n < m äëÿ äåÿêîãî ôiêñîâàíîãî íàòóðàëü-
íîãî ÷èñëà m áóäü-ÿêèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n ìà¹ îðòîíîðìî-
âàíèé áàçèñ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ áóäü-ÿêîãî ñèìåòðè÷íîãî
îïåðàòîðà åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L.
Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè n = m. Çà òåîðåìîþ 4 ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð φ
ìà¹ äåÿêå âëàñíå çíà÷åííÿ α1,

à îòæå, i âëàñíèé âåêòîð a, ùî éîìó íàëå-
æèòü. Ðîçãëÿíåìî âåêòîð a1 = 1

∥a∥a. Âií ¹ âëàñíèì âåêòîðîì ç íîðìîþ 1.

Äîïîâíèìî âåêòîð a1 äî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó a1, a2, . . . , am åâêëiäî-
âîãî ïðîñòîðó L. Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ a2, a3, . . . , am ¹ áàçèñîì
îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ {a1}⊥ äî âåêòîðà a1. Äiéñíî, îñêiëüêè ñèñòåìà
âåêòîðiâ a1, a2, . . . , am ¹ îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì L, òî ⟨aj , a1⟩ = 0 äëÿ
äîâiëüíîãî j ∈ {2, 3, . . . , m}, à òîìó aj ∈ {a1}⊥.
Äî òîãî æ ñèñòåìà âåêòîðiâ a2, a3, . . . , am ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ
âåêòîðiâ çà òåîðåìîþ ïðî îðòîãîíàëüíó ñèñòåìó íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n, äå n ∈ N,
φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåìî ìå-
òîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà ðîçìiðíiñòþ n åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L.
Íåõàé n = 1. Íåõàé a � âåêòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ç íîðìîþ 1 (òà-
êèé iñíó¹, áî áóäü-ÿêèé íåíóëüîâèé âåêòîð ìîæíà ïðîíîðìóâàòè). Òîäi a ¹
îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L i φ(a) = αa äëÿ äåÿêîãî
α ∈ R. Îòæå, a ¹ âëàñíèì âåêòîðîì.
Ïðèïóñòèìî, ùî ó âèïàäêó, êîëè n < m äëÿ äåÿêîãî ôiêñîâàíîãî íàòóðàëü-
íîãî ÷èñëà m áóäü-ÿêèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n ìà¹ îðòîíîðìî-
âàíèé áàçèñ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ áóäü-ÿêîãî ñèìåòðè÷íîãî
îïåðàòîðà åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L.
Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè n = m. Çà òåîðåìîþ 4 ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð φ
ìà¹ äåÿêå âëàñíå çíà÷åííÿ α1, à îòæå, i âëàñíèé âåêòîð a,

ùî éîìó íàëå-
æèòü. Ðîçãëÿíåìî âåêòîð a1 = 1

∥a∥a. Âií ¹ âëàñíèì âåêòîðîì ç íîðìîþ 1.

Äîïîâíèìî âåêòîð a1 äî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó a1, a2, . . . , am åâêëiäî-
âîãî ïðîñòîðó L. Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ a2, a3, . . . , am ¹ áàçèñîì
îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ {a1}⊥ äî âåêòîðà a1. Äiéñíî, îñêiëüêè ñèñòåìà
âåêòîðiâ a1, a2, . . . , am ¹ îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì L, òî ⟨aj , a1⟩ = 0 äëÿ
äîâiëüíîãî j ∈ {2, 3, . . . , m}, à òîìó aj ∈ {a1}⊥.
Äî òîãî æ ñèñòåìà âåêòîðiâ a2, a3, . . . , am ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ
âåêòîðiâ çà òåîðåìîþ ïðî îðòîãîíàëüíó ñèñòåìó íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n, äå n ∈ N,
φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåìî ìå-
òîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà ðîçìiðíiñòþ n åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L.
Íåõàé n = 1. Íåõàé a � âåêòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ç íîðìîþ 1 (òà-
êèé iñíó¹, áî áóäü-ÿêèé íåíóëüîâèé âåêòîð ìîæíà ïðîíîðìóâàòè). Òîäi a ¹
îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L i φ(a) = αa äëÿ äåÿêîãî
α ∈ R. Îòæå, a ¹ âëàñíèì âåêòîðîì.
Ïðèïóñòèìî, ùî ó âèïàäêó, êîëè n < m äëÿ äåÿêîãî ôiêñîâàíîãî íàòóðàëü-
íîãî ÷èñëà m áóäü-ÿêèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n ìà¹ îðòîíîðìî-
âàíèé áàçèñ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ áóäü-ÿêîãî ñèìåòðè÷íîãî
îïåðàòîðà åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L.
Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè n = m. Çà òåîðåìîþ 4 ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð φ
ìà¹ äåÿêå âëàñíå çíà÷åííÿ α1, à îòæå, i âëàñíèé âåêòîð a, ùî éîìó íàëå-
æèòü.

Ðîçãëÿíåìî âåêòîð a1 = 1
∥a∥a. Âií ¹ âëàñíèì âåêòîðîì ç íîðìîþ 1.

Äîïîâíèìî âåêòîð a1 äî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó a1, a2, . . . , am åâêëiäî-
âîãî ïðîñòîðó L. Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ a2, a3, . . . , am ¹ áàçèñîì
îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ {a1}⊥ äî âåêòîðà a1. Äiéñíî, îñêiëüêè ñèñòåìà
âåêòîðiâ a1, a2, . . . , am ¹ îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì L, òî ⟨aj , a1⟩ = 0 äëÿ
äîâiëüíîãî j ∈ {2, 3, . . . , m}, à òîìó aj ∈ {a1}⊥.
Äî òîãî æ ñèñòåìà âåêòîðiâ a2, a3, . . . , am ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ
âåêòîðiâ çà òåîðåìîþ ïðî îðòîãîíàëüíó ñèñòåìó íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n, äå n ∈ N,
φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåìî ìå-
òîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà ðîçìiðíiñòþ n åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L.
Íåõàé n = 1. Íåõàé a � âåêòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ç íîðìîþ 1 (òà-
êèé iñíó¹, áî áóäü-ÿêèé íåíóëüîâèé âåêòîð ìîæíà ïðîíîðìóâàòè). Òîäi a ¹
îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L i φ(a) = αa äëÿ äåÿêîãî
α ∈ R. Îòæå, a ¹ âëàñíèì âåêòîðîì.
Ïðèïóñòèìî, ùî ó âèïàäêó, êîëè n < m äëÿ äåÿêîãî ôiêñîâàíîãî íàòóðàëü-
íîãî ÷èñëà m áóäü-ÿêèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n ìà¹ îðòîíîðìî-
âàíèé áàçèñ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ áóäü-ÿêîãî ñèìåòðè÷íîãî
îïåðàòîðà åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L.
Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè n = m. Çà òåîðåìîþ 4 ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð φ
ìà¹ äåÿêå âëàñíå çíà÷åííÿ α1, à îòæå, i âëàñíèé âåêòîð a, ùî éîìó íàëå-
æèòü. Ðîçãëÿíåìî âåêòîð a1 = 1

∥a∥a.

Âií ¹ âëàñíèì âåêòîðîì ç íîðìîþ 1.

Äîïîâíèìî âåêòîð a1 äî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó a1, a2, . . . , am åâêëiäî-
âîãî ïðîñòîðó L. Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ a2, a3, . . . , am ¹ áàçèñîì
îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ {a1}⊥ äî âåêòîðà a1. Äiéñíî, îñêiëüêè ñèñòåìà
âåêòîðiâ a1, a2, . . . , am ¹ îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì L, òî ⟨aj , a1⟩ = 0 äëÿ
äîâiëüíîãî j ∈ {2, 3, . . . , m}, à òîìó aj ∈ {a1}⊥.
Äî òîãî æ ñèñòåìà âåêòîðiâ a2, a3, . . . , am ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ
âåêòîðiâ çà òåîðåìîþ ïðî îðòîãîíàëüíó ñèñòåìó íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n, äå n ∈ N,
φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåìî ìå-
òîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà ðîçìiðíiñòþ n åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L.
Íåõàé n = 1. Íåõàé a � âåêòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ç íîðìîþ 1 (òà-
êèé iñíó¹, áî áóäü-ÿêèé íåíóëüîâèé âåêòîð ìîæíà ïðîíîðìóâàòè). Òîäi a ¹
îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L i φ(a) = αa äëÿ äåÿêîãî
α ∈ R. Îòæå, a ¹ âëàñíèì âåêòîðîì.
Ïðèïóñòèìî, ùî ó âèïàäêó, êîëè n < m äëÿ äåÿêîãî ôiêñîâàíîãî íàòóðàëü-
íîãî ÷èñëà m áóäü-ÿêèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n ìà¹ îðòîíîðìî-
âàíèé áàçèñ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ áóäü-ÿêîãî ñèìåòðè÷íîãî
îïåðàòîðà åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L.
Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè n = m. Çà òåîðåìîþ 4 ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð φ
ìà¹ äåÿêå âëàñíå çíà÷åííÿ α1, à îòæå, i âëàñíèé âåêòîð a, ùî éîìó íàëå-
æèòü. Ðîçãëÿíåìî âåêòîð a1 = 1

∥a∥a. Âií ¹ âëàñíèì âåêòîðîì ç íîðìîþ 1.

Äîïîâíèìî âåêòîð a1 äî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó a1, a2, . . . , am åâêëiäî-
âîãî ïðîñòîðó L. Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ a2, a3, . . . , am ¹ áàçèñîì
îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ {a1}⊥ äî âåêòîðà a1. Äiéñíî, îñêiëüêè ñèñòåìà
âåêòîðiâ a1, a2, . . . , am ¹ îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì L, òî ⟨aj , a1⟩ = 0 äëÿ
äîâiëüíîãî j ∈ {2, 3, . . . , m}, à òîìó aj ∈ {a1}⊥.
Äî òîãî æ ñèñòåìà âåêòîðiâ a2, a3, . . . , am ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ
âåêòîðiâ çà òåîðåìîþ ïðî îðòîãîíàëüíó ñèñòåìó íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n, äå n ∈ N,
φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåìî ìå-
òîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà ðîçìiðíiñòþ n åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L.
Íåõàé n = 1. Íåõàé a � âåêòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ç íîðìîþ 1 (òà-
êèé iñíó¹, áî áóäü-ÿêèé íåíóëüîâèé âåêòîð ìîæíà ïðîíîðìóâàòè). Òîäi a ¹
îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L i φ(a) = αa äëÿ äåÿêîãî
α ∈ R. Îòæå, a ¹ âëàñíèì âåêòîðîì.
Ïðèïóñòèìî, ùî ó âèïàäêó, êîëè n < m äëÿ äåÿêîãî ôiêñîâàíîãî íàòóðàëü-
íîãî ÷èñëà m áóäü-ÿêèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n ìà¹ îðòîíîðìî-
âàíèé áàçèñ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ áóäü-ÿêîãî ñèìåòðè÷íîãî
îïåðàòîðà åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L.
Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè n = m. Çà òåîðåìîþ 4 ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð φ
ìà¹ äåÿêå âëàñíå çíà÷åííÿ α1, à îòæå, i âëàñíèé âåêòîð a, ùî éîìó íàëå-
æèòü. Ðîçãëÿíåìî âåêòîð a1 = 1

∥a∥a. Âií ¹ âëàñíèì âåêòîðîì ç íîðìîþ 1.

Äîïîâíèìî âåêòîð a1 äî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó a1, a2, . . . , am åâêëiäî-
âîãî ïðîñòîðó L.

Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ a2, a3, . . . , am ¹ áàçèñîì
îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ {a1}⊥ äî âåêòîðà a1. Äiéñíî, îñêiëüêè ñèñòåìà
âåêòîðiâ a1, a2, . . . , am ¹ îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì L, òî ⟨aj , a1⟩ = 0 äëÿ
äîâiëüíîãî j ∈ {2, 3, . . . , m}, à òîìó aj ∈ {a1}⊥.
Äî òîãî æ ñèñòåìà âåêòîðiâ a2, a3, . . . , am ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ
âåêòîðiâ çà òåîðåìîþ ïðî îðòîãîíàëüíó ñèñòåìó íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n, äå n ∈ N,
φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåìî ìå-
òîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà ðîçìiðíiñòþ n åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L.
Íåõàé n = 1. Íåõàé a � âåêòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ç íîðìîþ 1 (òà-
êèé iñíó¹, áî áóäü-ÿêèé íåíóëüîâèé âåêòîð ìîæíà ïðîíîðìóâàòè). Òîäi a ¹
îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L i φ(a) = αa äëÿ äåÿêîãî
α ∈ R. Îòæå, a ¹ âëàñíèì âåêòîðîì.
Ïðèïóñòèìî, ùî ó âèïàäêó, êîëè n < m äëÿ äåÿêîãî ôiêñîâàíîãî íàòóðàëü-
íîãî ÷èñëà m áóäü-ÿêèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n ìà¹ îðòîíîðìî-
âàíèé áàçèñ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ áóäü-ÿêîãî ñèìåòðè÷íîãî
îïåðàòîðà åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L.
Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè n = m. Çà òåîðåìîþ 4 ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð φ
ìà¹ äåÿêå âëàñíå çíà÷åííÿ α1, à îòæå, i âëàñíèé âåêòîð a, ùî éîìó íàëå-
æèòü. Ðîçãëÿíåìî âåêòîð a1 = 1

∥a∥a. Âií ¹ âëàñíèì âåêòîðîì ç íîðìîþ 1.

Äîïîâíèìî âåêòîð a1 äî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó a1, a2, . . . , am åâêëiäî-
âîãî ïðîñòîðó L. Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ a2, a3, . . . , am ¹ áàçèñîì
îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ {a1}⊥ äî âåêòîðà a1.

Äiéñíî, îñêiëüêè ñèñòåìà
âåêòîðiâ a1, a2, . . . , am ¹ îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì L, òî ⟨aj , a1⟩ = 0 äëÿ
äîâiëüíîãî j ∈ {2, 3, . . . , m}, à òîìó aj ∈ {a1}⊥.
Äî òîãî æ ñèñòåìà âåêòîðiâ a2, a3, . . . , am ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ
âåêòîðiâ çà òåîðåìîþ ïðî îðòîãîíàëüíó ñèñòåìó íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n, äå n ∈ N,
φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåìî ìå-
òîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà ðîçìiðíiñòþ n åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L.
Íåõàé n = 1. Íåõàé a � âåêòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ç íîðìîþ 1 (òà-
êèé iñíó¹, áî áóäü-ÿêèé íåíóëüîâèé âåêòîð ìîæíà ïðîíîðìóâàòè). Òîäi a ¹
îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L i φ(a) = αa äëÿ äåÿêîãî
α ∈ R. Îòæå, a ¹ âëàñíèì âåêòîðîì.
Ïðèïóñòèìî, ùî ó âèïàäêó, êîëè n < m äëÿ äåÿêîãî ôiêñîâàíîãî íàòóðàëü-
íîãî ÷èñëà m áóäü-ÿêèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n ìà¹ îðòîíîðìî-
âàíèé áàçèñ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ áóäü-ÿêîãî ñèìåòðè÷íîãî
îïåðàòîðà åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L.
Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè n = m. Çà òåîðåìîþ 4 ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð φ
ìà¹ äåÿêå âëàñíå çíà÷åííÿ α1, à îòæå, i âëàñíèé âåêòîð a, ùî éîìó íàëå-
æèòü. Ðîçãëÿíåìî âåêòîð a1 = 1

∥a∥a. Âií ¹ âëàñíèì âåêòîðîì ç íîðìîþ 1.

Äîïîâíèìî âåêòîð a1 äî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó a1, a2, . . . , am åâêëiäî-
âîãî ïðîñòîðó L. Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ a2, a3, . . . , am ¹ áàçèñîì
îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ {a1}⊥ äî âåêòîðà a1. Äiéñíî, îñêiëüêè ñèñòåìà
âåêòîðiâ a1, a2, . . . , am ¹ îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì L,

òî ⟨aj , a1⟩ = 0 äëÿ
äîâiëüíîãî j ∈ {2, 3, . . . , m}, à òîìó aj ∈ {a1}⊥.
Äî òîãî æ ñèñòåìà âåêòîðiâ a2, a3, . . . , am ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ
âåêòîðiâ çà òåîðåìîþ ïðî îðòîãîíàëüíó ñèñòåìó íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n, äå n ∈ N,
φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåìî ìå-
òîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà ðîçìiðíiñòþ n åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L.
Íåõàé n = 1. Íåõàé a � âåêòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ç íîðìîþ 1 (òà-
êèé iñíó¹, áî áóäü-ÿêèé íåíóëüîâèé âåêòîð ìîæíà ïðîíîðìóâàòè). Òîäi a ¹
îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L i φ(a) = αa äëÿ äåÿêîãî
α ∈ R. Îòæå, a ¹ âëàñíèì âåêòîðîì.
Ïðèïóñòèìî, ùî ó âèïàäêó, êîëè n < m äëÿ äåÿêîãî ôiêñîâàíîãî íàòóðàëü-
íîãî ÷èñëà m áóäü-ÿêèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n ìà¹ îðòîíîðìî-
âàíèé áàçèñ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ áóäü-ÿêîãî ñèìåòðè÷íîãî
îïåðàòîðà åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L.
Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè n = m. Çà òåîðåìîþ 4 ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð φ
ìà¹ äåÿêå âëàñíå çíà÷åííÿ α1, à îòæå, i âëàñíèé âåêòîð a, ùî éîìó íàëå-
æèòü. Ðîçãëÿíåìî âåêòîð a1 = 1

∥a∥a. Âií ¹ âëàñíèì âåêòîðîì ç íîðìîþ 1.

Äîïîâíèìî âåêòîð a1 äî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó a1, a2, . . . , am åâêëiäî-
âîãî ïðîñòîðó L. Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ a2, a3, . . . , am ¹ áàçèñîì
îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ {a1}⊥ äî âåêòîðà a1. Äiéñíî, îñêiëüêè ñèñòåìà
âåêòîðiâ a1, a2, . . . , am ¹ îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì L, òî ⟨aj , a1⟩ = 0

äëÿ
äîâiëüíîãî j ∈ {2, 3, . . . , m}, à òîìó aj ∈ {a1}⊥.
Äî òîãî æ ñèñòåìà âåêòîðiâ a2, a3, . . . , am ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ
âåêòîðiâ çà òåîðåìîþ ïðî îðòîãîíàëüíó ñèñòåìó íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n, äå n ∈ N,
φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåìî ìå-
òîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà ðîçìiðíiñòþ n åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L.
Íåõàé n = 1. Íåõàé a � âåêòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ç íîðìîþ 1 (òà-
êèé iñíó¹, áî áóäü-ÿêèé íåíóëüîâèé âåêòîð ìîæíà ïðîíîðìóâàòè). Òîäi a ¹
îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L i φ(a) = αa äëÿ äåÿêîãî
α ∈ R. Îòæå, a ¹ âëàñíèì âåêòîðîì.
Ïðèïóñòèìî, ùî ó âèïàäêó, êîëè n < m äëÿ äåÿêîãî ôiêñîâàíîãî íàòóðàëü-
íîãî ÷èñëà m áóäü-ÿêèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n ìà¹ îðòîíîðìî-
âàíèé áàçèñ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ áóäü-ÿêîãî ñèìåòðè÷íîãî
îïåðàòîðà åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L.
Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè n = m. Çà òåîðåìîþ 4 ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð φ
ìà¹ äåÿêå âëàñíå çíà÷åííÿ α1, à îòæå, i âëàñíèé âåêòîð a, ùî éîìó íàëå-
æèòü. Ðîçãëÿíåìî âåêòîð a1 = 1

∥a∥a. Âií ¹ âëàñíèì âåêòîðîì ç íîðìîþ 1.

Äîïîâíèìî âåêòîð a1 äî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó a1, a2, . . . , am åâêëiäî-
âîãî ïðîñòîðó L. Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ a2, a3, . . . , am ¹ áàçèñîì
îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ {a1}⊥ äî âåêòîðà a1. Äiéñíî, îñêiëüêè ñèñòåìà
âåêòîðiâ a1, a2, . . . , am ¹ îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì L, òî ⟨aj , a1⟩ = 0 äëÿ
äîâiëüíîãî j ∈ {2, 3, . . . , m},

à òîìó aj ∈ {a1}⊥.
Äî òîãî æ ñèñòåìà âåêòîðiâ a2, a3, . . . , am ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ
âåêòîðiâ çà òåîðåìîþ ïðî îðòîãîíàëüíó ñèñòåìó íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n, äå n ∈ N,
φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåìî ìå-
òîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà ðîçìiðíiñòþ n åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L.
Íåõàé n = 1. Íåõàé a � âåêòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ç íîðìîþ 1 (òà-
êèé iñíó¹, áî áóäü-ÿêèé íåíóëüîâèé âåêòîð ìîæíà ïðîíîðìóâàòè). Òîäi a ¹
îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L i φ(a) = αa äëÿ äåÿêîãî
α ∈ R. Îòæå, a ¹ âëàñíèì âåêòîðîì.
Ïðèïóñòèìî, ùî ó âèïàäêó, êîëè n < m äëÿ äåÿêîãî ôiêñîâàíîãî íàòóðàëü-
íîãî ÷èñëà m áóäü-ÿêèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n ìà¹ îðòîíîðìî-
âàíèé áàçèñ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ áóäü-ÿêîãî ñèìåòðè÷íîãî
îïåðàòîðà åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L.
Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè n = m. Çà òåîðåìîþ 4 ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð φ
ìà¹ äåÿêå âëàñíå çíà÷åííÿ α1, à îòæå, i âëàñíèé âåêòîð a, ùî éîìó íàëå-
æèòü. Ðîçãëÿíåìî âåêòîð a1 = 1

∥a∥a. Âií ¹ âëàñíèì âåêòîðîì ç íîðìîþ 1.

Äîïîâíèìî âåêòîð a1 äî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó a1, a2, . . . , am åâêëiäî-
âîãî ïðîñòîðó L. Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ a2, a3, . . . , am ¹ áàçèñîì
îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ {a1}⊥ äî âåêòîðà a1. Äiéñíî, îñêiëüêè ñèñòåìà
âåêòîðiâ a1, a2, . . . , am ¹ îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì L, òî ⟨aj , a1⟩ = 0 äëÿ
äîâiëüíîãî j ∈ {2, 3, . . . , m}, à òîìó aj ∈ {a1}⊥.

Äî òîãî æ ñèñòåìà âåêòîðiâ a2, a3, . . . , am ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ
âåêòîðiâ çà òåîðåìîþ ïðî îðòîãîíàëüíó ñèñòåìó íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n, äå n ∈ N,
φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåìî ìå-
òîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà ðîçìiðíiñòþ n åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L.
Íåõàé n = 1. Íåõàé a � âåêòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ç íîðìîþ 1 (òà-
êèé iñíó¹, áî áóäü-ÿêèé íåíóëüîâèé âåêòîð ìîæíà ïðîíîðìóâàòè). Òîäi a ¹
îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L i φ(a) = αa äëÿ äåÿêîãî
α ∈ R. Îòæå, a ¹ âëàñíèì âåêòîðîì.
Ïðèïóñòèìî, ùî ó âèïàäêó, êîëè n < m äëÿ äåÿêîãî ôiêñîâàíîãî íàòóðàëü-
íîãî ÷èñëà m áóäü-ÿêèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n ìà¹ îðòîíîðìî-
âàíèé áàçèñ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ áóäü-ÿêîãî ñèìåòðè÷íîãî
îïåðàòîðà åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L.
Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè n = m. Çà òåîðåìîþ 4 ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð φ
ìà¹ äåÿêå âëàñíå çíà÷åííÿ α1, à îòæå, i âëàñíèé âåêòîð a, ùî éîìó íàëå-
æèòü. Ðîçãëÿíåìî âåêòîð a1 = 1

∥a∥a. Âií ¹ âëàñíèì âåêòîðîì ç íîðìîþ 1.

Äîïîâíèìî âåêòîð a1 äî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó a1, a2, . . . , am åâêëiäî-
âîãî ïðîñòîðó L. Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ a2, a3, . . . , am ¹ áàçèñîì
îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ {a1}⊥ äî âåêòîðà a1. Äiéñíî, îñêiëüêè ñèñòåìà
âåêòîðiâ a1, a2, . . . , am ¹ îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì L, òî ⟨aj , a1⟩ = 0 äëÿ
äîâiëüíîãî j ∈ {2, 3, . . . , m}, à òîìó aj ∈ {a1}⊥.
Äî òîãî æ ñèñòåìà âåêòîðiâ a2, a3, . . . , am ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ
âåêòîðiâ

çà òåîðåìîþ ïðî îðòîãîíàëüíó ñèñòåìó íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n, äå n ∈ N,
φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåìî ìå-
òîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà ðîçìiðíiñòþ n åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L.
Íåõàé n = 1. Íåõàé a � âåêòîð åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ç íîðìîþ 1 (òà-
êèé iñíó¹, áî áóäü-ÿêèé íåíóëüîâèé âåêòîð ìîæíà ïðîíîðìóâàòè). Òîäi a ¹
îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L i φ(a) = αa äëÿ äåÿêîãî
α ∈ R. Îòæå, a ¹ âëàñíèì âåêòîðîì.
Ïðèïóñòèìî, ùî ó âèïàäêó, êîëè n < m äëÿ äåÿêîãî ôiêñîâàíîãî íàòóðàëü-
íîãî ÷èñëà m áóäü-ÿêèé åâêëiäîâèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n ìà¹ îðòîíîðìî-
âàíèé áàçèñ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ áóäü-ÿêîãî ñèìåòðè÷íîãî
îïåðàòîðà åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L.
Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè n = m. Çà òåîðåìîþ 4 ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð φ
ìà¹ äåÿêå âëàñíå çíà÷åííÿ α1, à îòæå, i âëàñíèé âåêòîð a, ùî éîìó íàëå-
æèòü. Ðîçãëÿíåìî âåêòîð a1 = 1

∥a∥a. Âií ¹ âëàñíèì âåêòîðîì ç íîðìîþ 1.

Äîïîâíèìî âåêòîð a1 äî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó a1, a2, . . . , am åâêëiäî-
âîãî ïðîñòîðó L. Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ a2, a3, . . . , am ¹ áàçèñîì
îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ {a1}⊥ äî âåêòîðà a1. Äiéñíî, îñêiëüêè ñèñòåìà
âåêòîðiâ a1, a2, . . . , am ¹ îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì L, òî ⟨aj , a1⟩ = 0 äëÿ
äîâiëüíîãî j ∈ {2, 3, . . . , m}, à òîìó aj ∈ {a1}⊥.
Äî òîãî æ ñèñòåìà âåêòîðiâ a2, a3, . . . , am ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ
âåêòîðiâ çà òåîðåìîþ ïðî îðòîãîíàëüíó ñèñòåìó íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Äàëi, íåõàé äåÿêèé âåêòîð c åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L

íàëåæèòü îðòîãîíàëü-
íîìó äîïîâíåííþ {a1}⊥ i γ1, γ2, . . . , γm ¹ éîãî êîîðäèíàòè ó áàçèñi a1, a2,
. . . , am åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Ç îäíîãî áîêó ⟨a1, c⟩ = 0, à ç iíøîãî

⟨a1, c⟩ = ⟨a1, γ1a1 + γ2a2 + · · ·+ γmam⟩ =

= γ1⟨a1, a1⟩+ γ2⟨a1, a2⟩+ · · ·+ γm⟨a1, am⟩ = γ1.

Òîìó γ1 = 0, òîáòî âåêòîð c ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñèñòåìè âåêòîðiâ a2,
a3, . . . , am. Òàêèì ÷èíîì, ðîçìiðíiñòü îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ {a1}⊥
äîðiâíþ¹ m− 1, òîáòî

dimR{a1}⊥ = m− 1.

Îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ {a1}⊥ ¹ iíâàðiàíòíèì ïiäïðîñòîðîì âiäíîñíî ñè-
ìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà φ, áî îáðàç φ(b) äîâiëüíîãî âåêòîðà b ∈ {a1}⊥ îðòî-
ãîíàëüíèé äî âåêòîðà a1. Äiéñíî

⟨φ(b), a1⟩ = ⟨b, φ(a1)⟩ = ⟨b, α1a1⟩ = α1⟨b, a1⟩ = α1 · 0 = 0.

Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ ó îðòîãîíàëüíîìó äîïîâíåííi {a1}⊥ iñíó¹ îðòîíîð-
ìîâàíèé áàçèñ a′

2, a
′
3, . . . , a

′
m, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ îïåðàòî-

ðà φ. Òîäi ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a
′
2, a

′
3, . . . , a

′
m ¹ îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì

åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ îïåðàòîðà φ.
Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Äàëi, íåõàé äåÿêèé âåêòîð c åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L íàëåæèòü îðòîãîíàëü-
íîìó äîïîâíåííþ {a1}⊥

i γ1, γ2, . . . , γm ¹ éîãî êîîðäèíàòè ó áàçèñi a1, a2,
. . . , am åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Ç îäíîãî áîêó ⟨a1, c⟩ = 0, à ç iíøîãî

⟨a1, c⟩ = ⟨a1, γ1a1 + γ2a2 + · · ·+ γmam⟩ =

= γ1⟨a1, a1⟩+ γ2⟨a1, a2⟩+ · · ·+ γm⟨a1, am⟩ = γ1.

Òîìó γ1 = 0, òîáòî âåêòîð c ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñèñòåìè âåêòîðiâ a2,
a3, . . . , am. Òàêèì ÷èíîì, ðîçìiðíiñòü îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ {a1}⊥
äîðiâíþ¹ m− 1, òîáòî

dimR{a1}⊥ = m− 1.

Îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ {a1}⊥ ¹ iíâàðiàíòíèì ïiäïðîñòîðîì âiäíîñíî ñè-
ìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà φ, áî îáðàç φ(b) äîâiëüíîãî âåêòîðà b ∈ {a1}⊥ îðòî-
ãîíàëüíèé äî âåêòîðà a1. Äiéñíî

⟨φ(b), a1⟩ = ⟨b, φ(a1)⟩ = ⟨b, α1a1⟩ = α1⟨b, a1⟩ = α1 · 0 = 0.

Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ ó îðòîãîíàëüíîìó äîïîâíåííi {a1}⊥ iñíó¹ îðòîíîð-
ìîâàíèé áàçèñ a′

2, a
′
3, . . . , a

′
m, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ îïåðàòî-

ðà φ. Òîäi ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a
′
2, a

′
3, . . . , a

′
m ¹ îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì

åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ îïåðàòîðà φ.
Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Äàëi, íåõàé äåÿêèé âåêòîð c åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L íàëåæèòü îðòîãîíàëü-
íîìó äîïîâíåííþ {a1}⊥ i γ1, γ2, . . . , γm

¹ éîãî êîîðäèíàòè ó áàçèñi a1, a2,
. . . , am åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Ç îäíîãî áîêó ⟨a1, c⟩ = 0, à ç iíøîãî

⟨a1, c⟩ = ⟨a1, γ1a1 + γ2a2 + · · ·+ γmam⟩ =

= γ1⟨a1, a1⟩+ γ2⟨a1, a2⟩+ · · ·+ γm⟨a1, am⟩ = γ1.

Òîìó γ1 = 0, òîáòî âåêòîð c ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñèñòåìè âåêòîðiâ a2,
a3, . . . , am. Òàêèì ÷èíîì, ðîçìiðíiñòü îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ {a1}⊥
äîðiâíþ¹ m− 1, òîáòî

dimR{a1}⊥ = m− 1.

Îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ {a1}⊥ ¹ iíâàðiàíòíèì ïiäïðîñòîðîì âiäíîñíî ñè-
ìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà φ, áî îáðàç φ(b) äîâiëüíîãî âåêòîðà b ∈ {a1}⊥ îðòî-
ãîíàëüíèé äî âåêòîðà a1. Äiéñíî
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ãîíàëüíèé äî âåêòîðà a1. Äiéñíî

⟨φ(b), a1⟩ = ⟨b, φ(a1)⟩ = ⟨b, α1a1⟩ = α1⟨b, a1⟩ = α1 · 0 = 0.

Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ ó îðòîãîíàëüíîìó äîïîâíåííi {a1}⊥ iñíó¹ îðòîíîð-
ìîâàíèé áàçèñ a′

2, a
′
3, . . . , a

′
m, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ îïåðàòî-

ðà φ. Òîäi ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a
′
2, a

′
3, . . . , a

′
m ¹ îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì

åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ îïåðàòîðà φ.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Äîâåäåííÿ.

Äàëi, íåõàé äåÿêèé âåêòîð c åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L íàëåæèòü îðòîãîíàëü-
íîìó äîïîâíåííþ {a1}⊥ i γ1, γ2, . . . , γm ¹ éîãî êîîðäèíàòè ó áàçèñi a1, a2,
. . . , am åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Ç îäíîãî áîêó ⟨a1, c⟩ = 0, à ç iíøîãî

⟨a1, c⟩ = ⟨a1, γ1a1 + γ2a2 + · · ·+ γmam⟩ =

= γ1⟨a1, a1⟩+ γ2⟨a1, a2⟩+ · · ·+ γm⟨a1, am⟩ = γ1.

Òîìó γ1 = 0, òîáòî âåêòîð c ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñèñòåìè âåêòîðiâ a2,
a3, . . . , am. Òàêèì ÷èíîì, ðîçìiðíiñòü îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ {a1}⊥
äîðiâíþ¹ m− 1, òîáòî

dimR{a1}⊥ = m− 1.

Îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ {a1}⊥ ¹ iíâàðiàíòíèì ïiäïðîñòîðîì âiäíîñíî ñè-
ìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà φ, áî îáðàç φ(b) äîâiëüíîãî âåêòîðà b ∈ {a1}⊥ îðòî-
ãîíàëüíèé äî âåêòîðà a1. Äiéñíî

⟨φ(b), a1⟩ = ⟨b, φ(a1)⟩ = ⟨b, α1a1⟩ = α1⟨b, a1⟩ = α1 · 0 = 0.

Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ ó îðòîãîíàëüíîìó äîïîâíåííi {a1}⊥ iñíó¹ îðòîíîð-
ìîâàíèé áàçèñ a′

2, a
′
3, . . . , a

′
m, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ îïåðàòî-

ðà φ. Òîäi ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a
′
2, a

′
3, . . . , a

′
m ¹ îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì

åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ îïåðàòîðà φ.
Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Íàñëiäîê 1

Íåõàé A � äiéñíà ñèìåòðè÷íà ìàòðèöÿ.

Òîäi, ùî

iñíó¹ îðòîãîíàëüíà ìàòðèöÿ Q òàêà, ùî Q−1AQ ¹ äiàãîíàëüíîþ ìàòðè-
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äî áàçèñó b1, b2, . . . , bn. Îñêiëüêè îáèäâà áàçèñè ¹ îðòîíîðìîâàíèìè, òî Q
¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ.
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äåÿêî¨ ñèìåòðè÷íî¨ òà äåÿêî¨ îðòîãîíàëüíî¨ ìàòðèöü.

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè.

Äîâåñòè òåîðåìó ïðî ïîëÿðíèé ðîçêëàä ëiíiéíîãî îïåðàòîðà òà íàñëiäîê ç
öi¹¨ òåîðåìè.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè



Òåîðåìà 6 (ïðî ïîëÿðíèé ðîçêëàä ëiíiéíîãî îïåðàòîðà)

Áóäü-ÿêèé ëiíiéíèé îïåðàòîð ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L
ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi äîáóòêó äåÿêîãî ñèìåòðè÷íîãî i äåÿêîãî îð-

òîãîíàëüíîãî îïåðàòîðiâ öüîãî ïðîñòîðó.

Íàñëiäîê 2

Áóäü-ÿêó äiéñíó êâàäðàòíó ìàòðèöþ ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi äîáóòêó

äåÿêî¨ ñèìåòðè÷íî¨ òà äåÿêî¨ îðòîãîíàëüíî¨ ìàòðèöü.

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè.

Äîâåñòè òåîðåìó ïðî ïîëÿðíèé ðîçêëàä ëiíiéíîãî îïåðàòîðà òà íàñëiäîê ç
öi¹¨ òåîðåìè.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè


