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Îçíà÷åííÿ 1

Íåõàé P � äåÿêå ïîëå,

L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P . Áiëiíiéíîþ ôîð-
ìîþ íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði L íàçèâà¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿ σ : L×L → P (àáî
ùå iíêîëè êàæóòü ôóíêöiÿ äâîõ àðãóìåíòiâ x, y ∈ L, ÿêà ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ
σ(x, y) ó ïîëi P ), ÿêå çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíèì óìîâàì ëiíiéíîñòi ïî êîæíîìó
àðãóìåíòó:

σ(x1 + x2, y) = σ(x1, y) + σ(x2, y),

σ(αx, y) = ασ(x, y),

σ(x, y1 + y2) = σ(x, y1) + σ(x, y2),

σ(x, αy) = ασ(x, y)

äëÿ äîâiëüíèõ âåêòîðiâ x1, x2, x, y1, y2, y ∈ L òà äîâiëüíîãî åëåìåíòà
α ∈ P .

Ïðèêëàä áiëiíiéíî¨ ôîðìè.

Íåõàé L� åâêëiäîâèé ïðîñòið. Ñêàëÿðíèé äîáóòîê çàäàíèé íà L ¹ áiëiíiéíîþ
ôîðìîþ.
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Íåõàé P � äåÿêå ïîëå, L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P . Áiëiíiéíîþ ôîð-
ìîþ íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði L íàçèâà¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿ σ : L×L → P (àáî
ùå iíêîëè êàæóòü ôóíêöiÿ äâîõ àðãóìåíòiâ x, y ∈ L, ÿêà ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ
σ(x, y) ó ïîëi P ), ÿêå çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíèì óìîâàì ëiíiéíîñòi ïî êîæíîìó
àðãóìåíòó:

σ(x1 + x2, y) = σ(x1, y) + σ(x2, y),

σ(αx, y) = ασ(x, y),

σ(x, y1 + y2) = σ(x, y1) + σ(x, y2),

σ(x, αy) = ασ(x, y)

äëÿ äîâiëüíèõ âåêòîðiâ x1, x2, x, y1, y2, y ∈ L òà äîâiëüíîãî åëåìåíòà
α ∈ P .

Ïðèêëàä áiëiíiéíî¨ ôîðìè.

Íåõàé L� åâêëiäîâèé ïðîñòið. Ñêàëÿðíèé äîáóòîê çàäàíèé íà L ¹ áiëiíiéíîþ
ôîðìîþ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Îçíà÷åííÿ 1

Íåõàé P � äåÿêå ïîëå, L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P . Áiëiíiéíîþ ôîð-
ìîþ íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði L íàçèâà¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿ σ : L×L → P (àáî
ùå iíêîëè êàæóòü ôóíêöiÿ äâîõ àðãóìåíòiâ x, y ∈ L, ÿêà ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ
σ(x, y) ó ïîëi P ), ÿêå çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíèì óìîâàì ëiíiéíîñòi ïî êîæíîìó
àðãóìåíòó:

σ(x1 + x2, y) = σ(x1, y) + σ(x2, y),

σ(αx, y) = ασ(x, y),

σ(x, y1 + y2) = σ(x, y1) + σ(x, y2),

σ(x, αy) = ασ(x, y)

äëÿ äîâiëüíèõ âåêòîðiâ x1, x2, x, y1, y2, y ∈ L òà äîâiëüíîãî åëåìåíòà
α ∈ P .

Ïðèêëàä áiëiíiéíî¨ ôîðìè.

Íåõàé L� åâêëiäîâèé ïðîñòið.

Ñêàëÿðíèé äîáóòîê çàäàíèé íà L ¹ áiëiíiéíîþ
ôîðìîþ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Îçíà÷åííÿ 1

Íåõàé P � äåÿêå ïîëå, L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P . Áiëiíiéíîþ ôîð-
ìîþ íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði L íàçèâà¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿ σ : L×L → P (àáî
ùå iíêîëè êàæóòü ôóíêöiÿ äâîõ àðãóìåíòiâ x, y ∈ L, ÿêà ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ
σ(x, y) ó ïîëi P ), ÿêå çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíèì óìîâàì ëiíiéíîñòi ïî êîæíîìó
àðãóìåíòó:

σ(x1 + x2, y) = σ(x1, y) + σ(x2, y),

σ(αx, y) = ασ(x, y),

σ(x, y1 + y2) = σ(x, y1) + σ(x, y2),

σ(x, αy) = ασ(x, y)

äëÿ äîâiëüíèõ âåêòîðiâ x1, x2, x, y1, y2, y ∈ L òà äîâiëüíîãî åëåìåíòà
α ∈ P .

Ïðèêëàä áiëiíiéíî¨ ôîðìè.

Íåõàé L� åâêëiäîâèé ïðîñòið. Ñêàëÿðíèé äîáóòîê çàäàíèé íà L ¹ áiëiíiéíîþ
ôîðìîþ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Îçíà÷åííÿ 2

Áiëiíiéíà ôîðìà σ

íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði L íàä ïîëåì P íàçèâà¹òüñÿ ñèìå-
òðè÷íîþ, ÿêùî σ(x, y) = σ(y, x) äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ L.

Îçíà÷åííÿ 3

Áiëiíiéíà ôîðìà σ íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði L íàä ïîëåì P íàçèâà¹òüñÿ êîñî-
ñèìåòðè÷íîþ, ÿêùî σ(x, y) = −σ(y, x) äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ L.

Òâåðäæåííÿ 1

Íåõàé P � ïîëå, õàðàêòåðèñòèêà ÿêîãî íå äîðiâíþ¹ 2 (òîáòî 1+1 ̸= 0). Òîäi
áóäü-ÿêà áiëiíiéíà ôîðìà íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði L íàä ïîëåì P ¹ ñóìîþ
äåÿêî¨ ñèìåòðè÷íî¨ òà äåÿêî¨ êîñîñèìåòðè÷íî¨ áiëiíiéíèõ ôîðì íà ïðîñòîði
L.

Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåííÿ ëåìè îäðàçó ñëiäó¹ iç íàñòóïíî¨ ðiâíîñòi äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ
x, y ∈ L

σ(x, y) = 1
2
[σ(x, y) + σ(y, x)] + 1

2
[σ(x, y)− σ(y, x)].

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Îçíà÷åííÿ 2

Áiëiíiéíà ôîðìà σ íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði L íàä ïîëåì P

íàçèâà¹òüñÿ ñèìå-
òðè÷íîþ, ÿêùî σ(x, y) = σ(y, x) äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ L.

Îçíà÷åííÿ 3

Áiëiíiéíà ôîðìà σ íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði L íàä ïîëåì P íàçèâà¹òüñÿ êîñî-
ñèìåòðè÷íîþ, ÿêùî σ(x, y) = −σ(y, x) äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ L.

Òâåðäæåííÿ 1

Íåõàé P � ïîëå, õàðàêòåðèñòèêà ÿêîãî íå äîðiâíþ¹ 2 (òîáòî 1+1 ̸= 0). Òîäi
áóäü-ÿêà áiëiíiéíà ôîðìà íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði L íàä ïîëåì P ¹ ñóìîþ
äåÿêî¨ ñèìåòðè÷íî¨ òà äåÿêî¨ êîñîñèìåòðè÷íî¨ áiëiíiéíèõ ôîðì íà ïðîñòîði
L.

Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåííÿ ëåìè îäðàçó ñëiäó¹ iç íàñòóïíî¨ ðiâíîñòi äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ
x, y ∈ L

σ(x, y) = 1
2
[σ(x, y) + σ(y, x)] + 1

2
[σ(x, y)− σ(y, x)].

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Îçíà÷åííÿ 2

Áiëiíiéíà ôîðìà σ íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði L íàä ïîëåì P íàçèâà¹òüñÿ ñèìå-
òðè÷íîþ,

ÿêùî σ(x, y) = σ(y, x) äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ L.

Îçíà÷åííÿ 3

Áiëiíiéíà ôîðìà σ íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði L íàä ïîëåì P íàçèâà¹òüñÿ êîñî-
ñèìåòðè÷íîþ, ÿêùî σ(x, y) = −σ(y, x) äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ L.

Òâåðäæåííÿ 1

Íåõàé P � ïîëå, õàðàêòåðèñòèêà ÿêîãî íå äîðiâíþ¹ 2 (òîáòî 1+1 ̸= 0). Òîäi
áóäü-ÿêà áiëiíiéíà ôîðìà íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði L íàä ïîëåì P ¹ ñóìîþ
äåÿêî¨ ñèìåòðè÷íî¨ òà äåÿêî¨ êîñîñèìåòðè÷íî¨ áiëiíiéíèõ ôîðì íà ïðîñòîði
L.

Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåííÿ ëåìè îäðàçó ñëiäó¹ iç íàñòóïíî¨ ðiâíîñòi äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ
x, y ∈ L

σ(x, y) = 1
2
[σ(x, y) + σ(y, x)] + 1

2
[σ(x, y)− σ(y, x)].

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Îçíà÷åííÿ 2

Áiëiíiéíà ôîðìà σ íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði L íàä ïîëåì P íàçèâà¹òüñÿ ñèìå-
òðè÷íîþ, ÿêùî σ(x, y) = σ(y, x)

äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ L.

Îçíà÷åííÿ 3

Áiëiíiéíà ôîðìà σ íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði L íàä ïîëåì P íàçèâà¹òüñÿ êîñî-
ñèìåòðè÷íîþ, ÿêùî σ(x, y) = −σ(y, x) äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ L.

Òâåðäæåííÿ 1

Íåõàé P � ïîëå, õàðàêòåðèñòèêà ÿêîãî íå äîðiâíþ¹ 2 (òîáòî 1+1 ̸= 0). Òîäi
áóäü-ÿêà áiëiíiéíà ôîðìà íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði L íàä ïîëåì P ¹ ñóìîþ
äåÿêî¨ ñèìåòðè÷íî¨ òà äåÿêî¨ êîñîñèìåòðè÷íî¨ áiëiíiéíèõ ôîðì íà ïðîñòîði
L.

Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåííÿ ëåìè îäðàçó ñëiäó¹ iç íàñòóïíî¨ ðiâíîñòi äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ
x, y ∈ L

σ(x, y) = 1
2
[σ(x, y) + σ(y, x)] + 1

2
[σ(x, y)− σ(y, x)].

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Îçíà÷åííÿ 2

Áiëiíiéíà ôîðìà σ íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði L íàä ïîëåì P íàçèâà¹òüñÿ ñèìå-
òðè÷íîþ, ÿêùî σ(x, y) = σ(y, x) äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ L.

Îçíà÷åííÿ 3

Áiëiíiéíà ôîðìà σ íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði L íàä ïîëåì P íàçèâà¹òüñÿ êîñî-
ñèìåòðè÷íîþ, ÿêùî σ(x, y) = −σ(y, x) äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ L.

Òâåðäæåííÿ 1

Íåõàé P � ïîëå, õàðàêòåðèñòèêà ÿêîãî íå äîðiâíþ¹ 2 (òîáòî 1+1 ̸= 0). Òîäi
áóäü-ÿêà áiëiíiéíà ôîðìà íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði L íàä ïîëåì P ¹ ñóìîþ
äåÿêî¨ ñèìåòðè÷íî¨ òà äåÿêî¨ êîñîñèìåòðè÷íî¨ áiëiíiéíèõ ôîðì íà ïðîñòîði
L.

Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåííÿ ëåìè îäðàçó ñëiäó¹ iç íàñòóïíî¨ ðiâíîñòi äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ
x, y ∈ L

σ(x, y) = 1
2
[σ(x, y) + σ(y, x)] + 1

2
[σ(x, y)− σ(y, x)].

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Îçíà÷åííÿ 2

Áiëiíiéíà ôîðìà σ íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði L íàä ïîëåì P íàçèâà¹òüñÿ ñèìå-
òðè÷íîþ, ÿêùî σ(x, y) = σ(y, x) äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ L.

Îçíà÷åííÿ 3

Áiëiíiéíà ôîðìà σ

íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði L íàä ïîëåì P íàçèâà¹òüñÿ êîñî-
ñèìåòðè÷íîþ, ÿêùî σ(x, y) = −σ(y, x) äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ L.

Òâåðäæåííÿ 1

Íåõàé P � ïîëå, õàðàêòåðèñòèêà ÿêîãî íå äîðiâíþ¹ 2 (òîáòî 1+1 ̸= 0). Òîäi
áóäü-ÿêà áiëiíiéíà ôîðìà íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði L íàä ïîëåì P ¹ ñóìîþ
äåÿêî¨ ñèìåòðè÷íî¨ òà äåÿêî¨ êîñîñèìåòðè÷íî¨ áiëiíiéíèõ ôîðì íà ïðîñòîði
L.

Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåííÿ ëåìè îäðàçó ñëiäó¹ iç íàñòóïíî¨ ðiâíîñòi äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ
x, y ∈ L

σ(x, y) = 1
2
[σ(x, y) + σ(y, x)] + 1

2
[σ(x, y)− σ(y, x)].

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Îçíà÷åííÿ 2

Áiëiíiéíà ôîðìà σ íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði L íàä ïîëåì P íàçèâà¹òüñÿ ñèìå-
òðè÷íîþ, ÿêùî σ(x, y) = σ(y, x) äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ L.

Îçíà÷åííÿ 3

Áiëiíiéíà ôîðìà σ íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði L íàä ïîëåì P

íàçèâà¹òüñÿ êîñî-
ñèìåòðè÷íîþ, ÿêùî σ(x, y) = −σ(y, x) äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ L.

Òâåðäæåííÿ 1

Íåõàé P � ïîëå, õàðàêòåðèñòèêà ÿêîãî íå äîðiâíþ¹ 2 (òîáòî 1+1 ̸= 0). Òîäi
áóäü-ÿêà áiëiíiéíà ôîðìà íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði L íàä ïîëåì P ¹ ñóìîþ
äåÿêî¨ ñèìåòðè÷íî¨ òà äåÿêî¨ êîñîñèìåòðè÷íî¨ áiëiíiéíèõ ôîðì íà ïðîñòîði
L.

Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåííÿ ëåìè îäðàçó ñëiäó¹ iç íàñòóïíî¨ ðiâíîñòi äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ
x, y ∈ L

σ(x, y) = 1
2
[σ(x, y) + σ(y, x)] + 1

2
[σ(x, y)− σ(y, x)].

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Îçíà÷åííÿ 2

Áiëiíiéíà ôîðìà σ íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði L íàä ïîëåì P íàçèâà¹òüñÿ ñèìå-
òðè÷íîþ, ÿêùî σ(x, y) = σ(y, x) äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ L.

Îçíà÷åííÿ 3

Áiëiíiéíà ôîðìà σ íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði L íàä ïîëåì P íàçèâà¹òüñÿ êîñî-
ñèìåòðè÷íîþ,

ÿêùî σ(x, y) = −σ(y, x) äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ L.

Òâåðäæåííÿ 1

Íåõàé P � ïîëå, õàðàêòåðèñòèêà ÿêîãî íå äîðiâíþ¹ 2 (òîáòî 1+1 ̸= 0). Òîäi
áóäü-ÿêà áiëiíiéíà ôîðìà íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði L íàä ïîëåì P ¹ ñóìîþ
äåÿêî¨ ñèìåòðè÷íî¨ òà äåÿêî¨ êîñîñèìåòðè÷íî¨ áiëiíiéíèõ ôîðì íà ïðîñòîði
L.

Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåííÿ ëåìè îäðàçó ñëiäó¹ iç íàñòóïíî¨ ðiâíîñòi äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ
x, y ∈ L

σ(x, y) = 1
2
[σ(x, y) + σ(y, x)] + 1

2
[σ(x, y)− σ(y, x)].

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Îçíà÷åííÿ 2

Áiëiíiéíà ôîðìà σ íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði L íàä ïîëåì P íàçèâà¹òüñÿ ñèìå-
òðè÷íîþ, ÿêùî σ(x, y) = σ(y, x) äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ L.

Îçíà÷åííÿ 3

Áiëiíiéíà ôîðìà σ íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði L íàä ïîëåì P íàçèâà¹òüñÿ êîñî-
ñèìåòðè÷íîþ, ÿêùî σ(x, y) = −σ(y, x)

äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ L.

Òâåðäæåííÿ 1

Íåõàé P � ïîëå, õàðàêòåðèñòèêà ÿêîãî íå äîðiâíþ¹ 2 (òîáòî 1+1 ̸= 0). Òîäi
áóäü-ÿêà áiëiíiéíà ôîðìà íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði L íàä ïîëåì P ¹ ñóìîþ
äåÿêî¨ ñèìåòðè÷íî¨ òà äåÿêî¨ êîñîñèìåòðè÷íî¨ áiëiíiéíèõ ôîðì íà ïðîñòîði
L.

Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåííÿ ëåìè îäðàçó ñëiäó¹ iç íàñòóïíî¨ ðiâíîñòi äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ
x, y ∈ L

σ(x, y) = 1
2
[σ(x, y) + σ(y, x)] + 1

2
[σ(x, y)− σ(y, x)].

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Îçíà÷åííÿ 2

Áiëiíiéíà ôîðìà σ íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði L íàä ïîëåì P íàçèâà¹òüñÿ ñèìå-
òðè÷íîþ, ÿêùî σ(x, y) = σ(y, x) äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ L.

Îçíà÷åííÿ 3

Áiëiíiéíà ôîðìà σ íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði L íàä ïîëåì P íàçèâà¹òüñÿ êîñî-
ñèìåòðè÷íîþ, ÿêùî σ(x, y) = −σ(y, x) äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ L.

Òâåðäæåííÿ 1

Íåõàé P � ïîëå, õàðàêòåðèñòèêà ÿêîãî íå äîðiâíþ¹ 2 (òîáòî 1+1 ̸= 0). Òîäi
áóäü-ÿêà áiëiíiéíà ôîðìà íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði L íàä ïîëåì P ¹ ñóìîþ
äåÿêî¨ ñèìåòðè÷íî¨ òà äåÿêî¨ êîñîñèìåòðè÷íî¨ áiëiíiéíèõ ôîðì íà ïðîñòîði
L.

Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåííÿ ëåìè îäðàçó ñëiäó¹ iç íàñòóïíî¨ ðiâíîñòi äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ
x, y ∈ L

σ(x, y) = 1
2
[σ(x, y) + σ(y, x)] + 1

2
[σ(x, y)− σ(y, x)].

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Îçíà÷åííÿ 2

Áiëiíiéíà ôîðìà σ íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði L íàä ïîëåì P íàçèâà¹òüñÿ ñèìå-
òðè÷íîþ, ÿêùî σ(x, y) = σ(y, x) äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ L.

Îçíà÷åííÿ 3

Áiëiíiéíà ôîðìà σ íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði L íàä ïîëåì P íàçèâà¹òüñÿ êîñî-
ñèìåòðè÷íîþ, ÿêùî σ(x, y) = −σ(y, x) äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ L.

Òâåðäæåííÿ 1

Íåõàé P � ïîëå,

õàðàêòåðèñòèêà ÿêîãî íå äîðiâíþ¹ 2 (òîáòî 1+1 ̸= 0). Òîäi
áóäü-ÿêà áiëiíiéíà ôîðìà íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði L íàä ïîëåì P ¹ ñóìîþ
äåÿêî¨ ñèìåòðè÷íî¨ òà äåÿêî¨ êîñîñèìåòðè÷íî¨ áiëiíiéíèõ ôîðì íà ïðîñòîði
L.

Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåííÿ ëåìè îäðàçó ñëiäó¹ iç íàñòóïíî¨ ðiâíîñòi äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ
x, y ∈ L

σ(x, y) = 1
2
[σ(x, y) + σ(y, x)] + 1

2
[σ(x, y)− σ(y, x)].

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Îçíà÷åííÿ 2

Áiëiíiéíà ôîðìà σ íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði L íàä ïîëåì P íàçèâà¹òüñÿ ñèìå-
òðè÷íîþ, ÿêùî σ(x, y) = σ(y, x) äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ L.

Îçíà÷åííÿ 3

Áiëiíiéíà ôîðìà σ íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði L íàä ïîëåì P íàçèâà¹òüñÿ êîñî-
ñèìåòðè÷íîþ, ÿêùî σ(x, y) = −σ(y, x) äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ L.

Òâåðäæåííÿ 1

Íåõàé P � ïîëå, õàðàêòåðèñòèêà ÿêîãî íå äîðiâíþ¹ 2

(òîáòî 1+1 ̸= 0). Òîäi
áóäü-ÿêà áiëiíiéíà ôîðìà íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði L íàä ïîëåì P ¹ ñóìîþ
äåÿêî¨ ñèìåòðè÷íî¨ òà äåÿêî¨ êîñîñèìåòðè÷íî¨ áiëiíiéíèõ ôîðì íà ïðîñòîði
L.

Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåííÿ ëåìè îäðàçó ñëiäó¹ iç íàñòóïíî¨ ðiâíîñòi äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ
x, y ∈ L

σ(x, y) = 1
2
[σ(x, y) + σ(y, x)] + 1

2
[σ(x, y)− σ(y, x)].

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Îçíà÷åííÿ 2

Áiëiíiéíà ôîðìà σ íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði L íàä ïîëåì P íàçèâà¹òüñÿ ñèìå-
òðè÷íîþ, ÿêùî σ(x, y) = σ(y, x) äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ L.

Îçíà÷åííÿ 3

Áiëiíiéíà ôîðìà σ íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði L íàä ïîëåì P íàçèâà¹òüñÿ êîñî-
ñèìåòðè÷íîþ, ÿêùî σ(x, y) = −σ(y, x) äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ L.

Òâåðäæåííÿ 1

Íåõàé P � ïîëå, õàðàêòåðèñòèêà ÿêîãî íå äîðiâíþ¹ 2 (òîáòî 1+1 ̸= 0).

Òîäi
áóäü-ÿêà áiëiíiéíà ôîðìà íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði L íàä ïîëåì P ¹ ñóìîþ
äåÿêî¨ ñèìåòðè÷íî¨ òà äåÿêî¨ êîñîñèìåòðè÷íî¨ áiëiíiéíèõ ôîðì íà ïðîñòîði
L.

Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåííÿ ëåìè îäðàçó ñëiäó¹ iç íàñòóïíî¨ ðiâíîñòi äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ
x, y ∈ L

σ(x, y) = 1
2
[σ(x, y) + σ(y, x)] + 1

2
[σ(x, y)− σ(y, x)].

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Îçíà÷åííÿ 2

Áiëiíiéíà ôîðìà σ íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði L íàä ïîëåì P íàçèâà¹òüñÿ ñèìå-
òðè÷íîþ, ÿêùî σ(x, y) = σ(y, x) äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ L.

Îçíà÷åííÿ 3

Áiëiíiéíà ôîðìà σ íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði L íàä ïîëåì P íàçèâà¹òüñÿ êîñî-
ñèìåòðè÷íîþ, ÿêùî σ(x, y) = −σ(y, x) äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ L.

Òâåðäæåííÿ 1

Íåõàé P � ïîëå, õàðàêòåðèñòèêà ÿêîãî íå äîðiâíþ¹ 2 (òîáòî 1+1 ̸= 0). Òîäi
áóäü-ÿêà áiëiíiéíà ôîðìà íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði L íàä ïîëåì P

¹ ñóìîþ
äåÿêî¨ ñèìåòðè÷íî¨ òà äåÿêî¨ êîñîñèìåòðè÷íî¨ áiëiíiéíèõ ôîðì íà ïðîñòîði
L.

Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåííÿ ëåìè îäðàçó ñëiäó¹ iç íàñòóïíî¨ ðiâíîñòi äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ
x, y ∈ L

σ(x, y) = 1
2
[σ(x, y) + σ(y, x)] + 1

2
[σ(x, y)− σ(y, x)].

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Îçíà÷åííÿ 2

Áiëiíiéíà ôîðìà σ íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði L íàä ïîëåì P íàçèâà¹òüñÿ ñèìå-
òðè÷íîþ, ÿêùî σ(x, y) = σ(y, x) äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ L.

Îçíà÷åííÿ 3

Áiëiíiéíà ôîðìà σ íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði L íàä ïîëåì P íàçèâà¹òüñÿ êîñî-
ñèìåòðè÷íîþ, ÿêùî σ(x, y) = −σ(y, x) äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ L.

Òâåðäæåííÿ 1

Íåõàé P � ïîëå, õàðàêòåðèñòèêà ÿêîãî íå äîðiâíþ¹ 2 (òîáòî 1+1 ̸= 0). Òîäi
áóäü-ÿêà áiëiíiéíà ôîðìà íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði L íàä ïîëåì P ¹ ñóìîþ
äåÿêî¨ ñèìåòðè÷íî¨

òà äåÿêî¨ êîñîñèìåòðè÷íî¨ áiëiíiéíèõ ôîðì íà ïðîñòîði
L.

Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåííÿ ëåìè îäðàçó ñëiäó¹ iç íàñòóïíî¨ ðiâíîñòi äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ
x, y ∈ L

σ(x, y) = 1
2
[σ(x, y) + σ(y, x)] + 1

2
[σ(x, y)− σ(y, x)].

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Îçíà÷åííÿ 2

Áiëiíiéíà ôîðìà σ íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði L íàä ïîëåì P íàçèâà¹òüñÿ ñèìå-
òðè÷íîþ, ÿêùî σ(x, y) = σ(y, x) äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ L.

Îçíà÷åííÿ 3

Áiëiíiéíà ôîðìà σ íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði L íàä ïîëåì P íàçèâà¹òüñÿ êîñî-
ñèìåòðè÷íîþ, ÿêùî σ(x, y) = −σ(y, x) äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ L.

Òâåðäæåííÿ 1

Íåõàé P � ïîëå, õàðàêòåðèñòèêà ÿêîãî íå äîðiâíþ¹ 2 (òîáòî 1+1 ̸= 0). Òîäi
áóäü-ÿêà áiëiíiéíà ôîðìà íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði L íàä ïîëåì P ¹ ñóìîþ
äåÿêî¨ ñèìåòðè÷íî¨ òà äåÿêî¨ êîñîñèìåòðè÷íî¨

áiëiíiéíèõ ôîðì íà ïðîñòîði
L.

Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåííÿ ëåìè îäðàçó ñëiäó¹ iç íàñòóïíî¨ ðiâíîñòi äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ
x, y ∈ L

σ(x, y) = 1
2
[σ(x, y) + σ(y, x)] + 1

2
[σ(x, y)− σ(y, x)].

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Îçíà÷åííÿ 2

Áiëiíiéíà ôîðìà σ íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði L íàä ïîëåì P íàçèâà¹òüñÿ ñèìå-
òðè÷íîþ, ÿêùî σ(x, y) = σ(y, x) äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ L.

Îçíà÷åííÿ 3

Áiëiíiéíà ôîðìà σ íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði L íàä ïîëåì P íàçèâà¹òüñÿ êîñî-
ñèìåòðè÷íîþ, ÿêùî σ(x, y) = −σ(y, x) äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ L.

Òâåðäæåííÿ 1

Íåõàé P � ïîëå, õàðàêòåðèñòèêà ÿêîãî íå äîðiâíþ¹ 2 (òîáòî 1+1 ̸= 0). Òîäi
áóäü-ÿêà áiëiíiéíà ôîðìà íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði L íàä ïîëåì P ¹ ñóìîþ
äåÿêî¨ ñèìåòðè÷íî¨ òà äåÿêî¨ êîñîñèìåòðè÷íî¨ áiëiíiéíèõ ôîðì íà ïðîñòîði
L.

Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåííÿ ëåìè îäðàçó ñëiäó¹ iç íàñòóïíî¨ ðiâíîñòi äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ
x, y ∈ L

σ(x, y) = 1
2
[σ(x, y) + σ(y, x)] + 1

2
[σ(x, y)− σ(y, x)].

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Îçíà÷åííÿ 2

Áiëiíiéíà ôîðìà σ íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði L íàä ïîëåì P íàçèâà¹òüñÿ ñèìå-
òðè÷íîþ, ÿêùî σ(x, y) = σ(y, x) äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ L.

Îçíà÷åííÿ 3

Áiëiíiéíà ôîðìà σ íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði L íàä ïîëåì P íàçèâà¹òüñÿ êîñî-
ñèìåòðè÷íîþ, ÿêùî σ(x, y) = −σ(y, x) äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ L.

Òâåðäæåííÿ 1

Íåõàé P � ïîëå, õàðàêòåðèñòèêà ÿêîãî íå äîðiâíþ¹ 2 (òîáòî 1+1 ̸= 0). Òîäi
áóäü-ÿêà áiëiíiéíà ôîðìà íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði L íàä ïîëåì P ¹ ñóìîþ
äåÿêî¨ ñèìåòðè÷íî¨ òà äåÿêî¨ êîñîñèìåòðè÷íî¨ áiëiíiéíèõ ôîðì íà ïðîñòîði
L.

Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåííÿ ëåìè îäðàçó ñëiäó¹ iç íàñòóïíî¨ ðiâíîñòi äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ
x, y ∈ L

σ(x, y) = 1
2
[σ(x, y) + σ(y, x)] + 1

2
[σ(x, y)− σ(y, x)].

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Îçíà÷åííÿ 2

Áiëiíiéíà ôîðìà σ íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði L íàä ïîëåì P íàçèâà¹òüñÿ ñèìå-
òðè÷íîþ, ÿêùî σ(x, y) = σ(y, x) äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ L.

Îçíà÷åííÿ 3

Áiëiíiéíà ôîðìà σ íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði L íàä ïîëåì P íàçèâà¹òüñÿ êîñî-
ñèìåòðè÷íîþ, ÿêùî σ(x, y) = −σ(y, x) äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ L.

Òâåðäæåííÿ 1

Íåõàé P � ïîëå, õàðàêòåðèñòèêà ÿêîãî íå äîðiâíþ¹ 2 (òîáòî 1+1 ̸= 0). Òîäi
áóäü-ÿêà áiëiíiéíà ôîðìà íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði L íàä ïîëåì P ¹ ñóìîþ
äåÿêî¨ ñèìåòðè÷íî¨ òà äåÿêî¨ êîñîñèìåòðè÷íî¨ áiëiíiéíèõ ôîðì íà ïðîñòîði
L.

Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåííÿ ëåìè îäðàçó ñëiäó¹ iç íàñòóïíî¨ ðiâíîñòi äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ
x, y ∈ L

σ(x, y) = 1
2
[σ(x, y) + σ(y, x)] + 1

2
[σ(x, y)− σ(y, x)].

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Îçíà÷åííÿ 4

Áiëiíiéíà ôîðìà σ

íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði L íàä ïîëåì P íàçèâà¹òüñÿ íåâè-
ðîäæåíîþ, ÿêùî iç ðiâíîñòi σ(x, a) = 0 äëÿ âñiõ x ∈ L âèïëèâà¹, ùî a = 0.

Íåõàé âñþäè íàäàëi L � ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì i
σ � áiëiíiéíà ôîðìà íà L. Âèáåðåìî ó ïðîñòîði L áàçèñ a1, a2, . . . , an, äå
n = dimRL. Ïîçíà÷èìî αij = σ(ai, aj), äå i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Âåêòîðè x òà
y ïðîñòîðó L ðîçêëàäåìî çà âèáðàíèì áàçèñîì

x = x1a1 + · · ·+ xnan, y = y1a1 + · · ·+ ynan,

äå x1, . . . , xn, y1, . . . , yn ∈ P .
Òîäi

σ(x, y) =

n∑
i=1

n∑
j=1

αijxiyj ,

àáî â ìàòðè÷íîìó âèãëÿäi σ(x, y) = XTAY , äå X, Y � êîîðäèíàòíi ñòîâïöi
âåêòîðiâ x i y,

A =

 α11 . . . α1n

...
. . .

...
αn1 . . . αnn

 .

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Îçíà÷åííÿ 4

Áiëiíiéíà ôîðìà σ íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði L íàä ïîëåì P

íàçèâà¹òüñÿ íåâè-
ðîäæåíîþ, ÿêùî iç ðiâíîñòi σ(x, a) = 0 äëÿ âñiõ x ∈ L âèïëèâà¹, ùî a = 0.

Íåõàé âñþäè íàäàëi L � ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì i
σ � áiëiíiéíà ôîðìà íà L. Âèáåðåìî ó ïðîñòîði L áàçèñ a1, a2, . . . , an, äå
n = dimRL. Ïîçíà÷èìî αij = σ(ai, aj), äå i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Âåêòîðè x òà
y ïðîñòîðó L ðîçêëàäåìî çà âèáðàíèì áàçèñîì

x = x1a1 + · · ·+ xnan, y = y1a1 + · · ·+ ynan,

äå x1, . . . , xn, y1, . . . , yn ∈ P .
Òîäi

σ(x, y) =

n∑
i=1

n∑
j=1

αijxiyj ,

àáî â ìàòðè÷íîìó âèãëÿäi σ(x, y) = XTAY , äå X, Y � êîîðäèíàòíi ñòîâïöi
âåêòîðiâ x i y,

A =

 α11 . . . α1n

...
. . .

...
αn1 . . . αnn

 .

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Îçíà÷åííÿ 4
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′
n.
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Ìàòðèöÿ

A =


α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

...
...

. . .
...

αn1 αn2 . . . αnn

 ,

ñêëàäåíà iç óñiõ êîåôiöi¹íòiâ αij êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè f íàçèâà¹òüñÿ ìàòðè-
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...
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α21 α22 . . . α2n
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...

. . .
...

αn1 αn2 . . . αnn
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...
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n∑
j=1
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n∑
j=1

α2jxj
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j=1

αnjxj
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âàííÿì ñòîâïöÿ X, íà ðåçóëüòàò äîáóòêó A ·X:

XT ·A ·X =

n∑
i=1

xi

n∑
j=1

αijxj =

n∑
i,j=1

αijxixj . (2)
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íà ñòîâïåöü X, ââàæàþ÷è íåâiäîìi x1, x2, . . . , xn åëåìåíòàìè ïîëÿ P :

A ·X =


α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

...
...

. . .
...

αn1 αn2 . . . αnn

 ·


x1

x2

...
xn

 =



n∑
j=1

α1jxj

n∑
j=1

α2jxj

...
n∑

j=1

αnjxj


.

Äàëi, ïîìíîæèìî ðÿäîê XT =
(
x1 x2 . . . xn

)
, îäåðæàíèé òðàíñïîíó-

âàííÿì ñòîâïöÿ X,

íà ðåçóëüòàò äîáóòêó A ·X:

XT ·A ·X =

n∑
i=1

xi

n∑
j=1

αijxj =

n∑
i,j=1

αijxixj . (2)
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Ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi (2) ¹ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ f ,

à òîìó ëiâó ÷àñòèíó
öi¹¨ ðiâíîñòi, à ñàìå XTAX, íàçèâàþòü ìàòðè÷íèì çàïèñîì êâàäðàòè÷íî¨
ôîðìè f . Ïîðÿä iç çìiííèìè x1, x2,. . . , xn íàä ïîëåì P ìè áóäåìî ðîçãëÿ-
äàòè é iíøi ñèñòåìè çìiííèõ íàä ïîëåì P . I êîëè öå áóäå íåîáõiäíî áóäåìî
ïiäêðåñëþâàòè, ùî êâàäðàòè÷íà ôîðìà g âèãëÿäó

n∑
i,j=1

αijyiyj

¹ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ iç çìiííèìè y1, y2, . . . , yn. Ó öüîìó âèïàäêó çà-
ìiñòü g ïèñàòèìåìî g(y1, y2, . . . , yn).

Îçíà÷åííÿ 11

Ëiíiéíèì ïåðåòâîðåííÿì çìiííèõ x1, x2,. . . , xn íàä ïîëåì P ó íîâi çìiííi y1,
y2, . . . , yn íàä öèì æå ïîëåì íàçèâà¹òüñÿ òàêèé ïåðåõiä äî íîâèõ çìiííèõ,
êîëè ñòàði çìiííi âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç íîâi ëiíiéíî ç äåÿêèìè êîåôiöi¹íòàìè
iç ïîëÿ P , òîáòî óïîðÿäêîâàíà ñóêóïíiòü ðiâíîñòåé âèãëÿäó:

x1 = τ11y1 + τ12y2 + · · ·+ τ1nyn,

. . . . . . . . . . . . . . . . .

xn = τn1y1 + τn2y2 + · · ·+ τnnyn,

(3)

äå τij ∈ P (i, j = 1, 2, . . . , n).
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Ìàòðèöÿ
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...
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. . .

...
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à éîãî ìàòðèöÿ äîðiâíþ¹ äîáóòêó ìàòðèöü ïåðåìíîæóâàíèõ ïåðå-
òâîðåíü: X = (Q1Q2)Z. Îñêiëüêè äîáóòîê íåâèðîäæåíèõ ìàòðèöü ¹ íåâèðî-
äæåíîþ ìàòðèöåþ, òî äîáóòîê íåâèðîäæåíèõ ëiíiéíèõ ïåðåòâîðåíü ¹ íåâè-
ðîäæåíèì ëiíiéíèì ïåðåòâîðåííÿì. Âèêîíàòè â äàíié êâàäðàòè÷íié ôîðìi
f(x1, . . . , xn) ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ íåâiäîìèõ (3) � öå îçíà÷à¹ ïiäñòàâèòè
â àëãåáðà¨÷íèé âèðàç

f(x1, . . . , xn) =

n∑
i,j=1

αijxixj

çàìiñòü çìiííèõ x1, . . . , xn ¨õ âèðàçè ÷åðåç íîâi çìiííi i âèêîíàòè âiäïîâiäíi
ñïðîùåííÿ. Ðåçóëüòàò öèõ ñïðîùåíü ïîêàçó¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1 (çàêîí çìiíè êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè.)

ßêùî â äàíié êâàäðàòè÷íié ôîðìi ç ìàòðèöåþ A âèêîíàòè ëiíiéíå ïåðåòâî-
ðåííÿ çìiííèõ ç ìàòðèöåþ Q, òî ó ðåçóëüòàòi ìè îäåðæèìî êâàäðàòè÷íó
ôîðìó âiä íîâèõ çìiííèõ, ïðè÷îìó ìàòðèöåþ öi¹¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè ¹
äîáóòîê QTAQ.
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â àëãåáðà¨÷íèé âèðàç

f(x1, . . . , xn) =

n∑
i,j=1

αijxixj

çàìiñòü çìiííèõ x1, . . . , xn ¨õ âèðàçè ÷åðåç íîâi çìiííi i âèêîíàòè âiäïîâiäíi
ñïðîùåííÿ. Ðåçóëüòàò öèõ ñïðîùåíü ïîêàçó¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1 (çàêîí çìiíè êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè.)

ßêùî â äàíié êâàäðàòè÷íié ôîðìi ç ìàòðèöåþ A âèêîíàòè ëiíiéíå ïåðåòâî-
ðåííÿ çìiííèõ ç ìàòðèöåþ Q, òî ó ðåçóëüòàòi ìè îäåðæèìî êâàäðàòè÷íó
ôîðìó âiä íîâèõ çìiííèõ, ïðè÷îìó ìàòðèöåþ öi¹¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè ¹
äîáóòîê QTAQ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Î÷åâèäíî, äîáóòîê ëiíiéíèõ ïåðåòâîðåíü òàêîæ ¹ ëiíiéíèì ïåðåòâîðåííÿì
çìiííèõ, à éîãî ìàòðèöÿ äîðiâíþ¹ äîáóòêó ìàòðèöü ïåðåìíîæóâàíèõ ïåðå-
òâîðåíü: X = (Q1Q2)Z. Îñêiëüêè äîáóòîê íåâèðîäæåíèõ ìàòðèöü ¹ íåâèðî-
äæåíîþ ìàòðèöåþ, òî äîáóòîê íåâèðîäæåíèõ ëiíiéíèõ ïåðåòâîðåíü ¹ íåâè-
ðîäæåíèì ëiíiéíèì ïåðåòâîðåííÿì. Âèêîíàòè â äàíié êâàäðàòè÷íié ôîðìi
f(x1, . . . , xn)

ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ íåâiäîìèõ (3) � öå îçíà÷à¹ ïiäñòàâèòè
â àëãåáðà¨÷íèé âèðàç

f(x1, . . . , xn) =

n∑
i,j=1

αijxixj

çàìiñòü çìiííèõ x1, . . . , xn ¨õ âèðàçè ÷åðåç íîâi çìiííi i âèêîíàòè âiäïîâiäíi
ñïðîùåííÿ. Ðåçóëüòàò öèõ ñïðîùåíü ïîêàçó¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1 (çàêîí çìiíè êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè.)

ßêùî â äàíié êâàäðàòè÷íié ôîðìi ç ìàòðèöåþ A âèêîíàòè ëiíiéíå ïåðåòâî-
ðåííÿ çìiííèõ ç ìàòðèöåþ Q, òî ó ðåçóëüòàòi ìè îäåðæèìî êâàäðàòè÷íó
ôîðìó âiä íîâèõ çìiííèõ, ïðè÷îìó ìàòðèöåþ öi¹¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè ¹
äîáóòîê QTAQ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Î÷åâèäíî, äîáóòîê ëiíiéíèõ ïåðåòâîðåíü òàêîæ ¹ ëiíiéíèì ïåðåòâîðåííÿì
çìiííèõ, à éîãî ìàòðèöÿ äîðiâíþ¹ äîáóòêó ìàòðèöü ïåðåìíîæóâàíèõ ïåðå-
òâîðåíü: X = (Q1Q2)Z. Îñêiëüêè äîáóòîê íåâèðîäæåíèõ ìàòðèöü ¹ íåâèðî-
äæåíîþ ìàòðèöåþ, òî äîáóòîê íåâèðîäæåíèõ ëiíiéíèõ ïåðåòâîðåíü ¹ íåâè-
ðîäæåíèì ëiíiéíèì ïåðåòâîðåííÿì. Âèêîíàòè â äàíié êâàäðàòè÷íié ôîðìi
f(x1, . . . , xn) ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ íåâiäîìèõ (3)

� öå îçíà÷à¹ ïiäñòàâèòè
â àëãåáðà¨÷íèé âèðàç

f(x1, . . . , xn) =

n∑
i,j=1

αijxixj

çàìiñòü çìiííèõ x1, . . . , xn ¨õ âèðàçè ÷åðåç íîâi çìiííi i âèêîíàòè âiäïîâiäíi
ñïðîùåííÿ. Ðåçóëüòàò öèõ ñïðîùåíü ïîêàçó¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1 (çàêîí çìiíè êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè.)

ßêùî â äàíié êâàäðàòè÷íié ôîðìi ç ìàòðèöåþ A âèêîíàòè ëiíiéíå ïåðåòâî-
ðåííÿ çìiííèõ ç ìàòðèöåþ Q, òî ó ðåçóëüòàòi ìè îäåðæèìî êâàäðàòè÷íó
ôîðìó âiä íîâèõ çìiííèõ, ïðè÷îìó ìàòðèöåþ öi¹¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè ¹
äîáóòîê QTAQ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Î÷åâèäíî, äîáóòîê ëiíiéíèõ ïåðåòâîðåíü òàêîæ ¹ ëiíiéíèì ïåðåòâîðåííÿì
çìiííèõ, à éîãî ìàòðèöÿ äîðiâíþ¹ äîáóòêó ìàòðèöü ïåðåìíîæóâàíèõ ïåðå-
òâîðåíü: X = (Q1Q2)Z. Îñêiëüêè äîáóòîê íåâèðîäæåíèõ ìàòðèöü ¹ íåâèðî-
äæåíîþ ìàòðèöåþ, òî äîáóòîê íåâèðîäæåíèõ ëiíiéíèõ ïåðåòâîðåíü ¹ íåâè-
ðîäæåíèì ëiíiéíèì ïåðåòâîðåííÿì. Âèêîíàòè â äàíié êâàäðàòè÷íié ôîðìi
f(x1, . . . , xn) ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ íåâiäîìèõ (3) � öå îçíà÷à¹ ïiäñòàâèòè
â àëãåáðà¨÷íèé âèðàç

f(x1, . . . , xn) =
n∑

i,j=1

αijxixj

çàìiñòü çìiííèõ x1, . . . , xn ¨õ âèðàçè ÷åðåç íîâi çìiííi i âèêîíàòè âiäïîâiäíi
ñïðîùåííÿ. Ðåçóëüòàò öèõ ñïðîùåíü ïîêàçó¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1 (çàêîí çìiíè êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè.)

ßêùî â äàíié êâàäðàòè÷íié ôîðìi ç ìàòðèöåþ A âèêîíàòè ëiíiéíå ïåðåòâî-
ðåííÿ çìiííèõ ç ìàòðèöåþ Q, òî ó ðåçóëüòàòi ìè îäåðæèìî êâàäðàòè÷íó
ôîðìó âiä íîâèõ çìiííèõ, ïðè÷îìó ìàòðèöåþ öi¹¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè ¹
äîáóòîê QTAQ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Î÷åâèäíî, äîáóòîê ëiíiéíèõ ïåðåòâîðåíü òàêîæ ¹ ëiíiéíèì ïåðåòâîðåííÿì
çìiííèõ, à éîãî ìàòðèöÿ äîðiâíþ¹ äîáóòêó ìàòðèöü ïåðåìíîæóâàíèõ ïåðå-
òâîðåíü: X = (Q1Q2)Z. Îñêiëüêè äîáóòîê íåâèðîäæåíèõ ìàòðèöü ¹ íåâèðî-
äæåíîþ ìàòðèöåþ, òî äîáóòîê íåâèðîäæåíèõ ëiíiéíèõ ïåðåòâîðåíü ¹ íåâè-
ðîäæåíèì ëiíiéíèì ïåðåòâîðåííÿì. Âèêîíàòè â äàíié êâàäðàòè÷íié ôîðìi
f(x1, . . . , xn) ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ íåâiäîìèõ (3) � öå îçíà÷à¹ ïiäñòàâèòè
â àëãåáðà¨÷íèé âèðàç

f(x1, . . . , xn) =
n∑

i,j=1

αijxixj

çàìiñòü çìiííèõ x1, . . . , xn ¨õ âèðàçè ÷åðåç íîâi çìiííi

i âèêîíàòè âiäïîâiäíi
ñïðîùåííÿ. Ðåçóëüòàò öèõ ñïðîùåíü ïîêàçó¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1 (çàêîí çìiíè êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè.)

ßêùî â äàíié êâàäðàòè÷íié ôîðìi ç ìàòðèöåþ A âèêîíàòè ëiíiéíå ïåðåòâî-
ðåííÿ çìiííèõ ç ìàòðèöåþ Q, òî ó ðåçóëüòàòi ìè îäåðæèìî êâàäðàòè÷íó
ôîðìó âiä íîâèõ çìiííèõ, ïðè÷îìó ìàòðèöåþ öi¹¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè ¹
äîáóòîê QTAQ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Î÷åâèäíî, äîáóòîê ëiíiéíèõ ïåðåòâîðåíü òàêîæ ¹ ëiíiéíèì ïåðåòâîðåííÿì
çìiííèõ, à éîãî ìàòðèöÿ äîðiâíþ¹ äîáóòêó ìàòðèöü ïåðåìíîæóâàíèõ ïåðå-
òâîðåíü: X = (Q1Q2)Z. Îñêiëüêè äîáóòîê íåâèðîäæåíèõ ìàòðèöü ¹ íåâèðî-
äæåíîþ ìàòðèöåþ, òî äîáóòîê íåâèðîäæåíèõ ëiíiéíèõ ïåðåòâîðåíü ¹ íåâè-
ðîäæåíèì ëiíiéíèì ïåðåòâîðåííÿì. Âèêîíàòè â äàíié êâàäðàòè÷íié ôîðìi
f(x1, . . . , xn) ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ íåâiäîìèõ (3) � öå îçíà÷à¹ ïiäñòàâèòè
â àëãåáðà¨÷íèé âèðàç

f(x1, . . . , xn) =
n∑

i,j=1

αijxixj

çàìiñòü çìiííèõ x1, . . . , xn ¨õ âèðàçè ÷åðåç íîâi çìiííi i âèêîíàòè âiäïîâiäíi
ñïðîùåííÿ.

Ðåçóëüòàò öèõ ñïðîùåíü ïîêàçó¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1 (çàêîí çìiíè êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè.)

ßêùî â äàíié êâàäðàòè÷íié ôîðìi ç ìàòðèöåþ A âèêîíàòè ëiíiéíå ïåðåòâî-
ðåííÿ çìiííèõ ç ìàòðèöåþ Q, òî ó ðåçóëüòàòi ìè îäåðæèìî êâàäðàòè÷íó
ôîðìó âiä íîâèõ çìiííèõ, ïðè÷îìó ìàòðèöåþ öi¹¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè ¹
äîáóòîê QTAQ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Î÷åâèäíî, äîáóòîê ëiíiéíèõ ïåðåòâîðåíü òàêîæ ¹ ëiíiéíèì ïåðåòâîðåííÿì
çìiííèõ, à éîãî ìàòðèöÿ äîðiâíþ¹ äîáóòêó ìàòðèöü ïåðåìíîæóâàíèõ ïåðå-
òâîðåíü: X = (Q1Q2)Z. Îñêiëüêè äîáóòîê íåâèðîäæåíèõ ìàòðèöü ¹ íåâèðî-
äæåíîþ ìàòðèöåþ, òî äîáóòîê íåâèðîäæåíèõ ëiíiéíèõ ïåðåòâîðåíü ¹ íåâè-
ðîäæåíèì ëiíiéíèì ïåðåòâîðåííÿì. Âèêîíàòè â äàíié êâàäðàòè÷íié ôîðìi
f(x1, . . . , xn) ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ íåâiäîìèõ (3) � öå îçíà÷à¹ ïiäñòàâèòè
â àëãåáðà¨÷íèé âèðàç

f(x1, . . . , xn) =
n∑

i,j=1

αijxixj

çàìiñòü çìiííèõ x1, . . . , xn ¨õ âèðàçè ÷åðåç íîâi çìiííi i âèêîíàòè âiäïîâiäíi
ñïðîùåííÿ. Ðåçóëüòàò öèõ ñïðîùåíü ïîêàçó¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1 (çàêîí çìiíè êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè.)

ßêùî â äàíié êâàäðàòè÷íié ôîðìi ç ìàòðèöåþ A âèêîíàòè ëiíiéíå ïåðåòâî-
ðåííÿ çìiííèõ ç ìàòðèöåþ Q, òî ó ðåçóëüòàòi ìè îäåðæèìî êâàäðàòè÷íó
ôîðìó âiä íîâèõ çìiííèõ, ïðè÷îìó ìàòðèöåþ öi¹¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè ¹
äîáóòîê QTAQ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Î÷åâèäíî, äîáóòîê ëiíiéíèõ ïåðåòâîðåíü òàêîæ ¹ ëiíiéíèì ïåðåòâîðåííÿì
çìiííèõ, à éîãî ìàòðèöÿ äîðiâíþ¹ äîáóòêó ìàòðèöü ïåðåìíîæóâàíèõ ïåðå-
òâîðåíü: X = (Q1Q2)Z. Îñêiëüêè äîáóòîê íåâèðîäæåíèõ ìàòðèöü ¹ íåâèðî-
äæåíîþ ìàòðèöåþ, òî äîáóòîê íåâèðîäæåíèõ ëiíiéíèõ ïåðåòâîðåíü ¹ íåâè-
ðîäæåíèì ëiíiéíèì ïåðåòâîðåííÿì. Âèêîíàòè â äàíié êâàäðàòè÷íié ôîðìi
f(x1, . . . , xn) ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ íåâiäîìèõ (3) � öå îçíà÷à¹ ïiäñòàâèòè
â àëãåáðà¨÷íèé âèðàç

f(x1, . . . , xn) =
n∑

i,j=1

αijxixj

çàìiñòü çìiííèõ x1, . . . , xn ¨õ âèðàçè ÷åðåç íîâi çìiííi i âèêîíàòè âiäïîâiäíi
ñïðîùåííÿ. Ðåçóëüòàò öèõ ñïðîùåíü ïîêàçó¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1 (çàêîí çìiíè êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè.)

ßêùî â äàíié êâàäðàòè÷íié ôîðìi ç ìàòðèöåþ A âèêîíàòè ëiíiéíå ïåðåòâî-
ðåííÿ çìiííèõ ç ìàòðèöåþ Q, òî ó ðåçóëüòàòi ìè îäåðæèìî êâàäðàòè÷íó
ôîðìó âiä íîâèõ çìiííèõ, ïðè÷îìó ìàòðèöåþ öi¹¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè ¹
äîáóòîê QTAQ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Î÷åâèäíî, äîáóòîê ëiíiéíèõ ïåðåòâîðåíü òàêîæ ¹ ëiíiéíèì ïåðåòâîðåííÿì
çìiííèõ, à éîãî ìàòðèöÿ äîðiâíþ¹ äîáóòêó ìàòðèöü ïåðåìíîæóâàíèõ ïåðå-
òâîðåíü: X = (Q1Q2)Z. Îñêiëüêè äîáóòîê íåâèðîäæåíèõ ìàòðèöü ¹ íåâèðî-
äæåíîþ ìàòðèöåþ, òî äîáóòîê íåâèðîäæåíèõ ëiíiéíèõ ïåðåòâîðåíü ¹ íåâè-
ðîäæåíèì ëiíiéíèì ïåðåòâîðåííÿì. Âèêîíàòè â äàíié êâàäðàòè÷íié ôîðìi
f(x1, . . . , xn) ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ íåâiäîìèõ (3) � öå îçíà÷à¹ ïiäñòàâèòè
â àëãåáðà¨÷íèé âèðàç

f(x1, . . . , xn) =
n∑

i,j=1

αijxixj

çàìiñòü çìiííèõ x1, . . . , xn ¨õ âèðàçè ÷åðåç íîâi çìiííi i âèêîíàòè âiäïîâiäíi
ñïðîùåííÿ. Ðåçóëüòàò öèõ ñïðîùåíü ïîêàçó¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1 (çàêîí çìiíè êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè.)

ßêùî â äàíié êâàäðàòè÷íié ôîðìi ç ìàòðèöåþ A

âèêîíàòè ëiíiéíå ïåðåòâî-
ðåííÿ çìiííèõ ç ìàòðèöåþ Q, òî ó ðåçóëüòàòi ìè îäåðæèìî êâàäðàòè÷íó
ôîðìó âiä íîâèõ çìiííèõ, ïðè÷îìó ìàòðèöåþ öi¹¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè ¹
äîáóòîê QTAQ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Î÷åâèäíî, äîáóòîê ëiíiéíèõ ïåðåòâîðåíü òàêîæ ¹ ëiíiéíèì ïåðåòâîðåííÿì
çìiííèõ, à éîãî ìàòðèöÿ äîðiâíþ¹ äîáóòêó ìàòðèöü ïåðåìíîæóâàíèõ ïåðå-
òâîðåíü: X = (Q1Q2)Z. Îñêiëüêè äîáóòîê íåâèðîäæåíèõ ìàòðèöü ¹ íåâèðî-
äæåíîþ ìàòðèöåþ, òî äîáóòîê íåâèðîäæåíèõ ëiíiéíèõ ïåðåòâîðåíü ¹ íåâè-
ðîäæåíèì ëiíiéíèì ïåðåòâîðåííÿì. Âèêîíàòè â äàíié êâàäðàòè÷íié ôîðìi
f(x1, . . . , xn) ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ íåâiäîìèõ (3) � öå îçíà÷à¹ ïiäñòàâèòè
â àëãåáðà¨÷íèé âèðàç

f(x1, . . . , xn) =
n∑

i,j=1

αijxixj

çàìiñòü çìiííèõ x1, . . . , xn ¨õ âèðàçè ÷åðåç íîâi çìiííi i âèêîíàòè âiäïîâiäíi
ñïðîùåííÿ. Ðåçóëüòàò öèõ ñïðîùåíü ïîêàçó¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1 (çàêîí çìiíè êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè.)

ßêùî â äàíié êâàäðàòè÷íié ôîðìi ç ìàòðèöåþ A âèêîíàòè ëiíiéíå ïåðåòâî-
ðåííÿ çìiííèõ ç ìàòðèöåþ Q,

òî ó ðåçóëüòàòi ìè îäåðæèìî êâàäðàòè÷íó
ôîðìó âiä íîâèõ çìiííèõ, ïðè÷îìó ìàòðèöåþ öi¹¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè ¹
äîáóòîê QTAQ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Î÷åâèäíî, äîáóòîê ëiíiéíèõ ïåðåòâîðåíü òàêîæ ¹ ëiíiéíèì ïåðåòâîðåííÿì
çìiííèõ, à éîãî ìàòðèöÿ äîðiâíþ¹ äîáóòêó ìàòðèöü ïåðåìíîæóâàíèõ ïåðå-
òâîðåíü: X = (Q1Q2)Z. Îñêiëüêè äîáóòîê íåâèðîäæåíèõ ìàòðèöü ¹ íåâèðî-
äæåíîþ ìàòðèöåþ, òî äîáóòîê íåâèðîäæåíèõ ëiíiéíèõ ïåðåòâîðåíü ¹ íåâè-
ðîäæåíèì ëiíiéíèì ïåðåòâîðåííÿì. Âèêîíàòè â äàíié êâàäðàòè÷íié ôîðìi
f(x1, . . . , xn) ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ íåâiäîìèõ (3) � öå îçíà÷à¹ ïiäñòàâèòè
â àëãåáðà¨÷íèé âèðàç

f(x1, . . . , xn) =
n∑

i,j=1

αijxixj

çàìiñòü çìiííèõ x1, . . . , xn ¨õ âèðàçè ÷åðåç íîâi çìiííi i âèêîíàòè âiäïîâiäíi
ñïðîùåííÿ. Ðåçóëüòàò öèõ ñïðîùåíü ïîêàçó¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1 (çàêîí çìiíè êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè.)

ßêùî â äàíié êâàäðàòè÷íié ôîðìi ç ìàòðèöåþ A âèêîíàòè ëiíiéíå ïåðåòâî-
ðåííÿ çìiííèõ ç ìàòðèöåþ Q, òî ó ðåçóëüòàòi ìè îäåðæèìî êâàäðàòè÷íó
ôîðìó

âiä íîâèõ çìiííèõ, ïðè÷îìó ìàòðèöåþ öi¹¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè ¹
äîáóòîê QTAQ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Î÷åâèäíî, äîáóòîê ëiíiéíèõ ïåðåòâîðåíü òàêîæ ¹ ëiíiéíèì ïåðåòâîðåííÿì
çìiííèõ, à éîãî ìàòðèöÿ äîðiâíþ¹ äîáóòêó ìàòðèöü ïåðåìíîæóâàíèõ ïåðå-
òâîðåíü: X = (Q1Q2)Z. Îñêiëüêè äîáóòîê íåâèðîäæåíèõ ìàòðèöü ¹ íåâèðî-
äæåíîþ ìàòðèöåþ, òî äîáóòîê íåâèðîäæåíèõ ëiíiéíèõ ïåðåòâîðåíü ¹ íåâè-
ðîäæåíèì ëiíiéíèì ïåðåòâîðåííÿì. Âèêîíàòè â äàíié êâàäðàòè÷íié ôîðìi
f(x1, . . . , xn) ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ íåâiäîìèõ (3) � öå îçíà÷à¹ ïiäñòàâèòè
â àëãåáðà¨÷íèé âèðàç

f(x1, . . . , xn) =
n∑

i,j=1

αijxixj

çàìiñòü çìiííèõ x1, . . . , xn ¨õ âèðàçè ÷åðåç íîâi çìiííi i âèêîíàòè âiäïîâiäíi
ñïðîùåííÿ. Ðåçóëüòàò öèõ ñïðîùåíü ïîêàçó¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1 (çàêîí çìiíè êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè.)

ßêùî â äàíié êâàäðàòè÷íié ôîðìi ç ìàòðèöåþ A âèêîíàòè ëiíiéíå ïåðåòâî-
ðåííÿ çìiííèõ ç ìàòðèöåþ Q, òî ó ðåçóëüòàòi ìè îäåðæèìî êâàäðàòè÷íó
ôîðìó âiä íîâèõ çìiííèõ,

ïðè÷îìó ìàòðèöåþ öi¹¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè ¹
äîáóòîê QTAQ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Î÷åâèäíî, äîáóòîê ëiíiéíèõ ïåðåòâîðåíü òàêîæ ¹ ëiíiéíèì ïåðåòâîðåííÿì
çìiííèõ, à éîãî ìàòðèöÿ äîðiâíþ¹ äîáóòêó ìàòðèöü ïåðåìíîæóâàíèõ ïåðå-
òâîðåíü: X = (Q1Q2)Z. Îñêiëüêè äîáóòîê íåâèðîäæåíèõ ìàòðèöü ¹ íåâèðî-
äæåíîþ ìàòðèöåþ, òî äîáóòîê íåâèðîäæåíèõ ëiíiéíèõ ïåðåòâîðåíü ¹ íåâè-
ðîäæåíèì ëiíiéíèì ïåðåòâîðåííÿì. Âèêîíàòè â äàíié êâàäðàòè÷íié ôîðìi
f(x1, . . . , xn) ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ íåâiäîìèõ (3) � öå îçíà÷à¹ ïiäñòàâèòè
â àëãåáðà¨÷íèé âèðàç

f(x1, . . . , xn) =
n∑

i,j=1

αijxixj

çàìiñòü çìiííèõ x1, . . . , xn ¨õ âèðàçè ÷åðåç íîâi çìiííi i âèêîíàòè âiäïîâiäíi
ñïðîùåííÿ. Ðåçóëüòàò öèõ ñïðîùåíü ïîêàçó¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1 (çàêîí çìiíè êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè.)

ßêùî â äàíié êâàäðàòè÷íié ôîðìi ç ìàòðèöåþ A âèêîíàòè ëiíiéíå ïåðåòâî-
ðåííÿ çìiííèõ ç ìàòðèöåþ Q, òî ó ðåçóëüòàòi ìè îäåðæèìî êâàäðàòè÷íó
ôîðìó âiä íîâèõ çìiííèõ, ïðè÷îìó ìàòðèöåþ öi¹¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè ¹
äîáóòîê QTAQ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé f(x1, x2, . . . , xn) � äåÿêà êâàäðàòè÷íà ôîðìà íàä ïîëåì P

i A �
ìàòðèöÿ öi¹¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè. Òîäi

f(x1, x2, . . . , xn) = XTAX,

äå X � ñòîâïåöü çìiííèõ x1, x2, . . . , xn. Âèêîíà¹ìî íåâèðîäæåíå ëiíiéíå
ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ X = QY , äå Y � ñòîâïåöü íîâèõ çìiííèõ y1, y2, . . . ,
yn:

f(x1, x2, . . . , xn) = (QY )TA(QY ) = Y TQTAQY

àáî òåæ ñàìå, ùî
f(x1, x2, . . . , xn) = Y TBY,

äå B = QTAQ. Ìàòðèöÿ B ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ, áî

BT = (QTAQ)T = QTAT
(
QT

)T

= QTAQ = B.

Öå îçíà÷à¹, ùî ó ðåçóëüòàòi ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ ç ìàòðèöåþ Q
ó êâàäðàòè÷íié ôîðìi f(x1, x2, . . . , xn) ìè îäåðæàëè êâàäðàòè÷íó ôîðìó

g(y1, y2, . . . , yn) = Y TBY

ç ìàòðèöåþ B, ùî äîðiâíþ¹ QTAQ. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé f(x1, x2, . . . , xn) � äåÿêà êâàäðàòè÷íà ôîðìà íàä ïîëåì P i A �
ìàòðèöÿ öi¹¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè.

Òîäi

f(x1, x2, . . . , xn) = XTAX,

äå X � ñòîâïåöü çìiííèõ x1, x2, . . . , xn. Âèêîíà¹ìî íåâèðîäæåíå ëiíiéíå
ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ X = QY , äå Y � ñòîâïåöü íîâèõ çìiííèõ y1, y2, . . . ,
yn:

f(x1, x2, . . . , xn) = (QY )TA(QY ) = Y TQTAQY

àáî òåæ ñàìå, ùî
f(x1, x2, . . . , xn) = Y TBY,

äå B = QTAQ. Ìàòðèöÿ B ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ, áî

BT = (QTAQ)T = QTAT
(
QT

)T

= QTAQ = B.

Öå îçíà÷à¹, ùî ó ðåçóëüòàòi ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ ç ìàòðèöåþ Q
ó êâàäðàòè÷íié ôîðìi f(x1, x2, . . . , xn) ìè îäåðæàëè êâàäðàòè÷íó ôîðìó

g(y1, y2, . . . , yn) = Y TBY

ç ìàòðèöåþ B, ùî äîðiâíþ¹ QTAQ. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé f(x1, x2, . . . , xn) � äåÿêà êâàäðàòè÷íà ôîðìà íàä ïîëåì P i A �
ìàòðèöÿ öi¹¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè. Òîäi

f(x1, x2, . . . , xn) = XTAX,

äå X � ñòîâïåöü çìiííèõ x1, x2, . . . , xn. Âèêîíà¹ìî íåâèðîäæåíå ëiíiéíå
ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ X = QY , äå Y � ñòîâïåöü íîâèõ çìiííèõ y1, y2, . . . ,
yn:

f(x1, x2, . . . , xn) = (QY )TA(QY ) = Y TQTAQY

àáî òåæ ñàìå, ùî
f(x1, x2, . . . , xn) = Y TBY,

äå B = QTAQ. Ìàòðèöÿ B ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ, áî

BT = (QTAQ)T = QTAT
(
QT

)T

= QTAQ = B.

Öå îçíà÷à¹, ùî ó ðåçóëüòàòi ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ ç ìàòðèöåþ Q
ó êâàäðàòè÷íié ôîðìi f(x1, x2, . . . , xn) ìè îäåðæàëè êâàäðàòè÷íó ôîðìó

g(y1, y2, . . . , yn) = Y TBY

ç ìàòðèöåþ B, ùî äîðiâíþ¹ QTAQ. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé f(x1, x2, . . . , xn) � äåÿêà êâàäðàòè÷íà ôîðìà íàä ïîëåì P i A �
ìàòðèöÿ öi¹¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè. Òîäi

f(x1, x2, . . . , xn) = XTAX,

äå X � ñòîâïåöü çìiííèõ x1, x2, . . . , xn.

Âèêîíà¹ìî íåâèðîäæåíå ëiíiéíå
ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ X = QY , äå Y � ñòîâïåöü íîâèõ çìiííèõ y1, y2, . . . ,
yn:

f(x1, x2, . . . , xn) = (QY )TA(QY ) = Y TQTAQY

àáî òåæ ñàìå, ùî
f(x1, x2, . . . , xn) = Y TBY,

äå B = QTAQ. Ìàòðèöÿ B ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ, áî

BT = (QTAQ)T = QTAT
(
QT

)T

= QTAQ = B.

Öå îçíà÷à¹, ùî ó ðåçóëüòàòi ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ ç ìàòðèöåþ Q
ó êâàäðàòè÷íié ôîðìi f(x1, x2, . . . , xn) ìè îäåðæàëè êâàäðàòè÷íó ôîðìó

g(y1, y2, . . . , yn) = Y TBY

ç ìàòðèöåþ B, ùî äîðiâíþ¹ QTAQ. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé f(x1, x2, . . . , xn) � äåÿêà êâàäðàòè÷íà ôîðìà íàä ïîëåì P i A �
ìàòðèöÿ öi¹¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè. Òîäi

f(x1, x2, . . . , xn) = XTAX,

äå X � ñòîâïåöü çìiííèõ x1, x2, . . . , xn. Âèêîíà¹ìî íåâèðîäæåíå ëiíiéíå
ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ X = QY ,

äå Y � ñòîâïåöü íîâèõ çìiííèõ y1, y2, . . . ,
yn:

f(x1, x2, . . . , xn) = (QY )TA(QY ) = Y TQTAQY

àáî òåæ ñàìå, ùî
f(x1, x2, . . . , xn) = Y TBY,

äå B = QTAQ. Ìàòðèöÿ B ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ, áî

BT = (QTAQ)T = QTAT
(
QT

)T

= QTAQ = B.

Öå îçíà÷à¹, ùî ó ðåçóëüòàòi ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ ç ìàòðèöåþ Q
ó êâàäðàòè÷íié ôîðìi f(x1, x2, . . . , xn) ìè îäåðæàëè êâàäðàòè÷íó ôîðìó

g(y1, y2, . . . , yn) = Y TBY

ç ìàòðèöåþ B, ùî äîðiâíþ¹ QTAQ. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé f(x1, x2, . . . , xn) � äåÿêà êâàäðàòè÷íà ôîðìà íàä ïîëåì P i A �
ìàòðèöÿ öi¹¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè. Òîäi

f(x1, x2, . . . , xn) = XTAX,

äå X � ñòîâïåöü çìiííèõ x1, x2, . . . , xn. Âèêîíà¹ìî íåâèðîäæåíå ëiíiéíå
ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ X = QY , äå Y � ñòîâïåöü íîâèõ çìiííèõ y1, y2, . . . ,
yn:

f(x1, x2, . . . , xn) = (QY )TA(QY ) = Y TQTAQY

àáî òåæ ñàìå, ùî
f(x1, x2, . . . , xn) = Y TBY,

äå B = QTAQ. Ìàòðèöÿ B ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ, áî

BT = (QTAQ)T = QTAT
(
QT

)T

= QTAQ = B.

Öå îçíà÷à¹, ùî ó ðåçóëüòàòi ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ ç ìàòðèöåþ Q
ó êâàäðàòè÷íié ôîðìi f(x1, x2, . . . , xn) ìè îäåðæàëè êâàäðàòè÷íó ôîðìó

g(y1, y2, . . . , yn) = Y TBY

ç ìàòðèöåþ B, ùî äîðiâíþ¹ QTAQ. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé f(x1, x2, . . . , xn) � äåÿêà êâàäðàòè÷íà ôîðìà íàä ïîëåì P i A �
ìàòðèöÿ öi¹¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè. Òîäi

f(x1, x2, . . . , xn) = XTAX,

äå X � ñòîâïåöü çìiííèõ x1, x2, . . . , xn. Âèêîíà¹ìî íåâèðîäæåíå ëiíiéíå
ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ X = QY , äå Y � ñòîâïåöü íîâèõ çìiííèõ y1, y2, . . . ,
yn:

f(x1, x2, . . . , xn) =

(QY )TA(QY ) = Y TQTAQY

àáî òåæ ñàìå, ùî
f(x1, x2, . . . , xn) = Y TBY,

äå B = QTAQ. Ìàòðèöÿ B ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ, áî

BT = (QTAQ)T = QTAT
(
QT

)T

= QTAQ = B.

Öå îçíà÷à¹, ùî ó ðåçóëüòàòi ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ ç ìàòðèöåþ Q
ó êâàäðàòè÷íié ôîðìi f(x1, x2, . . . , xn) ìè îäåðæàëè êâàäðàòè÷íó ôîðìó

g(y1, y2, . . . , yn) = Y TBY

ç ìàòðèöåþ B, ùî äîðiâíþ¹ QTAQ. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé f(x1, x2, . . . , xn) � äåÿêà êâàäðàòè÷íà ôîðìà íàä ïîëåì P i A �
ìàòðèöÿ öi¹¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè. Òîäi

f(x1, x2, . . . , xn) = XTAX,

äå X � ñòîâïåöü çìiííèõ x1, x2, . . . , xn. Âèêîíà¹ìî íåâèðîäæåíå ëiíiéíå
ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ X = QY , äå Y � ñòîâïåöü íîâèõ çìiííèõ y1, y2, . . . ,
yn:

f(x1, x2, . . . , xn) = (QY )TA(QY )

= Y TQTAQY

àáî òåæ ñàìå, ùî
f(x1, x2, . . . , xn) = Y TBY,

äå B = QTAQ. Ìàòðèöÿ B ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ, áî

BT = (QTAQ)T = QTAT
(
QT

)T

= QTAQ = B.

Öå îçíà÷à¹, ùî ó ðåçóëüòàòi ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ ç ìàòðèöåþ Q
ó êâàäðàòè÷íié ôîðìi f(x1, x2, . . . , xn) ìè îäåðæàëè êâàäðàòè÷íó ôîðìó

g(y1, y2, . . . , yn) = Y TBY

ç ìàòðèöåþ B, ùî äîðiâíþ¹ QTAQ. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé f(x1, x2, . . . , xn) � äåÿêà êâàäðàòè÷íà ôîðìà íàä ïîëåì P i A �
ìàòðèöÿ öi¹¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè. Òîäi

f(x1, x2, . . . , xn) = XTAX,

äå X � ñòîâïåöü çìiííèõ x1, x2, . . . , xn. Âèêîíà¹ìî íåâèðîäæåíå ëiíiéíå
ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ X = QY , äå Y � ñòîâïåöü íîâèõ çìiííèõ y1, y2, . . . ,
yn:

f(x1, x2, . . . , xn) = (QY )TA(QY ) = Y TQTAQY

àáî òåæ ñàìå, ùî
f(x1, x2, . . . , xn) = Y TBY,

äå B = QTAQ. Ìàòðèöÿ B ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ, áî

BT = (QTAQ)T = QTAT
(
QT

)T

= QTAQ = B.

Öå îçíà÷à¹, ùî ó ðåçóëüòàòi ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ ç ìàòðèöåþ Q
ó êâàäðàòè÷íié ôîðìi f(x1, x2, . . . , xn) ìè îäåðæàëè êâàäðàòè÷íó ôîðìó

g(y1, y2, . . . , yn) = Y TBY

ç ìàòðèöåþ B, ùî äîðiâíþ¹ QTAQ. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé f(x1, x2, . . . , xn) � äåÿêà êâàäðàòè÷íà ôîðìà íàä ïîëåì P i A �
ìàòðèöÿ öi¹¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè. Òîäi

f(x1, x2, . . . , xn) = XTAX,

äå X � ñòîâïåöü çìiííèõ x1, x2, . . . , xn. Âèêîíà¹ìî íåâèðîäæåíå ëiíiéíå
ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ X = QY , äå Y � ñòîâïåöü íîâèõ çìiííèõ y1, y2, . . . ,
yn:

f(x1, x2, . . . , xn) = (QY )TA(QY ) = Y TQTAQY

àáî òåæ ñàìå, ùî
f(x1, x2, . . . , xn) = Y TBY,

äå B = QTAQ. Ìàòðèöÿ B ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ, áî

BT = (QTAQ)T = QTAT
(
QT

)T

= QTAQ = B.

Öå îçíà÷à¹, ùî ó ðåçóëüòàòi ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ ç ìàòðèöåþ Q
ó êâàäðàòè÷íié ôîðìi f(x1, x2, . . . , xn) ìè îäåðæàëè êâàäðàòè÷íó ôîðìó

g(y1, y2, . . . , yn) = Y TBY

ç ìàòðèöåþ B, ùî äîðiâíþ¹ QTAQ. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé f(x1, x2, . . . , xn) � äåÿêà êâàäðàòè÷íà ôîðìà íàä ïîëåì P i A �
ìàòðèöÿ öi¹¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè. Òîäi

f(x1, x2, . . . , xn) = XTAX,

äå X � ñòîâïåöü çìiííèõ x1, x2, . . . , xn. Âèêîíà¹ìî íåâèðîäæåíå ëiíiéíå
ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ X = QY , äå Y � ñòîâïåöü íîâèõ çìiííèõ y1, y2, . . . ,
yn:

f(x1, x2, . . . , xn) = (QY )TA(QY ) = Y TQTAQY

àáî òåæ ñàìå, ùî
f(x1, x2, . . . , xn) = Y TBY,

äå B = QTAQ.

Ìàòðèöÿ B ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ, áî

BT = (QTAQ)T = QTAT
(
QT

)T

= QTAQ = B.

Öå îçíà÷à¹, ùî ó ðåçóëüòàòi ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ ç ìàòðèöåþ Q
ó êâàäðàòè÷íié ôîðìi f(x1, x2, . . . , xn) ìè îäåðæàëè êâàäðàòè÷íó ôîðìó

g(y1, y2, . . . , yn) = Y TBY

ç ìàòðèöåþ B, ùî äîðiâíþ¹ QTAQ. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé f(x1, x2, . . . , xn) � äåÿêà êâàäðàòè÷íà ôîðìà íàä ïîëåì P i A �
ìàòðèöÿ öi¹¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè. Òîäi

f(x1, x2, . . . , xn) = XTAX,

äå X � ñòîâïåöü çìiííèõ x1, x2, . . . , xn. Âèêîíà¹ìî íåâèðîäæåíå ëiíiéíå
ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ X = QY , äå Y � ñòîâïåöü íîâèõ çìiííèõ y1, y2, . . . ,
yn:

f(x1, x2, . . . , xn) = (QY )TA(QY ) = Y TQTAQY

àáî òåæ ñàìå, ùî
f(x1, x2, . . . , xn) = Y TBY,

äå B = QTAQ. Ìàòðèöÿ B ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ,

áî

BT = (QTAQ)T = QTAT
(
QT

)T

= QTAQ = B.

Öå îçíà÷à¹, ùî ó ðåçóëüòàòi ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ ç ìàòðèöåþ Q
ó êâàäðàòè÷íié ôîðìi f(x1, x2, . . . , xn) ìè îäåðæàëè êâàäðàòè÷íó ôîðìó

g(y1, y2, . . . , yn) = Y TBY

ç ìàòðèöåþ B, ùî äîðiâíþ¹ QTAQ. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé f(x1, x2, . . . , xn) � äåÿêà êâàäðàòè÷íà ôîðìà íàä ïîëåì P i A �
ìàòðèöÿ öi¹¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè. Òîäi

f(x1, x2, . . . , xn) = XTAX,

äå X � ñòîâïåöü çìiííèõ x1, x2, . . . , xn. Âèêîíà¹ìî íåâèðîäæåíå ëiíiéíå
ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ X = QY , äå Y � ñòîâïåöü íîâèõ çìiííèõ y1, y2, . . . ,
yn:

f(x1, x2, . . . , xn) = (QY )TA(QY ) = Y TQTAQY

àáî òåæ ñàìå, ùî
f(x1, x2, . . . , xn) = Y TBY,

äå B = QTAQ. Ìàòðèöÿ B ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ, áî

BT =

(QTAQ)T = QTAT
(
QT

)T

= QTAQ = B.

Öå îçíà÷à¹, ùî ó ðåçóëüòàòi ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ ç ìàòðèöåþ Q
ó êâàäðàòè÷íié ôîðìi f(x1, x2, . . . , xn) ìè îäåðæàëè êâàäðàòè÷íó ôîðìó

g(y1, y2, . . . , yn) = Y TBY

ç ìàòðèöåþ B, ùî äîðiâíþ¹ QTAQ. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé f(x1, x2, . . . , xn) � äåÿêà êâàäðàòè÷íà ôîðìà íàä ïîëåì P i A �
ìàòðèöÿ öi¹¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè. Òîäi

f(x1, x2, . . . , xn) = XTAX,

äå X � ñòîâïåöü çìiííèõ x1, x2, . . . , xn. Âèêîíà¹ìî íåâèðîäæåíå ëiíiéíå
ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ X = QY , äå Y � ñòîâïåöü íîâèõ çìiííèõ y1, y2, . . . ,
yn:

f(x1, x2, . . . , xn) = (QY )TA(QY ) = Y TQTAQY

àáî òåæ ñàìå, ùî
f(x1, x2, . . . , xn) = Y TBY,

äå B = QTAQ. Ìàòðèöÿ B ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ, áî

BT = (QTAQ)T

= QTAT
(
QT

)T

= QTAQ = B.

Öå îçíà÷à¹, ùî ó ðåçóëüòàòi ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ ç ìàòðèöåþ Q
ó êâàäðàòè÷íié ôîðìi f(x1, x2, . . . , xn) ìè îäåðæàëè êâàäðàòè÷íó ôîðìó

g(y1, y2, . . . , yn) = Y TBY

ç ìàòðèöåþ B, ùî äîðiâíþ¹ QTAQ. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé f(x1, x2, . . . , xn) � äåÿêà êâàäðàòè÷íà ôîðìà íàä ïîëåì P i A �
ìàòðèöÿ öi¹¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè. Òîäi

f(x1, x2, . . . , xn) = XTAX,

äå X � ñòîâïåöü çìiííèõ x1, x2, . . . , xn. Âèêîíà¹ìî íåâèðîäæåíå ëiíiéíå
ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ X = QY , äå Y � ñòîâïåöü íîâèõ çìiííèõ y1, y2, . . . ,
yn:

f(x1, x2, . . . , xn) = (QY )TA(QY ) = Y TQTAQY

àáî òåæ ñàìå, ùî
f(x1, x2, . . . , xn) = Y TBY,

äå B = QTAQ. Ìàòðèöÿ B ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ, áî

BT = (QTAQ)T = QTAT
(
QT

)T

= QTAQ = B.

Öå îçíà÷à¹, ùî ó ðåçóëüòàòi ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ ç ìàòðèöåþ Q
ó êâàäðàòè÷íié ôîðìi f(x1, x2, . . . , xn) ìè îäåðæàëè êâàäðàòè÷íó ôîðìó

g(y1, y2, . . . , yn) = Y TBY

ç ìàòðèöåþ B, ùî äîðiâíþ¹ QTAQ. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé f(x1, x2, . . . , xn) � äåÿêà êâàäðàòè÷íà ôîðìà íàä ïîëåì P i A �
ìàòðèöÿ öi¹¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè. Òîäi

f(x1, x2, . . . , xn) = XTAX,

äå X � ñòîâïåöü çìiííèõ x1, x2, . . . , xn. Âèêîíà¹ìî íåâèðîäæåíå ëiíiéíå
ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ X = QY , äå Y � ñòîâïåöü íîâèõ çìiííèõ y1, y2, . . . ,
yn:

f(x1, x2, . . . , xn) = (QY )TA(QY ) = Y TQTAQY

àáî òåæ ñàìå, ùî
f(x1, x2, . . . , xn) = Y TBY,

äå B = QTAQ. Ìàòðèöÿ B ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ, áî

BT = (QTAQ)T = QTAT
(
QT

)T

= QTAQ

= B.

Öå îçíà÷à¹, ùî ó ðåçóëüòàòi ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ ç ìàòðèöåþ Q
ó êâàäðàòè÷íié ôîðìi f(x1, x2, . . . , xn) ìè îäåðæàëè êâàäðàòè÷íó ôîðìó

g(y1, y2, . . . , yn) = Y TBY

ç ìàòðèöåþ B, ùî äîðiâíþ¹ QTAQ. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé f(x1, x2, . . . , xn) � äåÿêà êâàäðàòè÷íà ôîðìà íàä ïîëåì P i A �
ìàòðèöÿ öi¹¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè. Òîäi

f(x1, x2, . . . , xn) = XTAX,

äå X � ñòîâïåöü çìiííèõ x1, x2, . . . , xn. Âèêîíà¹ìî íåâèðîäæåíå ëiíiéíå
ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ X = QY , äå Y � ñòîâïåöü íîâèõ çìiííèõ y1, y2, . . . ,
yn:

f(x1, x2, . . . , xn) = (QY )TA(QY ) = Y TQTAQY

àáî òåæ ñàìå, ùî
f(x1, x2, . . . , xn) = Y TBY,

äå B = QTAQ. Ìàòðèöÿ B ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ, áî

BT = (QTAQ)T = QTAT
(
QT

)T

= QTAQ = B.

Öå îçíà÷à¹, ùî ó ðåçóëüòàòi ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ ç ìàòðèöåþ Q

ó êâàäðàòè÷íié ôîðìi f(x1, x2, . . . , xn) ìè îäåðæàëè êâàäðàòè÷íó ôîðìó

g(y1, y2, . . . , yn) = Y TBY

ç ìàòðèöåþ B, ùî äîðiâíþ¹ QTAQ. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé f(x1, x2, . . . , xn) � äåÿêà êâàäðàòè÷íà ôîðìà íàä ïîëåì P i A �
ìàòðèöÿ öi¹¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè. Òîäi

f(x1, x2, . . . , xn) = XTAX,

äå X � ñòîâïåöü çìiííèõ x1, x2, . . . , xn. Âèêîíà¹ìî íåâèðîäæåíå ëiíiéíå
ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ X = QY , äå Y � ñòîâïåöü íîâèõ çìiííèõ y1, y2, . . . ,
yn:

f(x1, x2, . . . , xn) = (QY )TA(QY ) = Y TQTAQY

àáî òåæ ñàìå, ùî
f(x1, x2, . . . , xn) = Y TBY,

äå B = QTAQ. Ìàòðèöÿ B ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ, áî

BT = (QTAQ)T = QTAT
(
QT

)T

= QTAQ = B.

Öå îçíà÷à¹, ùî ó ðåçóëüòàòi ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ ç ìàòðèöåþ Q
ó êâàäðàòè÷íié ôîðìi f(x1, x2, . . . , xn)

ìè îäåðæàëè êâàäðàòè÷íó ôîðìó

g(y1, y2, . . . , yn) = Y TBY

ç ìàòðèöåþ B, ùî äîðiâíþ¹ QTAQ. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé f(x1, x2, . . . , xn) � äåÿêà êâàäðàòè÷íà ôîðìà íàä ïîëåì P i A �
ìàòðèöÿ öi¹¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè. Òîäi

f(x1, x2, . . . , xn) = XTAX,

äå X � ñòîâïåöü çìiííèõ x1, x2, . . . , xn. Âèêîíà¹ìî íåâèðîäæåíå ëiíiéíå
ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ X = QY , äå Y � ñòîâïåöü íîâèõ çìiííèõ y1, y2, . . . ,
yn:

f(x1, x2, . . . , xn) = (QY )TA(QY ) = Y TQTAQY

àáî òåæ ñàìå, ùî
f(x1, x2, . . . , xn) = Y TBY,

äå B = QTAQ. Ìàòðèöÿ B ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ, áî

BT = (QTAQ)T = QTAT
(
QT

)T

= QTAQ = B.

Öå îçíà÷à¹, ùî ó ðåçóëüòàòi ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ ç ìàòðèöåþ Q
ó êâàäðàòè÷íié ôîðìi f(x1, x2, . . . , xn) ìè îäåðæàëè êâàäðàòè÷íó ôîðìó

g(y1, y2, . . . , yn) = Y TBY

ç ìàòðèöåþ B, ùî äîðiâíþ¹ QTAQ. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé f(x1, x2, . . . , xn) � äåÿêà êâàäðàòè÷íà ôîðìà íàä ïîëåì P i A �
ìàòðèöÿ öi¹¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè. Òîäi

f(x1, x2, . . . , xn) = XTAX,

äå X � ñòîâïåöü çìiííèõ x1, x2, . . . , xn. Âèêîíà¹ìî íåâèðîäæåíå ëiíiéíå
ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ X = QY , äå Y � ñòîâïåöü íîâèõ çìiííèõ y1, y2, . . . ,
yn:

f(x1, x2, . . . , xn) = (QY )TA(QY ) = Y TQTAQY

àáî òåæ ñàìå, ùî
f(x1, x2, . . . , xn) = Y TBY,

äå B = QTAQ. Ìàòðèöÿ B ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ, áî

BT = (QTAQ)T = QTAT
(
QT

)T

= QTAQ = B.

Öå îçíà÷à¹, ùî ó ðåçóëüòàòi ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ ç ìàòðèöåþ Q
ó êâàäðàòè÷íié ôîðìi f(x1, x2, . . . , xn) ìè îäåðæàëè êâàäðàòè÷íó ôîðìó

g(y1, y2, . . . , yn) = Y TBY

ç ìàòðèöåþ B, ùî äîðiâíþ¹ QTAQ.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé f(x1, x2, . . . , xn) � äåÿêà êâàäðàòè÷íà ôîðìà íàä ïîëåì P i A �
ìàòðèöÿ öi¹¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè. Òîäi

f(x1, x2, . . . , xn) = XTAX,

äå X � ñòîâïåöü çìiííèõ x1, x2, . . . , xn. Âèêîíà¹ìî íåâèðîäæåíå ëiíiéíå
ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ X = QY , äå Y � ñòîâïåöü íîâèõ çìiííèõ y1, y2, . . . ,
yn:

f(x1, x2, . . . , xn) = (QY )TA(QY ) = Y TQTAQY

àáî òåæ ñàìå, ùî
f(x1, x2, . . . , xn) = Y TBY,

äå B = QTAQ. Ìàòðèöÿ B ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ, áî

BT = (QTAQ)T = QTAT
(
QT

)T

= QTAQ = B.

Öå îçíà÷à¹, ùî ó ðåçóëüòàòi ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ ç ìàòðèöåþ Q
ó êâàäðàòè÷íié ôîðìi f(x1, x2, . . . , xn) ìè îäåðæàëè êâàäðàòè÷íó ôîðìó

g(y1, y2, . . . , yn) = Y TBY

ç ìàòðèöåþ B, ùî äîðiâíþ¹ QTAQ. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Ñôîðìóëüîâàíèé âèùå çàêîí çìiíè êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè äîçâîëÿ¹ ââåñòè
íàñòóïíå âiäíîøåííÿ ìiæ êâàäðàòè÷íèìè ôîðìàìè.

Îçíà÷åííÿ 13

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî êâàäðàòè÷íà ôîðìà f(x1, x2, . . . , xn)

âiä çìiííèõ x1,
x2, . . . , xn íàä ïîëåì P åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íié ôîðìi g(x1, x2, . . . , xn)
âiä òèõ æå çìiííèõ, ÿêùî iñíó¹ òàêå íåâèðîäæåíå ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ
çìiííèõ x1, x2, . . . , xn ó çìiííi y1, y2, . . . , yn, ùî g(y1, y2, . . . , yn) =
f(x1, x2, . . . , xn).

Åêâiâàëåíòíiñòü êâàäðàòè÷íèõ ôîðì f i g ïîçíà÷àòèìåìî çíà÷êîì ∼.
Î÷åâèäíèì ¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Íàñëiäîê 1

Íåõàé A i B � ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi ïîðÿäêó n íàä ïîëåì P . Êâàäðàòè÷íà
ôîðìà ç ìàòðèöåþ A åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íié ôîðìi ç ìàòðèöåþ B òîäi
i òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ òàêà íåâèðîäæåíà ìàòðèöÿ S íàä ïîëåì P , ùî
B = STAS.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Ñôîðìóëüîâàíèé âèùå çàêîí çìiíè êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè äîçâîëÿ¹ ââåñòè
íàñòóïíå âiäíîøåííÿ ìiæ êâàäðàòè÷íèìè ôîðìàìè.

Îçíà÷åííÿ 13

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî êâàäðàòè÷íà ôîðìà f(x1, x2, . . . , xn) âiä çìiííèõ x1,
x2, . . . , xn íàä ïîëåì P åêâiâàëåíòíà

êâàäðàòè÷íié ôîðìi g(x1, x2, . . . , xn)
âiä òèõ æå çìiííèõ, ÿêùî iñíó¹ òàêå íåâèðîäæåíå ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ
çìiííèõ x1, x2, . . . , xn ó çìiííi y1, y2, . . . , yn, ùî g(y1, y2, . . . , yn) =
f(x1, x2, . . . , xn).

Åêâiâàëåíòíiñòü êâàäðàòè÷íèõ ôîðì f i g ïîçíà÷àòèìåìî çíà÷êîì ∼.
Î÷åâèäíèì ¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Íàñëiäîê 1

Íåõàé A i B � ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi ïîðÿäêó n íàä ïîëåì P . Êâàäðàòè÷íà
ôîðìà ç ìàòðèöåþ A åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íié ôîðìi ç ìàòðèöåþ B òîäi
i òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ òàêà íåâèðîäæåíà ìàòðèöÿ S íàä ïîëåì P , ùî
B = STAS.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Ñôîðìóëüîâàíèé âèùå çàêîí çìiíè êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè äîçâîëÿ¹ ââåñòè
íàñòóïíå âiäíîøåííÿ ìiæ êâàäðàòè÷íèìè ôîðìàìè.

Îçíà÷åííÿ 13

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî êâàäðàòè÷íà ôîðìà f(x1, x2, . . . , xn) âiä çìiííèõ x1,
x2, . . . , xn íàä ïîëåì P åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íié ôîðìi g(x1, x2, . . . , xn)
âiä òèõ æå çìiííèõ,

ÿêùî iñíó¹ òàêå íåâèðîäæåíå ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ
çìiííèõ x1, x2, . . . , xn ó çìiííi y1, y2, . . . , yn, ùî g(y1, y2, . . . , yn) =
f(x1, x2, . . . , xn).

Åêâiâàëåíòíiñòü êâàäðàòè÷íèõ ôîðì f i g ïîçíà÷àòèìåìî çíà÷êîì ∼.
Î÷åâèäíèì ¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Íàñëiäîê 1

Íåõàé A i B � ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi ïîðÿäêó n íàä ïîëåì P . Êâàäðàòè÷íà
ôîðìà ç ìàòðèöåþ A åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íié ôîðìi ç ìàòðèöåþ B òîäi
i òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ òàêà íåâèðîäæåíà ìàòðèöÿ S íàä ïîëåì P , ùî
B = STAS.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Ñôîðìóëüîâàíèé âèùå çàêîí çìiíè êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè äîçâîëÿ¹ ââåñòè
íàñòóïíå âiäíîøåííÿ ìiæ êâàäðàòè÷íèìè ôîðìàìè.

Îçíà÷åííÿ 13

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî êâàäðàòè÷íà ôîðìà f(x1, x2, . . . , xn) âiä çìiííèõ x1,
x2, . . . , xn íàä ïîëåì P åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íié ôîðìi g(x1, x2, . . . , xn)
âiä òèõ æå çìiííèõ, ÿêùî iñíó¹ òàêå íåâèðîäæåíå ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ
çìiííèõ x1, x2, . . . , xn

ó çìiííi y1, y2, . . . , yn, ùî g(y1, y2, . . . , yn) =
f(x1, x2, . . . , xn).

Åêâiâàëåíòíiñòü êâàäðàòè÷íèõ ôîðì f i g ïîçíà÷àòèìåìî çíà÷êîì ∼.
Î÷åâèäíèì ¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Íàñëiäîê 1

Íåõàé A i B � ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi ïîðÿäêó n íàä ïîëåì P . Êâàäðàòè÷íà
ôîðìà ç ìàòðèöåþ A åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íié ôîðìi ç ìàòðèöåþ B òîäi
i òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ òàêà íåâèðîäæåíà ìàòðèöÿ S íàä ïîëåì P , ùî
B = STAS.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Ñôîðìóëüîâàíèé âèùå çàêîí çìiíè êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè äîçâîëÿ¹ ââåñòè
íàñòóïíå âiäíîøåííÿ ìiæ êâàäðàòè÷íèìè ôîðìàìè.

Îçíà÷åííÿ 13

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî êâàäðàòè÷íà ôîðìà f(x1, x2, . . . , xn) âiä çìiííèõ x1,
x2, . . . , xn íàä ïîëåì P åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íié ôîðìi g(x1, x2, . . . , xn)
âiä òèõ æå çìiííèõ, ÿêùî iñíó¹ òàêå íåâèðîäæåíå ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ
çìiííèõ x1, x2, . . . , xn ó çìiííi y1, y2, . . . , yn,

ùî g(y1, y2, . . . , yn) =
f(x1, x2, . . . , xn).

Åêâiâàëåíòíiñòü êâàäðàòè÷íèõ ôîðì f i g ïîçíà÷àòèìåìî çíà÷êîì ∼.
Î÷åâèäíèì ¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Íàñëiäîê 1

Íåõàé A i B � ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi ïîðÿäêó n íàä ïîëåì P . Êâàäðàòè÷íà
ôîðìà ç ìàòðèöåþ A åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íié ôîðìi ç ìàòðèöåþ B òîäi
i òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ òàêà íåâèðîäæåíà ìàòðèöÿ S íàä ïîëåì P , ùî
B = STAS.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Ñôîðìóëüîâàíèé âèùå çàêîí çìiíè êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè äîçâîëÿ¹ ââåñòè
íàñòóïíå âiäíîøåííÿ ìiæ êâàäðàòè÷íèìè ôîðìàìè.

Îçíà÷åííÿ 13

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî êâàäðàòè÷íà ôîðìà f(x1, x2, . . . , xn) âiä çìiííèõ x1,
x2, . . . , xn íàä ïîëåì P åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íié ôîðìi g(x1, x2, . . . , xn)
âiä òèõ æå çìiííèõ, ÿêùî iñíó¹ òàêå íåâèðîäæåíå ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ
çìiííèõ x1, x2, . . . , xn ó çìiííi y1, y2, . . . , yn, ùî g(y1, y2, . . . , yn) =
f(x1, x2, . . . , xn).

Åêâiâàëåíòíiñòü êâàäðàòè÷íèõ ôîðì f i g ïîçíà÷àòèìåìî çíà÷êîì ∼.
Î÷åâèäíèì ¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Íàñëiäîê 1

Íåõàé A i B � ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi ïîðÿäêó n íàä ïîëåì P . Êâàäðàòè÷íà
ôîðìà ç ìàòðèöåþ A åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íié ôîðìi ç ìàòðèöåþ B òîäi
i òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ òàêà íåâèðîäæåíà ìàòðèöÿ S íàä ïîëåì P , ùî
B = STAS.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Ñôîðìóëüîâàíèé âèùå çàêîí çìiíè êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè äîçâîëÿ¹ ââåñòè
íàñòóïíå âiäíîøåííÿ ìiæ êâàäðàòè÷íèìè ôîðìàìè.

Îçíà÷åííÿ 13

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî êâàäðàòè÷íà ôîðìà f(x1, x2, . . . , xn) âiä çìiííèõ x1,
x2, . . . , xn íàä ïîëåì P åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íié ôîðìi g(x1, x2, . . . , xn)
âiä òèõ æå çìiííèõ, ÿêùî iñíó¹ òàêå íåâèðîäæåíå ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ
çìiííèõ x1, x2, . . . , xn ó çìiííi y1, y2, . . . , yn, ùî g(y1, y2, . . . , yn) =
f(x1, x2, . . . , xn).

Åêâiâàëåíòíiñòü êâàäðàòè÷íèõ ôîðì f i g ïîçíà÷àòèìåìî çíà÷êîì ∼.

Î÷åâèäíèì ¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Íàñëiäîê 1

Íåõàé A i B � ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi ïîðÿäêó n íàä ïîëåì P . Êâàäðàòè÷íà
ôîðìà ç ìàòðèöåþ A åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íié ôîðìi ç ìàòðèöåþ B òîäi
i òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ òàêà íåâèðîäæåíà ìàòðèöÿ S íàä ïîëåì P , ùî
B = STAS.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Ñôîðìóëüîâàíèé âèùå çàêîí çìiíè êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè äîçâîëÿ¹ ââåñòè
íàñòóïíå âiäíîøåííÿ ìiæ êâàäðàòè÷íèìè ôîðìàìè.

Îçíà÷åííÿ 13

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî êâàäðàòè÷íà ôîðìà f(x1, x2, . . . , xn) âiä çìiííèõ x1,
x2, . . . , xn íàä ïîëåì P åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íié ôîðìi g(x1, x2, . . . , xn)
âiä òèõ æå çìiííèõ, ÿêùî iñíó¹ òàêå íåâèðîäæåíå ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ
çìiííèõ x1, x2, . . . , xn ó çìiííi y1, y2, . . . , yn, ùî g(y1, y2, . . . , yn) =
f(x1, x2, . . . , xn).

Åêâiâàëåíòíiñòü êâàäðàòè÷íèõ ôîðì f i g ïîçíà÷àòèìåìî çíà÷êîì ∼.
Î÷åâèäíèì ¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Íàñëiäîê 1

Íåõàé A i B � ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi ïîðÿäêó n íàä ïîëåì P . Êâàäðàòè÷íà
ôîðìà ç ìàòðèöåþ A åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íié ôîðìi ç ìàòðèöåþ B òîäi
i òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ òàêà íåâèðîäæåíà ìàòðèöÿ S íàä ïîëåì P , ùî
B = STAS.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Ñôîðìóëüîâàíèé âèùå çàêîí çìiíè êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè äîçâîëÿ¹ ââåñòè
íàñòóïíå âiäíîøåííÿ ìiæ êâàäðàòè÷íèìè ôîðìàìè.

Îçíà÷åííÿ 13

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî êâàäðàòè÷íà ôîðìà f(x1, x2, . . . , xn) âiä çìiííèõ x1,
x2, . . . , xn íàä ïîëåì P åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íié ôîðìi g(x1, x2, . . . , xn)
âiä òèõ æå çìiííèõ, ÿêùî iñíó¹ òàêå íåâèðîäæåíå ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ
çìiííèõ x1, x2, . . . , xn ó çìiííi y1, y2, . . . , yn, ùî g(y1, y2, . . . , yn) =
f(x1, x2, . . . , xn).

Åêâiâàëåíòíiñòü êâàäðàòè÷íèõ ôîðì f i g ïîçíà÷àòèìåìî çíà÷êîì ∼.
Î÷åâèäíèì ¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Íàñëiäîê 1

Íåõàé A i B � ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi ïîðÿäêó n íàä ïîëåì P .

Êâàäðàòè÷íà
ôîðìà ç ìàòðèöåþ A åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íié ôîðìi ç ìàòðèöåþ B òîäi
i òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ òàêà íåâèðîäæåíà ìàòðèöÿ S íàä ïîëåì P , ùî
B = STAS.
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Ñôîðìóëüîâàíèé âèùå çàêîí çìiíè êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè äîçâîëÿ¹ ââåñòè
íàñòóïíå âiäíîøåííÿ ìiæ êâàäðàòè÷íèìè ôîðìàìè.

Îçíà÷åííÿ 13

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî êâàäðàòè÷íà ôîðìà f(x1, x2, . . . , xn) âiä çìiííèõ x1,
x2, . . . , xn íàä ïîëåì P åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íié ôîðìi g(x1, x2, . . . , xn)
âiä òèõ æå çìiííèõ, ÿêùî iñíó¹ òàêå íåâèðîäæåíå ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ
çìiííèõ x1, x2, . . . , xn ó çìiííi y1, y2, . . . , yn, ùî g(y1, y2, . . . , yn) =
f(x1, x2, . . . , xn).

Åêâiâàëåíòíiñòü êâàäðàòè÷íèõ ôîðì f i g ïîçíà÷àòèìåìî çíà÷êîì ∼.
Î÷åâèäíèì ¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Íàñëiäîê 1

Íåõàé A i B � ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi ïîðÿäêó n íàä ïîëåì P . Êâàäðàòè÷íà
ôîðìà ç ìàòðèöåþ A åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íié ôîðìi ç ìàòðèöåþ B

òîäi
i òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ òàêà íåâèðîäæåíà ìàòðèöÿ S íàä ïîëåì P , ùî
B = STAS.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Ñôîðìóëüîâàíèé âèùå çàêîí çìiíè êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè äîçâîëÿ¹ ââåñòè
íàñòóïíå âiäíîøåííÿ ìiæ êâàäðàòè÷íèìè ôîðìàìè.

Îçíà÷åííÿ 13

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî êâàäðàòè÷íà ôîðìà f(x1, x2, . . . , xn) âiä çìiííèõ x1,
x2, . . . , xn íàä ïîëåì P åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íié ôîðìi g(x1, x2, . . . , xn)
âiä òèõ æå çìiííèõ, ÿêùî iñíó¹ òàêå íåâèðîäæåíå ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ
çìiííèõ x1, x2, . . . , xn ó çìiííi y1, y2, . . . , yn, ùî g(y1, y2, . . . , yn) =
f(x1, x2, . . . , xn).

Åêâiâàëåíòíiñòü êâàäðàòè÷íèõ ôîðì f i g ïîçíà÷àòèìåìî çíà÷êîì ∼.
Î÷åâèäíèì ¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Íàñëiäîê 1

Íåõàé A i B � ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi ïîðÿäêó n íàä ïîëåì P . Êâàäðàòè÷íà
ôîðìà ç ìàòðèöåþ A åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íié ôîðìi ç ìàòðèöåþ B òîäi
i òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ òàêà íåâèðîäæåíà ìàòðèöÿ S

íàä ïîëåì P , ùî
B = STAS.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Ñôîðìóëüîâàíèé âèùå çàêîí çìiíè êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè äîçâîëÿ¹ ââåñòè
íàñòóïíå âiäíîøåííÿ ìiæ êâàäðàòè÷íèìè ôîðìàìè.

Îçíà÷åííÿ 13

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî êâàäðàòè÷íà ôîðìà f(x1, x2, . . . , xn) âiä çìiííèõ x1,
x2, . . . , xn íàä ïîëåì P åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íié ôîðìi g(x1, x2, . . . , xn)
âiä òèõ æå çìiííèõ, ÿêùî iñíó¹ òàêå íåâèðîäæåíå ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ
çìiííèõ x1, x2, . . . , xn ó çìiííi y1, y2, . . . , yn, ùî g(y1, y2, . . . , yn) =
f(x1, x2, . . . , xn).

Åêâiâàëåíòíiñòü êâàäðàòè÷íèõ ôîðì f i g ïîçíà÷àòèìåìî çíà÷êîì ∼.
Î÷åâèäíèì ¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Íàñëiäîê 1

Íåõàé A i B � ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi ïîðÿäêó n íàä ïîëåì P . Êâàäðàòè÷íà
ôîðìà ç ìàòðèöåþ A åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íié ôîðìi ç ìàòðèöåþ B òîäi
i òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ òàêà íåâèðîäæåíà ìàòðèöÿ S íàä ïîëåì P ,

ùî
B = STAS.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Ñôîðìóëüîâàíèé âèùå çàêîí çìiíè êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè äîçâîëÿ¹ ââåñòè
íàñòóïíå âiäíîøåííÿ ìiæ êâàäðàòè÷íèìè ôîðìàìè.

Îçíà÷åííÿ 13

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî êâàäðàòè÷íà ôîðìà f(x1, x2, . . . , xn) âiä çìiííèõ x1,
x2, . . . , xn íàä ïîëåì P åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íié ôîðìi g(x1, x2, . . . , xn)
âiä òèõ æå çìiííèõ, ÿêùî iñíó¹ òàêå íåâèðîäæåíå ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ
çìiííèõ x1, x2, . . . , xn ó çìiííi y1, y2, . . . , yn, ùî g(y1, y2, . . . , yn) =
f(x1, x2, . . . , xn).

Åêâiâàëåíòíiñòü êâàäðàòè÷íèõ ôîðì f i g ïîçíà÷àòèìåìî çíà÷êîì ∼.
Î÷åâèäíèì ¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Íàñëiäîê 1

Íåõàé A i B � ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi ïîðÿäêó n íàä ïîëåì P . Êâàäðàòè÷íà
ôîðìà ç ìàòðèöåþ A åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íié ôîðìi ç ìàòðèöåþ B òîäi
i òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ òàêà íåâèðîäæåíà ìàòðèöÿ S íàä ïîëåì P , ùî
B = STAS.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè.

Âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi êâàäðàòè÷íèõ ôîðì çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíèì
âëàñòèâîñòÿì:

1 áóäü-ÿêà êâàäðàòè÷íà ôîðìà f åêâiâàëåíòíà ñàìà ñîái (ðåôëåêñèâíà
âëàñòèâiñòü);

2 ÿêùî êâàäðàòè÷íà ôîðìà f åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íié ôîðìi g, òî g
åêâiâàëåíòíà f (ñèìåòðè÷íà âëàñòèâiñòü);

3 ÿêùî êâàäðàòè÷íà ôîðìà f åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íi ôîðìi g, ÿêà â
ñâîþ ÷åðãó åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íi ôîðìi h, òî êâàäðàòè÷íà ôîðìà
f åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íié ôîðìi h (òðàíçèòèâíà âëàòèñâiñòü).

Ó íàñòóïíié òåîðåìi ñôîðìóëüîâàíî íåîáõiäíó óìîâó åêâiâàëåíòíîñòi êâà-
äðàòè÷íèõ ôîðì.

Òåîðåìà 2 (ïðî iíâàðiàíòíiñòü ðàíãó.)

Åêâiâàëåíòíi êâàäðàòè÷íi ôîðìè ìàþòü îäíàêîâi ðàíãè.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè.

Âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi êâàäðàòè÷íèõ ôîðì çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíèì
âëàñòèâîñòÿì:

1 áóäü-ÿêà êâàäðàòè÷íà ôîðìà f åêâiâàëåíòíà ñàìà ñîái (ðåôëåêñèâíà
âëàñòèâiñòü);

2 ÿêùî êâàäðàòè÷íà ôîðìà f åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íié ôîðìi g, òî g
åêâiâàëåíòíà f (ñèìåòðè÷íà âëàñòèâiñòü);

3 ÿêùî êâàäðàòè÷íà ôîðìà f åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íi ôîðìi g, ÿêà â
ñâîþ ÷åðãó åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íi ôîðìi h, òî êâàäðàòè÷íà ôîðìà
f åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íié ôîðìi h (òðàíçèòèâíà âëàòèñâiñòü).

Ó íàñòóïíié òåîðåìi ñôîðìóëüîâàíî íåîáõiäíó óìîâó åêâiâàëåíòíîñòi êâà-
äðàòè÷íèõ ôîðì.

Òåîðåìà 2 (ïðî iíâàðiàíòíiñòü ðàíãó.)

Åêâiâàëåíòíi êâàäðàòè÷íi ôîðìè ìàþòü îäíàêîâi ðàíãè.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè.

Âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi êâàäðàòè÷íèõ ôîðì çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíèì
âëàñòèâîñòÿì:

1 áóäü-ÿêà êâàäðàòè÷íà ôîðìà f åêâiâàëåíòíà ñàìà ñîái (ðåôëåêñèâíà
âëàñòèâiñòü);

2 ÿêùî êâàäðàòè÷íà ôîðìà f åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íié ôîðìi g, òî g
åêâiâàëåíòíà f (ñèìåòðè÷íà âëàñòèâiñòü);

3 ÿêùî êâàäðàòè÷íà ôîðìà f åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íi ôîðìi g, ÿêà â
ñâîþ ÷åðãó åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íi ôîðìi h, òî êâàäðàòè÷íà ôîðìà
f åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íié ôîðìi h (òðàíçèòèâíà âëàòèñâiñòü).

Ó íàñòóïíié òåîðåìi ñôîðìóëüîâàíî íåîáõiäíó óìîâó åêâiâàëåíòíîñòi êâà-
äðàòè÷íèõ ôîðì.

Òåîðåìà 2 (ïðî iíâàðiàíòíiñòü ðàíãó.)

Åêâiâàëåíòíi êâàäðàòè÷íi ôîðìè ìàþòü îäíàêîâi ðàíãè.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè.

Âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi êâàäðàòè÷íèõ ôîðì çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíèì
âëàñòèâîñòÿì:

1 áóäü-ÿêà êâàäðàòè÷íà ôîðìà f åêâiâàëåíòíà ñàìà ñîái (ðåôëåêñèâíà
âëàñòèâiñòü);

2 ÿêùî êâàäðàòè÷íà ôîðìà f åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íié ôîðìi g, òî g
åêâiâàëåíòíà f (ñèìåòðè÷íà âëàñòèâiñòü);

3 ÿêùî êâàäðàòè÷íà ôîðìà f åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íi ôîðìi g, ÿêà â
ñâîþ ÷åðãó åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íi ôîðìi h, òî êâàäðàòè÷íà ôîðìà
f åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íié ôîðìi h (òðàíçèòèâíà âëàòèñâiñòü).

Ó íàñòóïíié òåîðåìi ñôîðìóëüîâàíî íåîáõiäíó óìîâó åêâiâàëåíòíîñòi êâà-
äðàòè÷íèõ ôîðì.

Òåîðåìà 2 (ïðî iíâàðiàíòíiñòü ðàíãó.)

Åêâiâàëåíòíi êâàäðàòè÷íi ôîðìè ìàþòü îäíàêîâi ðàíãè.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè.

Âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi êâàäðàòè÷íèõ ôîðì çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíèì
âëàñòèâîñòÿì:

1 áóäü-ÿêà êâàäðàòè÷íà ôîðìà f åêâiâàëåíòíà ñàìà ñîái (ðåôëåêñèâíà
âëàñòèâiñòü);

2 ÿêùî êâàäðàòè÷íà ôîðìà f åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íié ôîðìi g, òî g
åêâiâàëåíòíà f (ñèìåòðè÷íà âëàñòèâiñòü);

3 ÿêùî êâàäðàòè÷íà ôîðìà f åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íi ôîðìi g, ÿêà â
ñâîþ ÷åðãó åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íi ôîðìi h, òî êâàäðàòè÷íà ôîðìà
f åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íié ôîðìi h (òðàíçèòèâíà âëàòèñâiñòü).

Ó íàñòóïíié òåîðåìi ñôîðìóëüîâàíî íåîáõiäíó óìîâó åêâiâàëåíòíîñòi êâà-
äðàòè÷íèõ ôîðì.

Òåîðåìà 2 (ïðî iíâàðiàíòíiñòü ðàíãó.)

Åêâiâàëåíòíi êâàäðàòè÷íi ôîðìè ìàþòü îäíàêîâi ðàíãè.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè.

Âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi êâàäðàòè÷íèõ ôîðì çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíèì
âëàñòèâîñòÿì:

1 áóäü-ÿêà êâàäðàòè÷íà ôîðìà f åêâiâàëåíòíà ñàìà ñîái (ðåôëåêñèâíà
âëàñòèâiñòü);

2 ÿêùî êâàäðàòè÷íà ôîðìà f åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íié ôîðìi g, òî g
åêâiâàëåíòíà f (ñèìåòðè÷íà âëàñòèâiñòü);

3 ÿêùî êâàäðàòè÷íà ôîðìà f åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íi ôîðìi g, ÿêà â
ñâîþ ÷åðãó åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íi ôîðìi h, òî êâàäðàòè÷íà ôîðìà
f åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íié ôîðìi h (òðàíçèòèâíà âëàòèñâiñòü).

Ó íàñòóïíié òåîðåìi ñôîðìóëüîâàíî íåîáõiäíó óìîâó åêâiâàëåíòíîñòi êâà-
äðàòè÷íèõ ôîðì.

Òåîðåìà 2 (ïðî iíâàðiàíòíiñòü ðàíãó.)

Åêâiâàëåíòíi êâàäðàòè÷íi ôîðìè ìàþòü îäíàêîâi ðàíãè.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè.

Âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi êâàäðàòè÷íèõ ôîðì çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíèì
âëàñòèâîñòÿì:

1 áóäü-ÿêà êâàäðàòè÷íà ôîðìà f åêâiâàëåíòíà ñàìà ñîái (ðåôëåêñèâíà
âëàñòèâiñòü);

2 ÿêùî êâàäðàòè÷íà ôîðìà f åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íié ôîðìi g, òî g
åêâiâàëåíòíà f (ñèìåòðè÷íà âëàñòèâiñòü);

3 ÿêùî êâàäðàòè÷íà ôîðìà f åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íi ôîðìi g, ÿêà â
ñâîþ ÷åðãó åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íi ôîðìi h, òî êâàäðàòè÷íà ôîðìà
f åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íié ôîðìi h (òðàíçèòèâíà âëàòèñâiñòü).

Ó íàñòóïíié òåîðåìi ñôîðìóëüîâàíî íåîáõiäíó óìîâó åêâiâàëåíòíîñòi êâà-
äðàòè÷íèõ ôîðì.

Òåîðåìà 2 (ïðî iíâàðiàíòíiñòü ðàíãó.)

Åêâiâàëåíòíi êâàäðàòè÷íi ôîðìè ìàþòü îäíàêîâi ðàíãè.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè.

Âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi êâàäðàòè÷íèõ ôîðì çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíèì
âëàñòèâîñòÿì:

1 áóäü-ÿêà êâàäðàòè÷íà ôîðìà f åêâiâàëåíòíà ñàìà ñîái (ðåôëåêñèâíà
âëàñòèâiñòü);

2 ÿêùî êâàäðàòè÷íà ôîðìà f åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íié ôîðìi g, òî g
åêâiâàëåíòíà f (ñèìåòðè÷íà âëàñòèâiñòü);

3 ÿêùî êâàäðàòè÷íà ôîðìà f åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íi ôîðìi g, ÿêà â
ñâîþ ÷åðãó åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íi ôîðìi h, òî êâàäðàòè÷íà ôîðìà
f åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íié ôîðìi h (òðàíçèòèâíà âëàòèñâiñòü).

Ó íàñòóïíié òåîðåìi ñôîðìóëüîâàíî íåîáõiäíó óìîâó åêâiâàëåíòíîñòi êâà-
äðàòè÷íèõ ôîðì.

Òåîðåìà 2 (ïðî iíâàðiàíòíiñòü ðàíãó.)

Åêâiâàëåíòíi êâàäðàòè÷íi ôîðìè ìàþòü îäíàêîâi ðàíãè.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé f i g � êâàäðàòè÷íi ôîðìè íàä ïîëåì P

âiä çìiííèõ x1, x2, . . . , xn

âiäïîâiäíî ç ìàòðèöÿìè A i B.
pause Ïðèïóñòèìî, ùî êâàäðàòè÷íà ôîðìà f åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íié
ôîðìi g. Òîäi çà íàñëiäêîì 1 iñíó¹ íåâèðîäæåíà ìàòðèöÿ Q òàêà, ùî
B = QTAQ.
Äîáðå âiäîìî, ùî ðàíã äîáóòêó äâîõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n ñïiâïàäà¹ ç ðàíãîì
îäíîãî iç ìíîæíèêiâ, ó ðàçi ÿêùî iíøèé ìíîæíèê ¹ íåâèðîäæåíîþ ìàòðè-
öåþ. Òîìó

rankf = rankA = rank(AQ) = rank(QT (AQ)) = rankB = rankg.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé f i g � êâàäðàòè÷íi ôîðìè íàä ïîëåì P âiä çìiííèõ x1, x2, . . . , xn

âiäïîâiäíî ç ìàòðèöÿìè A i B.
pause Ïðèïóñòèìî, ùî êâàäðàòè÷íà ôîðìà f åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íié
ôîðìi g.

Òîäi çà íàñëiäêîì 1 iñíó¹ íåâèðîäæåíà ìàòðèöÿ Q òàêà, ùî
B = QTAQ.
Äîáðå âiäîìî, ùî ðàíã äîáóòêó äâîõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n ñïiâïàäà¹ ç ðàíãîì
îäíîãî iç ìíîæíèêiâ, ó ðàçi ÿêùî iíøèé ìíîæíèê ¹ íåâèðîäæåíîþ ìàòðè-
öåþ. Òîìó

rankf = rankA = rank(AQ) = rank(QT (AQ)) = rankB = rankg.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé f i g � êâàäðàòè÷íi ôîðìè íàä ïîëåì P âiä çìiííèõ x1, x2, . . . , xn

âiäïîâiäíî ç ìàòðèöÿìè A i B.
pause Ïðèïóñòèìî, ùî êâàäðàòè÷íà ôîðìà f åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íié
ôîðìi g. Òîäi çà íàñëiäêîì 1 iñíó¹ íåâèðîäæåíà ìàòðèöÿ Q òàêà,

ùî
B = QTAQ.
Äîáðå âiäîìî, ùî ðàíã äîáóòêó äâîõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n ñïiâïàäà¹ ç ðàíãîì
îäíîãî iç ìíîæíèêiâ, ó ðàçi ÿêùî iíøèé ìíîæíèê ¹ íåâèðîäæåíîþ ìàòðè-
öåþ. Òîìó

rankf = rankA = rank(AQ) = rank(QT (AQ)) = rankB = rankg.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé f i g � êâàäðàòè÷íi ôîðìè íàä ïîëåì P âiä çìiííèõ x1, x2, . . . , xn

âiäïîâiäíî ç ìàòðèöÿìè A i B.
pause Ïðèïóñòèìî, ùî êâàäðàòè÷íà ôîðìà f åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íié
ôîðìi g. Òîäi çà íàñëiäêîì 1 iñíó¹ íåâèðîäæåíà ìàòðèöÿ Q òàêà, ùî
B = QTAQ.

Äîáðå âiäîìî, ùî ðàíã äîáóòêó äâîõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n ñïiâïàäà¹ ç ðàíãîì
îäíîãî iç ìíîæíèêiâ, ó ðàçi ÿêùî iíøèé ìíîæíèê ¹ íåâèðîäæåíîþ ìàòðè-
öåþ. Òîìó

rankf = rankA = rank(AQ) = rank(QT (AQ)) = rankB = rankg.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé f i g � êâàäðàòè÷íi ôîðìè íàä ïîëåì P âiä çìiííèõ x1, x2, . . . , xn

âiäïîâiäíî ç ìàòðèöÿìè A i B.
pause Ïðèïóñòèìî, ùî êâàäðàòè÷íà ôîðìà f åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íié
ôîðìi g. Òîäi çà íàñëiäêîì 1 iñíó¹ íåâèðîäæåíà ìàòðèöÿ Q òàêà, ùî
B = QTAQ.
Äîáðå âiäîìî, ùî ðàíã äîáóòêó äâîõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n

ñïiâïàäà¹ ç ðàíãîì
îäíîãî iç ìíîæíèêiâ, ó ðàçi ÿêùî iíøèé ìíîæíèê ¹ íåâèðîäæåíîþ ìàòðè-
öåþ. Òîìó

rankf = rankA = rank(AQ) = rank(QT (AQ)) = rankB = rankg.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé f i g � êâàäðàòè÷íi ôîðìè íàä ïîëåì P âiä çìiííèõ x1, x2, . . . , xn

âiäïîâiäíî ç ìàòðèöÿìè A i B.
pause Ïðèïóñòèìî, ùî êâàäðàòè÷íà ôîðìà f åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íié
ôîðìi g. Òîäi çà íàñëiäêîì 1 iñíó¹ íåâèðîäæåíà ìàòðèöÿ Q òàêà, ùî
B = QTAQ.
Äîáðå âiäîìî, ùî ðàíã äîáóòêó äâîõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n ñïiâïàäà¹ ç ðàíãîì
îäíîãî iç ìíîæíèêiâ,

ó ðàçi ÿêùî iíøèé ìíîæíèê ¹ íåâèðîäæåíîþ ìàòðè-
öåþ. Òîìó

rankf = rankA = rank(AQ) = rank(QT (AQ)) = rankB = rankg.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé f i g � êâàäðàòè÷íi ôîðìè íàä ïîëåì P âiä çìiííèõ x1, x2, . . . , xn

âiäïîâiäíî ç ìàòðèöÿìè A i B.
pause Ïðèïóñòèìî, ùî êâàäðàòè÷íà ôîðìà f åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íié
ôîðìi g. Òîäi çà íàñëiäêîì 1 iñíó¹ íåâèðîäæåíà ìàòðèöÿ Q òàêà, ùî
B = QTAQ.
Äîáðå âiäîìî, ùî ðàíã äîáóòêó äâîõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n ñïiâïàäà¹ ç ðàíãîì
îäíîãî iç ìíîæíèêiâ, ó ðàçi ÿêùî iíøèé ìíîæíèê ¹ íåâèðîäæåíîþ ìàòðè-
öåþ.

Òîìó

rankf = rankA = rank(AQ) = rank(QT (AQ)) = rankB = rankg.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé f i g � êâàäðàòè÷íi ôîðìè íàä ïîëåì P âiä çìiííèõ x1, x2, . . . , xn

âiäïîâiäíî ç ìàòðèöÿìè A i B.
pause Ïðèïóñòèìî, ùî êâàäðàòè÷íà ôîðìà f åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íié
ôîðìi g. Òîäi çà íàñëiäêîì 1 iñíó¹ íåâèðîäæåíà ìàòðèöÿ Q òàêà, ùî
B = QTAQ.
Äîáðå âiäîìî, ùî ðàíã äîáóòêó äâîõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n ñïiâïàäà¹ ç ðàíãîì
îäíîãî iç ìíîæíèêiâ, ó ðàçi ÿêùî iíøèé ìíîæíèê ¹ íåâèðîäæåíîþ ìàòðè-
öåþ. Òîìó

rankf =

rankA = rank(AQ) = rank(QT (AQ)) = rankB = rankg.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé f i g � êâàäðàòè÷íi ôîðìè íàä ïîëåì P âiä çìiííèõ x1, x2, . . . , xn

âiäïîâiäíî ç ìàòðèöÿìè A i B.
pause Ïðèïóñòèìî, ùî êâàäðàòè÷íà ôîðìà f åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íié
ôîðìi g. Òîäi çà íàñëiäêîì 1 iñíó¹ íåâèðîäæåíà ìàòðèöÿ Q òàêà, ùî
B = QTAQ.
Äîáðå âiäîìî, ùî ðàíã äîáóòêó äâîõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n ñïiâïàäà¹ ç ðàíãîì
îäíîãî iç ìíîæíèêiâ, ó ðàçi ÿêùî iíøèé ìíîæíèê ¹ íåâèðîäæåíîþ ìàòðè-
öåþ. Òîìó

rankf = rankA

= rank(AQ) = rank(QT (AQ)) = rankB = rankg.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé f i g � êâàäðàòè÷íi ôîðìè íàä ïîëåì P âiä çìiííèõ x1, x2, . . . , xn

âiäïîâiäíî ç ìàòðèöÿìè A i B.
pause Ïðèïóñòèìî, ùî êâàäðàòè÷íà ôîðìà f åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íié
ôîðìi g. Òîäi çà íàñëiäêîì 1 iñíó¹ íåâèðîäæåíà ìàòðèöÿ Q òàêà, ùî
B = QTAQ.
Äîáðå âiäîìî, ùî ðàíã äîáóòêó äâîõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n ñïiâïàäà¹ ç ðàíãîì
îäíîãî iç ìíîæíèêiâ, ó ðàçi ÿêùî iíøèé ìíîæíèê ¹ íåâèðîäæåíîþ ìàòðè-
öåþ. Òîìó

rankf = rankA = rank(AQ)

= rank(QT (AQ)) = rankB = rankg.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé f i g � êâàäðàòè÷íi ôîðìè íàä ïîëåì P âiä çìiííèõ x1, x2, . . . , xn

âiäïîâiäíî ç ìàòðèöÿìè A i B.
pause Ïðèïóñòèìî, ùî êâàäðàòè÷íà ôîðìà f åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íié
ôîðìi g. Òîäi çà íàñëiäêîì 1 iñíó¹ íåâèðîäæåíà ìàòðèöÿ Q òàêà, ùî
B = QTAQ.
Äîáðå âiäîìî, ùî ðàíã äîáóòêó äâîõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n ñïiâïàäà¹ ç ðàíãîì
îäíîãî iç ìíîæíèêiâ, ó ðàçi ÿêùî iíøèé ìíîæíèê ¹ íåâèðîäæåíîþ ìàòðè-
öåþ. Òîìó

rankf = rankA = rank(AQ) = rank(QT (AQ))

= rankB = rankg.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé f i g � êâàäðàòè÷íi ôîðìè íàä ïîëåì P âiä çìiííèõ x1, x2, . . . , xn

âiäïîâiäíî ç ìàòðèöÿìè A i B.
pause Ïðèïóñòèìî, ùî êâàäðàòè÷íà ôîðìà f åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íié
ôîðìi g. Òîäi çà íàñëiäêîì 1 iñíó¹ íåâèðîäæåíà ìàòðèöÿ Q òàêà, ùî
B = QTAQ.
Äîáðå âiäîìî, ùî ðàíã äîáóòêó äâîõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n ñïiâïàäà¹ ç ðàíãîì
îäíîãî iç ìíîæíèêiâ, ó ðàçi ÿêùî iíøèé ìíîæíèê ¹ íåâèðîäæåíîþ ìàòðè-
öåþ. Òîìó

rankf = rankA = rank(AQ) = rank(QT (AQ)) = rankB

= rankg.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé f i g � êâàäðàòè÷íi ôîðìè íàä ïîëåì P âiä çìiííèõ x1, x2, . . . , xn

âiäïîâiäíî ç ìàòðèöÿìè A i B.
pause Ïðèïóñòèìî, ùî êâàäðàòè÷íà ôîðìà f åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íié
ôîðìi g. Òîäi çà íàñëiäêîì 1 iñíó¹ íåâèðîäæåíà ìàòðèöÿ Q òàêà, ùî
B = QTAQ.
Äîáðå âiäîìî, ùî ðàíã äîáóòêó äâîõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n ñïiâïàäà¹ ç ðàíãîì
îäíîãî iç ìíîæíèêiâ, ó ðàçi ÿêùî iíøèé ìíîæíèê ¹ íåâèðîäæåíîþ ìàòðè-
öåþ. Òîìó

rankf = rankA = rank(AQ) = rank(QT (AQ)) = rankB = rankg.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé f i g � êâàäðàòè÷íi ôîðìè íàä ïîëåì P âiä çìiííèõ x1, x2, . . . , xn

âiäïîâiäíî ç ìàòðèöÿìè A i B.
pause Ïðèïóñòèìî, ùî êâàäðàòè÷íà ôîðìà f åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íié
ôîðìi g. Òîäi çà íàñëiäêîì 1 iñíó¹ íåâèðîäæåíà ìàòðèöÿ Q òàêà, ùî
B = QTAQ.
Äîáðå âiäîìî, ùî ðàíã äîáóòêó äâîõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n ñïiâïàäà¹ ç ðàíãîì
îäíîãî iç ìíîæíèêiâ, ó ðàçi ÿêùî iíøèé ìíîæíèê ¹ íåâèðîäæåíîþ ìàòðè-
öåþ. Òîìó

rankf = rankA = rank(AQ) = rank(QT (AQ)) = rankB = rankg.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Ðåôëåêñèâíà, ñèìåòðè÷íà i òðàíçèòèâíà âëàñòèâîñòi âiäíîøåííÿ åêâiâàëåí-
òíîñòi êâàäðàòè÷íèõ ôîðì îçíà÷àþòü, ùî ìíîæèíà âñiõ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì
âiä n çìiííèõ x1, x2, . . . , xn íàä ïîëåì P

ðîçáèâà¹òüñÿ íà êëàñè åêâiâàëåí-
òíèõ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì. Êëàñ åêâiâàëåíòíèõ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì ñêëàäà¹-
òüñÿ iç âñiõ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì, ÿêi ïîïàðíî åêâiâàëåíòíi. Ðiçíi êëàñè åêâi-
âàëåíòíèõ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì íå ïåðåòèíàþòüñÿ. Ïðîâåñòè êëàñèôiêàöiþ
êâàäðàòè÷íèõ ôîðì öå îçíà÷à¹ âèáðàòè iç êîæíîãî êëàñó ïî îäíié êâàäðà-
òè÷íié ôîðìi, ÿêi ìàëè á íàéïðîñòiøèé âèãëÿä i ïî ÿêèõ ìîæíà áóëî á
âñòàíîâèòè ïðîñòi êðèòåði¨ ðîçïiçíàâàííÿ íà åêâiâàëåíòíiñòü êâàäðàòè÷íèõ
ôîðì. Íàéïðîñòiøîþ ¹ êâàäðàòè÷íà ôîðìà âèãëÿäó

α1x
2
1 + α2x

2
2 + · · ·+ αnx

2
n, (4)

äå α1, . . . , αn äåÿêi åëåìåíòè ïîëÿ P , ñåðåä ÿêèõ ìîæóòü áóòè i íóëüîâi
åëåìåíòè.
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òè÷íié ôîðìi, ÿêi ìàëè á íàéïðîñòiøèé âèãëÿä i ïî ÿêèõ ìîæíà áóëî á
âñòàíîâèòè ïðîñòi êðèòåði¨ ðîçïiçíàâàííÿ íà åêâiâàëåíòíiñòü êâàäðàòè÷íèõ
ôîðì. Íàéïðîñòiøîþ ¹ êâàäðàòè÷íà ôîðìà âèãëÿäó

α1x
2
1 + α2x

2
2 + · · ·+ αnx

2
n, (4)

äå α1, . . . , αn äåÿêi åëåìåíòè ïîëÿ P , ñåðåä ÿêèõ ìîæóòü áóòè i íóëüîâi
åëåìåíòè.

Îçíà÷åííÿ 14

Êâàäðàòè÷íà ôîðìà âèãëÿäó (4) íàçèâà¹òüñÿ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ êàíî-
íi÷íîãî âèãëÿäó.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Ðåôëåêñèâíà, ñèìåòðè÷íà i òðàíçèòèâíà âëàñòèâîñòi âiäíîøåííÿ åêâiâàëåí-
òíîñòi êâàäðàòè÷íèõ ôîðì îçíà÷àþòü, ùî ìíîæèíà âñiõ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì
âiä n çìiííèõ x1, x2, . . . , xn íàä ïîëåì P ðîçáèâà¹òüñÿ íà êëàñè åêâiâàëåí-
òíèõ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì. Êëàñ åêâiâàëåíòíèõ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì ñêëàäà¹-
òüñÿ iç âñiõ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì, ÿêi ïîïàðíî åêâiâàëåíòíi. Ðiçíi êëàñè åêâi-
âàëåíòíèõ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì íå ïåðåòèíàþòüñÿ. Ïðîâåñòè êëàñèôiêàöiþ
êâàäðàòè÷íèõ ôîðì öå îçíà÷à¹ âèáðàòè iç êîæíîãî êëàñó ïî îäíié êâàäðà-
òè÷íié ôîðìi, ÿêi ìàëè á íàéïðîñòiøèé âèãëÿä i ïî ÿêèõ ìîæíà áóëî á
âñòàíîâèòè ïðîñòi êðèòåði¨ ðîçïiçíàâàííÿ íà åêâiâàëåíòíiñòü êâàäðàòè÷íèõ
ôîðì. Íàéïðîñòiøîþ ¹ êâàäðàòè÷íà ôîðìà âèãëÿäó

α1x
2
1 + α2x

2
2 + · · ·+ αnx

2
n, (4)

äå α1, . . . , αn äåÿêi åëåìåíòè ïîëÿ P , ñåðåä ÿêèõ ìîæóòü áóòè i íóëüîâi
åëåìåíòè.

Îçíà÷åííÿ 14

Êâàäðàòè÷íà ôîðìà âèãëÿäó (4)

íàçèâà¹òüñÿ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ êàíî-
íi÷íîãî âèãëÿäó.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Ðåôëåêñèâíà, ñèìåòðè÷íà i òðàíçèòèâíà âëàñòèâîñòi âiäíîøåííÿ åêâiâàëåí-
òíîñòi êâàäðàòè÷íèõ ôîðì îçíà÷àþòü, ùî ìíîæèíà âñiõ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì
âiä n çìiííèõ x1, x2, . . . , xn íàä ïîëåì P ðîçáèâà¹òüñÿ íà êëàñè åêâiâàëåí-
òíèõ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì. Êëàñ åêâiâàëåíòíèõ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì ñêëàäà¹-
òüñÿ iç âñiõ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì, ÿêi ïîïàðíî åêâiâàëåíòíi. Ðiçíi êëàñè åêâi-
âàëåíòíèõ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì íå ïåðåòèíàþòüñÿ. Ïðîâåñòè êëàñèôiêàöiþ
êâàäðàòè÷íèõ ôîðì öå îçíà÷à¹ âèáðàòè iç êîæíîãî êëàñó ïî îäíié êâàäðà-
òè÷íié ôîðìi, ÿêi ìàëè á íàéïðîñòiøèé âèãëÿä i ïî ÿêèõ ìîæíà áóëî á
âñòàíîâèòè ïðîñòi êðèòåði¨ ðîçïiçíàâàííÿ íà åêâiâàëåíòíiñòü êâàäðàòè÷íèõ
ôîðì. Íàéïðîñòiøîþ ¹ êâàäðàòè÷íà ôîðìà âèãëÿäó

α1x
2
1 + α2x

2
2 + · · ·+ αnx

2
n, (4)

äå α1, . . . , αn äåÿêi åëåìåíòè ïîëÿ P , ñåðåä ÿêèõ ìîæóòü áóòè i íóëüîâi
åëåìåíòè.

Îçíà÷åííÿ 14

Êâàäðàòè÷íà ôîðìà âèãëÿäó (4) íàçèâà¹òüñÿ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ êàíî-
íi÷íîãî âèãëÿäó.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Ìàòðèöÿ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè (4) êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó ¹ äiàãîíàëüíîþ ìà-
òðèöåþ

A =


α1 0 . . . 0
0 α2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . αn

 .

Ðàíã êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó äîðiâíþ¹ ÷èñëó íåíóëüîâèõ
äiàãîíàëüíèõ åëåìåíòiâ ìàòðèöi A, òîáòî äîðiâíþ¹ ÷èñëó êâàäðàòiâ çìiííèõ
êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè öüîãî âèãëÿäó ç íåíóëüîâèìè êîåôiöi¹íòàìè.
Íàäàëi ïîëå, ùî ¹ ïiäìíîæèíîþ ïîëÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë áóäåìî íàçèâàòè
÷èñëîâèì ïîëåì.

Òåîðåìà 3 (îñíîâíà òåîðåìà ïðî êâàäðàòè÷íi ôîðìè.)

Áóäü-ÿêà êâàäðàòè÷íà ôîðìà íàä ÷èñëîâèì ïîëåì P åêâiâàëåíòíà êâàäðà-
òè÷íié ôîðìi êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Ìàòðèöÿ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè (4) êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó ¹ äiàãîíàëüíîþ ìà-
òðèöåþ

A =


α1 0 . . . 0
0 α2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . αn

 .

Ðàíã êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó äîðiâíþ¹ ÷èñëó íåíóëüîâèõ
äiàãîíàëüíèõ åëåìåíòiâ ìàòðèöi A, òîáòî äîðiâíþ¹ ÷èñëó êâàäðàòiâ çìiííèõ
êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè öüîãî âèãëÿäó ç íåíóëüîâèìè êîåôiöi¹íòàìè.
Íàäàëi ïîëå, ùî ¹ ïiäìíîæèíîþ ïîëÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë áóäåìî íàçèâàòè
÷èñëîâèì ïîëåì.

Òåîðåìà 3 (îñíîâíà òåîðåìà ïðî êâàäðàòè÷íi ôîðìè.)

Áóäü-ÿêà êâàäðàòè÷íà ôîðìà íàä ÷èñëîâèì ïîëåì P åêâiâàëåíòíà êâàäðà-
òè÷íié ôîðìi êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Ìàòðèöÿ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè (4) êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó ¹ äiàãîíàëüíîþ ìà-
òðèöåþ

A =


α1 0 . . . 0
0 α2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . αn

 .

Ðàíã êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó

äîðiâíþ¹ ÷èñëó íåíóëüîâèõ
äiàãîíàëüíèõ åëåìåíòiâ ìàòðèöi A, òîáòî äîðiâíþ¹ ÷èñëó êâàäðàòiâ çìiííèõ
êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè öüîãî âèãëÿäó ç íåíóëüîâèìè êîåôiöi¹íòàìè.
Íàäàëi ïîëå, ùî ¹ ïiäìíîæèíîþ ïîëÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë áóäåìî íàçèâàòè
÷èñëîâèì ïîëåì.

Òåîðåìà 3 (îñíîâíà òåîðåìà ïðî êâàäðàòè÷íi ôîðìè.)

Áóäü-ÿêà êâàäðàòè÷íà ôîðìà íàä ÷èñëîâèì ïîëåì P åêâiâàëåíòíà êâàäðà-
òè÷íié ôîðìi êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Ìàòðèöÿ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè (4) êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó ¹ äiàãîíàëüíîþ ìà-
òðèöåþ

A =


α1 0 . . . 0
0 α2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . αn

 .

Ðàíã êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó äîðiâíþ¹ ÷èñëó íåíóëüîâèõ
äiàãîíàëüíèõ åëåìåíòiâ ìàòðèöi A,

òîáòî äîðiâíþ¹ ÷èñëó êâàäðàòiâ çìiííèõ
êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè öüîãî âèãëÿäó ç íåíóëüîâèìè êîåôiöi¹íòàìè.
Íàäàëi ïîëå, ùî ¹ ïiäìíîæèíîþ ïîëÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë áóäåìî íàçèâàòè
÷èñëîâèì ïîëåì.

Òåîðåìà 3 (îñíîâíà òåîðåìà ïðî êâàäðàòè÷íi ôîðìè.)

Áóäü-ÿêà êâàäðàòè÷íà ôîðìà íàä ÷èñëîâèì ïîëåì P åêâiâàëåíòíà êâàäðà-
òè÷íié ôîðìi êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Ìàòðèöÿ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè (4) êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó ¹ äiàãîíàëüíîþ ìà-
òðèöåþ

A =


α1 0 . . . 0
0 α2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . αn

 .

Ðàíã êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó äîðiâíþ¹ ÷èñëó íåíóëüîâèõ
äiàãîíàëüíèõ åëåìåíòiâ ìàòðèöi A, òîáòî äîðiâíþ¹ ÷èñëó êâàäðàòiâ çìiííèõ
êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè öüîãî âèãëÿäó ç íåíóëüîâèìè êîåôiöi¹íòàìè.

Íàäàëi ïîëå, ùî ¹ ïiäìíîæèíîþ ïîëÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë áóäåìî íàçèâàòè
÷èñëîâèì ïîëåì.

Òåîðåìà 3 (îñíîâíà òåîðåìà ïðî êâàäðàòè÷íi ôîðìè.)

Áóäü-ÿêà êâàäðàòè÷íà ôîðìà íàä ÷èñëîâèì ïîëåì P åêâiâàëåíòíà êâàäðà-
òè÷íié ôîðìi êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Ìàòðèöÿ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè (4) êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó ¹ äiàãîíàëüíîþ ìà-
òðèöåþ

A =


α1 0 . . . 0
0 α2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . αn

 .

Ðàíã êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó äîðiâíþ¹ ÷èñëó íåíóëüîâèõ
äiàãîíàëüíèõ åëåìåíòiâ ìàòðèöi A, òîáòî äîðiâíþ¹ ÷èñëó êâàäðàòiâ çìiííèõ
êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè öüîãî âèãëÿäó ç íåíóëüîâèìè êîåôiöi¹íòàìè.
Íàäàëi ïîëå, ùî ¹ ïiäìíîæèíîþ ïîëÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë áóäåìî íàçèâàòè
÷èñëîâèì ïîëåì.

Òåîðåìà 3 (îñíîâíà òåîðåìà ïðî êâàäðàòè÷íi ôîðìè.)

Áóäü-ÿêà êâàäðàòè÷íà ôîðìà íàä ÷èñëîâèì ïîëåì P åêâiâàëåíòíà êâàäðà-
òè÷íié ôîðìi êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Ìàòðèöÿ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè (4) êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó ¹ äiàãîíàëüíîþ ìà-
òðèöåþ

A =


α1 0 . . . 0
0 α2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . αn

 .

Ðàíã êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó äîðiâíþ¹ ÷èñëó íåíóëüîâèõ
äiàãîíàëüíèõ åëåìåíòiâ ìàòðèöi A, òîáòî äîðiâíþ¹ ÷èñëó êâàäðàòiâ çìiííèõ
êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè öüîãî âèãëÿäó ç íåíóëüîâèìè êîåôiöi¹íòàìè.
Íàäàëi ïîëå, ùî ¹ ïiäìíîæèíîþ ïîëÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë áóäåìî íàçèâàòè
÷èñëîâèì ïîëåì.

Òåîðåìà 3 (îñíîâíà òåîðåìà ïðî êâàäðàòè÷íi ôîðìè.)

Áóäü-ÿêà êâàäðàòè÷íà ôîðìà íàä ÷èñëîâèì ïîëåì P åêâiâàëåíòíà êâàäðà-
òè÷íié ôîðìi êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè ïîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà ÷èñëîì n
çìiííèõ.

Î÷åâèäíî ó âèïàäêó n = 1 äîâiëüíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà âiä îäíi¹¨
çìiííî¨ x ìà¹ âèãëÿä αx2, ÿêèé ¹ êàíîíi÷íèì âèãëÿäîì.
Ïðèïóñòèìî, ùî öÿ òåîðåìà ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ âñiõ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì,
÷èñëî çìiííèõ ÿêèõ ìåíøå çà äåÿêå ôiêñîâàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî k.
Ðîçãëÿíåìî êâàäðàòè÷íó ôîðìó

f =

k∑
i,j=1

αijxixj

íàä ïîëåì P âiä k çìiííèõ x1, x2, . . . , xk. ßêùî âñi êîåôiöi¹íòè êâàäðàòè÷íî¨
ôîðìè f äîðiâíþþòü 0, òî f ¹ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó.
Ó âèïàäêó, êîëè õî÷à á îäèí ç êîåôiöi¹íòiâ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè âiäìiííèé
âiä 0 ðîçãëÿíåìî äâà âèïàäêè.
Ó ïåðøîìó âèïàäêó ïðèïóñòèìî, ùî õî÷à á îäèí iç êîåôiöi¹íòiâ α11, α22,
. . . , αkk, ùî çíàõîäÿòüñÿ áiëÿ êâàäðàòiâ çìiííèõ, âiäìiííèé âiä 0. Íåõàé,
íàïðèêëàä, α11 ̸= 0. Òîäi àëãåáðà¨÷íèé âèðàç

f − 1
a11

(α11x1 + α12x2 + · · ·+ α1kxk)
2 (5)

¹ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ, ÿêó ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê êâàäðàòè÷íó ôîðìó
ëèøå âiä çìiííèõ x2, . . . , xk.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè ïîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà ÷èñëîì n
çìiííèõ. Î÷åâèäíî ó âèïàäêó n = 1

äîâiëüíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà âiä îäíi¹¨
çìiííî¨ x ìà¹ âèãëÿä αx2, ÿêèé ¹ êàíîíi÷íèì âèãëÿäîì.
Ïðèïóñòèìî, ùî öÿ òåîðåìà ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ âñiõ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì,
÷èñëî çìiííèõ ÿêèõ ìåíøå çà äåÿêå ôiêñîâàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî k.
Ðîçãëÿíåìî êâàäðàòè÷íó ôîðìó

f =

k∑
i,j=1

αijxixj

íàä ïîëåì P âiä k çìiííèõ x1, x2, . . . , xk. ßêùî âñi êîåôiöi¹íòè êâàäðàòè÷íî¨
ôîðìè f äîðiâíþþòü 0, òî f ¹ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó.
Ó âèïàäêó, êîëè õî÷à á îäèí ç êîåôiöi¹íòiâ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè âiäìiííèé
âiä 0 ðîçãëÿíåìî äâà âèïàäêè.
Ó ïåðøîìó âèïàäêó ïðèïóñòèìî, ùî õî÷à á îäèí iç êîåôiöi¹íòiâ α11, α22,
. . . , αkk, ùî çíàõîäÿòüñÿ áiëÿ êâàäðàòiâ çìiííèõ, âiäìiííèé âiä 0. Íåõàé,
íàïðèêëàä, α11 ̸= 0. Òîäi àëãåáðà¨÷íèé âèðàç

f − 1
a11

(α11x1 + α12x2 + · · ·+ α1kxk)
2 (5)

¹ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ, ÿêó ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê êâàäðàòè÷íó ôîðìó
ëèøå âiä çìiííèõ x2, . . . , xk.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè ïîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà ÷èñëîì n
çìiííèõ. Î÷åâèäíî ó âèïàäêó n = 1 äîâiëüíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà âiä îäíi¹¨
çìiííî¨ x

ìà¹ âèãëÿä αx2, ÿêèé ¹ êàíîíi÷íèì âèãëÿäîì.
Ïðèïóñòèìî, ùî öÿ òåîðåìà ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ âñiõ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì,
÷èñëî çìiííèõ ÿêèõ ìåíøå çà äåÿêå ôiêñîâàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî k.
Ðîçãëÿíåìî êâàäðàòè÷íó ôîðìó

f =

k∑
i,j=1

αijxixj

íàä ïîëåì P âiä k çìiííèõ x1, x2, . . . , xk. ßêùî âñi êîåôiöi¹íòè êâàäðàòè÷íî¨
ôîðìè f äîðiâíþþòü 0, òî f ¹ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó.
Ó âèïàäêó, êîëè õî÷à á îäèí ç êîåôiöi¹íòiâ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè âiäìiííèé
âiä 0 ðîçãëÿíåìî äâà âèïàäêè.
Ó ïåðøîìó âèïàäêó ïðèïóñòèìî, ùî õî÷à á îäèí iç êîåôiöi¹íòiâ α11, α22,
. . . , αkk, ùî çíàõîäÿòüñÿ áiëÿ êâàäðàòiâ çìiííèõ, âiäìiííèé âiä 0. Íåõàé,
íàïðèêëàä, α11 ̸= 0. Òîäi àëãåáðà¨÷íèé âèðàç

f − 1
a11

(α11x1 + α12x2 + · · ·+ α1kxk)
2 (5)

¹ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ, ÿêó ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê êâàäðàòè÷íó ôîðìó
ëèøå âiä çìiííèõ x2, . . . , xk.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè ïîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà ÷èñëîì n
çìiííèõ. Î÷åâèäíî ó âèïàäêó n = 1 äîâiëüíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà âiä îäíi¹¨
çìiííî¨ x ìà¹ âèãëÿä αx2, ÿêèé ¹ êàíîíi÷íèì âèãëÿäîì.

Ïðèïóñòèìî, ùî öÿ òåîðåìà ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ âñiõ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì,
÷èñëî çìiííèõ ÿêèõ ìåíøå çà äåÿêå ôiêñîâàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî k.
Ðîçãëÿíåìî êâàäðàòè÷íó ôîðìó

f =

k∑
i,j=1

αijxixj

íàä ïîëåì P âiä k çìiííèõ x1, x2, . . . , xk. ßêùî âñi êîåôiöi¹íòè êâàäðàòè÷íî¨
ôîðìè f äîðiâíþþòü 0, òî f ¹ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó.
Ó âèïàäêó, êîëè õî÷à á îäèí ç êîåôiöi¹íòiâ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè âiäìiííèé
âiä 0 ðîçãëÿíåìî äâà âèïàäêè.
Ó ïåðøîìó âèïàäêó ïðèïóñòèìî, ùî õî÷à á îäèí iç êîåôiöi¹íòiâ α11, α22,
. . . , αkk, ùî çíàõîäÿòüñÿ áiëÿ êâàäðàòiâ çìiííèõ, âiäìiííèé âiä 0. Íåõàé,
íàïðèêëàä, α11 ̸= 0. Òîäi àëãåáðà¨÷íèé âèðàç

f − 1
a11

(α11x1 + α12x2 + · · ·+ α1kxk)
2 (5)

¹ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ, ÿêó ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê êâàäðàòè÷íó ôîðìó
ëèøå âiä çìiííèõ x2, . . . , xk.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè ïîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà ÷èñëîì n
çìiííèõ. Î÷åâèäíî ó âèïàäêó n = 1 äîâiëüíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà âiä îäíi¹¨
çìiííî¨ x ìà¹ âèãëÿä αx2, ÿêèé ¹ êàíîíi÷íèì âèãëÿäîì.
Ïðèïóñòèìî, ùî öÿ òåîðåìà ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ âñiõ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì,

÷èñëî çìiííèõ ÿêèõ ìåíøå çà äåÿêå ôiêñîâàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî k.
Ðîçãëÿíåìî êâàäðàòè÷íó ôîðìó

f =

k∑
i,j=1

αijxixj

íàä ïîëåì P âiä k çìiííèõ x1, x2, . . . , xk. ßêùî âñi êîåôiöi¹íòè êâàäðàòè÷íî¨
ôîðìè f äîðiâíþþòü 0, òî f ¹ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó.
Ó âèïàäêó, êîëè õî÷à á îäèí ç êîåôiöi¹íòiâ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè âiäìiííèé
âiä 0 ðîçãëÿíåìî äâà âèïàäêè.
Ó ïåðøîìó âèïàäêó ïðèïóñòèìî, ùî õî÷à á îäèí iç êîåôiöi¹íòiâ α11, α22,
. . . , αkk, ùî çíàõîäÿòüñÿ áiëÿ êâàäðàòiâ çìiííèõ, âiäìiííèé âiä 0. Íåõàé,
íàïðèêëàä, α11 ̸= 0. Òîäi àëãåáðà¨÷íèé âèðàç

f − 1
a11

(α11x1 + α12x2 + · · ·+ α1kxk)
2 (5)

¹ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ, ÿêó ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê êâàäðàòè÷íó ôîðìó
ëèøå âiä çìiííèõ x2, . . . , xk.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè ïîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà ÷èñëîì n
çìiííèõ. Î÷åâèäíî ó âèïàäêó n = 1 äîâiëüíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà âiä îäíi¹¨
çìiííî¨ x ìà¹ âèãëÿä αx2, ÿêèé ¹ êàíîíi÷íèì âèãëÿäîì.
Ïðèïóñòèìî, ùî öÿ òåîðåìà ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ âñiõ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì,
÷èñëî çìiííèõ ÿêèõ ìåíøå çà äåÿêå ôiêñîâàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî k.

Ðîçãëÿíåìî êâàäðàòè÷íó ôîðìó

f =

k∑
i,j=1

αijxixj

íàä ïîëåì P âiä k çìiííèõ x1, x2, . . . , xk. ßêùî âñi êîåôiöi¹íòè êâàäðàòè÷íî¨
ôîðìè f äîðiâíþþòü 0, òî f ¹ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó.
Ó âèïàäêó, êîëè õî÷à á îäèí ç êîåôiöi¹íòiâ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè âiäìiííèé
âiä 0 ðîçãëÿíåìî äâà âèïàäêè.
Ó ïåðøîìó âèïàäêó ïðèïóñòèìî, ùî õî÷à á îäèí iç êîåôiöi¹íòiâ α11, α22,
. . . , αkk, ùî çíàõîäÿòüñÿ áiëÿ êâàäðàòiâ çìiííèõ, âiäìiííèé âiä 0. Íåõàé,
íàïðèêëàä, α11 ̸= 0. Òîäi àëãåáðà¨÷íèé âèðàç

f − 1
a11

(α11x1 + α12x2 + · · ·+ α1kxk)
2 (5)

¹ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ, ÿêó ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê êâàäðàòè÷íó ôîðìó
ëèøå âiä çìiííèõ x2, . . . , xk.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè ïîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà ÷èñëîì n
çìiííèõ. Î÷åâèäíî ó âèïàäêó n = 1 äîâiëüíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà âiä îäíi¹¨
çìiííî¨ x ìà¹ âèãëÿä αx2, ÿêèé ¹ êàíîíi÷íèì âèãëÿäîì.
Ïðèïóñòèìî, ùî öÿ òåîðåìà ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ âñiõ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì,
÷èñëî çìiííèõ ÿêèõ ìåíøå çà äåÿêå ôiêñîâàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî k.
Ðîçãëÿíåìî êâàäðàòè÷íó ôîðìó

f =
k∑

i,j=1

αijxixj

íàä ïîëåì P âiä k çìiííèõ x1, x2, . . . , xk.

ßêùî âñi êîåôiöi¹íòè êâàäðàòè÷íî¨
ôîðìè f äîðiâíþþòü 0, òî f ¹ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó.
Ó âèïàäêó, êîëè õî÷à á îäèí ç êîåôiöi¹íòiâ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè âiäìiííèé
âiä 0 ðîçãëÿíåìî äâà âèïàäêè.
Ó ïåðøîìó âèïàäêó ïðèïóñòèìî, ùî õî÷à á îäèí iç êîåôiöi¹íòiâ α11, α22,
. . . , αkk, ùî çíàõîäÿòüñÿ áiëÿ êâàäðàòiâ çìiííèõ, âiäìiííèé âiä 0. Íåõàé,
íàïðèêëàä, α11 ̸= 0. Òîäi àëãåáðà¨÷íèé âèðàç

f − 1
a11

(α11x1 + α12x2 + · · ·+ α1kxk)
2 (5)

¹ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ, ÿêó ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê êâàäðàòè÷íó ôîðìó
ëèøå âiä çìiííèõ x2, . . . , xk.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè ïîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà ÷èñëîì n
çìiííèõ. Î÷åâèäíî ó âèïàäêó n = 1 äîâiëüíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà âiä îäíi¹¨
çìiííî¨ x ìà¹ âèãëÿä αx2, ÿêèé ¹ êàíîíi÷íèì âèãëÿäîì.
Ïðèïóñòèìî, ùî öÿ òåîðåìà ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ âñiõ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì,
÷èñëî çìiííèõ ÿêèõ ìåíøå çà äåÿêå ôiêñîâàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî k.
Ðîçãëÿíåìî êâàäðàòè÷íó ôîðìó

f =
k∑

i,j=1

αijxixj

íàä ïîëåì P âiä k çìiííèõ x1, x2, . . . , xk. ßêùî âñi êîåôiöi¹íòè êâàäðàòè÷íî¨
ôîðìè f äîðiâíþþòü 0,

òî f ¹ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó.
Ó âèïàäêó, êîëè õî÷à á îäèí ç êîåôiöi¹íòiâ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè âiäìiííèé
âiä 0 ðîçãëÿíåìî äâà âèïàäêè.
Ó ïåðøîìó âèïàäêó ïðèïóñòèìî, ùî õî÷à á îäèí iç êîåôiöi¹íòiâ α11, α22,
. . . , αkk, ùî çíàõîäÿòüñÿ áiëÿ êâàäðàòiâ çìiííèõ, âiäìiííèé âiä 0. Íåõàé,
íàïðèêëàä, α11 ̸= 0. Òîäi àëãåáðà¨÷íèé âèðàç

f − 1
a11

(α11x1 + α12x2 + · · ·+ α1kxk)
2 (5)

¹ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ, ÿêó ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê êâàäðàòè÷íó ôîðìó
ëèøå âiä çìiííèõ x2, . . . , xk.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè ïîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà ÷èñëîì n
çìiííèõ. Î÷åâèäíî ó âèïàäêó n = 1 äîâiëüíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà âiä îäíi¹¨
çìiííî¨ x ìà¹ âèãëÿä αx2, ÿêèé ¹ êàíîíi÷íèì âèãëÿäîì.
Ïðèïóñòèìî, ùî öÿ òåîðåìà ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ âñiõ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì,
÷èñëî çìiííèõ ÿêèõ ìåíøå çà äåÿêå ôiêñîâàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî k.
Ðîçãëÿíåìî êâàäðàòè÷íó ôîðìó

f =
k∑

i,j=1

αijxixj

íàä ïîëåì P âiä k çìiííèõ x1, x2, . . . , xk. ßêùî âñi êîåôiöi¹íòè êâàäðàòè÷íî¨
ôîðìè f äîðiâíþþòü 0, òî f ¹ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó.

Ó âèïàäêó, êîëè õî÷à á îäèí ç êîåôiöi¹íòiâ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè âiäìiííèé
âiä 0 ðîçãëÿíåìî äâà âèïàäêè.
Ó ïåðøîìó âèïàäêó ïðèïóñòèìî, ùî õî÷à á îäèí iç êîåôiöi¹íòiâ α11, α22,
. . . , αkk, ùî çíàõîäÿòüñÿ áiëÿ êâàäðàòiâ çìiííèõ, âiäìiííèé âiä 0. Íåõàé,
íàïðèêëàä, α11 ̸= 0. Òîäi àëãåáðà¨÷íèé âèðàç

f − 1
a11

(α11x1 + α12x2 + · · ·+ α1kxk)
2 (5)

¹ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ, ÿêó ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê êâàäðàòè÷íó ôîðìó
ëèøå âiä çìiííèõ x2, . . . , xk.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè ïîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà ÷èñëîì n
çìiííèõ. Î÷åâèäíî ó âèïàäêó n = 1 äîâiëüíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà âiä îäíi¹¨
çìiííî¨ x ìà¹ âèãëÿä αx2, ÿêèé ¹ êàíîíi÷íèì âèãëÿäîì.
Ïðèïóñòèìî, ùî öÿ òåîðåìà ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ âñiõ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì,
÷èñëî çìiííèõ ÿêèõ ìåíøå çà äåÿêå ôiêñîâàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî k.
Ðîçãëÿíåìî êâàäðàòè÷íó ôîðìó

f =
k∑

i,j=1

αijxixj

íàä ïîëåì P âiä k çìiííèõ x1, x2, . . . , xk. ßêùî âñi êîåôiöi¹íòè êâàäðàòè÷íî¨
ôîðìè f äîðiâíþþòü 0, òî f ¹ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó.
Ó âèïàäêó, êîëè õî÷à á îäèí ç êîåôiöi¹íòiâ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè âiäìiííèé
âiä 0 ðîçãëÿíåìî äâà âèïàäêè.

Ó ïåðøîìó âèïàäêó ïðèïóñòèìî, ùî õî÷à á îäèí iç êîåôiöi¹íòiâ α11, α22,
. . . , αkk, ùî çíàõîäÿòüñÿ áiëÿ êâàäðàòiâ çìiííèõ, âiäìiííèé âiä 0. Íåõàé,
íàïðèêëàä, α11 ̸= 0. Òîäi àëãåáðà¨÷íèé âèðàç

f − 1
a11

(α11x1 + α12x2 + · · ·+ α1kxk)
2 (5)

¹ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ, ÿêó ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê êâàäðàòè÷íó ôîðìó
ëèøå âiä çìiííèõ x2, . . . , xk.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè ïîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà ÷èñëîì n
çìiííèõ. Î÷åâèäíî ó âèïàäêó n = 1 äîâiëüíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà âiä îäíi¹¨
çìiííî¨ x ìà¹ âèãëÿä αx2, ÿêèé ¹ êàíîíi÷íèì âèãëÿäîì.
Ïðèïóñòèìî, ùî öÿ òåîðåìà ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ âñiõ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì,
÷èñëî çìiííèõ ÿêèõ ìåíøå çà äåÿêå ôiêñîâàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî k.
Ðîçãëÿíåìî êâàäðàòè÷íó ôîðìó

f =
k∑

i,j=1

αijxixj

íàä ïîëåì P âiä k çìiííèõ x1, x2, . . . , xk. ßêùî âñi êîåôiöi¹íòè êâàäðàòè÷íî¨
ôîðìè f äîðiâíþþòü 0, òî f ¹ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó.
Ó âèïàäêó, êîëè õî÷à á îäèí ç êîåôiöi¹íòiâ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè âiäìiííèé
âiä 0 ðîçãëÿíåìî äâà âèïàäêè.
Ó ïåðøîìó âèïàäêó ïðèïóñòèìî,

ùî õî÷à á îäèí iç êîåôiöi¹íòiâ α11, α22,
. . . , αkk, ùî çíàõîäÿòüñÿ áiëÿ êâàäðàòiâ çìiííèõ, âiäìiííèé âiä 0. Íåõàé,
íàïðèêëàä, α11 ̸= 0. Òîäi àëãåáðà¨÷íèé âèðàç

f − 1
a11

(α11x1 + α12x2 + · · ·+ α1kxk)
2 (5)

¹ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ, ÿêó ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê êâàäðàòè÷íó ôîðìó
ëèøå âiä çìiííèõ x2, . . . , xk.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè ïîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà ÷èñëîì n
çìiííèõ. Î÷åâèäíî ó âèïàäêó n = 1 äîâiëüíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà âiä îäíi¹¨
çìiííî¨ x ìà¹ âèãëÿä αx2, ÿêèé ¹ êàíîíi÷íèì âèãëÿäîì.
Ïðèïóñòèìî, ùî öÿ òåîðåìà ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ âñiõ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì,
÷èñëî çìiííèõ ÿêèõ ìåíøå çà äåÿêå ôiêñîâàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî k.
Ðîçãëÿíåìî êâàäðàòè÷íó ôîðìó

f =
k∑

i,j=1

αijxixj

íàä ïîëåì P âiä k çìiííèõ x1, x2, . . . , xk. ßêùî âñi êîåôiöi¹íòè êâàäðàòè÷íî¨
ôîðìè f äîðiâíþþòü 0, òî f ¹ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó.
Ó âèïàäêó, êîëè õî÷à á îäèí ç êîåôiöi¹íòiâ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè âiäìiííèé
âiä 0 ðîçãëÿíåìî äâà âèïàäêè.
Ó ïåðøîìó âèïàäêó ïðèïóñòèìî, ùî õî÷à á îäèí iç êîåôiöi¹íòiâ α11, α22,
. . . , αkk,

ùî çíàõîäÿòüñÿ áiëÿ êâàäðàòiâ çìiííèõ, âiäìiííèé âiä 0. Íåõàé,
íàïðèêëàä, α11 ̸= 0. Òîäi àëãåáðà¨÷íèé âèðàç

f − 1
a11

(α11x1 + α12x2 + · · ·+ α1kxk)
2 (5)

¹ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ, ÿêó ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê êâàäðàòè÷íó ôîðìó
ëèøå âiä çìiííèõ x2, . . . , xk.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè ïîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà ÷èñëîì n
çìiííèõ. Î÷åâèäíî ó âèïàäêó n = 1 äîâiëüíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà âiä îäíi¹¨
çìiííî¨ x ìà¹ âèãëÿä αx2, ÿêèé ¹ êàíîíi÷íèì âèãëÿäîì.
Ïðèïóñòèìî, ùî öÿ òåîðåìà ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ âñiõ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì,
÷èñëî çìiííèõ ÿêèõ ìåíøå çà äåÿêå ôiêñîâàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî k.
Ðîçãëÿíåìî êâàäðàòè÷íó ôîðìó

f =
k∑

i,j=1

αijxixj

íàä ïîëåì P âiä k çìiííèõ x1, x2, . . . , xk. ßêùî âñi êîåôiöi¹íòè êâàäðàòè÷íî¨
ôîðìè f äîðiâíþþòü 0, òî f ¹ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó.
Ó âèïàäêó, êîëè õî÷à á îäèí ç êîåôiöi¹íòiâ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè âiäìiííèé
âiä 0 ðîçãëÿíåìî äâà âèïàäêè.
Ó ïåðøîìó âèïàäêó ïðèïóñòèìî, ùî õî÷à á îäèí iç êîåôiöi¹íòiâ α11, α22,
. . . , αkk, ùî çíàõîäÿòüñÿ áiëÿ êâàäðàòiâ çìiííèõ,

âiäìiííèé âiä 0. Íåõàé,
íàïðèêëàä, α11 ̸= 0. Òîäi àëãåáðà¨÷íèé âèðàç

f − 1
a11

(α11x1 + α12x2 + · · ·+ α1kxk)
2 (5)

¹ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ, ÿêó ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê êâàäðàòè÷íó ôîðìó
ëèøå âiä çìiííèõ x2, . . . , xk.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè ïîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà ÷èñëîì n
çìiííèõ. Î÷åâèäíî ó âèïàäêó n = 1 äîâiëüíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà âiä îäíi¹¨
çìiííî¨ x ìà¹ âèãëÿä αx2, ÿêèé ¹ êàíîíi÷íèì âèãëÿäîì.
Ïðèïóñòèìî, ùî öÿ òåîðåìà ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ âñiõ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì,
÷èñëî çìiííèõ ÿêèõ ìåíøå çà äåÿêå ôiêñîâàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî k.
Ðîçãëÿíåìî êâàäðàòè÷íó ôîðìó

f =
k∑

i,j=1

αijxixj

íàä ïîëåì P âiä k çìiííèõ x1, x2, . . . , xk. ßêùî âñi êîåôiöi¹íòè êâàäðàòè÷íî¨
ôîðìè f äîðiâíþþòü 0, òî f ¹ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó.
Ó âèïàäêó, êîëè õî÷à á îäèí ç êîåôiöi¹íòiâ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè âiäìiííèé
âiä 0 ðîçãëÿíåìî äâà âèïàäêè.
Ó ïåðøîìó âèïàäêó ïðèïóñòèìî, ùî õî÷à á îäèí iç êîåôiöi¹íòiâ α11, α22,
. . . , αkk, ùî çíàõîäÿòüñÿ áiëÿ êâàäðàòiâ çìiííèõ, âiäìiííèé âiä 0.

Íåõàé,
íàïðèêëàä, α11 ̸= 0. Òîäi àëãåáðà¨÷íèé âèðàç

f − 1
a11

(α11x1 + α12x2 + · · ·+ α1kxk)
2 (5)

¹ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ, ÿêó ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê êâàäðàòè÷íó ôîðìó
ëèøå âiä çìiííèõ x2, . . . , xk.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè ïîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà ÷èñëîì n
çìiííèõ. Î÷åâèäíî ó âèïàäêó n = 1 äîâiëüíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà âiä îäíi¹¨
çìiííî¨ x ìà¹ âèãëÿä αx2, ÿêèé ¹ êàíîíi÷íèì âèãëÿäîì.
Ïðèïóñòèìî, ùî öÿ òåîðåìà ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ âñiõ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì,
÷èñëî çìiííèõ ÿêèõ ìåíøå çà äåÿêå ôiêñîâàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî k.
Ðîçãëÿíåìî êâàäðàòè÷íó ôîðìó

f =
k∑

i,j=1

αijxixj

íàä ïîëåì P âiä k çìiííèõ x1, x2, . . . , xk. ßêùî âñi êîåôiöi¹íòè êâàäðàòè÷íî¨
ôîðìè f äîðiâíþþòü 0, òî f ¹ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó.
Ó âèïàäêó, êîëè õî÷à á îäèí ç êîåôiöi¹íòiâ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè âiäìiííèé
âiä 0 ðîçãëÿíåìî äâà âèïàäêè.
Ó ïåðøîìó âèïàäêó ïðèïóñòèìî, ùî õî÷à á îäèí iç êîåôiöi¹íòiâ α11, α22,
. . . , αkk, ùî çíàõîäÿòüñÿ áiëÿ êâàäðàòiâ çìiííèõ, âiäìiííèé âiä 0. Íåõàé,
íàïðèêëàä, α11 ̸= 0.

Òîäi àëãåáðà¨÷íèé âèðàç

f − 1
a11

(α11x1 + α12x2 + · · ·+ α1kxk)
2 (5)

¹ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ, ÿêó ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê êâàäðàòè÷íó ôîðìó
ëèøå âiä çìiííèõ x2, . . . , xk.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè ïîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà ÷èñëîì n
çìiííèõ. Î÷åâèäíî ó âèïàäêó n = 1 äîâiëüíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà âiä îäíi¹¨
çìiííî¨ x ìà¹ âèãëÿä αx2, ÿêèé ¹ êàíîíi÷íèì âèãëÿäîì.
Ïðèïóñòèìî, ùî öÿ òåîðåìà ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ âñiõ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì,
÷èñëî çìiííèõ ÿêèõ ìåíøå çà äåÿêå ôiêñîâàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî k.
Ðîçãëÿíåìî êâàäðàòè÷íó ôîðìó

f =
k∑

i,j=1

αijxixj

íàä ïîëåì P âiä k çìiííèõ x1, x2, . . . , xk. ßêùî âñi êîåôiöi¹íòè êâàäðàòè÷íî¨
ôîðìè f äîðiâíþþòü 0, òî f ¹ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó.
Ó âèïàäêó, êîëè õî÷à á îäèí ç êîåôiöi¹íòiâ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè âiäìiííèé
âiä 0 ðîçãëÿíåìî äâà âèïàäêè.
Ó ïåðøîìó âèïàäêó ïðèïóñòèìî, ùî õî÷à á îäèí iç êîåôiöi¹íòiâ α11, α22,
. . . , αkk, ùî çíàõîäÿòüñÿ áiëÿ êâàäðàòiâ çìiííèõ, âiäìiííèé âiä 0. Íåõàé,
íàïðèêëàä, α11 ̸= 0. Òîäi àëãåáðà¨÷íèé âèðàç

f − 1
a11

(α11x1 + α12x2 + · · ·+ α1kxk)
2 (5)

¹ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ, ÿêó ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê êâàäðàòè÷íó ôîðìó
ëèøå âiä çìiííèõ x2, . . . , xk.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè ïîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà ÷èñëîì n
çìiííèõ. Î÷åâèäíî ó âèïàäêó n = 1 äîâiëüíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà âiä îäíi¹¨
çìiííî¨ x ìà¹ âèãëÿä αx2, ÿêèé ¹ êàíîíi÷íèì âèãëÿäîì.
Ïðèïóñòèìî, ùî öÿ òåîðåìà ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ âñiõ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì,
÷èñëî çìiííèõ ÿêèõ ìåíøå çà äåÿêå ôiêñîâàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî k.
Ðîçãëÿíåìî êâàäðàòè÷íó ôîðìó

f =
k∑

i,j=1

αijxixj

íàä ïîëåì P âiä k çìiííèõ x1, x2, . . . , xk. ßêùî âñi êîåôiöi¹íòè êâàäðàòè÷íî¨
ôîðìè f äîðiâíþþòü 0, òî f ¹ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó.
Ó âèïàäêó, êîëè õî÷à á îäèí ç êîåôiöi¹íòiâ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè âiäìiííèé
âiä 0 ðîçãëÿíåìî äâà âèïàäêè.
Ó ïåðøîìó âèïàäêó ïðèïóñòèìî, ùî õî÷à á îäèí iç êîåôiöi¹íòiâ α11, α22,
. . . , αkk, ùî çíàõîäÿòüñÿ áiëÿ êâàäðàòiâ çìiííèõ, âiäìiííèé âiä 0. Íåõàé,
íàïðèêëàä, α11 ̸= 0. Òîäi àëãåáðà¨÷íèé âèðàç

f − 1
a11

(α11x1 + α12x2 + · · ·+ α1kxk)
2 (5)

¹ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ, ÿêó ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê êâàäðàòè÷íó ôîðìó
ëèøå âiä çìiííèõ x2, . . . , xk.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Äîâåäåííÿ.

Ïîçíà÷èìî öþ êâàäðàòè÷íó ôîðìó ÷åðåç g

i íåõàé

g =

k∑
i,j=2

βijxixj (6)

äëÿ äåÿêèõ êîåôiöi¹íòiâ βij iç ïîëÿ P . ßêùî æ αii ̸= 0, äå i ∈ {2, 3, . . . , k},
òî ðîçãëÿäàþ÷è àíàëîãi÷íèé (5) àëãåáðà¨÷íèé âèðàç

f − 1
αii

(α11x1 + α12x2 + · · ·+ α1kxk)
2,

ìè îäåðæèìî êâàäðàòè÷íó ôîðìó ëèøå âiä çìiííèõ x1, . . . , xi−1, xi+1, . . .xk

i ïðîâîäèìî ïîäàëüøi ìiðêóâàííÿ àíàëîãi÷íî, ÿê ó âèïàäêó α11 ̸= 0. Äàëi,
iç (5) ñëiäó¹, ùî

f = 1
α11

(α11x1 + α12x2 + · · ·+ α1kxk)
2 + g.

Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ íåâiäîìèõ

y1 = α11x1 + α12x2 + · · ·+ α1kxk,
y2 = x2,
. . . . .
yk = xk.

(7)

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Äîâåäåííÿ.

Ïîçíà÷èìî öþ êâàäðàòè÷íó ôîðìó ÷åðåç g i íåõàé

g =
k∑

i,j=2

βijxixj (6)

äëÿ äåÿêèõ êîåôiöi¹íòiâ βij iç ïîëÿ P . ßêùî æ αii ̸= 0, äå i ∈ {2, 3, . . . , k},
òî ðîçãëÿäàþ÷è àíàëîãi÷íèé (5) àëãåáðà¨÷íèé âèðàç

f − 1
αii

(α11x1 + α12x2 + · · ·+ α1kxk)
2,

ìè îäåðæèìî êâàäðàòè÷íó ôîðìó ëèøå âiä çìiííèõ x1, . . . , xi−1, xi+1, . . .xk

i ïðîâîäèìî ïîäàëüøi ìiðêóâàííÿ àíàëîãi÷íî, ÿê ó âèïàäêó α11 ̸= 0. Äàëi,
iç (5) ñëiäó¹, ùî

f = 1
α11

(α11x1 + α12x2 + · · ·+ α1kxk)
2 + g.

Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ íåâiäîìèõ

y1 = α11x1 + α12x2 + · · ·+ α1kxk,
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...
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. . .
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x1 = 1
a11

y1 − α12
a11

y2 − · · · − α1k
a11

yk,

x2 = y2,
. . . . .
xk = yk.
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Äîâåäåííÿ.

Öå îçíà÷à¹, ùî êâàäðàòè÷íà ôîðìà f åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íié ôîðìi
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1 +
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i,j=2

βijxixj .

Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ iñíó¹ íåâèðîäæåíå ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ
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. . . . . . . . . . . . . . . . . .
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γ2z
2
2 + γ3z

2
3 + · · ·+ γkz

2
k,

äå γ2, γ3, . . . , γk ∈ P . Òåïåð ðîçãëÿíåìî ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ íåâiäîìèõ
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ÿêå, î÷åâèäíî, ¹ íåâèðîäæåíèì ëiíiéíèì ïåðåòâîðåííÿì íåâiäîìèõ.
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xk = τk2z2 + · · ·+ τkkzk,

ÿêå, î÷åâèäíî, ¹ íåâèðîäæåíèì ëiíiéíèì ïåðåòâîðåííÿì íåâiäîìèõ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Äîâåäåííÿ.

Öå îçíà÷à¹, ùî êâàäðàòè÷íà ôîðìà f åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íié ôîðìi

h = 1
α11

x2
1 +

k∑
i,j=2

βijxixj .

Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ iñíó¹ íåâèðîäæåíå ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ

x2 = τ22z2 + · · ·+ τ2nzk,
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
xk = τk2z2 + · · ·+ τkkzk

äëÿ äåÿêèõ τij ∈ P , çà äîïîìîãîþ ÿêîãî iç êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè g ìîæíà
îäåðæàòè êâàäðàòè÷íó ôîðìó êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó

γ2z
2
2 + γ3z

2
3 + · · ·+ γkz

2
k,

äå γ2, γ3, . . . , γk ∈ P . Òåïåð ðîçãëÿíåìî ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ íåâiäîìèõ

x1 = z1,
x2 = τ22z2 + · · ·+ τ2nzk,
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
xk = τk2z2 + · · ·+ τkkzk,

ÿêå, î÷åâèäíî, ¹ íåâèðîäæåíèì ëiíiéíèì ïåðåòâîðåííÿì íåâiäîìèõ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Äîâåäåííÿ.

Öå îçíà÷à¹, ùî êâàäðàòè÷íà ôîðìà f åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íié ôîðìi

h = 1
α11

x2
1 +

k∑
i,j=2

βijxixj .

Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ iñíó¹ íåâèðîäæåíå ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ

x2 = τ22z2 + · · ·+ τ2nzk,
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
xk = τk2z2 + · · ·+ τkkzk

äëÿ äåÿêèõ τij ∈ P , çà äîïîìîãîþ ÿêîãî iç êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè g ìîæíà
îäåðæàòè êâàäðàòè÷íó ôîðìó êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó

γ2z
2
2 + γ3z

2
3 + · · ·+ γkz

2
k,

äå γ2, γ3, . . . , γk ∈ P .

Òåïåð ðîçãëÿíåìî ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ íåâiäîìèõ

x1 = z1,
x2 = τ22z2 + · · ·+ τ2nzk,
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
xk = τk2z2 + · · ·+ τkkzk,

ÿêå, î÷åâèäíî, ¹ íåâèðîäæåíèì ëiíiéíèì ïåðåòâîðåííÿì íåâiäîìèõ.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Äîâåäåííÿ.

Öå îçíà÷à¹, ùî êâàäðàòè÷íà ôîðìà f åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íié ôîðìi

h = 1
α11

x2
1 +

k∑
i,j=2

βijxixj .

Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ iñíó¹ íåâèðîäæåíå ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ

x2 = τ22z2 + · · ·+ τ2nzk,
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
xk = τk2z2 + · · ·+ τkkzk

äëÿ äåÿêèõ τij ∈ P , çà äîïîìîãîþ ÿêîãî iç êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè g ìîæíà
îäåðæàòè êâàäðàòè÷íó ôîðìó êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó

γ2z
2
2 + γ3z

2
3 + · · ·+ γkz

2
k,

äå γ2, γ3, . . . , γk ∈ P . Òåïåð ðîçãëÿíåìî ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ íåâiäîìèõ

x1 = z1,
x2 = τ22z2 + · · ·+ τ2nzk,
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Äîâåäåííÿ.

Âèêîíà¹ìî öå ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ ó êâàäðàòè÷íié ôîðìi h.

Ìè
îäåðæèìî êâàäðàòè÷íó ôîðìó êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó

1
a11

z21 + γ2z
2
2 + γ3z

2
3 + · · ·+ γkz

2
k,

ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè ó öüîìó âèïàäêó.
Íàñàìêiíåöü ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè

α11 = α22 = . . . = αkk = 0,

òîáòî êîëè âñi êîåôiöi¹íòè áiëÿ êâàäðàòiâ íåâiäîìèõ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè f
äîðiâíþþòü 0. Òîäi çíàéäóòüñÿ òàêi ðiçíi iíäåêñè q òà r ∈ {1, 2, . . . , k}, ùî
αqr ̸= 0. Íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi äîâåäåííÿ òåîðåìè ââàæàòèìåìî, ùî
α12 ̸= 0.
Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ íåâiäîìèõ

x1 = u1, x2 = u1 + u2, x3 = u3, . . . , xk = uk.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Äîâåäåííÿ.

Âèêîíà¹ìî öå ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ ó êâàäðàòè÷íié ôîðìi h. Ìè
îäåðæèìî êâàäðàòè÷íó ôîðìó êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó

1
a11

z21 + γ2z
2
2 + γ3z

2
3 + · · ·+ γkz

2
k,

ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè ó öüîìó âèïàäêó.
Íàñàìêiíåöü ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè
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z21 + γ2z
2
2 + γ3z

2
3 + · · ·+ γkz

2
k,

ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè ó öüîìó âèïàäêó.
Íàñàìêiíåöü ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè

α11 = α22 = . . . = αkk = 0,

òîáòî êîëè âñi êîåôiöi¹íòè áiëÿ êâàäðàòiâ íåâiäîìèõ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè f
äîðiâíþþòü 0. Òîäi çíàéäóòüñÿ òàêi ðiçíi iíäåêñè q òà r ∈ {1, 2, . . . , k}, ùî
αqr ̸= 0. Íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi äîâåäåííÿ òåîðåìè ââàæàòèìåìî, ùî
α12 ̸= 0.
Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ íåâiäîìèõ

x1 = u1, x2 = u1 + u2, x3 = u3, . . . , xk = uk.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Äîâåäåííÿ.
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1
a11

z21 + γ2z
2
2 + γ3z

2
3 + · · ·+ γkz

2
k,

ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè ó öüîìó âèïàäêó.
Íàñàìêiíåöü ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè

α11 = α22 = . . . = αkk = 0,

òîáòî êîëè âñi êîåôiöi¹íòè áiëÿ êâàäðàòiâ íåâiäîìèõ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè f
äîðiâíþþòü 0. Òîäi çíàéäóòüñÿ òàêi ðiçíi iíäåêñè q òà r ∈ {1, 2, . . . , k}, ùî
αqr ̸= 0. Íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi äîâåäåííÿ òåîðåìè ââàæàòèìåìî, ùî
α12 ̸= 0.
Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ íåâiäîìèõ

x1 = u1, x2 = u1 + u2, x3 = u3, . . . , xk = uk.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Äîâåäåííÿ.

Âîíî ¹ íåâèðîäæåíèì, îñêiëüêè ìà¹ ìàòðèöþ
1 0 0 . . . 0
1 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . 1

 ,

äåòåðìiíàíò ÿêî¨ äîðiâíþ¹ 1 ̸= 0. Ó ðåçóëüòàòi öüîãî ïåðåòâîðåííÿ ÷ëåí
2a12x1x2 êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè f íàáóäå âèãëÿäó

2a12x1x2 = 2a12u1(u1 + x2) = 2a12u
2
1 + 2a12u1u2.

Öå îçíà÷à¹, ùî ó îäåðæàíié ïiñëÿ ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ êâàäðàòè÷íié ôîðìi
ç'ÿâèòüñÿ ÷ëåí ç íåíóëüîâèì êîåôiöi¹íòîì ç êâàäðàòîì íåâiäîìîãî. Öåé
÷ëåí ¾íå ñêîðîòèòüñÿ¿ ïiñëÿ ñïðîùåííÿ íi ç îäíèì ç iíøèõ ÷ëåíiâ, îñêiëüêè
ó êîæíîìó ç íèõ ïðèñóòíié õî÷à á îäèí iç íåâiäîìèõ u3, u4, . . . , uk. Îòæå,
äîâåäåííÿ òåîðåìè ó öüîìó âèïàäêó çâåëîñÿ äî âèïàäêó, ùî ðîçãëÿäàâñÿ
ðàíiøå. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Äîâåäåííÿ.
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äåòåðìiíàíò ÿêî¨ äîðiâíþ¹ 1 ̸= 0.
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2a12x1x2 êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè f íàáóäå âèãëÿäó
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2
1 + 2a12u1u2.

Öå îçíà÷à¹, ùî ó îäåðæàíié ïiñëÿ ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ êâàäðàòè÷íié ôîðìi
ç'ÿâèòüñÿ ÷ëåí ç íåíóëüîâèì êîåôiöi¹íòîì ç êâàäðàòîì íåâiäîìîãî. Öåé
÷ëåí ¾íå ñêîðîòèòüñÿ¿ ïiñëÿ ñïðîùåííÿ íi ç îäíèì ç iíøèõ ÷ëåíiâ, îñêiëüêè
ó êîæíîìó ç íèõ ïðèñóòíié õî÷à á îäèí iç íåâiäîìèõ u3, u4, . . . , uk. Îòæå,
äîâåäåííÿ òåîðåìè ó öüîìó âèïàäêó çâåëîñÿ äî âèïàäêó, ùî ðîçãëÿäàâñÿ
ðàíiøå. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè
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Äîâåäåííÿ.
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Öå îçíà÷à¹, ùî ó îäåðæàíié ïiñëÿ ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ êâàäðàòè÷íié ôîðìi
ç'ÿâèòüñÿ ÷ëåí ç íåíóëüîâèì êîåôiöi¹íòîì ç êâàäðàòîì íåâiäîìîãî. Öåé
÷ëåí ¾íå ñêîðîòèòüñÿ¿ ïiñëÿ ñïðîùåííÿ íi ç îäíèì ç iíøèõ ÷ëåíiâ, îñêiëüêè
ó êîæíîìó ç íèõ ïðèñóòíié õî÷à á îäèí iç íåâiäîìèõ u3, u4, . . . , uk. Îòæå,
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Äîâåäåííÿ.
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2a12x1x2 = 2a12u1(u1 + x2) = 2a12u
2
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Öå îçíà÷à¹, ùî ó îäåðæàíié ïiñëÿ ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ êâàäðàòè÷íié ôîðìi
ç'ÿâèòüñÿ ÷ëåí ç íåíóëüîâèì êîåôiöi¹íòîì ç êâàäðàòîì íåâiäîìîãî.

Öåé
÷ëåí ¾íå ñêîðîòèòüñÿ¿ ïiñëÿ ñïðîùåííÿ íi ç îäíèì ç iíøèõ ÷ëåíiâ, îñêiëüêè
ó êîæíîìó ç íèõ ïðèñóòíié õî÷à á îäèí iç íåâiäîìèõ u3, u4, . . . , uk. Îòæå,
äîâåäåííÿ òåîðåìè ó öüîìó âèïàäêó çâåëîñÿ äî âèïàäêó, ùî ðîçãëÿäàâñÿ
ðàíiøå. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Äîâåäåííÿ.
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Äîâåäåííÿ.
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ó êîæíîìó ç íèõ ïðèñóòíié õî÷à á îäèí iç íåâiäîìèõ u3, u4, . . . , uk.

Îòæå,
äîâåäåííÿ òåîðåìè ó öüîìó âèïàäêó çâåëîñÿ äî âèïàäêó, ùî ðîçãëÿäàâñÿ
ðàíiøå. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè
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Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Êâàäðàòè÷íi ôîðìè



Çàóâàæåííÿ 1

Çàóâàæèìî, ùî õî÷à îñíîâíà òåîðåìà ïðî êâàäðàòè÷íi ôîðìè ñôîðìóëüî-
âàíà äëÿ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì íàä ÷èñëîâèìè ïîëÿìè, ¨¨ òâåðäæåííÿ ¹ ïðà-
âèëüíèì äëÿ äîâiëüíîãî ïîëÿ, õàðàêòåðèñòèêà ÿêîãî íå äîðiâíþ¹ 2.
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Ïðèêëàä çíàõîäæåííÿ êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè.

Ðîçãëÿíåìî äiéñíó êâàäðàòè÷íó ôîðìó âiä çìiííèõ x1, x2, x3

2x2
1 − 8x1x2 + 20x1x3 + 11x2

2 − 22x2x3 + 82x2
3.

Âèïèøåìî ìàòðèöþ öi¹¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè

A =

 2 −4 10
−4 11 −11
10 −11 82

 .

Âèêîíà¹ìî ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ, îáåðíåíå äî íàñòóïíîãî

y1 = 2x1 − 4x2 + 10x3,
y2 = x2,
y3 = x3.

Òîáòî ïåðåòâîðåííÿ
x1 = 1

2
y1 + 2y2 − 5y3,

x2 = y2,
x3 = y3.
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