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Íåîáõiäíiñòü òåîðåìè îäðàçó ñëiäó¹ iç òåîðåìè ïðî iíâàðiàíòíiñòü ðàíãó êâà-
äðàòè÷íî¨ ôîðìè.
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i g åêâiâàëåíòíà êîìïëåêñíié êâàäðàòè÷íié ôîðìi íîðìàëüíîãî âèãëÿäó, ùî
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2 + · · ·+ x2
r, g ∼ x2
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2 + · · ·+ x2

r.
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Ðîçãëÿíåìî äiéñíó (òîáòî íàä ïîëåì R äiéñíèõ ÷èñåë)

êâàäðàòè÷íó ôîðìó
âiä n çìiííèõ x1, x2, . . . , xn:

f = α1x
2
1 + α2x

2
2 + · · ·+ αnx

2
n,

äå α1, α2, . . . , αn � äåÿêi äiéñíi ÷èñëà. Íåõàé ðàíã êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè f
äîðiâíþ¹ r. Àíàëîãi÷íî ÿê ó âèïàäêó ç êîìïëåêñíèìè êâàäðàòè÷íèìè ôîð-
ìàìè êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó ìîæíà ââàæàòè, ùî òiëüêè ïåðøi r iç êîåôiöi¹íòiâ
α1, α2, . . . , αn íå äîðiâíþþòü íóëþ. Ïðè÷îìó ïåðøi p iç öèõ r êîåôiöi¹íòiâ
¹ äîäàòíèìè ÷èñëàìè, à iíøi � âiä'¹ìíèìè:

α1 > 0, . . . , αp > 0, αp+1 < 0, . . . , αr < 0,

äå p ∈ {0, 1, . . . , r}.
Òîäi êâàäðàòè÷íó ôîðìó f ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

f = β1x
2
1 + · · ·+ βpx

2
p − βp+1x

2
p+1 − · · · − βp+qx

2
p+q,

äå β1, . . . , βp+q � äîäàòíi ÷èñëà i p+ q = r.
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Äîâåäåííÿ.
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âiä n çìiííèõ x1, x2, . . . , xn i ¨ ¨ ðàíã äîðiâíþ¹ r. Ïðèïóñòèìî, ùî ó êâàäðà-
òè÷íié ôîðìi f ïî ÷åðçi âèêîíàëè íàñòóïíi äâà äiéñíi íåâèðîäæåíi ëiíiéíi
ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ

x1 = β11y1 + · · ·+ β1nyn,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xn = βn1y1 + · · ·+ βnnyn;

x1 = γ11z1 + · · ·+ γ1nzn,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xn = γn1z1 + · · ·+ γnnzn,

(2)

ó ðåçóëüòàòi ÿêèõ îäåðæàëè âiäïîâiäíî êâàäðàòè÷íi ôîðìè íîðìàëüíîãî âè-
ãëÿäó:

y2
1 + · · ·+ y2

p − y2
p+1 − · · · − y2

r , z21 + · · ·+ z2s − z2s+1 − · · · − z2r . (3)

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Íîðìàëüíi âèãëÿäè êâàäðàòè÷íèõ ôîðìè . . .



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé çàäàíî äåÿêó äiéñíó êâàäðàòè÷íó ôîðìó

f =

n∑
i,j=1

αijxixj

âiä n çìiííèõ x1, x2, . . . , xn i ¨ ¨ ðàíã äîðiâíþ¹ r. Ïðèïóñòèìî, ùî ó êâàäðà-
òè÷íié ôîðìi f ïî ÷åðçi âèêîíàëè íàñòóïíi äâà äiéñíi íåâèðîäæåíi ëiíiéíi
ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ

x1 = β11y1 + · · ·+ β1nyn,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xn = βn1y1 + · · ·+ βnnyn;

x1 = γ11z1 + · · ·+ γ1nzn,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xn = γn1z1 + · · ·+ γnnzn,

(2)

ó ðåçóëüòàòi ÿêèõ îäåðæàëè âiäïîâiäíî êâàäðàòè÷íi ôîðìè íîðìàëüíîãî âè-
ãëÿäó:

y2
1 + · · ·+ y2

p − y2
p+1 − · · · − y2

r ,

z21 + · · ·+ z2s − z2s+1 − · · · − z2r . (3)

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Íîðìàëüíi âèãëÿäè êâàäðàòè÷íèõ ôîðìè . . .



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé çàäàíî äåÿêó äiéñíó êâàäðàòè÷íó ôîðìó

f =

n∑
i,j=1

αijxixj

âiä n çìiííèõ x1, x2, . . . , xn i ¨ ¨ ðàíã äîðiâíþ¹ r. Ïðèïóñòèìî, ùî ó êâàäðà-
òè÷íié ôîðìi f ïî ÷åðçi âèêîíàëè íàñòóïíi äâà äiéñíi íåâèðîäæåíi ëiíiéíi
ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ

x1 = β11y1 + · · ·+ β1nyn,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xn = βn1y1 + · · ·+ βnnyn;

x1 = γ11z1 + · · ·+ γ1nzn,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xn = γn1z1 + · · ·+ γnnzn,

(2)

ó ðåçóëüòàòi ÿêèõ îäåðæàëè âiäïîâiäíî êâàäðàòè÷íi ôîðìè íîðìàëüíîãî âè-
ãëÿäó:

y2
1 + · · ·+ y2

p − y2
p+1 − · · · − y2

r , z21 + · · ·+ z2s − z2s+1 − · · · − z2r . (3)

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Íîðìàëüíi âèãëÿäè êâàäðàòè÷íèõ ôîðìè . . .



Äîâåäåííÿ.

Ïðèïóñòèìî, ùî p ̸= s.

Äëÿ âèçíà÷åíîñòi ââàæàòèìåìî, ùî p < s (âèïàäîê
p > s äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî).
Äàëi, íåõàé

y1 = δ11x1 + · · ·+ δ1nxn,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
yn = δn1x1 + · · ·+ δnnxn;

z1 = ε11x1 + · · ·+ ε1nxn,
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
zn = εn1x1 + · · ·+ εnnxn

(4)

� îáåðíåíi ëiíiéíi ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ âiäïîâiäíî äî ëiíiéíèõ ïåðåòâîðåíü
(2). Ïiäêðåñëèìî, ùî ÿêùî âèêîíàòè âiäïîâiäíî öi ëiíiéíi ïåðåòâîðåííÿ çìií-
íèõ ó êâàäðàòè÷íèõ ôîðìàõ (3) íîðìàëüíîãî âèãëÿäó, òî ó îáîõ âèïàäêàõ
îäåðæèìî êâàäðàòè÷íó ôîðìó f .
Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü âiä n çìiííèõ x1, x2, . . . ,
xn 

δ11x1 + · · ·+ δ1nxn = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . .
δp1x1 + · · ·+ δpnxn = 0,

εs+1 1x1 + · · ·+ εs+1nxn = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . .
εn1x1 + · · ·+ εnnxn = 0.

(5)

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Íîðìàëüíi âèãëÿäè êâàäðàòè÷íèõ ôîðìè . . .



Äîâåäåííÿ.

Ïðèïóñòèìî, ùî p ̸= s. Äëÿ âèçíà÷åíîñòi ââàæàòèìåìî, ùî p < s

(âèïàäîê
p > s äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî).
Äàëi, íåõàé

y1 = δ11x1 + · · ·+ δ1nxn,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
yn = δn1x1 + · · ·+ δnnxn;

z1 = ε11x1 + · · ·+ ε1nxn,
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
zn = εn1x1 + · · ·+ εnnxn

(4)

� îáåðíåíi ëiíiéíi ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ âiäïîâiäíî äî ëiíiéíèõ ïåðåòâîðåíü
(2). Ïiäêðåñëèìî, ùî ÿêùî âèêîíàòè âiäïîâiäíî öi ëiíiéíi ïåðåòâîðåííÿ çìií-
íèõ ó êâàäðàòè÷íèõ ôîðìàõ (3) íîðìàëüíîãî âèãëÿäó, òî ó îáîõ âèïàäêàõ
îäåðæèìî êâàäðàòè÷íó ôîðìó f .
Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü âiä n çìiííèõ x1, x2, . . . ,
xn 

δ11x1 + · · ·+ δ1nxn = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . .
δp1x1 + · · ·+ δpnxn = 0,

εs+1 1x1 + · · ·+ εs+1nxn = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . .
εn1x1 + · · ·+ εnnxn = 0.

(5)

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Íîðìàëüíi âèãëÿäè êâàäðàòè÷íèõ ôîðìè . . .



Äîâåäåííÿ.

Ïðèïóñòèìî, ùî p ̸= s. Äëÿ âèçíà÷åíîñòi ââàæàòèìåìî, ùî p < s (âèïàäîê
p > s äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî).

Äàëi, íåõàé

y1 = δ11x1 + · · ·+ δ1nxn,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
yn = δn1x1 + · · ·+ δnnxn;

z1 = ε11x1 + · · ·+ ε1nxn,
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
zn = εn1x1 + · · ·+ εnnxn

(4)

� îáåðíåíi ëiíiéíi ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ âiäïîâiäíî äî ëiíiéíèõ ïåðåòâîðåíü
(2). Ïiäêðåñëèìî, ùî ÿêùî âèêîíàòè âiäïîâiäíî öi ëiíiéíi ïåðåòâîðåííÿ çìií-
íèõ ó êâàäðàòè÷íèõ ôîðìàõ (3) íîðìàëüíîãî âèãëÿäó, òî ó îáîõ âèïàäêàõ
îäåðæèìî êâàäðàòè÷íó ôîðìó f .
Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü âiä n çìiííèõ x1, x2, . . . ,
xn 

δ11x1 + · · ·+ δ1nxn = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . .
δp1x1 + · · ·+ δpnxn = 0,

εs+1 1x1 + · · ·+ εs+1nxn = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . .
εn1x1 + · · ·+ εnnxn = 0.

(5)

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Íîðìàëüíi âèãëÿäè êâàäðàòè÷íèõ ôîðìè . . .



Äîâåäåííÿ.

Ïðèïóñòèìî, ùî p ̸= s. Äëÿ âèçíà÷åíîñòi ââàæàòèìåìî, ùî p < s (âèïàäîê
p > s äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî).
Äàëi, íåõàé

y1 = δ11x1 + · · ·+ δ1nxn,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
yn = δn1x1 + · · ·+ δnnxn;

z1 = ε11x1 + · · ·+ ε1nxn,
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
zn = εn1x1 + · · ·+ εnnxn

(4)

� îáåðíåíi ëiíiéíi ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ âiäïîâiäíî äî ëiíiéíèõ ïåðåòâîðåíü
(2). Ïiäêðåñëèìî, ùî ÿêùî âèêîíàòè âiäïîâiäíî öi ëiíiéíi ïåðåòâîðåííÿ çìií-
íèõ ó êâàäðàòè÷íèõ ôîðìàõ (3) íîðìàëüíîãî âèãëÿäó, òî ó îáîõ âèïàäêàõ
îäåðæèìî êâàäðàòè÷íó ôîðìó f .
Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü âiä n çìiííèõ x1, x2, . . . ,
xn 

δ11x1 + · · ·+ δ1nxn = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . .
δp1x1 + · · ·+ δpnxn = 0,

εs+1 1x1 + · · ·+ εs+1nxn = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . .
εn1x1 + · · ·+ εnnxn = 0.

(5)

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Íîðìàëüíi âèãëÿäè êâàäðàòè÷íèõ ôîðìè . . .



Äîâåäåííÿ.

Ïðèïóñòèìî, ùî p ̸= s. Äëÿ âèçíà÷åíîñòi ââàæàòèìåìî, ùî p < s (âèïàäîê
p > s äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî).
Äàëi, íåõàé

y1 = δ11x1 + · · ·+ δ1nxn,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
yn = δn1x1 + · · ·+ δnnxn;

z1 = ε11x1 + · · ·+ ε1nxn,
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
zn = εn1x1 + · · ·+ εnnxn

(4)

� îáåðíåíi ëiíiéíi ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ âiäïîâiäíî äî ëiíiéíèõ ïåðåòâîðåíü
(2). Ïiäêðåñëèìî, ùî ÿêùî âèêîíàòè âiäïîâiäíî öi ëiíiéíi ïåðåòâîðåííÿ çìií-
íèõ ó êâàäðàòè÷íèõ ôîðìàõ (3) íîðìàëüíîãî âèãëÿäó, òî ó îáîõ âèïàäêàõ
îäåðæèìî êâàäðàòè÷íó ôîðìó f .
Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü âiä n çìiííèõ x1, x2, . . . ,
xn 

δ11x1 + · · ·+ δ1nxn = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . .
δp1x1 + · · ·+ δpnxn = 0,

εs+1 1x1 + · · ·+ εs+1nxn = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . .
εn1x1 + · · ·+ εnnxn = 0.

(5)

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Íîðìàëüíi âèãëÿäè êâàäðàòè÷íèõ ôîðìè . . .



Äîâåäåííÿ.

Ïðèïóñòèìî, ùî p ̸= s. Äëÿ âèçíà÷åíîñòi ââàæàòèìåìî, ùî p < s (âèïàäîê
p > s äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî).
Äàëi, íåõàé

y1 = δ11x1 + · · ·+ δ1nxn,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
yn = δn1x1 + · · ·+ δnnxn;

z1 = ε11x1 + · · ·+ ε1nxn,
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
zn = εn1x1 + · · ·+ εnnxn

(4)

� îáåðíåíi ëiíiéíi ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ âiäïîâiäíî äî ëiíiéíèõ ïåðåòâîðåíü
(2).

Ïiäêðåñëèìî, ùî ÿêùî âèêîíàòè âiäïîâiäíî öi ëiíiéíi ïåðåòâîðåííÿ çìií-
íèõ ó êâàäðàòè÷íèõ ôîðìàõ (3) íîðìàëüíîãî âèãëÿäó, òî ó îáîõ âèïàäêàõ
îäåðæèìî êâàäðàòè÷íó ôîðìó f .
Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü âiä n çìiííèõ x1, x2, . . . ,
xn 

δ11x1 + · · ·+ δ1nxn = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . .
δp1x1 + · · ·+ δpnxn = 0,

εs+1 1x1 + · · ·+ εs+1nxn = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . .
εn1x1 + · · ·+ εnnxn = 0.

(5)

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Íîðìàëüíi âèãëÿäè êâàäðàòè÷íèõ ôîðìè . . .



Äîâåäåííÿ.

Ïðèïóñòèìî, ùî p ̸= s. Äëÿ âèçíà÷åíîñòi ââàæàòèìåìî, ùî p < s (âèïàäîê
p > s äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî).
Äàëi, íåõàé

y1 = δ11x1 + · · ·+ δ1nxn,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
yn = δn1x1 + · · ·+ δnnxn;

z1 = ε11x1 + · · ·+ ε1nxn,
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
zn = εn1x1 + · · ·+ εnnxn

(4)

� îáåðíåíi ëiíiéíi ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ âiäïîâiäíî äî ëiíiéíèõ ïåðåòâîðåíü
(2). Ïiäêðåñëèìî, ùî ÿêùî âèêîíàòè âiäïîâiäíî öi ëiíiéíi ïåðåòâîðåííÿ çìií-
íèõ ó êâàäðàòè÷íèõ ôîðìàõ (3)

íîðìàëüíîãî âèãëÿäó, òî ó îáîõ âèïàäêàõ
îäåðæèìî êâàäðàòè÷íó ôîðìó f .
Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü âiä n çìiííèõ x1, x2, . . . ,
xn 

δ11x1 + · · ·+ δ1nxn = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . .
δp1x1 + · · ·+ δpnxn = 0,

εs+1 1x1 + · · ·+ εs+1nxn = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . .
εn1x1 + · · ·+ εnnxn = 0.

(5)

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Íîðìàëüíi âèãëÿäè êâàäðàòè÷íèõ ôîðìè . . .



Äîâåäåííÿ.

Ïðèïóñòèìî, ùî p ̸= s. Äëÿ âèçíà÷åíîñòi ââàæàòèìåìî, ùî p < s (âèïàäîê
p > s äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî).
Äàëi, íåõàé

y1 = δ11x1 + · · ·+ δ1nxn,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
yn = δn1x1 + · · ·+ δnnxn;

z1 = ε11x1 + · · ·+ ε1nxn,
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
zn = εn1x1 + · · ·+ εnnxn

(4)

� îáåðíåíi ëiíiéíi ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ âiäïîâiäíî äî ëiíiéíèõ ïåðåòâîðåíü
(2). Ïiäêðåñëèìî, ùî ÿêùî âèêîíàòè âiäïîâiäíî öi ëiíiéíi ïåðåòâîðåííÿ çìií-
íèõ ó êâàäðàòè÷íèõ ôîðìàõ (3) íîðìàëüíîãî âèãëÿäó,

òî ó îáîõ âèïàäêàõ
îäåðæèìî êâàäðàòè÷íó ôîðìó f .
Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü âiä n çìiííèõ x1, x2, . . . ,
xn 

δ11x1 + · · ·+ δ1nxn = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . .
δp1x1 + · · ·+ δpnxn = 0,

εs+1 1x1 + · · ·+ εs+1nxn = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . .
εn1x1 + · · ·+ εnnxn = 0.

(5)

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Íîðìàëüíi âèãëÿäè êâàäðàòè÷íèõ ôîðìè . . .



Äîâåäåííÿ.

Ïðèïóñòèìî, ùî p ̸= s. Äëÿ âèçíà÷åíîñòi ââàæàòèìåìî, ùî p < s (âèïàäîê
p > s äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî).
Äàëi, íåõàé

y1 = δ11x1 + · · ·+ δ1nxn,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
yn = δn1x1 + · · ·+ δnnxn;

z1 = ε11x1 + · · ·+ ε1nxn,
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
zn = εn1x1 + · · ·+ εnnxn

(4)

� îáåðíåíi ëiíiéíi ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ âiäïîâiäíî äî ëiíiéíèõ ïåðåòâîðåíü
(2). Ïiäêðåñëèìî, ùî ÿêùî âèêîíàòè âiäïîâiäíî öi ëiíiéíi ïåðåòâîðåííÿ çìií-
íèõ ó êâàäðàòè÷íèõ ôîðìàõ (3) íîðìàëüíîãî âèãëÿäó, òî ó îáîõ âèïàäêàõ
îäåðæèìî êâàäðàòè÷íó ôîðìó f .

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü âiä n çìiííèõ x1, x2, . . . ,
xn 
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Äîâåäåííÿ.

Ïðèïóñòèìî, ùî p ̸= s. Äëÿ âèçíà÷åíîñòi ââàæàòèìåìî, ùî p < s (âèïàäîê
p > s äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî).
Äàëi, íåõàé

y1 = δ11x1 + · · ·+ δ1nxn,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
yn = δn1x1 + · · ·+ δnnxn;

z1 = ε11x1 + · · ·+ ε1nxn,
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
zn = εn1x1 + · · ·+ εnnxn
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� îáåðíåíi ëiíiéíi ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ âiäïîâiäíî äî ëiíiéíèõ ïåðåòâîðåíü
(2). Ïiäêðåñëèìî, ùî ÿêùî âèêîíàòè âiäïîâiäíî öi ëiíiéíi ïåðåòâîðåííÿ çìií-
íèõ ó êâàäðàòè÷íèõ ôîðìàõ (3) íîðìàëüíîãî âèãëÿäó, òî ó îáîõ âèïàäêàõ
îäåðæèìî êâàäðàòè÷íó ôîðìó f .
Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü âiä n çìiííèõ x1, x2, . . . ,
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Äîâåäåííÿ.

Öå ñèñòåìà ç p+(n−s) ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ç n çìiííèìè.
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Äîâåäåííÿ.
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Äîâåäåííÿ.
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Äîâåäåííÿ.
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ðiâíÿíü (5) ìåíøå çà ÷èñëî çìiííèõ,

îòæå, âîíà ìà¹ íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê
x∗
1, x

∗
2, . . . , x

∗
n.

Äàëi, íåõàé

y∗
1 = δ11x

∗
1 + · · ·+ δ1nx

∗
n,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
y∗
n = δn1x

∗
1 + · · ·+ δnnx

∗
n;

z∗1 = ε11x
∗
1 + · · ·+ ε1nx

∗
n,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
z∗n = εn1x

∗
1 + · · ·+ εnnx

∗
n.

Î÷åâèäíî (äèâ. (4, 5)), ùî

y∗
1 = 0, . . . , y∗

p = 0, z∗s+1 = 0, . . . , z∗n = 0.

Ç óñüîãî âèùå ñêàçàíîãî ñëiäó¹, ùî

n∑
i,j=1

αijx
∗
i x

∗
j = y∗

1
2 + · · ·+ y∗

p
2 − y∗

p+1
2 − · · · − y∗

r
2 =

= −y∗
p+1

2 − · · · − y∗
r
2,

n∑
i,j=1

αijx
∗
i x

∗
j = z∗1

2 + · · ·+ z∗s
2 − z∗s+1

2 − · · · − z∗r
2 =

= z∗1
2 + · · ·+ z∗s

2.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Íîðìàëüíi âèãëÿäè êâàäðàòè÷íèõ ôîðìè . . .



Äîâåäåííÿ.
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Äîâåäåííÿ.
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Äîâåäåííÿ.
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Äîâåäåííÿ.
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ðiâíÿíü (5) ìåíøå çà ÷èñëî çìiííèõ, îòæå, âîíà ìà¹ íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê
x∗
1, x

∗
2, . . . , x

∗
n.

Äàëi, íåõàé

y∗
1 = δ11x

∗
1 + · · ·+ δ1nx

∗
n,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
y∗
n = δn1x

∗
1 + · · ·+ δnnx

∗
n;

z∗1 = ε11x
∗
1 + · · ·+ ε1nx

∗
n,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
z∗n = εn1x

∗
1 + · · ·+ εnnx

∗
n.

Î÷åâèäíî (äèâ. (4, 5)), ùî

y∗
1 = 0, . . . , y∗

p = 0,

z∗s+1 = 0, . . . , z∗n = 0.

Ç óñüîãî âèùå ñêàçàíîãî ñëiäó¹, ùî

n∑
i,j=1

αijx
∗
i x

∗
j = y∗

1
2 + · · ·+ y∗

p
2 − y∗

p+1
2 − · · · − y∗

r
2 =

= −y∗
p+1

2 − · · · − y∗
r
2,

n∑
i,j=1

αijx
∗
i x

∗
j = z∗1

2 + · · ·+ z∗s
2 − z∗s+1

2 − · · · − z∗r
2 =

= z∗1
2 + · · ·+ z∗s

2.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Íîðìàëüíi âèãëÿäè êâàäðàòè÷íèõ ôîðìè . . .



Äîâåäåííÿ.

Öå ñèñòåìà ç p+(n−s) ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ç n çìiííèìè. Îñêiëüêè
p < s, òî n+p− s < n, ùî â ñâîþ ÷åðãó îçíà÷à¹, ùî ÷èñëî ðiâíÿíü ñèñòåìè
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Îçíà÷åííÿ 3

Íåõàé äåÿêà äiéñíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà f(x1, . . . , xn)

åêâiâàëåíòíà êâàäðà-
òè÷íié ôîðìi íîðìàëüíîãî âèãëÿäó

x2
1 + · · ·+ x2

p − x2
p+1 − · · · − x2

p+q.

Òîäi ÷èñëî p äîäàòíèõ êâàäðàòiâ çìiííèõ öi¹¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè íîðìàëü-
íîãî âèãëÿäó íàçèâà¹òüñÿ äîäàòíèì iíäåêñîì iíåðöi¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè
f(x1, . . . , xn). ×èñëî q âiä'¹ìíèõ êâàäðàòiâ çìiííèõ ó êâàäðàòè÷íi ôîðìi
íîðìàëüíîìó âèãëÿäi íàçèâà¹òüñÿ âiä'¹ìíèì iíäåêñîì iíåðöi¨ êâàäðàòè÷íî¨
ôîðìè f(x1, . . . , xn). Ðiçíèöÿ p − q ìiæ äîäàòíèì òà âiä'¹ìíèì iíäåêñàìè
iíåðöi¨ íàçèâà¹òüñÿ ñèãíàòóðîþ äàíî¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè f(x1, . . . , xn).

Ñèãíàòóðó êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè f ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç signf .

Òåîðåìà 5 (êëàñèôiêàöiéíà òåîðåìà)
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ñèãíàòóðè îáîõ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì.
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Äîâåäåííÿ.

Íåîáõiäíiñòü òåîðåìè îäðàçó ñëiäó¹ iç òåîðåìè ïðî iíâàðiàíòíiñòü ðàíãó êâà-
äðàòè÷íî¨ ôîðìè òà çàêîíó iíåðöi¨ äiéñíî¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè.

Äîâåäåìî òåïåð äîñòàòíiñòü òåîðåìè. Íåõàé f i g � äiéñíi êâàäðàòè÷íi ôîð-
ìè âiä n çìiííèõ x1, x2, . . . , xn, ùî ìàþòü îäíàêîâi ðàíãè, à òàêîæ ìàþòü
ðiâíi ñèãíàòóðè i

rankf = rank g = r, signf = sign g = s.

Çà îñíîâíîþ òåîðåìîþ ïðî äiéñíi êâàäðàòè÷íi ôîðìè êîæíà iç êâàäðàòè-
÷íèõ ôîðì f i g åêâiâàëåíòíà äiéñíié êâàäðàòè÷íié ôîðìi íîðìàëüíîãî âè-
ãëÿäó:

f ∼ x2
1 + · · ·+ x2

p − x2
p+1 − · · · − x2

p+q,

g ∼ x2
1 + · · ·+ x2

p′ − x2
p′+1 − · · · − x2

p′+q′ ,

äå p+ q = r = p′ + q′, p− q = s = p′ − q′.

Çâiäñè
p =

r + s

2
= p′, q =

r − s

2
= q′,

òîáòî êâàäðàòè÷íi ôîðìè f i g åêâiâàëåíòíi îäíié i òié æ äiéñíié êâàäðàòè-
÷íié ôîðìi íîðìàëüíîãî âèãëÿäó. Òîìó çà ñèìåòðè÷íîþ òà òðàíçèòèâíîþ
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Äîâåäåííÿ.

Íåîáõiäíiñòü òåîðåìè îäðàçó ñëiäó¹ iç òåîðåìè ïðî iíâàðiàíòíiñòü ðàíãó êâà-
äðàòè÷íî¨ ôîðìè òà çàêîíó iíåðöi¨ äiéñíî¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè.
Äîâåäåìî òåïåð äîñòàòíiñòü òåîðåìè. Íåõàé f i g � äiéñíi êâàäðàòè÷íi ôîð-
ìè âiä n çìiííèõ x1, x2, . . . , xn, ùî ìàþòü îäíàêîâi ðàíãè, à òàêîæ ìàþòü
ðiâíi ñèãíàòóðè i

rankf = rank g = r, signf = sign g = s.

Çà îñíîâíîþ òåîðåìîþ ïðî äiéñíi êâàäðàòè÷íi ôîðìè êîæíà iç êâàäðàòè-
÷íèõ ôîðì f i g åêâiâàëåíòíà äiéñíié êâàäðàòè÷íié ôîðìi íîðìàëüíîãî âè-
ãëÿäó:

f ∼ x2
1 + · · ·+ x2

p − x2
p+1 − · · · − x2

p+q,

g ∼ x2
1 + · · ·+ x2

p′ − x2
p′+1 − · · · − x2

p′+q′ ,

äå p+ q = r = p′ + q′, p− q = s = p′ − q′.

Çâiäñè
p =

r + s

2
= p′, q =

r − s

2
= q′,

òîáòî êâàäðàòè÷íi ôîðìè f i g åêâiâàëåíòíi îäíié i òié æ äiéñíié êâàäðàòè-
÷íié ôîðìi íîðìàëüíîãî âèãëÿäó. Òîìó çà ñèìåòðè÷íîþ òà òðàíçèòèâíîþ
âëàñòèâîñòÿìè åêâiâàëåíòíîñòi êâàäðàòè÷íèõ ôîðì êâàäðàòè÷íà ôîðìà f
åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íié ôîðìi g. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Iãîð Øàïî÷êà Íîðìàëüíi âèãëÿäè êâàäðàòè÷íèõ ôîðìè . . .


