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РЕАЛИЗАЦИЯ ФУНКЦИИ АЛГЕБРЫ ЛОГИКИ Н А ПОРОГОВЫХ ЭЛЕМЕНТАХ

Интерес к методам синтеза дискретных устройств 
в пороговом базисе, как известно [1— 5], вызван 
тем, что пороговые элементы (ПЭ) обладают боль­
шими функциональными возможностями и свой­
ством перестраиваемое™, благодаря чему могут 
играть существенную роль в развитии элементной 
базы ЭВМ, при построении кибернетических си­
стем, решающих задачи распознавания образов, и 
при создании управляющих устройств с перестраи­
ваемыми структурами в системах автоматического 
управления. Методы порогового представления 
функций алгебры логики успешно могут исполь­
зоваться для решения задачи распознавания обра­
зов и для сжатия информации.

В работе предлагается комбинаторно-алгебра­
ический подход к изучению булевых пороговых 
функций, основанный на применении свойств мат­
риц толерантности [6, 7], приводится ряд необхо­
димых условий пороговое™ булевых функций и 
впервые” дается практически приемлемый метод 
синтеза порогово-дизъюнктивной сети из целочис­
ленных ПЭ, не накладывающий никакого ограни­
чения на число аргументов реализуемой функции. 
Полученный метод порогового представления бу­
левых функций позволяет описать классы бинарных 
изображений, допускающие сжатия без потери 
информации с коэффициентом

и, =
Р Х о

([log2p ]+ [ lo g 2?] +  3 ) Г

весовым, и действительное число А —  порог, такие- 
что X £ Г~1 (0) <=> X • <  А, где Т, • —  соответствен
но символы транспонирования матриц и матри«шого 
умножения. Введем понятие ядра К  (/) для булевой

где р У. а —  размеры изображений, Ы  —  целая 
часть числа а, / —  число пороговых функций, 
входящих в пороговое разложение булевой функ­
ции, сопоставленной (однозначно) изображению.

Впервые получено порогово-дизъюнктивное раз­
ложение функции Мура [2], не совпадающее ни с 
тривиальным пороговым, ни с кратчайшей Д Н Ф  
этой функции. Число пороговых функций, входя­
щих в порогово-дизъюнктивное разложение функ­
ции Мура, в два-три раза меньше числа элемен­
тарных конъюнкций кратчайшей Д Н Ф , реализу­
ющую эту же функцию.

1. Необходимые условия реализуемости булевых 
функций на одном ПЭ. Пусть — {0, 1} и —  п-я 
декартовая степень множества 22- Обозначим через 

( 1) множество всех наборов, на которых булева 
функция равна 1, а через / 1 (0) — мно­
жество всех наборов, на котором булева функция / 
принимает значение 0. Булева функция { ( х ^ . . . ^ ^  
называется пороговой, если существуют п-мерный 
вещественный вектор V/ =  (со2, . . . ,  ©„), называемый

функции f, полагая К (/) =  1 ( 1), если | f ~ l ( 1) | <
I Г~' (0) Ь И К  (f)  =  f ~ l (0) в противном случае, 

где | f -1 (t) | —  число элементов множества f~ l (t).
Пусть | К  (/) | — q. Запишем элементы ядра К  {}) 

в некотором порядке в строки матрицы (РУ), сохра­
няя для полученной матрицы обозначение К  (f). 
Тогда К  (f) =  (Ро) —  матрица размерности q / i n .  
Если Sn —  группа подстановок на множестве из п 
элементов и а в Sn, | £ S g, то обозначим через 
K f  (/) матрицу Ф|(£)0(/)), где g ( i )  —  действие подста­
новки на символ г.

Рассмотрим множество Qn всех л-мерных вещест­
венных векторов w =  (% ,... ,(йп) таких, что для 
всех различных X l t X 2^ Z "  числа Xx-wT и X2*wT 
различны. Известно [8], что все пороговые булевы 
функции могут быть реализованы на ПЭ с весовым 
вектором w £ Qn.

Пусть сх >  сг >  ... >  с2п —  расположенные в по­
рядке убывания взвешенные суммы X -w T (при фик­
сированном w £ Q n), а сw =  {c1, c i , ... , с 2п). Полагая

s =  2n~ l —  i +  1, сопоставим каждой матрице 
N  =  ( a tJ) над Z2 матрицу N *  =  (asj), где asj =  
=  сси — булево отрицание a i}, В [6] доказано, что 
для всякого w £ Q n найдется матрица толерантности

такая, что  ̂ j  • wT =  . Введем следующие

обозначения:

Е п — |_J L,v , Qn =  {((O j,,. . ,  con) £ Q„ | 0 >
w€Q n

> C 01> . . . > ( 0n>

E'n =  U  Lw.

w€Q '

Теорема 1. Если булева функция f ( x v ..., хп)  
пороговая, то ядро К  (/) не содержит одновременно 
строку а =  (о^, .. ., и а' =  (с^ ,... , ап), где at—  
инвертированное значение at £ { 0, 1}.

Доказательство. Пусть f (ху, ... , х п) —  пороговая 
функция. Тогда в силу теоремы 1 [6] найдется 
такой элемент | £ Sq и такая матрица толерантности 
L £ E n, что /С (f) <3 L. Множество всех строк 
матрицы толерантности L  является классом толе* 
рантности отношения т, определенного на Z":

t t j ,  . . . »  O n )  1

К 6(/)<1 Ь
одновремен] 

Пусть е

& = = ( ( -  
=  {К  (f)x =
BOM npHBej 

Теорема 
пороговая, 
T  (f) найд
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а1г... , < * „ ) Р„ )<=*3*( “ г =  Рг)- ТоГДа из 
К,  ф  <1 Ь  следует, что К  ф  не может содержать
одновременно а, а', что и доказывает теорему.

Пусть е* =  (0, .. ., 0, 1, 0 ,... ,0 ), Ь =  (& ,... ,р „ )6

е%) /ь =  {г | Рг =  1>. Если К ф  =  фц)  и
g{• =  ((—  1)Рп (—  1)р‘л)> то согласно [6] Т  (/) =
=  { К (/)» =  бгК ф  I / =  1, 2, . . . ,  <7}  будет множест­
вом приведенных ядер булевой функции /.

Теорема 2. Если булева функция / (х1, ..., 
пороговая, то во множестве приведенных ядер 
Т  (/) найдется ядро К  ф г такое, что

ь € К  фг  => {е г | г € 1ъ} с : К  ф г-

Доказательство. Если [ ( х г  х п) — пороговая
функция, то по теореме 2 [6] К\ (/)г< ]£  6 Е п ■ Для 
любой матрицы толерантности Ы ^ Е п существует 

вектор те =  те^ € такой, что N  • тет =  с ^ , где

^   ̂ . Пусть Ы— Ь, тогда вектор ч/=у/1 £&'п
Ы*

N  =

удовлетворяет условию

Ь • тет =  с ! (1)

Здесь 0г —  нулевой столбец длины 2 

матрицы ~Ьп =  (
Еп

и-1

ит _  Г т

Для

(3)

Для любого 1' 6 /ь выполняется неравенство Ь*тет < ; 
< е г \Ут.

В силу (1) И К !  Ф г  < ] £  порядковый номер 
строки Ь в матрице L больше порядкового номера 
строки ег (16/ь). Следовательно, Ъ ^ К (/% {е г |г6
е/ь} с- К Ф г .

В случае когда Ь —  нулеюй вектор, теорема оче­
видна.

Итак, теорема доказана.
Следствие. Если { ( х х п) —  пороговая функ­

ция, то во множестве приведенных ядер Т  (/) най­
дется ядро К ф г такое, что если е} £ К ф г, то /-й 
столбец приведенного ядра состоит из нулей.

| Пусть А =  (аи) —  прямоугольная т X  п-матрица 
1 п
| над 1 г, Х с Й ,  х ( А  0 =  2  а и  и / (х ) = { ‘ Iе « £ * }■
9  / = 1

Теорема 3. Если ядро К  ф  пороговой функции 
/ (хх, .. . ,  х п) удовлетюряет неравенству 2' <  | К  (/) К  
^  2/+1 (/ € {! ,  2, . . . ,  п —  2}), то во множестве при­
веденных ядер Г  ф  найдется ядро К  (/% такое, что:

1) { 1. 2. . . Х( Х( /) Г, 1) < / +  1;
2) |/(*С (/ ) , !> /  +  1.
Доказательство. Пусть / (д^,. . . ,  х п) —  пороговая 

функция и 2; < | К (/ )| < 2 /+1. В силу пороговости 
данной функции К| ф г < 1^6 £ «  [6].

Рассмотрим вектор те =  (с^ ,.. . ,  ып) 6 , удов-
1—1

летюряющий условию О»! <  0, сог <  2  (,); (*' =  2,

3 ,... ,л ), и множество матриц толерантности:

^ = (< у .  ^ ......оЦ|)- (2)
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£ » • * *  = с ч

Пусть 2У 2/+1, / € {0 ,1 , , . . ,  л  —  2}. Из пост­
роения вектора те и из (3) следует, что любая 
матрица Н £ Е п удовлетворяет условию: Д/-/л€ { 1,
2. . . . , ? }  з & € {1> 2,... , <?} такой, что

Х (Я , т ) < х ( ^ п .  * ) < / +  Ь

Тогда из (/)г <11 € £ «  получим У г  € 0> 2, ... 
-- И К (Л  |>%(/С(/)г. » ) < / '+ ! ■

Из построения матрицы Ь п следует, что порядко- 
вый номер строки ег =  (0, . . . ,  0, 1, 0, . . . ,  0) в любой 
матрице толерантности Н £ Е п не превосходит по­
рядкового номера строки ег в матрице Еп (££{1,
2 . . . . , п — 1}). Следовательно, если Ь п (д) и Н{д)  
обозначать соответственно предматрицы толерант­
ности матриц /, и Я , состоящих из ц строк, то (2) 
повлечет

\ ц н т > \ ц Е п т  =  ! +  \.

В силу произвольности Н  можно положить Н =  Ь. 
Тогда из /<| (/% < ]£  имеем Н  (^) =  К\ (/)г. Итак,

| / (Я  (<?)) I =  I / ( К !  фг)  |==1 Ц К  Ф г )  > 1 - 4 - 1 .  

Теорема доказана.
Возникает вопрос, для каких булевых функций 

от п переменных можно установить пороговость 
(непороговость) с помощью матриц толерантности 
из Ё т (т С  п). В случае т =  п ответ на этот воп­
рос содержится в теореме 2 [6].

Теорема 4. Если в приведенных ядрах К  (/)* 
(с =  1, 2, булевой функции [  (х±, .. ., хп) число 
нулевых столбцов К ф г  равно 8, где ( 1, 2, 
. . . , п — 1}, а то функция } будет
пороговой тогда и только тогда, когда хотя бы для од­
ного приведенного ядра К ф Т найдутся такие эле
менты а € 5 П, 
V 6 £л—в, что

£€-$д и матрица толерантности

К 1 ф г < 1 (У  0т . . . 0т ), (4)

где пг =  п —  в.
Доказательство. Необходимость. Если / (лгх,. ..  

.. ., хп) —  пороговая функция, то К °  ф г <  Ь  € Еп [6]. 
Следовательно,

Ч Ф т ^ о т . . . о т

Ь  =  I (5)

Покажем, что во множестве Ет найдется матрица 
толерантности V, удовлетворяющая условию £.'<] V. 
Пусть вектор № =  ( « ! , . . .  ,<вп)€^п  такой, что

£*тег =  ст (6)
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где Ь
- ( £ ) ■

Вектор W1 =  , ют ), очевидно,

принадлежит множеству От и, значит, существует 
такая матрица толерантности V 6 Ет, что

V  • иг? =  ст .1 »1

Тогда из (5) и (6) следует, что начальные отрезки 
векторов с* и с„,, состоящие из первых д компо­
нент, совпадают. Откуда V  <1V  и (4) доказано.

Достаточность. Пусть выполняется (4). Из опре­
деления ядра К  (/) /С (Л =  Г 1 (1). если | Г 1 ( 1) К  

| (0) |, в противном случае /С (/) =  / 1 (0). Для
определенности предположим К  (Г) — Г~1 (1). 

Рассмотрим множество матриц толерантности

I ,  ° т  
I і 'У *  о.

.... и  =

^   1Е 1 0т _(_1

от+1

и
5—1 ит -1_5—1

V

г-Т = 7 п—I

где V 6 Е т. Матрица принадлежит множеству Еп 
и имеет вид

/  V от .. .о т

(7)

По определению к  (П г = ё г К  (Л- где ё, =  ((—  1)аг1, ... 
І )“" 1), (а  л , . . . , а гп) Є К ( П .

Из построения Еп для матрицы ЕВ£Е„  сущест­
вует вектор =  (сор .. . ,  соп) 6 , удовлетворяющий
условию

=  ст , (8)

где Тогда в СИЛУ (4)' (7) и (8) булева

функция ! ( х 1г.. . ,  хп) реализуется на ПЭ с весовым

вектором =  gr • wa~  и порогом Ав(Сд, сч+1), где 
сч, сч+і —  соответственно <?-, ц +  1-я компоненты

{&ТЕ )-игт . Значит, функция / (хх, ..., х п) 
пороговая.

Если предположить, что /С (/) =  Г~1 (0), то ана­
логично случаю К  (/) =  Г ~1 ( 1) можно показать реа­
лизуемость функции / (* ! , . . . ,  х п) на одном ПЭ. 
Однако функции ! { х1, ... , хп) и [ (хг, ... , х п) одно­
временно пороговые или одновременно непороговые. 
Следовательно, / (хг, .. . ,  хп) пороговая.

Теорема доказана.
2. Достаточное условие пороговости булевой 

функции. Вновь рассмотрим множество матриц 
толерантности (2) и введем еледующие обозначения:

Ц  (<7г) —  предматрица матрицы толерантности С  , 
состоящая из строк,

% — Яг я строка матрицы толерантности Ц .

Определим над предматрицами толерантностей 
(Ь ,* (<7;) 0 ... 0), ( Ц  (^-) 0 ... 0) операцию [ ]  так:

п—£ п—/

( Ц Ы 0̂ 0) □  ц ] Ы 0 ^ 0) =
п—і п—/

ьи.яд 0 . . . 0  

^ Ы 0 - - 0
п—/

Здесь нулевой столбец 0 в предматрице толерант­
ности { Ц  (дг) 0 ... 0) имеет длину <7г. Очевидно, что

П—I
О ... 0) ]  (£ ; (0) 0 ^ 0) =  ( ^  (0) 0 ... 0) [ ]
п—I п—/ Я—/

□  ( I * ( у г) 0 . . .0) =  {Ц  (^ )О -^О ).
а—I а—I

Теорема 5. Булева функция / (дсх, ... хп) порого­
вая, если в множестве приведенных ядер Т  (/) най­
дется такое ядро К  (/)г и такие элементы а £
1 6 5 ,, что

/С?(Пг =  ( £ А ... 0,) □  (  0 ' ( 4 и  (?,) 0 ... 0 ) )  . (9)
\ 1=0 „_</ + /

Здесь % >  ... >

Доказательство. Пусть /С (/) =  / 1 (1). Если имеет 
место (9) и выполняется неравенство д0 ^  ...
... то можно построить л-мерный вектор =
=  (% , .. . ,  <оп) такой, что

У Х £ , Г ( / ) г у ¥ е г ? \ / С а (/)г Х-№т > ¥ . тет. (10)

Действительно, пусть I —  такое наименьшее целое 
положительное число, что дг =ф0 и </<+| =  =  ...
... =  <7п_ ; =  0, тогда построим я-мерный целочис­
ленный вектор V/ =  (% , .. . ,  юп):

а) (»! =  —  1, ю2 =  «>! —  1, ... ,ш,- =  ^  ®г —  1‘.
1=1

б) компоненты со.+5 последовательно находим из 
равенств

е/+*.(Ю1, .. . ,  со;+5)т =  е/+^-> - К  с о ^ Г ,

в =  1, 2, .. .,

в) « /+(+1 =  ®/+(+2 =  ... =  «в» =  е/+' • (шг, ... 

...,09/+()т —  1. Построенный таким образом вектор 
удовлетворяет ( 10).

По определению К  Фг  =  йгК (/), где &. =
=  ( ( - 1 )аг1.......( - 1 ) “- )  И (аг1 агп)еК(Г>-  В
силу того, что w удовлетворяет ( 10), заключаем; 
булева функция / (хг, ..., х п) реализуется на ПЭ с 
весовым вектором иг* =  g,*w 0—1 и порогом 
Л = ^ !  (е 'о 0 ... О) « - 1 *игт .
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Если К  (/) =  f ~ x (0) и wx =  —  w, то функция 
f ( x l t . . . ,  хп) реализуется на ПЭ с весовым вектором

Wi* =  grw f~ ‘ и порогом А  =  gr (е/§ 0 ... О)0- • + 1 .
я—/

Теорема доказана.
Теорема 6. Булева функция f ( x l t .. ., х п) с ядром 

IК  {f) I С  11 будет пороговой тогда и только тогда, 
когда в Т  (/) найдется ядро К  (/)г. удовлетворяющее 
условию (9).

Доказательство. Необходимость. Пусть / {xv ... 
. . . , * „ ) — пороговая функция, тогда

K l  ( f) r <1 L e Еп. (И )

Если 1. то функция f  (xv  ... , х п), очевид­
но, пороговая. Рассмотрим случай 1 <  | К  (f) | <  11. 
В силу (11) найдется число ££{2, 3, 4} такое, что

( L t 0t ...0J) < [ K ? ( f ) r  и (L w 0, + b - , 0 f+ i)
л -< *+ 1 )

не <1 K l  {f)r- ( 12)

Пусть вектор w =  (% , . . . ,  шп) £Q^ удовлетворяет 

• w1 =  с ; . Тогда из того, что 0>оз1 >  со2>  ... 

... > ш п, и из ( 11), ( 12) при t — 2 ,3  получим

Y I £ {1, 2,..., | К  (!) |} X {K l  ihr, C i < t -  1. 
Откуда

K l  Ihr =  j ]  f  ‘ i t i+st is )  0 ^ 0 } ) , (13)
n~t \ s~ 0 n—(f+s)/

где 2‘~ l —  1 >  q0 >  qi >  ... >  qn_ t.
Если t — 4, то из | К  (f) | <  11 и из строения 

Lj+s (s =  0, 1, .. ., n —  t) следует q0 <  3 и для всех 
ls€ { 1> 2,... , qs} при <7S<<?S_ ! ( s >  1)

X (Lt+s (<7s)> Q  <  % (Lt+s-i  (<7s_ i). L i ) <  2.

Тогда в силу (11) и 0 >  (ох >  ... >  con /Cf (f)r 
представляется в виде (13). Значит, необходимость 
доказана.

Достаточность вытекает из теоремы 5.
Часто при решении ряда практических задач 

распознавания образов, диагностики, при построе­
нии комбинационных схем, сталкиваемся с час­
тично определенными булевыми функциями, по­
этому разработка методов синтеза схем из ПЭ, 
реализующих частично определенные булевы функ­
ции,—  актуальная и практически важная задача.

Пусть f ( x v . . . , x n) —  частично определенная бу­
лева функция, / 1 ( 1), [ ~ 1 (0), f ~ [ (* ) —  множества 
булевых векторов, на которых функция соответст­
венно принимает значения 1, 0, неопределена. 
Предположим, что элементы из f~ l (t) записаны не­
которым образом в строки матрицы, для которой 
сохраняем обозначение f ~ l (г) (г £ {0 ,1 , * } ) .  Если к 
f~' (i) использовать теоретико-множественные опера-
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ции, то под (г) в дальнейшем будем понимать 
множество, а в противном случае— матрицу. Ядром 
К  (И частично определенной булевой функции 
[  , х п) назовем множество / ~ '(1)> если
I Г *  ( 1 ) 1 0  Г 1 (0)1 и Г *  (0) в случае | Г ' ( 0 ) 1 <  
<  | Г~1 (1) I • Неполностью определенная булева функ­
ция { ( х ! , . . . ^ ^  называется пороговой, если суще­
ствуют п-мерный вещественный вектор =  (©!, ... 
...,<о„) и число А  —  порог, такие, что

х е г 1 (О )= > Х -№Т < Л ,  

х < е г ' ( 1) = ^ х . №т > а

Пусть К  (/) =  {а ; =  (оц, . . . , « ; „ )  11 =  1, 2 ,... , <?} —

ядро /, аг =  (( -  1)а‘\ . . . , ( -  1)“- )  и Г (/ )= {К (/ )г =

=  аг/С (/) | г =  1, 2, . . . ,  <7)  —  множество приведенных 
ядер частично определенной булевой функции /. 
Построим расширенное приведенное ядро К  (/, в){ 
неполностью определенной булевой функции { (х1У... 
... , х п) так: матрица К  (/, 5) ; содержит Есе строки

матрицы К  (/),- и любых в строк матрицы аг/“ ‘ (* ). 
Очевидно, К  (/, 0)г =  К  (/);■

Теорема 7. Частично определенная булева функ­
ция f ( x 1, . . . , x n) пороговая, если можно построить 
такое расширенное приведенное ядро К  (/, в)г (к £ {О,
1, . . . ,  | /~"1 (*) |}), для которого найдутся элементы 
о  £ 5 „, l € S t (t =  \ K ^ f ) \ + s )  такие, что

(/, 8), =  (1А - 0,) □  (  П ( ^  Ы  0^ 0) ) ,
п—1 \г=0 п—Ц+г) )

где <7о>(?1>  ... > q n_ r  
Доказательство следует из теоремы 5 и из оп­

ределения пороговости частично определенной бу­
левой функции.

3. Синтез порогово-дизъюнктивной сети из цело­
численных ПЭ. Любая булева функция ?( хх, ... , х п) 
представляется в виде дизъюнкции пороговых функ­
ций 11{х1, ... , * „ ), ... , f t (* !, ... ,Хп), Т. е.

I
/ (хг, .. . ,  хп) =  V  и  (%  Хп). (14)

(=1

Действительно, если '(1) =  {а^  ..., а4} 1&
‘ ( I )—{а г}  (г =  1,2......  I), то получим тривиальное

порогово-дизъюнктивное представление функции 
[  (*!, ..., хп). Разложение (14) называется оптималь­
ным, если оно содержит минимальное число по­
роговых функций. С точки зрения простоты и на­
дежности функционирования порогово-дизъюнк­
тивной сети важно, чтобы разложение (14) было 
оптимальным. Приведенный ниже алгоритм га­
рантирует оптимальность разложения (14) для 
класса булевых функций, достаточное условие 
(теорема 5) для которых будет и необходимым. 
Алгоритм не накладывает никакого ограничения 
на число аргументов п реализуемой функции, 
тогда как в алгоритмах [1, 2] я < 7  и при син-
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тезе порогово-дизъюнктивной сети в отличие от 
известных алгоритмов нет необходимости в табли­
це пороговых функций.

Пусть В —  множество «-мерных булевых набо­
ров. Запишем элементы В в строки матрицы ||В Ц, 
а матрицу, полученную из || В || путем перестановки 
строк 1 6 Зд И столбцов о  в 5 „, обозначим IIВ  ||| • 
Через т(В )  обозначим максимальное подмножество 
множества В, удовлетворяющее условию: строки и 
столбцы матрицы || т  (В ) |] можно переставлять так, 
чтобы

Гт (В) ||? =  (Ь;0} ... О,) [ ]  О ^ О ) ]  ,
П ~!  0 /2—(/+ /- ) )

где <?о> ?1  >  ••• > Я п- г
Рассмотрим алгоритм синтеза порогово-дизъюнк­

тивной сети.
Шаг 1. По предъявленной булевой функции 

[ ( * ! , ,  хп) запишем ядро К  (Л  =  {а х, аг, , а?1}  и 
построим множество приведенных ядер Т  (Л  =

=  {К  (Л* = а £/С(Л Ь =  1, 2, ... ,д1). Положим М о= 0 > 
/ =  0 и перейдем к шагу 2.

Шаг 2. / =  / +  1.
Шаг 3. Построим

|ДГг =  ш' (К  (/);) Л ( К ( П \ и М е)\ 1 = 1 , 2,
е=Э

где элементами т'  (К  (!) г) являются строки матри­

цы а% || т ( К  (/)г И? ')• Во множестве {Л/’ |̂ 1 = 1, 2,... 
... , <?/} найдем элемент Л/8 максимальной мощности 
и положим М ]  =  т! (К  (Л.,)- Если в {А 'г 11 =  1, 2 ,...

—  не единственный элемент максимальной 
мощности, т. е. I Ыа \ — I I =  ... =  I |, ТО ПОЛО­

Ж ИМ I =  в* (в* £ {5, вд,. . . ,  «,.}), М } =  т' (К  (/)() и пе­
рейдем к шагу 4.

Ш аг 4. Построим функцию ) =  М^ и
}

рассмотрим разность К ( / ) \ ( и  М е) ■ Если
е—О

к ( / ) \ ( й  м . )  =  0 ,
е=0

то перейдем к шагу 5, а в противном случае сфор­
мируем множество

[ К (/)« =  а , К (/) | а, 6 К ( Й \ ( й  М . ) }  •
е=0

I

Примем =  [ К  ( Л \ ( и  М е) | и перейдем к шагу 2. 

Шаг 5. Если Х ( / ) = Г ' (  1). то } (х1У... , х п) =

=  V  ( *1» — > *п>. а еСЛИ #  (/) =  Г *‘ (°). ТО / (XI, ...

..., > ■*■!»)• 
е=[

Здесь /е (дсх, ... , х п) —  инвертированная функция 
функции !е (х^,...,  х^). Функции 1г, /2, ... , удов­
летворяют условию теоремы 5 и целочисленные век­
торы структуры ПЭ, реализующие функции 
(1 =  1, 2 ,...,/ ), находятся по этой же теореме. Остает­
ся синтезировать выходной ПЭ. Рассмотрим воз­
можные случаи:

1) если К  (/) =  /~1 (1), то целочисленным векто­
ром структуры выходного ПЭ может быть выбран 
/ +  1-мерный вектор [(со, ... , со); со— 1], где и —

(1 ) У )
произвольное натуральное число;

2) если К ф  = / -1 (0), т о / + 1-мерный вектор [(со,...
(1)

..., со); /со], где с о >  1 —  натуральное число, может 
У)

быть выбран в качестве целочисленного вектора 
структуры выходного ПЭ.

Процесс закончен.
Пусть К  (/), — приведенное ядро частично опреде­

ленной булевой функции / (* !, .. . ,  хп), —  число из

{ 0, 1, . . . ,  |/̂ 1( . )  |}такое,что У 5г6 { 0, \,2, . . . ,\Г\*)\}  
(яг Ф  в*) | т (К  (/, я’ ),) | >  | т (К  (/, 5г)г) |. Тогда алго­
ритм синтеза порогово-дизъюнктивной сети, реали­
зующей частично определенную булеву функцию, 
получится из приведенного выше алгоритма путем 
замены шага 3 на шаг 3'.

Шаг 3'. Построим

[ N 1 =  т' (К  (/, <  ) г) Л [ К  ( / ) \ и  М е) 11 =  1,2,
е=.

где элементами т'  (.К  (/, 5* )г) являются строки мат­

рицы аг || т  (К  (/, )*) Ц1-Х- Выбор элемента мак­
симальной мощности из {ЛГг 11 =  1, 2, ,  ф;} осу­
ществляется по такому же принципу, как в шаге 3.

Определим теперь класс булевых функций, для 
которых тривиальное порогово-дизъюнктивное
представление является оптимальным. 

Приведенное ядро К  (/); € Т  (/) булевой функции 
хп) назовем выродженным, если I (К  (/)г) —

=  0 .
Теорема 8. Тривиальное порогово-дизъюнктивное 

представление булевой функции / (хъ ..., хп) бу­
дет оптимальным тогда и только тогда, когда все 
приведенные ядра этой функции вырождены.

Доказательство. Необходимость. Пусть триви­
альное порогово-дизъюнктивное представление буле­
вой функции / (*1, ..., хп) является оптимальным, т. е.

г
/ (*^1» * Х п )  —  /у (Х\1 ••• , Х п) ,  I К  (/ у ) | 1,

/=1
/=1 ,2 , ..., /. Предположим, что найдется приве­
денное ядро К (/); 6 7Х/), удовлетворяющее ус­
ловию /(К (Лг) Ф  0 -  Тогда в множестве {/,•!/ =  
=  1, 2, ..., 0 найдется функция ..., д:п) та­
кая, что | К  (/8)| 2. Полученное неравенство
противоречит условию | К  (Л)| = 1 ,  / =  1,2,..., I.
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Т а б л и ц а  1

Функ­
ции
f (wj, <0 2 ® з - «V

Весовые векторы 

“ 5'®6' м7' °>8" Ц - “ V  °>і,. ®‘12>

Поро­
ги
А і

1 32 32 32 32 32 32 32 8 16 — 1 — 2 — 4 209
2 —  1 24 24 24 24 24 24 — 2 4 8 16 16 161
3 — 1 24 24 24 24 24 24 4 — 2 8 16 16 161
4 —  1 24 24 24 24 24 24 4 8 —2 16 16 161
5 — 1 24 24 24 24 24 24 4 8 16 — 2 16 161
6 24 —  1 24 24 24 24 24 — 2 4 8 16 16 161
7 24 24 —  1 24 24 24 24 — 2 4 8 16 16 161
8 24 24 —  1 24 24 24 24 4 — 2 8 16 16 161
9 24 24 —  1 24 24 24 24 4 8 16 — 2 16 161

10 24 24 24 —  1 — 2 16 16 4 8 16 16 16 137
11 24 24 24 — 1 16 — 2 16 4 8 16 16 16 137
12 24 24 24 —  1 16 16 — 2 4 8 16 16 16 137
13 24 24 24 —  1 16 16 16 — 2 4 8 16 16 137
14 24 24 24 —  1 16 16 16 4 — 2 8 16 16 137
15 24 24 24 —  1 16 16 16 4 8 16 — 2 16 137
16 24 24 24 16 —  1 — 2 16 4 8 16 16 16 137
17 24 24 24 16 —  1 16 — 2 4 8 16 16 16 137
18 24 24 24 16 —  1 16 16 — 2 4 8 16 16 137
19 24 24 24 16 —  1 16 16 4 — 2 8 16 16 137
20 24 24 24 16 16 —  1 16 —2 4 8 16 16 137
21 24 24 24 —  1 — 2 — 4 16 8 16 16 16 16 137
22 24 24 24 — 1 16 16 — 2 8 16 — 4 16 16 137
23 24 24 24 16 —  1 16 16 4 8 16 16 — 2 137
24 24 24 24 16 16 — 1 — 2 8 — 4 16 16 16 137
25 24 24 24 16 16 —  1 _ 2 8 16 — 4 16 16 137
26 —  1— 2 8 8 8 8 8 4 8 8 8 8 65
27 — 1 8 — 2 8 8 8 8 4 8 8 8 8 65
28 —  1 8 8 - 2 8 8 8 4 8 8 8 8 65
29 —  1 8 8 8 __2 8 8 4 8 8 8 8 65
30 —  1 8 8 8 8 — 2 8 4 8 8 8 8 65
31 —  1 8 8 8 8 8 — 2 4 8 8 8 8 65
32 8 —  1 — 2 8 8 8 8 4 8 8 8 8 65
33 8 —  1 8 — 2 8 8 8 4 8 8 8 8 65
34 8 —  1 8 8 — 2 8 8 4 8 8 8 8 65
35 8 ____1 8 8 8 — 2 8 4 8 8 8 8 65
36 8 —  1 8 8 8 8 — 2 4 8 8 8 8 65
37 8 8 _ 1 — 2 8 8 8 4 8 8 8 8 65
38 8 8 _ 1 8 — 2 8 8 4 8 8 8 8 65
39 8 8 _ 1 8 8 — 2 8 4 8 8 8 8 65
40 8 8 _ 1 8 8 8 — 2 4 8 8 8 8 65
41 8 8 8 8 8 8 — 8 — 8 — 8 1 2 2 51
42 4 — 4 4 4 4 4 4 4 — 4 — 4 1 2 29
43 4 4 4 — 4 — 4 4 4 4 4 4 1 2 29
44 4 4 4 — 4 — 4 4 4 4 4 — 4 1 2 29
45 4 4 4 — 4 4 — 4 4 4 4 4 1 2 29
46 4 4 4 — 4 4 — 4 4 4 4 — 4 1 2 29
47 4 4 4 4 — 4 — 4 4 4 4 4 1 2 29
48 4 4 4 4 — 4 — 4 4 4 4 — 4 1 2 29
49 4 4 4 4 — 4 4 — 4 4 4 — 4 1 2 29
50 4 4 4 4 4 4 —4 4 — 4 — 4 1 2 29
51 4 4 4 4 4 4 4 — 4 — 4 1 2 29
52 4 4 4 4 4 — 4 — 4 — 4 4 4 1 2 29
53 4 4 4 4 4 — 4 — 4 4 — 4 1 2 29
54 1 1 1 —  1 1—  і 1 1 1 1 —  1 —  1 8
55 1 1 1 —  1 1 —  1 1 1 1 —  у ___ 1 8
56 1 1 1 1 —  1 —  1 —  1 1 1 ___ 1 1 1 8
57 1 1 1 1 —  1 —  1 1 1 1 1 —  1 ____1 8
58 1 1 1 1 —  1 —  1 1 —  1 1 —  1 1 8
59 1 1 1 1 —  1 —  1 1 1 1 —  1 — 1 8
60 1 1 1 1 1 —  1 1 —  1 1 1 —  1 — 1 8
61 1 1 1 1 1 — 1 1 — 1 1 — 1 ___ 1 8
62 1 1 1 1 1 — 1 1 1 — 1 1 —  1 — j 8
63 1 1 1 1 1 —  1 — 1 1 1 1 ___ 1 _і 8
64 1 1 1 —  1 —  1 1 1 1 1 ___ 1 ___ 1 8
65 1 —  1 1 1 1 1 — 1 1 1 ____j _1 8
66 1 —  1 1 1 1 1 1 ____1 1_| _і 8
67 1 1 1 1 1 —  1 — 1 1 1 —  1 — 1 8

Следовательно, предположение неверно и необ­
ходимость доказана.

Достаточность. Пусть К (/) =  {а,, а2, .. .,  а ,} и для 
всех / (* (/ )| ) =  0 . Тогда все приве­
денные ядра булевых функций д г {хг, . . . ,  х п), где

г—1

K ( & ) = t f ( / > \ U W .  г  = . 1 , 2 ........ , ,
S = 1

также вырождены (при этом полагаем, что

о

U  М  =  0  ) . Следовательно,
S=1

Я
f { x l t . . . , Xn) =  у  f j ( Xl , . . . , x n), \K( f j )\ =

/=1

=  I « ( *  (ft ) )  I =  I { а |  =  1(і7-Є { 1, . . . , q}). 
Теорема доказана.

Алгоритм синтеза порогово-дизъюнктивной сети 
программно реализован на языке ПЛ-1. Построе­
на порогово-дизъюнктивная схема из целочислен­
ных ПЭ, реализующая функцию Мура [2]. Если
/ (Jfi, х12) —  функция Мура, то она представ­
ляется так:

67

f ( x v  ..., х12) — \'  fi (xl t . . . ,  х12).
(= i

Весовые векторы и пороги ПЭ, реализующие функ­
ции /г, приведены в табл. 1.

Авторы выражают глубокую благодарность
H. Н. Айзенбергу за внимание и помощь в работе.
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