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ПОДВIЙНI IНТЕГРАЛИ
Теоретичнi питання

1. Подвiйнi iнтеграли, його властивостi.

2. Зведення подвiйного iнтеграла до повторного.
Область iнтегрування D Зведення до повторного iнтеграла

∫∫
D

f(x, y)dxdy =
b∫
a

dx
d∫
c

f(x, y)dy

∫∫
D

f(x, y)dxdy =
b∫
a

dx
β(x)∫
α(x)

f(x, y)dy

∫∫
D

f(x, y)dxdy =
d∫
c

dy
β(y)∫
α(y)

f(x, y)dx

3. Замiна змiнних у подвiйному iнтегралi.
Загальний випадок замiни∫∫

D

f(x, y)dxdy =
∫∫
∆

f(x(ξ, η), y(ξ, η)) · |J |dξdη,

де J =

∣∣∣∣∣ ∂x
∂ξ

∂x
∂η

∂y
∂ξ

∂y
∂η

∣∣∣∣∣
Полярнi координати{
x = r cosϕ
y = r sinϕ

, |J | = r

Узагальненi полярнi координати{
x = ar cosϕ
y = br sinϕ

, |J | = abr

4. Геометричнi та фiзичнi застосування подвiйних iнтегралiв.
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Площа плоскої фiгури D : S =
∫∫
D

dxdy

Об’єм цилiндричного бруса: V =
∫∫
D

f(x, y)dxdy

Маса плоскої пластини D з
густиною ρ(x, y):

m =
∫∫
D

ρ(x, y)dxdy

Координати центра мас пла-
стини D

xc = 1
m

∫∫
D

xρ(x, y)dxdy;

yc = 1
m

∫∫
D

yρ(x, y)dxdy.

Детальнiше з даним метерiалом можна ознайомитись у пiдручниках [4]-[6].

Розв’язування типових задач

Завдання 1. У подвiйному iнтегралi
∫∫
D

f(x, y)dxdy розставити ме-

жi повторного iнтегрування в одному i другому порядку для вказаних
областей:

a) D = {x+ y ≤ 1, x− y ≤ 1, x ≥ 0}.

б) D – трикутник iз сторонами y = x, y = 2x, x+ y = 6.

в) D = {y ≥ x
2 , y ≤ 2x, y ≤ 2

x}.

Розв’язок.

a) Вiдобразимо область D на рисунку.
При зовнiшньому iнтегруваннi по
x, одержимо такий перехiд вiд по-
двiйного до повторного iнтеграла:∫∫
D

f(x, y)dxdy =
1∫

0

dx
1−x∫
x−1

f(x, y)dy.

При зовнiшньому iнтегруваннi по y
область iнтегрування потрiбно розбити
на двi частини прямою y = 0.
Тодi матимемо такий перехiд:∫∫
D

f(x, y)dxdy =
0∫
−1

dy
y+1∫
0

f(x, y)dx +

1∫
0

dy
1−y∫
0

f(x, y)dx.

б) Аналогiчно до попереднього прикладу область iнтегрування потрiбно
розбити на пiдобластi. При зовнiшньому iнтегруваннi по x, область D
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дiлимо на двi частини прямою x = 2. У цих пiдобластях переходимо
до повторних iнтегралiв. Одержимо:∫∫
D

f(x, y)dxdy =
2∫

0

dx
2x∫
x

f(x, y)dy +

3∫
2

dx
6−x∫
x

f(x, y)dy.

При зовнiшньому iнтегруваннi по y
область iнтегрування розбиваємо на двi
частини прямою y = 3.
Тодi матимемо такий перехiд:∫∫
D

f(x, y)dxdy =
3∫

0

dy
y∫
y
2

f(x, y)dx +

4∫
3

dy
6−y∫
y
2

f(x, y)dx.

в) При зовнiшньому iнтегруваннi по x, область D дiлимо на двi частини
прямою x = 1. У цих пiдобластях переходимо до повторних iнтегра-
лiв. Одержимо:∫∫
D

f(x, y)dxdy =
1∫

0

dx
2x∫
x
2

f(x, y)dy +
2∫

1

dx

2
x∫
x
2

f(x, y)dy.

При зовнiшньому iнтегруваннi по y
область iнтегрування розбиваємо на двi
частини прямою y = 1.
Тодi матимемо такий перехiд:∫∫
D

f(x, y)dxdy =
1∫

0

dy
2y∫
y
2

f(x, y)dx +

2∫
1

dy

2
y∫
y
2

f(x, y)dx.

Завдання 2. У повторних iнтегралах змiнити порядок iнтегрування:

a)
2∫
−6

dx
2−x∫
x2

4 −1

f(x, y)dy.

б)
2a∫
0

dx

√
2ax∫

√
2ax−x2

f(x, y)dy, (a > 0).

Розв’язок.
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a)

Для того, щоб змiнити порядок iнтегру-
вання спершу вiдобразимо область D =
{x = −6, x = 2, y = x2

4 − 1, y = 2− x}.

Тепер бачимо, що для можливостi зовнi-
шнього iнтегрування по змiннiй y необхi-
дно область iнтегрування розбити на двi
частини прямою y = 0. Тодi матимемо
суму таких повторних iнтегралiв:

2∫
−6

dx

2−x∫
x2

4 −1

f(x, y)dy =

0∫
−1

dy

2
√
y+1∫

−2
√
y+1

f(x, y)dx+

8∫
0

dy

2−y∫
−2
√
y+1

f(x, y)dx.

б)

З даного повторного iнтеграла вiдновимо
область iнтегрування: D = {x = 0,
x = 2a, y =

√
2ax− x2, y =

√
2ax}.

Тепер бачимо, що для змiни порядку iн-
тегрування, необхiдно область iнтегрува-
ння D розбити на три частини прямими
y = a та y = 2a Тодi матимемо суму та-
ких повторних iнтегралiв:

2a∫
0

dx

√
2ax∫

√
2ax−x2

f(x, y)dy =

a∫
0

dy


a−
√
a2−y2∫

y2

2a

f(x, y)dx+

2a∫
a+
√
a2−y2

f(x, y)dx

+

+

2a∫
a

dy

2a∫
y2

2a

f(x, y)dx.

Завдання 3. Обчислити подвiйнi iнтеграли:

a)
∫∫
D

x2

y2 dxdy, якщо D – область, обмежена лiнiями x = 2, y = x, xy = 1.
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б)
∫∫
D

(x2+y2) dxdy, якщоD – область, обмежена лiнiями y = x, y = x+a,

y = a, y = 3a (a > 0).

Розв’язок.

a)

Зобразимо область iнтегрування на ри-
сунку. Бачимо, що простiшим способом
переходу до повторних iнтегралiв є спо-
сiб, при якому зовнiшнє iнтегрування
ведеться по змiннiй x. Тодi одержимо:∫∫
D

x2

y2 dxdy =
2∫

1

dx
x∫
1
x

x2

y2dy =

=
2∫

1

x2 ·
(
−1
y

) ∣∣∣x
1
x

dx =
2∫

1

(x3 − x)dx =

=
(
x4

4 −
x2

2

) ∣∣∣2
1

= 9
4

б)

Зобразивши область iнтегрування на ри-
сунку, видно, що в даному випадку про-
стiшим способом переходу до повторних
iнтегралiв є спосiб, при якому зовнiшнє
iнтегрування ведеться по змiннiй y. Тодi
одержимо:∫∫
D

(x2 + y2) dxdy =
3a∫
a

dy
y∫

y−a
(x2 + y2)dx =

=
3a∫
a

(
x3

3 + y2x
) ∣∣∣y

y−a
dy =

3a∫
a

(
y3

3 + y3 − (y−a)3

3 − y2(y − a)
)
dy = 14a4.

Завдання 4. У подвiйному iнтегралi
∫∫
D

f(x, y)dxdy перейти до по-

лярних (або до криволiнiйних) координат i поставити межi повторного
iнтегрування, якщо:

a) D – область, обмежена лiнiями x2 + y2 = 4x, x2 + y2 = 8x, y = x i
y = 2x.

б) D – область, яка є спiльною частиною двох кругiв x2 + y2 ≤ ax,
x2 + y2 ≤ by.

7



в) D – параболiчний сегмент −a ≤ x ≤ a, x2

a ≤ y ≤ a.

г) D – область, обмежена лiнiями xy = 1, xy = 2, y = x, y = 4x
(x, y > 0).

Розв’язок.

a) Використаємо формули перетворення декартових у полярнi коорди-
нати: x = r cosϕ, y = r sinϕ. При цьому якобiан переходу дорiвнює
|J | = r. Пiдставивши данi координати в початковi рiвняння лiнiй,
одержимо, що пряма y = x вiдобразиться на r sinϕ = r cosϕ, звiдки
tgϕ = 1, а отже ϕ = π

4 . Аналогiчно для прямої y = 2x одержимо
tgϕ = 2, тобто ϕ = arctg 2. Коло x2 + y2 = 4x перейде при такому
вiдображеннi у r = 4 cosϕ, а коло x2 + y2 = 8x у коло r = 8 cosϕ.

Тодi, дивлячись на рисунок областi D,
можемо вiд подвiйного iнтеграла пере-
йти до повторного, використовуючи по-
лярнi координати. Отже, щоб покрити
заштриховану область потрiбно пройти
променю вiд 45◦ до arctg 2, а радiус-
вектор буде змiнюватись вiд меншого
кола до бiльшого. Тому отримаємо та-
кий результат:

∫∫
D

f(x, y)dxdy =

arctg 2∫
π
4

dϕ

8 cosϕ∫
4 cosϕ

f(r cosϕ, r sinϕ) · r dr.

б) Запишемо аналогiчно до попереднього прикладу рiвняння лiнiй у по-
лярних координатах. Матимемо: r = a cosϕ i r = b sinϕ. Знайдемо
перетин цих кiл: a cosϕ = b sinϕ, звiдки tgϕ = a

b , отже вони пе-
ретинаються пiд кутом ϕ = arctg a

b . Це значить, що на промiжку
ϕ ∈ [0, arctg a

b ] маємо криволiнiйний сектор, обмежений кривою
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r = b sinϕ, а на промiжку ϕ ∈
[arctg a

b ,
π
2 ] – криволiнiйний сектор,

обмежений кривою r = a cosϕ. Тобто
область D маємо розбити на данi двi пi-
добластi, на кожнiй з яких проводимо
iнтегрування. В результатi одержимо:∫∫
D

f(x, y)dxdy =

=

arctg a
b∫

0

dϕ

b sinϕ∫
0

f(r cosϕ, r sinϕ)·r dr+

π
2∫

arctg a
b

dϕ

a cosϕ∫
0

f(r cosϕ, r sinϕ)·r dr.

в) Оскiльки парабола y = x2

a i пряма y = a перетинаються у двох точках
(−a, a) та (a, a), то з малюнку видно, що область D потрiбно розбити

на три пiдобластi, з такими кутови-
ми промiжками: [0, π4 ], [π4 ,

3π
4 ] та [3π

4 , π].
В результатi кожний криволiнiйний се-
ктор буде обмеженим лиш однiєю ду-
гою. Запишемо рiвняння цих лiнiй у по-
лярних координатах: y = a приймає ви-
гляд r = a

sinϕ , парабола y = x2

a матиме
зображення r = a sinϕ

cos2 ϕ .

Отже, одержимо суму трьох повторних iнтегралiв:

∫∫
D

f(x, y)dxdy =

π
4∫

0

dϕ

a sinϕ

cos2 ϕ∫
0

f(r cosϕ, r sinϕ) · r dr +

+

3π
4∫

π
4

dϕ

a
sinϕ∫
0

f(r cosϕ, r sinϕ) · r dr +

π∫
3π
4

dϕ

a sinϕ

cos2 ϕ∫
0

f(r cosϕ, r sinϕ) · r dr.

г)
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Для даних кривих xy = 1, xy = 2,
y = x, y = 4x (x, y > 0) зручно бу-
де застосувати iншi криволiнiйнi коор-
динати. Враховуючи певну закономiр-
нiсть рiвнянь, виберемо формули пере-
творення таким чином: u = xy, v = y

x ,
звiдки x =

√
u
v , y =

√
uv. Тодi дана

область вiдобразиться на прямокутник,
обмежений лiнiями u = 1, u = 2, v = 1,
v = 4.

Знайдемо якобiан переходу:

J =

∣∣∣∣∣ 1
2
√
uv
− u

2v
√
uv

v
2
√
uv

u
2
√
uv

∣∣∣∣∣ =
u

4uv
+

uv

4uv2
=

1

2v
.

Тепер можна переходити до повторних iн-
тегралiв:∫∫
D

f(x, y)dxdy = 1
2

2∫
1

du
4∫

1

f(
√

u
v ,
√
uv)1

v dv.

Завдання 5. Обчислити подвiйнi iнтеграли:

a)
∫∫
D

√
R2 − x2 − y2 dxdy, якщо D – круг x2 + y2 ≤ Rx;

б)
∫∫
D

√
xy dxdy, якщо D – область, обмежена лiнiєю

(
x2

2 + y2

3

)4

= xy√
6

(частина першого квадранту).

Розв’язок.

a)

Обчислимо даний iнтеграл, переходячи
до полярних координат. Тодi коло x2 +
y2 = Rx матиме задання r = R cosϕ.
Якобiан перетворення |J | = r.

Одержимо:
∫∫
D

√
R2 − x2 − y2dxdy =

π
2∫
−π2

dϕ
R cosϕ∫

0

√
R2 − r2 dr =

10



= −1
2

π
2∫
−π2

dϕ
R cosϕ∫

0

(R2 − r2)
1
2d(R2 − r2) = −1

3

π
2∫
−π2

(R2 − r2)
3
2

∣∣∣R cosϕ

0
dϕ =

Пiсля застосування формули Ньютона-Лейбнiца бачимо, що пiдiнте-
гральна функцiя є парною вiдносно змiнної ϕ i межi iнтеграла є си-
метричними, то матимемо продовження:

= −2R3

3

π
2∫

0

(sin3 ϕ− 1) dϕ = 2R3

3

(
cosϕ− cos3 ϕ

3

) ∣∣∣π/2
0

+ πR3

3 = R3

3 (π − 4
3).

б)
Для даної кривої, яка задає одну з форм

лемнiскати Бернуллi
(
x2

2 + y2

3

)4

= xy√
6

варто застосувати узагальненi полярнi
координати:{

x =
√

2r cosϕ

y =
√

3r sinϕ.

При цьому якобiан переходу |J | =
√

6r.
Тодi лемнiската матиме задання

r =
6

√
sin 2ϕ

2
.

Оскiльки за умовою потрiбно розглянути лиш половину площi лем-
нiскати, то матимемо такий повторний iнтеграл:

∫∫
D

√
xy dxdy =

π
2∫

0

dϕ

6
√

sin 2ϕ
2∫

0

√√
6r2 sinϕ cosϕ ·

√
6r dr =

=
4
√

63

√
2

π
2∫

0

√
sin 2ϕ · r

3

3

∣∣∣ 6
√

sin 2ϕ
2

0
dϕ =

4
√

63

3
√

2

π
2∫

0

√
sin 2ϕ ·

√
sin 2ϕ

2
dϕ =

=
1
4
√

6

π
2∫

0

sin 2ϕdϕ =
1
4
√

6

(
−cos 2ϕ

2

) ∣∣∣π2
0

=
1
4
√

6

Завдання 6. Обчислити площi, обмеженi такими кривими:

a) xy = a2, x+ y = 5
2a, a > 0;

б)
(
x2 + y2

)2
= 2a2(x2 − y2), x2 + y2 ≥ a2.
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Розв’язок.

a)
Вiдобразимо дану площу на графiку i
знайдемо точки перетину кривих
xy = a2, x + y = 5

2a, якi нанесемо на
рисунок. Тепер обчислимо площу даної
криволiнiйної трапецiї, як подвiйний iн-
теграл по цiй областi. S =

∫∫
D

dxdy =

2a∫
a
2

dx
2.5a−x∫
a2

x

dy =
2a∫
a
2

(
2.5a− x− a2

x

)
dx =

=
(

2.5ax− x2

2 − a
2 ln |x|

) ∣∣∣2a
a
2

=

= a2
(

15
8 − ln 4

)
.

б)
Вiдобразивши данi кривi на графiку i,
врахувавши симетрiю областi, шукану
площу можна обчислити як
S = 4

∫∫
D1

dxdy, де D1 – область першо-

го квадранту. Для обчислення подвiйно-
го iнтегралу зручно перейти до поляр-
них координат. Лемнiската Бернуллi i ко-
ло задаються рiвняннями r = a

√
2 cos 2ϕ

i r = a вiдповiдно. Якщо прирiвняти данi
рiвняння, то одержимо ϕ = π

6 , тобто про-
мiнь, що проходить через точку перетину
лiнiй має ∠30◦ з додатнiм напрямком осi
абсцис. Отже,

S = 4

π
6∫

0

dϕ
a
√

2 cos 2ϕ∫
a

rdr = 2a2

π
6∫

0

(2 cos(2ϕ)− 1) dϕ = 2a2 (sin(2ϕ)− ϕ)
∣∣∣π6
0

=

= 3
√

3−π
3 a2.

Завдання 7. Обчислити об’єми тiл, обмежених такими поверхнями:

a) z = 9− y2, 3x+ 4y = 12, та координатними площинами (y ≥ 0);

б) x2 + y2 = 4, z = y2

2 + 1, z = 0.

Розв’язок.

12



a) Поверхня z = 9− y2 задає параболiчний цилiндр; рiвняння 3x+ 4y =
12 задає площину, паралельну осi OZ. В результатi перетину їх iз
координатними площинами (для y ≥ 0) одержимо трикутну призму
зверху накритою поверхнею параболiчного цилiндра. Тому в ролi пi-
дiнтегральної функцiї беремо z = 9− y2.

Тодi

V =

∫∫
D

(9− y2)dxdy =

3∫
0

(9− y2)dy

12−4y
3∫

0

dx =

3∫
0

(9− y2)
12− 4y

3
dy

=
4

3

3∫
0

(y3 − 3y2 − 9y + 27)dy =
4

3

(
y4

4
− y3 − 9

2
y2 + 27y

) ∣∣∣3
0

= 45

б) Поверхня x2 + y2 = 4 задає круговий цилiндр витягнутий вздовж
осi OZ; рiвняння z = y2

2 + 1 задає параболiчний цилiндр прогнутий
донизу i пiднятий на 1 одиницю по осi OZ; z = 0 – це площина
XOY . Три поверхнi задають круговий цилiндр накритий зверху па-
раболiчним цилiндром, тому пiдiнтегральною функцiєю є z = y2

2 + 1.
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Тому об’єм виражаємо iнтегралом:∫∫
D

(y
2

2 + 1)dxdy, де D = {x2 + y2 ≤ 4}. Oчевидно, найзручнiшим

способом обчислення такого подвiйного iнтеграла є перехiд до поляр-
них координат. Враховуючи симетрiю об’ємного тiла, матимемо:

V = 4

π
2∫

0

dϕ

2∫
0

(
r2 sin2 ϕ

2
+ 1

)
rdr = 4

π
2∫

0

(
sin2 ϕ

2
· r

4

4
+
r2

2

) ∣∣∣2
0
dϕ =

= 4

π
2∫

0

(2 sin2 ϕ+ 2)dϕ = 4

π
2∫

0

(3− cos 2ϕ)dϕ = 6π − 2 sin 2ϕ
∣∣∣π2
0

= 6π

Завдання 8. Знайти масу пластинки з густиною ρ(x, y) = 2x, обмеже-
ної кривою: (x2 + y2)2 = 2xy, x, y > 0

Розв’язок.
Оскiльки дана крива задає лемнiскату, то зручнiше перейти до поляр-

них координат. Матимемо рiвняння r =
√

sin 2ϕ, ϕ ∈ [0, π2 ].
Масу пластинки обчислюємо за формулою:

m =

∫∫
D

ρ(x, y)dxdy =

∫∫
D

xdxdy =

π
2∫

0

cosϕdϕ

√
sin 2ϕ∫
0

r2dr =

=
1

3

π
2∫

0

cosϕ(sin 2ϕ)
3
2dϕ =

2
√

2

3

π
2∫

0

(sinϕ)
3
2 (cosϕ)

5
2dϕ =

=

√
2

3
B(

5

4
,

7

4
) =

√
2

3

Г(5
4)Г(7

4)

Г(3)
=

π

16
.
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Завдання для самостiйної роботи

1. У подвiйному iнтегралi
∫∫
D

f(x, y)dxdy розставити межi iнтегрування

в одному i другому порядку:

1) D : {x+ y ≤ 2, x− y ≤ 2, x ≥ 0};
2) D — трикутник зi сторонами {y = x, y = 3x, x = 3};
3) D : {x2 + y2 ≤ 4, y ≥ x2};
4) D : {y = x2 − 2x, y = x};
5) D : {x = 2, y =

√
x, y = −x3};

6) D : {y = |x− 3|, y = 3};
7) D : {y = |2x− 1|, y = 2};
8) D : {x2 + y2 ≤ 10, 3y ≥ x2};
9) D : {x+ y ≤ 3, x− y ≤ 3, x ≥ 0};

10) D : {y = x3, y = 2− x2, x ≥ 0};
11) D : {y = 4− x2, 3x− 2y = 6, x ≥ 0};
12) D : {x2 + y2 = 9, x+ y ≥ 3, y ≥ 1.5} ;
13) D : {y ≤ 3 log3(x+ 1), y ≥ 0, x ≤ 3} ;
14) D : {y ≤ 3x+1, y ≥ 0, x = −1, x = 1};
15) D : {y = 2− (x− 1)2, y = 0};
16) D : {y = |x+ 2|, y = 3};
17) D : {y = x2 − 3x− 4, y = 1};
18) D : {y = |x|, y = 1− x2};
19) D : {y = x2 + 3x− 4, y = x+ 4};
20) D : {y = |x| − 1, y = 1− x2}.

2. Обчислити подвiйнi iнтеграли:

1)
∫∫
D

ex
2+yxdxdy, D : {x ∈ [0, 1], y ∈ [0, 2]} ;

2)
∫∫
D

x sin ydxdy, D : {x ∈ [1, 2], y ≥ 0, y ≤ 3x− 1} ;

3)
∫∫
D

x2yexydxdy, D : {x ∈ [0, 1], y ∈ [1, 2]} ;

4)
∫∫
D

eydxdy, D : {x ∈ [0, 1.5], y ≥ x, y ≤ 3− x} ;
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5)
∫∫
D

y
√

1− x2 − y2dxdy, D : {x ∈ [0, 0.5], y ∈ [0, 0.5]} ;

6)
∫∫
D

(x− y)dxdy, D : {x ∈ [1, 4], y ≥ 4/x, y ≤ 5− x} ;

7)
∫∫
D

(5x2y2 + x4y)dxdy, D : {x ∈ [0, 1], y ∈ [0, x]} ;

8)
∫∫
D

y sinxydxdy, D :
{
x = 1, x = 2, y = π

2 , y = π
}

;

9)
∫∫
D

e2ydxdy, D : {x ∈ [1, 2], y ∈ [0, lnx]} ;

10)
∫∫
D

x2y cos (xy2)dxdy, D :
{
x ∈ [0, π2 ], y ∈ [0, 2]

}
;

11)
∫∫
D

ln ydxdy, D :
{
x ∈ [0, 1], y ≥ ex, y ≤ e2x

}
;

12)
∫∫
D

x2y
1+y2dxdy, D : {x ∈ [0, 1], y ∈ [0, 1]} ;

13)
∫∫
D

x cos(x2 + y)dxdy, D :
{
x ∈ [0,

√
π], y ∈ [0, π2 ]

}
;

14)
∫∫
D

x
√
ydxdy, D :

{
x ∈ [0, 1], y ≥ x2, y ≤ x

}
;

15)
∫∫
D

4ye2xydxdy, D : {x ∈ [0.5, 1], y ∈ [ln 3, ln 4]} ;

16)
∫∫
D

(2x+ y)dxdy, D : {x ∈ [1, 2], y ≥ 2/x, y ≤ 3− x} ;

17)
∫∫
D

(2x2y − xy3)dxdy, D : {x = 0, x = 2, y = 0, y = 1− x} ;

18)
∫∫
D

x cos (xy)dxdy, D :
{
x = 0, x = π

4 , y = π
2 , y = π

}
;

19)
∫∫
D

e3x−ydxdy, D : {x ∈ [1, e], y ∈ [0, lnx]} ;

20)
∫∫
D

x3y sin (xy2)dxdy, D :
{
x ∈ [0, π4 ], y ∈ [0, x]

}
.

3. Перейти до полярних координат у подвiйному iнтегралi
∫∫
D

f(x, y)dxdy:

1) D : {x = 0, y = x, y = 1};

2) D : {x24 + y2

9 ≤ 1, x2 + y
3 ≥ 1};

3) D : {x2 + y2 ≤ 6y, x ≤ 0};
4) D : {x2 + y2 ≥ 2x, x2 + y2 ≤ 2y, x ≥ 0};
5) D : {x2 + y2 ≤ −x};
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6) D : {x2 + y2 ≤ 4x, y ≤ x
2};

7) D : {x2 + y2 ≤ 2, y ≥ x};
8) D : {x2 + y2 ≤ 10, y ≤ −x, y ≥ x};
9) D : {x+ y ≤ 3, x2 + y2 ≤ 9};

10) D : {y ≤ 4− x2, y ≥ 0};
11) D : {x2 + y2 ≤ 4, y ≥ x3, y ≥ 0};
12) D : {x2 + y2 ≤ 1, y ≥ −x3, y ≥ 0};
13) D : {x2 + y2 ≤ 2x, y = 0, y = x};
14) D : {y = 3− 3x, y = −x, y = x};
15) D : {y = 3− x2, y = x};
16) D : {x = 0, y = 2x, y = 1};
17) D : {x24 + y2 ≤ 1, x2 + y ≥ 1};
18) D : {x2 + y2 ≤ 1, y ≤ x4, x ≥ 0, y ≥ 0};
19) D : {x2 + y2 ≤ 8x, x2 + y2 ≥ 2x, y ≥ 0};
20) D : {x2 + y2 ≤ 1, y ≥ −

√
x}.

4. Обчислити iнтеграл, перейшовши до полярних (або узагальнених по-
лярних ) координат:

1)
∫∫
D

x
ydxdy, D :

{
x2

9 + y2

4 ≤ 1, y ≥ 0
}

;

2)
∫∫
D

arctg y
xdxdy, D :

{
x2 + y2 ≤ 2y, x2 + y2 ≥ y

}
;

3)
∫∫
D

xydxdy, D :
{
x2

4 + y2 ≤ 1, x ≥ 0, y ≥ 0
}

;

4)
∫∫
D

ln(1 + x2 + y2)dxdy, D :
{
x2 + y2 ≤ 4, y ≥ x, y ≥ 0

}
;

5)
∫∫
D

(x2 + 1)ydxdy, D :
{
x2

9 + y2 ≤ 1
}

;

6)
∫∫
D

xdxdy, D :
{
x2 + y2 ≥ 2y, x2 + y2 ≤ 4y

}
;

7)
∫∫
D

√
x2 + y2dxdy, D :

{
y ≤ 2x, x2 + y2 ≤ 4y

}
;

8)
∫∫
D

2ydxdy, D :
{
x2 + y2 ≥ 2x, x2 + y2 ≤ 4x

}
;

9)
∫∫
D

√
4− x2 − y2dxdy, D :

{
1 ≤ x2 + y2 ≤ 4

}
;
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10)
∫∫
D

√
1 + x2

4 + y2

9 dxdy, D :
{

1 ≤ x2

4 + y2

9 ≤ 4
}

;

11)
∫∫
D

ydxdy, D :
{
x2 + (y − 1)2 ≤ 1, x ≥ 0, y ≥ 0.5

}
;

12)
∫∫
D

xdxdy, D :
{

(x− 2)2 + y2 ≤ 4, x ≥ 1, y ≥ 0
}

;

13)
∫∫
D

√
xydxdy, D :

{
(x2 + y2)2 = xy, x, y ≥ 0

}
;

14)
∫∫
D

√
1−x2−y2√
1+x2+y2

dxdy, D :
{
x2 + y2 ≤ 1, x, y ≥ 0

}
;

15)
∫∫
D

(x2 + y)dxdy, D :
{
x2 + y2

4 ≤ 1
}

;

16)
∫∫
D

(x+ 1)dxdy, D :
{
x2 + y2 ≥ y, x2 + y2 ≤ 2y

}
;

17)
∫∫
D

√
x2 + y2dxdy, D :

{
y ≤ x, x2 + y2 ≤ 8y

}
;

18)
∫∫
D

(2 + y)dxdy, D :
{
x2 + y2 ≤ −4x, y ≥ 0

}
;

19)
∫∫
D

√
2− x2 − y2dxdy, D :

{
1 ≤ x2 + y2 ≤ 2

}
;

20)
∫∫
D

√
1 + x2

9 + y2

4 dxdy, D :
{

1 ≤ x2

9 + y2

4 ≤ 4
}

;

5. Обчислити площу, обмежену кривими:

1) y2 = 4x; y = 3− x, y ≥ 0;

2) (x2 + y2)2 = 8xy;

3) x2 + y2 = 2x, x2 + y2 = 4x, y = x, y = 0;

4) (x2 + y2)2 = 3(x2 − y2);

5) x2 + y2 = 72, 6y = −x2, (y ≤ 0);

6) y2 = 2x, x+ y = 2;

7) x = y, x = 2y, x+ y = 2, x+ 3y = 2;

8) D : {x2 = y, x3 = y2};

9) D : {y =
√
x

2 , y = 1
2x , x = 16};

10) D : {x+ y = 2, x+ y = 5, y = x, y = 4x} ;
11) D : {x ≥ 1, x2 + y2 ≤ 4}.

Знайти масу пластинкиD, якщо вiдома густина ρ(x, y) розподiлу мас:
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12) D : {y2 = x
2 , x = 2, y ≥ 0}; ρ(x, y) = 3.5x2 + 6y;

13) D : {x = 1, y2 = 4x, y ≥ 0}; ρ(x, y) = 7x2 + y;

14) D : {y2 = 4x, x+ y = 2; }; ρ(x, y) = x;

15) D : {x = 2, y2 = 2x, y ≥ 0, } ρ(x, y) = x2 + y;

16) D : {1 ≤ x2

9 + y2

4 ≤ 4}; ρ(x, y) = x2 + y2;

17) D : {x = 1, y2 = x, y ≥ 0}; ρ(x, y) = 9x2 − y;
18) D : {y2 = 4x, x+ y = 1; }; ρ(x, y) = 2x+ 1;

19) D : {x ≥ 1, x2 + y2 = 4, } ρ(x, y) = x2 + y;

20) D : {x2 + y2 ≥ y, x2 + y2 ≤ 2y}; ρ(x, y) = x+ y.

6. Обчислити об’єм тiла, обмеженого поверхнями:

1) x2 + z2 = 4, y = x, y ≥ 0, z ≥ 0;

2) x2 + y2 = 4x, x2 + y2 = z2;

3) z = y2, x2 + y2 = 4, z = 0;

4) x2 + y2 = 2y, z = 5
4 − x

2, z = 0;

5) z = x2 + y2, x2 + y2 = 2y, z = 0;

6) z = x2 + y2, x2 + y2 = 4x, z = 0;

7) z = x2 + y2, x+ y = 4, x = 0, y = 0, z = 0;

8) z = x2

4 + y2

9 ,
x2

4 + y2

9 = x, z = 0;

9) x2 + z2 = 9, y = x, y ≥ 0, z ≥ 0;

10) x2 + y2 = 4x, z = 10− y2, z = 0;

11) z ≥ 2
√
x2 + y2, x2 + y2 + (z − 2)2 ≤ 4;

12) z2 = x2 + y2, x2 + y2 + (z − 1)2 ≤ 1;

13) z = x2

9 + y2

4 , z = 4;

14) z = x2

4 + y2, z = 1;

15) z = x2 + y2, x+ y = 1, x = 0, y = 0, z = 0.

16) z = x2 + y2 + 1, x2 + y2 = 2x, z = 0;

17) z2 = x2 + y2, x+ y = −2, x = 0, y = 0, z ≥ 0;

18) z = x2

9 + y2

4 ,
x2

9 + y2

4 = 1, z = 0;

19) y2 + z2 = 9, y = x, x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0;

20) x2 + y2 ≤ 4, x2 + y2 + z2 ≤ 9;
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ПОТРIЙНI IНТЕГРАЛИ
Теоретичнi питання

1. Потрiйнi iнтеграли, його властивостi.

2. Зведення потрiйного iнтеграла до повторного.
Область iнтегру-
вання V Зведення до повторного iнтеграла

∫∫∫
V

f(x, y)dxdydz =
b∫
a

dx
d∫
c

dy
n∫
m

f(x, y, z)dz

∫∫∫
V

f(x, y)dxdydz =
∫∫
D

dxdy
z2(x,y)∫
z1(x,y)

f(x, y, z)dz

3. Замiна змiнних у подвiйному iнтегралi.
Загальний випадок замiни∫∫

V

f(x, y, z)dxdydz =
∫∫
∆

f(x(ξ, η, ζ), y(ξ, η, ζ), z(ξ, η, ζ)) · |J |dξdηdζ,

де J =

∣∣∣∣∣∣∣
∂x
∂ξ

∂x
∂η

∂x
∂ζ

∂y
∂ξ

∂y
∂η

∂x
∂ζ

∂z
∂ξ

∂z
∂η

∂z
∂ζ

∣∣∣∣∣∣∣
Цилiндричнi координати x = r cosϕ
y = r sinϕ
z = z

, |J | = r

Сферичнi координати x = r cosϕ sin θ
y = r sinϕ sin θ
z = r cos θ

, |J | = r2 sin θ, ϕ ∈ [0, 2π], θ ∈ [0, π]

4. Геометричнi та фiзичнi застосування потрiйних iнтегралiв.
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Об’єм просторового тiла (V ): V =
∫∫∫
(V )

dxdydz

Маса тiла (V ) з густиною роз-
подiлу мас ρ(x, y, z):

m =
∫∫∫
(V )

ρ(x, y, z)dxdydz

xc = 1
m

∫∫∫
(V )

xρ(x, y, z)dxdydz;

Координати центра мас тiла
(V )

yc = 1
m

∫∫
(V )

yρ(x, y, z)dxdydz.

zc = 1
m

∫∫
(V )

zρ(x, y, z)dxdydz.

Mxy =
∫∫∫
V

zρ dxdydz,

Статичнi моменти вiдносно
площин

Myz =
∫∫∫
V

xρ dxdydz,

Mzx =
∫∫∫
V

yρ dxdydz,

Ix =
∫∫∫
V

(y2 + z2)ρ dxdydz,

Моменти iнерцiї вiдносно
осей

Iy =
∫∫∫
V

(x2 + z2)ρ dxdydz,

Iz =
∫∫∫
V

(x2 + y2)ρ dxdydz,

Детальнiше з даним метерiалом можна ознайомитись у пiдручниках [4]-[6].

Розв’язування типових задач

Завдання 1. У потрiйному iнтегралi
∫∫∫
V

f(x, y, z)dxdydz розстави-

ти межi повторного iнтегрування рiзними способами, якщо область iн-
тегрування V обмежена поверхнями z =

√
x2 + y2, z = 1.

Розв’язок.

Тiло V задає конус z =
√
x2 + y2, обрiза-

ний зверху площиною z = 1.

Для того, щоб перейти вiд потрiйного до повторних iнтегралiв, потрiбно
спроектувати тiло на координатну площину. Якщо спроектувати його на
площини XOZ чи Y OZ, то в обох випадках проективними площинами
будуть трикутники. Якщо спроектувати тiло на XOY , то областю D буде
круг x2 + y2 = 1.
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Розглянемо рiзнi способи переходу до повторних iнтегралiв. Проте слiд
зауважити, що незалежно вiд способу, обчислення iнтегралiв приводить до
одного i того ж значення.

Розглянемо проекцiю на площину Y OZ, тодi x буде функцiєю x =
x(y, z), а отже поверхня конуса представляється x = ±

√
z2 − y2. Тодi ма-

тимемо:

I1 =

∫∫
D

dydz

√
z2−y2∫

−
√
z2−y2

f(x, y, z)dx =

1∫
−1

dy

1∫
|y|

dz

√
z2−y2∫

−
√
z2−y2

f(x, y, z)dx.

Або

I2 =

∫∫
D

dydz

√
z2−y2∫

−
√
z2−y2

f(x, y, z)dx =

1∫
0

dz

z∫
−z

dy

√
z2−y2∫

−
√
z2−y2

f(x, y, z)dx.

Аналогiчно, якщо спроектувати тiло на площину XOZ, тодi змiнна y бу-
де функцiєю y = y(z, x), а отже поверхня конуса представляється y =
±
√
z2 − x2. Тодi матимемо:

I3 =

∫∫
D

dxdz

√
z2−x2∫

−
√
z2−x2

f(x, y, z)dy =

1∫
−1

dx

1∫
|x|

dz

√
z2−x2∫

−
√
z2−x2

f(x, y, z)dy.

Або

I4 =

∫∫
D

dxdz

√
z2−x2∫

−
√
z2−x2

f(x, y, z)dy =

1∫
0

dz

z∫
−z

dx

√
z2−x2∫

−
√
z2−x2

f(x, y, z)dy.
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I накiнець, розглянемо проекцiю на площину XOY . Tодi z буде функцiєю
z = z(x, y), а отже, при руху по осi OZ бачимо, що знизу тiло обмежене
поверхнею конуса z =

√
x2 + y2, а зверху накрите площиною z = 1. Тодi

матимемо:

I5 =

∫∫
D

dxdy

1∫
√
x2+y2

f(x, y, z)dz =

1∫
−1

dx

√
1−x2∫

−
√

1−x2

dy

1∫
√
x2+y2

f(x, y, z)dz.

Або

I6 =

∫∫
D

dxdy

1∫
√
x2+y2

f(x, y, z)dz =

1∫
−1

dy

√
1−y2∫

−
√

1−y2

dx

1∫
√
x2+y2

f(x, y, z)dz.

Завдання 2. Обчислити потрiйнi iнтеграли:

a) I =
∫∫∫
V

dxdydz
(1+x+y+z)3 , якщо область V обмежена поверхнями: x+y+z =

1, x = 0, y = 0, z = 0.

б) I =
∫∫∫
V

xyzdxdydz, якщо область V розташована в першому октантi

i обмежена поверхнями: xy = 1, xy = 4, y = x, y = 3x, z = x2+y2

2 ,
z = x2 + y2.

Розв’язок.

a)

Тiло V задає пiрамiду, тому одна-
ково на яку координатну площи-
ну її проектувати. Припустимо
розглянемо проекцiю на площину
XOY , тодi за рисунками розкла-
демо межi повторних iнтегралiв.

I =
1∫

0

dx
1−x∫
0

dy
1−x−y∫

0

dz
(1+x+y+z)3 =

1∫
0

dx
1−x∫
0

(
− 1

2(1+x+y+z)2

) ∣∣∣1−x−y
0

dy =

= −1
2

1∫
0

dx
1−x∫
0

(
1
4 −

1
(1+x+y)2

)
dy = −1

2

1∫
0

(
y
4 + 1

1+x+y

) ∣∣∣1−x
0

dx =

= −1
2

1∫
0

(
1−x

4 + 1
2 −

1
1+x

)
dx = 1

2 ln 2− 5
16 .
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б) Область iнтегрування V є складною. Щоб спростити обчислення, вве-
демо новi змiннi: u = xy, v = y

x , z = z. Тодi x =
√

u
v , y =

√
uv, а

отже, матимемо: u = 1, u = 4, v = 1, v = 3, z = u+uv2

2v , z = u+uv2

v .
Знайдемо якобiан переходу:

J =

∣∣∣∣∣∣
∂x
∂u

∂x
∂v

∂x
∂z

∂y
∂u

∂y
∂v

∂x
∂z

∂z
∂u

∂z
∂v

∂z
∂z

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
1

2
√
uv
−
√
u

2v
√
v

0
√
v

2
√
u

√
u

2
√
v

0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣ =
1

2v
.

Нову просторову область не потрiбно зо-
бражувати, достатньо лиш проективну
фiгуру на площинi UOV . А при руховi
по осi OZ тiло знизу обмежене поверхнею
z = u+uv2

2v , а зверху накрито – z = u+uv2

v .

Тепер можна вже обчислити iнтеграл:

I =

4∫
1

du

3∫
1

dv

u+uv2

v∫
u+uv2

2v

√
u

v
·
√
uv · z · 1

2v
dz =

1

2

4∫
1

udu

3∫
1

1

v
dv

u+uv2

v∫
u+uv2

2v

zdz =

=
1

2

4∫
1

udu

3∫
1

1

2v

(
(u+ uv2)2

v2
− (u+ uv2)2

4v2

)
dv =

=
3

16

4∫
1

u3du

3∫
1

(1 + v2)2

v3
dv =

3

16
· u

4

4

∣∣∣4
1
·

3∫
1

(v−3 + 2v−1 + v)dv =

=
765

32
(
20

9
+ ln 3).

Завдання 3. Обчислити об’єм тiла, обмеженого поверхнями:

a)
(
x2

4 + y2
)2

+ z4

16 = 1.

б) x2 + y2

4 + z2

9 = 1.

Розв’язок.

a) З рiвняння поверхнi
(
x2

4 + y2
)2

+ z4

16 = 1 видно, що тiло симетричне
вiдносно координатних площин, тому обчислимо восьму частину його
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об’єму, яка знаходиться в першому октантi. Оскiльки рiвняння досить
складне, то для простоти обчислень доцiльно перейти до узагальне-
них цилiндричних координат: x = 2r cosϕ, y = r sinϕ, z = 2z, J = 4r.
Тодi поверхня матиме рiвняння: z = 4

√
1− r4.

V =

∫∫∫
V

dxdydz = 8

π
2∫

0

dϕ

1∫
0

4rdr

4
√

1−r4∫
0

dz = 32 · π
2

1∫
0

r
4
√

1− r4dr =

=

∣∣∣∣ r4 = t

dr = 1
4t
− 3

4dt

∣∣∣∣ = 16π

1∫
0

t
1
4 · 1

4
· t−

3
4 (1− t)

1
4dt = 4π ·B(

1

2
,

5

4
) =

= 4π ·
Г(1

2)Г(5
4)

Г(7
4)

= 4π ·
√
π · 1

4Г(1
4)

3
4Г(3

4)
=

3

4
sin

π

4
·
√
π · Г2(

1

4
) =

2
√

2π

3
Г2(

1

4
)

б)

Дане тiло x2 + y2

4 + z2

9 = 1 задає елiпсоїд з
пiвосями 1, 2 i 4 вiдповiдно по осях OX,
OY i OZ. Об’єм його можна знайти, ко-
ристуючись елементарною геометричною
формулою. Проте переконаємось у її пра-
вильностi, використовуючи потрiйний iн-
теграл.

Для його обчислення, перейдемо до узагальнених сферичних коорди-
нат: x = r cosϕ sin θ, y = 2r sinϕ sin θ, z = 4r cos θ, J = 8r2 sin θ. Тодi
елiпсоїд задається рiвнянням r = 1.

V =

∫∫∫
V

dxdydz = 8

π
2∫

0

dϕ

π
2∫

0

8 sin θdθ

1∫
0

r2dr = 32π(−cosθ)
∣∣∣π2
0
·r

3

3

∣∣∣1
0

=
32π

3
.

Завдання 4.

a) Знайти координати центра мас однорiдного тiла, обмеженого по-
верхнями: x2 + z2 = a2, y2 + z2 = a2, z ≥ 0.

б) Знайти момент iнерцiї кулi x2 + y2 + z2 ≤ 4 вiдносно її дiаметра,
якщо густина кулi ρ =

√
x2 + y2 + z2.

Розв’язок.
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a)

Дане тiло представляє перетин двох ци-
лiндрiв: x2 + z2 = a2 (витягнутий вздовж
осi OY ) i y2+z2 = a2 (витягнутий вздовж
осi OX). Оскiльки за умовою z ≥ 0, то
розглядаємо лиш верхню половину цього
тiла. Так як воно симетричне вiдносно осi
OZ, то центр мас знаходиться на цiй осi.

Тому його координати: xc = 0, yc = 0, zc = 1
m

∫∫∫
V

zρ(x, y, z)dxdydz.

Тiло однорiдне, тому ρ(x, y, z) = 1, а отже маса чисельно рiвна об’є-
му. Знайдемо ту частину об’єму, що знаходиться в першому октантi.
Проте, якщо ще i врахувати його симетричнiсть вiдносно площини
y = x, то можна записати:

m = V = 4 · 2
a∫

0

dx

x∫
0

dy

√
a2−x2∫
0

dz = 8

a∫
0

x
√
a2 − x2dx =

8

3
a3.

Тодi

zc =
3

8a3
· 8

a∫
0

dx

x∫
0

dy

√
a2−x2∫
0

zdz =
3

2a3

a∫
0

dx

x∫
0

(a2 − x2)dy =
3a

8
.

б) Оскiльки центр кулi x2+y2+z2 ≤ 4 знаходиться в початку координат,
то момент iнерцiї вiдносно її дiаметра означає момент iнерцiї вiдносно
довiльної осi, хай це буде вiсь OZ. Запишемо формулу її обрахунку:

Iz = Izx+Izy =
∫∫∫
V

(x2+y2)ρdxdydz =
∫∫∫
V

(x2+y2)
√
x2 + y2 + z2dxdydz

Для обчислення перейдемо до сферичних координат: x = r cosϕ sin θ,
y = r sinϕ sin θ, z = r cos θ, J = r2 sin θ. Куля при цьому задається
рiвнянням r = 2. Тодi матимемо:

Iz =

2π∫
0

dϕ

π∫
0

dθ

2∫
0

r5 sin3 θdθ = −2π · 2
6

6
·

π∫
0

(1− cos2 θ)d(cos θ) =
256

9
.
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Завдання для самостiйної роботи

1. Обчислити:

1)
∫∫∫
V

√
xy dxdydz, де V : {y = x2, y = 1, x ≥ 0, z = 0, z =

x2 + 2y2};
2)
∫∫∫
V

(y−2x)dxdydz, де V : {y = x, y = −2, x = 0, z = 5x2 +y2,

z = 0};
3)
∫∫∫
V

(y2 − x2)dxdydz, де V : {x + y = 1, x = 0, y = 0, z = 0,

z = 2y};
4)
∫∫∫
V

xdxdydz, де V : {y = 10x, x = 1, y = 0, z = 0, z = xy};

5)
∫∫∫
V

(y − z2) dxdydz, де V : {y = |x|, y = 1− x2; z = 0, z = 3};

6)
∫∫∫
V

y2z dxdydz, де V : {y = x
2 , x = 1, y = 0, z = 0, z =

√
x};

7)
∫∫∫
V

cosx dxdydz, де V : {y = sin x, x ∈ [0, π2 ], y = 0, z = 0,

z = 2y};
8)
∫∫∫
V

xyz dxdydz, де V : {y = −2x, x = −1, y = 0, z = 0,

z =
√
x2 + y2};

9)
∫∫∫
V

3
√
xy dxdydz, де V : {y = x2, y = 1, z = 0, z = 2x2 + 3y2};

10)
∫∫∫
V

(
√
x+2y) dxdydz, де V : {x+2y = 1, x = −1, y = 0, z = 0,

z = 3x};
11)

∫∫∫
V

(5x+ 3z
2 )dxdydz, де V : {y = x, y = 0, x = 1, z = x2 +15y2,

z = 0};
12)

∫∫∫
V

(y + z)dxdydz, де V : {y = x, y = 0, x = 1, z = 0,

z =
√
x2 + 5y2};

13)
∫∫∫
V

(y3 + z)dxdydz, де V : {y = 2x, x = 1, y = 0, z = 0,

z = 5x};
14)

∫∫∫
V

3
√

2y dxdydz, де V : {y ≥ x2, x ≥ 0, y = 1, z = 0, z =

x2 + 3y2};
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15)
∫∫∫
V

sinx dxdydz, де V : {y = sin x, x ∈ [0, π], y = 0, z = 0,

z = y};
16)

∫∫∫
V

xy dxdydz, де V : {y = x2, x = 1, y = 0, z = 0, z = x2+y2};

17)
∫∫∫
V

x dxdydz, де V : {y = ex, x = 0, x = 1, y = 0, z = 0,

z = x2 + y2};
18)

∫∫∫
V

(x2 + z3) dxdydz, де V : {y = |2x− 1|, y = 2; z = 0, z = 2};

19)
∫∫∫
V

(x + 2y)dxdydz, де V : {y = −x, x = 1, y = 0, z = 0,

z = 2x2 + 5y2};
20)

∫∫∫
V

xy dxdydz, де V : {y = 2x, x = 0, x = 1, y = 0, z = 0,

z = y};

2. Обчислити потрiйнi iнтеграли, перейшовши або до цилiндричних або
до сферичних (чи вiдповiдних узагальнених) координат:

1)
∫∫∫
V

z dxdydz, де V : {x2 + y2 + z2 ≤ 1, z ≥ 0, z2 = x2 + y2};

2)
∫∫∫
V

√
x2 + y2 + z2dxdydz, де V : {x2 + y2 + z2 ≤ −x};

3)
∫∫∫
V

z dxdydz, де V : {z2 = 4(x2 + y2), z = 2};

4)
∫∫∫
V

xdxdydz, де V : {2z = x2 + y2, z = x2 + y2 − 4};

5)
∫∫∫
V

1√
x2+y2+z2

dxdydz, де V : {x2 + y2 + z2 ≤ 2y};

6)
∫∫∫
V

(x2 + y2)dxdydz, де V : {z = 0, 2z = 4− x2 − y2};

7)
∫∫∫
V

x dxdydz, де V : {x2 + y2 = 4, (x, y ≥ 0), z = 0, z = 2y};

8)
∫∫∫
V

z dxdydz, де V : {x2 + y2 + z2 ≤ 9, (x2 + y2)2 = 9(x2− y2),

x ≥ 0};

9)
∫∫∫
V

√
x2 + y2 dxdydz, де V : {x2 + y2 + (z−2)2

4 = 1};

10)
∫∫∫
V

dxdydz, де V : {x2 + y2 = 1, y ≤ 0, z = 0, z = x2 + y2};

11)
∫∫∫
V

(x2 + y2)dxdydz, де V : {x2 + y2 + z2 ≤ 9, x ≤ 0, y ≥ 0};
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12)
∫∫∫
V

y dxdydz, де V : {z = 0, z =
√

3− x2 − y2};

13)
∫∫∫
V

√
x2 + y2 + z2dxdydz, де V : {x2 + y2 + z2 ≤ −y};

14)
∫∫∫
V

x dxdydz, де V : {x2 + y2 = 3, (x ≤ 0, y ≥ 0), z = 0,

z = 3x};

15)
∫∫∫
V

√
x2 + y2 dxdydz, де V : {x2 + y2 + (z+3)2

3 = 1};

16)
∫∫∫
V

1√
x2+y2+z2

dxdydz, де V : {x2 + y2 + z2 ≤ 4x};

17)
∫∫∫
V

y dxdydz, де V : {z = 0, z = 2− x2 − y2, x ≥ 0, y ≤ 0};

18)
∫∫∫
V

z dxdydz, де V : {x2 + y2 + z2 ≤ 8, (x2 + y2)2 = 8(x2− y2),

x ≥ 0, z ≥ 0};
19)

∫∫∫
V

√
x2 + y2 + z2dxdydz, де V : {x2 + y2 + z2 ≤ 2x};

20)
∫∫∫
V

2dxdydz, де V : {x+y = 1, x = 0, y = 0, z = 0, z = x2+y2};

3. За допомогою потрiйних iнтегралiв, обчислити об’єм тiла, обмежено-
го поверхнями:

1) {x2 + z2 = 4, x+ y = ±2, x− y = ±2};
2) {z = 1− (x− 1)2 − y2, z = 0};
3) {3z = 9− x2 − y2, z = 0, x ≤ 0};

4) {x2 + y2

4 + z2

9 = 1, y ≥ 0};
5) {16 ≤ x2 + y2 + z2 ≤ 81, y ≥ x};
6) {z = 2− x2 − y2, z = x2 + y2};

7) {(x24 + y2

4 + z2)2 = x2

4 + y2

4 };

8) {x2 + y2 + z2 ≤ 100, z ≥
√

x2+y2

3 };

9) {x24 + y2

9 + z2

16 = 1, x
2

4 + y2

9 = z
4};

10) {4 ≤ x2 + y2 + z2 ≤ 81, y ≤ x};
11) {z ≤ x2 + y2, x+ y = 1, x, y ≥ 0, z = 0};

12) {x2 + y2 + z2 ≥ 1, x
2

4 + y2

9 + z2

4 ≤ 1};

13) {x2 + y2 + z2 = 9, z = x2+y2

4 };
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14) {z = x2 + y2 − 36, z = 2, z = 0, z ≥ 0};
15) {(x2 + y2 + z2

4 )2 = x2 + y2};
16) {z = 4− (x− 2)2 − y2, z = 0};
17) {(x2 + y2)2 + z4 = 9};
18) {x+ y = 6, y =

√
3x, y = 0, z = 0, z = 4y};

19) {z = 1− x2 − (y − 1)2, z = 0};

20) {x2 + y2 + z2 ≤ 1, x
2

9 + y2

4 + z2

4 ≥ 1};

4. За допомогою потрiйних iнтегралiв, знайти:

1) масу тiла, обмеженого поверхнями: {x2+y2+z2 = 4, x2+y2 = 9z2,
x, y, z ≥ 0}; густина ρ = 10z.

2) Mxy тiла, обмеженого поверхнями: {x = 0, x = 2, y = 0, y =
4, z = 0, x+ y + z = 8};

3) координати центра мас тiла, обмеженого цилiндрами y =
√
x,

y = 2
√
x та площинами z = 0, x+ z = 4;

4) масу тiла, обмеженого поверхнями: {x2+y2+z2 = 3, 2z ≥ x2+y2;
густина ρ = x2 + y2 + z2.

5) момент iнерцiї елiпсоїда x2

100 + y2

16 + z2

81 ≤ 1 вiдносно осi OZ;

6) масу тiла, обмеженого поверхнями: {x2 + y2 = 1, x2 + y2 = 6z,
x, y, z ≥ 0}; густина ρ = 90y.

7) масу тiла, обмеженого поверхнями: {x2 + y2 = 4
25z

2, x2 + y2 =
2
5z, x, y ≥ 0}; густина ρ = 5x.

8) xc пiвкулi x2+y2+z2 ≤ 81, z ≥ 0, якщо її густина ρ =
√
x2 + y2 + z2;

9) момент iнерцiї однорiдного тiла, обмеженого поверхнями: {x2 +
y2 = 2x, z2 = 4x, z = 0} вiдносно осi OZ;

10) координати центра мас однорiдного тiла, обмеженого частиною
параболоїда x2 + y2 = 2z, яку вiдтинає площина z = 1;

11) масу тiла, обмеженого поверхнями: {x2 +y2 +z2 = 4, x2 +y2 ≤ 1,
x ≥ 0}; густина ρ = 4|z|.

12) статичний момент тiла вiдносно площини XOY , обмеженого по-
верхнями: {x = 0, x = 1, y = 0, y = 3, z = 0, z = 5}, густина
якого ρ = x2 + y.;

13) масу тiла, обмеженого поверхнями: {x2+y2+z2 = 4, x2+y2 = z2,
x = y = 0, z ≥ 0}; густина ρ = 6z.
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14) масу тiла, обмеженого поверхнями: {z2 = 36(x2 + y2), x2 + y2 =
1, x = 0, z = 0, (x, z ≥ 0)}; густина ρ = 5

6(x2 + y2).

15) статичний момент однорiдного тiла, обмеженого елiпсоїдом x2

9 +
y2

16 + z2

4 = 1 i площиною XOY вiдносно цiєї площини;

16) координати центра мас однорiдного тiла, обмеженого цилiндра-
ми y =

√
x, y = 4

√
x та площинами z = 0, x+ z = 4;

17) координати центра мас однорiдного тiла, обмеженого параболо-
їдом z = x2+y2

4 та сферою x2 + y2 + z2 = 12 (z ≥ 0);

18) координати центра мас однорiдного тiла, обмеженого поверхня-
ми: z =

√
25− x2 − y2, z = 0;

19) момент iнерцiї однорiдного паралелепiпеда: {x = 0, x = a, y =
0, y = b, z = 0, z = c} вiдносно одного з ребер;

20) масу тiла, обмеженого поверхнями: {z2 = 9(x2 + y2), x2 + y2 =
4, x = 0, y = 0, z = 0, (x, y, z ≥ 0)}; густина ρ = 5

3(x2 + y2).
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КРИВОЛIНIЙНI ТА ПОВЕРХНЕВI
IНТЕГРАЛИ

Теоретичнi питання

1. Криволiнiйнi iнтеграли, його властивостi.

2. Зведення криволiнiйного iнтеграла 1-го роду до звичайного визначе-
ного.

Задання кривої L Зведення до визначеного iнтеграла
параметричними
рiвняннями
x = x(t),
y = y(t),
t ∈ [α, β]

∫
L

f(x, y)dl =
β∫
α

f(x(t), y(t))
√
x′2(t) + y′2(t)dt

явним рiвнянням
y = y(x), x ∈
[a, b]

∫
L

f(x, y)dl =
b∫
a

f(x, y(x))
√

1 + y′2(x)dx

явним рiвнянням
x = g(y), y ∈
[c, d]

∫
L

f(x, y)dl =
d∫
c

f(g(y), y)
√

1 + g′2(y)dy

3. Зведення криволiнiйного iнтеграла 2-го роду до звичайного визначе-
ного.

Задання кривої
L (напрямок
по зростанню
параметра)

Зведення до визначеного iнтеграла

параметричними
рiвняннями
x = x(t),
y = y(t),
t ∈ [α, β]

∫
L

(P (x, y)dx+Q(x, y)dy) =

β∫
α

(P (x(t), y(t))x′(t) +Q(x(t), y(t))y′(t)) dt

явним рiвнянням
y = y(x), x ∈
[a, b]

∫
L

(P (x, y)dx+Q(x, y)dy) =

b∫
a

(P (x, y(x)) +Q(x, y(x))y′(x)) dx

Зв’язок мiж кри-
волiнiйними iнте-
гралами 1-го i 2-
го родiв

∫
L

(P (x, y)dx+Q(x, y)dy) =∫
L

(P (x, y) cosα +Q(x, y) sinα) dl, де

α = α(M) кут мiж дотичною до кривої
в точцi M i додатним напрямком осi OX.
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4. Застосування криволiнiйних iнтегралiв:

Довжина дуги кривої L
∫
L

dl

Маса кривої L з густиною
ρ(x, y)

m =
∫
L

ρ(x, y)dl

Координати центра мас
кривої L з густиною
ρ(x, y)

xc = 1
m

∫
L

xρ(x, y)dl,

yc = 1
m

∫
L

yρ(x, y)dl

Робота сили
−→
F = P ī+Qj̄

при перемiщеннi вздовж
кривої L

A =
∫
L

Pdx+Qdy

5. Формула Грiна:∫
L

Pdx+Qdy =

∫∫
D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy.

6. Поверхневi iнтеграли, їх властивостi.

7. Зведення поверхневого iнтегралу 1-го роду до звичайного подвiйного
Задання поверхнi
S

Зведення до подвiйного iнтеграла

параметричними
∫∫
S

f(x, y, z)dS =

рiвняннями: =
∫∫
∆

f (x(u, v), y(u, v), z(u, v))
√
EG− F 2dudv,

x = x(u, v),
y = y(u, v),
z = z(u, v),

E = x′2u + y′2u + z′2u;

(u, v) ∈ ∆ F = x′ux
′
v + y′uy

′
v + z′uz

′
v;

G = x′2v + y′2v + z′2v;
явним рiвнян-
ням:

∫∫
S

f(x, y, z)dS =

z = z(x, y),
(x, y) ∈ D

=
∫∫
D

f (x, y, z(x, y))
√

1 + z′2x + z′2ydxdy,

8. Зведення поверхневого iнтегралу 2-го роду до звичайного подвiйного
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Задання поверхнi S Зведення до подвiйного iнтеграла
параметричними
рiвняннями:

∫∫
S

Pdydz +Qdzdx+Rdxdy =

x = x(u, v),
y = y(u, v),

= ±
∫∫
∆

(P cosα +Q cos β +R cos γ) ·

z = z(u, v),
(u, v) ∈ ∆

·
√
EG− F 2dudv,

явним рiвнянням:
∫∫
S

R(x, y, z)dxdy =

z = z(x, y),
(x, y) ∈ D

= ±
∫∫
D

R (x, y, z(x, y)) dxdy,

Формула Остроград-
ського:

∫∫
S

Pdydz +Qdzdx+Rdxdy =

=
∫∫∫
V

(
∂P
∂x + ∂Q

∂y + ∂R
∂z

)
dxdydz

9. Елементи векторного аналiзу

Детальнiше з даним метерiалом можна ознайомитись у пiдручниках [4]-[6].

Розв’язування типових задач

Завдання 1. Обчислити криволiнiйнi iнтеграли 1-го роду:

a)
∫
L

(x + y)dl, де L – контур трикутника з вершинами O(1, 1), A(2, 0) i

B(1, 1);

б)
∫
L

|y|dl, де L – дуга лемнiскати Бернуллi (x2 + y2)2 = a2(x2 − y2),

x ≥ 0.;

Розв’язок.

a)
Оскiльки L – контур трикутни-
ка з вершинами O(1, 1), A(2, 0)
i B(1, 1), то кожний вiдрiзок мо-
жна задати явним рiвнянням. Тому
скористаємось формулою переходу:∫
L

f(x, y)dl =
b∫
a

f(x, y(x))
√

1 + y′2(x)dx.
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∫
L

(x+ y)dl =
∫
OA

(x+ y)dl +
∫
OB

(x+ y)dl +
∫
AB

(x+ y)dl

Вiдрiзок OA задається рiвнянням y = 0, тодi dl = dx, x ∈ [0, 2], а
отже, ∫

OA

(x+ y)dl =

2∫
0

xdx = 2.

Вiдрiзок OB задається рiвнянням y = x, тодi dl =
√

2dx, x ∈ [0, 1],
отже, ∫

OB

(x+ y)dl =

1∫
0

2x
√

2dx =
√

2.

Вiдрiзок AB лежить на прямiй y = 2 − x, тодi dl = −dx, x ∈ [1, 2],
тодi ∫

AB

(x+ y)dl = −
2∫

1

dx = −2.

Додаючи одержанi значення, одержимо:
∫
L

(x+ y)dl =
√

2.

б) У полярнiй системi координат лемнiската задається рiвнянням:
r = a

√
cos 2ϕ, а отже, параметричнi рiвняння кривої мають вигляд:

x = a
√

cos 2ϕ cosϕ, y = a
√

cos 2ϕ sinϕ, ϕ ∈ [−π
4 ,

π
4 ].

Пiдставимо у формулу:
∫
L

f(x, y)dl =
β∫
α

f(x(t), y(t))
√
x′2(t) + y′2(t)dt,

але елемент довжини дуги dl =
√
x′2(t) + y′2(t)dt кривої L обчислимо

за альтернативною формулою:

dl =
√
r2 + r′2dϕ =

√
a2 cos 2ϕ+

(
− a sin 2ϕ√

cos 2ϕ

)2

dϕ =
adϕ√
cos 2ϕ

.

Тодi,

∫
L

|y|dl = a2

π
4∫

−π4

√
cos 2ϕ| sinϕ|√

cos 2ϕ
dϕ = 2a2

π
4∫

0

sinϕdϕ = a2(2−
√

2).

Завдання 2. Обчислити криволiнiйнi iнтеграли 2-го роду:

a)
∫
L

(x2 + y2)dx+ (x2 − y2)dy, де L – крива y = 1− |1− x|, (0 ≤ x ≤ 2);
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б)
∫
L

(y − z)dx + (z − x)dy + (x − y)dz, де L – коло, яке утворюється

перетином сфери x2 + y2 + z2 = a2 i площини y = x, i яке є додатно
орiєнтованим, якщо дивитись з боку додатного напряму осi OX.

Розв’язок.

a) Рiвняння кривої L запишемо у такому виглядi:

y = 1− |1− x| =
{
x, 0 ≤ x ≤ 1;
2− x, 1 ≤ x ≤ 2,

i запишемо iнтеграл вздовж кривої L у виглядi суми iнтегралiв на цих
ланках. Кожен з цих iнтегралiв зведемо до визначеного за формулою:

∫
L

Pdx+Qdy =

b∫
a

(P (x, y(x)) +Q(x, y(x))y′(x)) dx.

∫
L

(x2 + y2)dx+ (x2 − y2)dy =

1∫
0

(x2 + x2)dx+ (x2 − x2)dx+

+

2∫
1

(x2 + (2− x)2)dx+ (x2 − (2− x)2)(−dx) =

=

1∫
0

2x2dx+ 2

2∫
1

(2− x)2dx =
4

3
.

б) Коло L лежить у площинi y = x i його радiус рiвний a. Параме-
тризуємо криву, вибравши параметром змiнну x, тодi параметричнi
рiвняння кола можна записати у виглядi:

x = x, y = x, z = ±
√
a2 − 2x2, x ∈ [− a√

2
,
a√
2

].

Знак ”+” перед z вiдповiдає верхньому пiвколу, змiнна x змiнюється
вiд a√

2
до − a√

2
. Знак ”−” перед z вiдповiдає нижньому пiвколу, змiнна

x змiнюється вiд − a√
2
до a√

2
.
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Знайдемо dy = dx, dz = ± 2x√
a2−2x2

dx. Тодi,

I =

∫
L

(y − z)dx+ (z − x)dy + (x− y)dz =

= −

a√
2∫

− a√
2

(
x−

√
a2 − 2x2

)
dx+

(√
a2 − 2x2 − x

)
dx+

+

a√
2∫

− a√
2

(
x+

√
a2 − 2x2

)
dx+

(
−
√
a2 − 2x2 − x

)
dx = 0

Завдання 3. Знайти координати центра мас кривої: y = 3 ch x
3 ,

x ∈ [−3, 3], якщо густина в кожнiй точцi обернено пропорцiйна орди-
натi цiєї точки.

Розв’язок. Густина кривої задається як ρ(x, y) = 1
y .

Спершу знайдемо масу кривої:

m =

∫
L

ρ(x, y)dl =

3∫
−3

1

3 ch x
3

√
1 + sh2 x

3
dx =

3∫
−3

1

3
dx = 2.

Тепер можна знаходити координати центра мас:

xc =
1

m

∫
L

xρ(x, y)dl =
1

2

3∫
−3

x
1

3 ch x
3

√
1 + sh2 x

3
dx =

3∫
−3

x

6
dx = 0.

yc =
1

m

∫
L

yρ(x, y)dl =
1

2

3∫
−3

3 ch
x

3
· 1

3 ch x
3

√
1 + sh2 x

3
dx =

1

2

3∫
−3

ch
x

3
dx = 3 sh 1.

Завдання 4. Використовуючи формулу Грiна, обчислити криволiнiй-
ний iнтеграл 2-го роду: I =

∫
L

(x+y)2dx−(x−y)2dy, де L – замкнута крива,

що утворена вiд перетину лiнiй y = 2x2−x i y = 5x−4 (рух ведеться проти
ходу часової стрiлки).

Розв’язок.
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Оскiльки L – це замкнутий контур AnBmA,
то можемо застосувати формулу Грiна:∮
L

P (x, y)dx+Q(x, y)dy =

∫∫
D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy.

I =

∫
L

(x+ y)2dx− (x− y)2dy =

∫∫
D

(
∂

∂x
(−(x− y)2)− ∂

∂y
(x+ y)2

)
dxdy =

= −4

∫∫
D

xdxdy = −4

2∫
1

xdx

5x−4∫
2x2−x

dy = −4

2∫
1

(6x2 − 4x− 2x3)dx = −2.

Завдання 5. Обчислити поверхневi iнтеграли:

a) I =
∫∫
S

(xy + yz + zx)dS, де S – частина конiчної поверхнi z =√
x2 + y2, яку вирiзає поверхня x2 + y2 = 2x;

б) I =
∫∫
S

zdS, де S – частина поверхнi гелiкоїда x = u cos v, y = u sin v,

z = v (0 ≤ u ≤ a, 0 ≤ v ≤ 2π).

Розв’язок.

a)

Оскiльки поверхня iнтегрування проекту-
ється на площину XOY в круг: (x− 1)2 +
y2 ≤ 1, а елемент площi конiчної поверх-
нi дорiвнює: dS =

√
1 + z′2x + z′2ydxdy =√

1 + x2

x2+y2 + y2

x2+y2dxdy =
√

2dxdy.

Тодi, застосувавши формулу:∫∫
S

f(x, y, z)dS =

∫∫
D

f(x, y, z(x, y))
√

1 + z′2x + z′2ydxdy,
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де S – гладка поверхня, що задана рiвнянням z =
√
x2 + y2, a D –

замкнена проективна область (x− 1)2 + y2 ≤ 1, матимемо

I =
√

2

∫∫
D

(
xy + (x+ y)

√
x2 + y2

)
dxdy.

Для обчислення цього iнтегралу, перейдемо до полярних координат.
Тодi круг задається рiвнянням r ≤ 2 cosϕ, де ϕ ∈ [−π

2 ,
π
2 ] i в резуль-

татi замiни змiнних, одержимо:

I =
√

2

π
2∫

−π2

(sinϕ cosϕ+ sinϕ+ cosϕ)dϕ

2 cosϕ∫
0

r3dr =

= 4
√

2

π
2∫

−π2

(sinϕ cos5 ϕ+ sinϕ cos4 ϕ)dϕ+ 4
√

2

π
2∫

−π2

cos5 ϕdϕ =

= 8
√

2

π
2∫

0

(1− sin2 ϕ)2d sinϕ =
64
√

2

15
.

Тут ми використали той факт, що iнтеграл вiд непарної функцiї по
симетричному промiжку дорiвнює нулю.

б) Оскiльки поверхня S задана в параметричнiй формi, то використаємо
формулу:∫∫

S

f(x, y, z)dS =

∫∫
∆

f (x(u, v), y(u, v), z(u, v))
√
EG− F 2dudv,

де E = x′2u + y′2u + z′2u; F = x′ux
′
v + y′uy

′
v + z′uz

′
v; G = x′2v + y′2v + z′2v.

Матимемо,

E = cos2 v + sin2 v = 1, G = u2 cos2 v + u2 sin2 v + 1 = u2 + 1,

F = −u sin v cos v + u sin v cos v = 0.

Оскiльки, D – область змiни параметрiв u i v, то одержимо:

I =

a∫
0

√
1 + u2du

2π∫
0

vdv = 2π2

a∫
0

√
1 + u2du = π2(a

√
1 + a2+ln(a+

√
1 + a2))
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Завдання 6. Знайти потiк векторного поля: ā = xī + zj̄ − yk̄ через
замкнену поверхню S (нормаль зовнiшня), якa задається як z = 4−2(x2+
y2), z = 2(x2 + y2).

Розв’язок.

Оскiльки поверхня iнтегрування за-
микає в собi тiло V , то можна ви-
користати формулу Остроградсько-
го:

∫∫
S

Pdydz + Qdzdx + Rdxdy =∫∫∫
V

(
∂P
∂x + ∂Q

∂y + ∂R
∂z

)
dxdydz, де P , Q i R

координати векторного векторного поля
ā. Тодi матимемо:

I =

∫∫
S

xdydz + zdzdx− ydxdy =

∫∫∫
V

dxdydz.

Враховуючи, що перерiзом (⊥ OZ) тiла V є круг, зручно буде перейти до
цилiндричних координат. Тодi тiло V знизу обмежене поверхнею z = 2r2,
а зверху – z = 4− 2r2. Отже,

I =

2π∫
0

dϕ

1∫
0

rdr

4−2r2∫
2r2

dz = 8π

1∫
0

(r − r3)dr = 2π.

Завдання 7. Знайти циркуляцiю векторного поля: ā = 2yī− 3xj̄+xk̄
вздовж замкненого контуру L = {x = 2 cos t, y = 2 sin t, z = 2 − 2 cos t −
2 sin t} у напрямку зростання параметру.

Розв’язок.
Циркуляцiю вектора ā = P ī+Qj̄ +Rk̄ вздовж контура L знаходять за

формулою:

Ц =

∫
L

Pdx+Qdy +Rdz.

Для наших умов, матимемо:

Ц =

∫
L

2ydx− 3xdy + xdz = −4

2π∫
0

(2 sin2 t+ 8 cos2 t− sin t cos t)dt = −24π.
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Завдання для самостiйної роботи

1. Обчислити криволiнiйнi iнтеграли:

1) a)
∫
L

(x+
√
y)dl, де L – пряма, що з’єднує точки A(1, 2) i B(3, 4);

б)
∫
L

√
x2 + y2dl, де L : {x = cos t+t sin t, y = sin t−t cos t, t ∈

[0, 2π]} ;
в)

∫
L

(1− 1
y + y

z )dx+(xz + x
y2 )dy+ xy

z dz, де L : {y = x2, y+z = 2}

вiд точки A(0.5, 0.25, 1.75) до точки B(1, 1, 1);

2) a)
∫
L

√
x2 + y2)dl, де L: r = 3 cosϕ;

б)
∫
AB

cos ydx − sinxdy, де AB – вiдрiзок прямої y = −x

A(2,−2), B(−2, 2);
в)

∫
L

ydx − xdy, де L – дуга елiпса x = 3 cos t, y = 2 sin t,

t ∈ [0, π];

3) a)
∫
L

dl√
x+y+9

dl, де L– пряма AB, де A(1, 1), B(3, 4);

б)
∫
L

(x2 + y2)dl, де L : {x = 3(cos t + t sin t), y = 3(sin t −

t cos t), t ∈ [0, 2π]};
в)

∫
L

yzdx + z
√

1− y2dy + xdz, де L – дуга гвинтової лiнiї

x = cos t, y = sin t, z = t
2π t ∈ [0, 2π];

4) a)
∫
L

ydl, де L : {x = y2, y ∈ [0, 1]};

б)
∫
L

√
z2 + 2y2dl, де L : {x2 + y2 + z2 = 25, y = x, z ≥ 0};

в)
∫
L

(xy + x+ y)dx+ (xy + x− y)dy, де L : {x24 + y2

9 = 1};

5) a)
∫
L

(2z −
√
x2 + y2)dl, де L : {x = t cos t, y = t sin t, z =

t, t ∈ [0, 2π]};
б)

∫
L

xydx− x2ydy, де L : {x2 + y2 = 16};

в)
∫
L

xdx+ydy+(x+y−1)dz, де L – прямаAB, деA(1, 1, 1), B(2, 3, 4);

6) a)
∫
L

(x2 + y2 + z2)dl, де L : {x = 5 cos t, y = 5 sin t, z = 2t, t ∈

[0, 2π]};
б)

∫
L

(x+ y)dl, де L : {r = 3
√

cos 2ϕ, ϕ ∈ [−π
4 ,

π
4 ]};
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в)
∫
L

(x2 − 2xy)dx + (2xy + y2)dy, де L – дуга елiпса x =

2 cos t, y = 3 sin t, t ∈ [0, π2 ];

7) a)
∫
L

xydl, де L : r = 2 + sinϕ, ϕ ∈ [0, π];

б)
∫
L

ydx−xdy
y2 , де L : {y = x2 − 2, x ∈ [0, 4]};

в)
∫
L

2(x2 + y2)dx + (x + y)2dy, де L – контур трикутника з

вершинами в точках A(1, 1), B(2, 2), C(1, 3);

8) a)
∫
L

xydl, де L – периметр трикутника з вершинами в точках

A(0, 0), B(1, 1), C(1, 2);
б)

∫
L

xdx+ydy+zdz√
x2+y2+z2

, де L : {x = 5 cos t, y = 5, z = 5 sin t, t ∈

[0, π]};
в)

∫
L

dx−dy
x+y , де L : {y = x2, x ∈ [1, 3]};

9) a)
∫
L

ydl, де L : {y = x2 + 3, x ∈ [0, 3]};

б)
∫
L

(x2 + y2)dl, де L : {r = 4 cosϕ, ϕ ∈ [0, π2 ]};

в)
∫
L

xy(ydx−xdy)
x2+y2 , де L : {r =

√
cos 2ϕ, ϕ ∈ [0, π4 ]};

10) a)
∫
L

(x− y)dl, де L : {x2 + y2 = 4x};

б)
∫
L

y2dl, де L : {x = 3(t− sin t), y = 3(1− cos t), t ∈ [0, π]};

в)
∫
L

(x2 + y2)dy, де L – контур чотирикутника з вершинами в

точках A(0, 0), B(3, 0), C(3, 4), D(0, 4) (обхiд додатний);

11) a)
∫
L

(x2 + y2)dl, де L : {x = 3(cos t + t sin t), y = 3(sin t −

t cos t), t ∈ [0, 2π]};
б)

∫
L

yzdx + z
√

9− y2dy + xdz, де L – дуга лiнiї x = 3 cos t,

y = 3 sin t, z = 1 t ∈ [0, 2π];
в)

∫
L

(xy + x + y)dx + (xy + x − y)dy, де L : y = x2 − 1 вiд

точки A(0,−1) до точки B(1, 0);

12) a)
∫
L

(y +
√
x)dl, де L – пряма, що з’єднує точки A(−2,−1) i

B(1, 4);
б)

∫
L

dl√
x2+y2

, де L : пряма y = 0.5x− 2 вiд точки A(0,−2) до

точки B(4, 0);
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в)
∫
L

x3ydx− xydy, де L : {x2 + y2 = 25};

13) a)
∫
L

√
x2 + y2)dl, де L: r = 2 sinϕ;

б)
∫
L

(x2 + y2)dx + (x2 − y2)dy, де L – контур трикутника з

вершинами в точкахA(0, 0), B(3, 3), C(2, 5) (обхiд додатний); в)∫
L

(
1− 1

y + y
z

)
dx+

(
x
z + x

y2

)
dy+ xy

z dz, де L : {y = x2, y+z = 2}

вiд точки A(1, 1, 1) до точки B(2, 4,−2);

14) a)
∫
L

xdl, де L : {y = x2 − 5, x ∈ [0, 1]};

б)
∫
L

(x− y)dl, де L : {x = t, y = 3t2√
6
, z = t3, t ∈ [0, 1]};

в)
∫
L

xdx+ydy+(x+y−1)dz, де L – прямаAB, деA(0, 0, 0), B(1, 2, 3);

15) a)
∫
L

ydl, де L: {y = x2, x ∈ [1, 2]};

б)
∫
L

(x2 + y2)dl, де L : {x = 5(cos t + t sin t), y = 5(sin t −

t cos t), t ∈ [0, π2 ]};
в)

∫
L

(x2 + y2)dy, де L – контур чотирикутника з вершинами в

точках A(2, 0), B(4, 0), C(4, 4), D(2, 2) (обхiд додатний);

16) a)
∫
L

dl√
x+y+2

dl, де L– пряма AB, де A(−1, 1), B(2, 3);

б)
∫
L

ydx + xdy, де L : {r = 3 cosϕ, ϕ ∈ [0, π3 ]} (обхiд дода-

тний);
в)

∫
L

yzdx + z
√

1− y2dy + xdz, де L – дуга гвинтової лiнiї

x = cos t, y = sin t, z = t, t ∈ [0, π];

17) a)
∫
L

(x2 + y2 + z2)dl, де L : {x = 3 cos t, y = 3 sin t, z = 2t, t ∈

[0, π]};

б)
∫
L

(
x√
x2+y2

+ y

)
dx+

(
y√
x2+y2

+ x

)
dy, L – пряма, що прохо-

дить через точки A(0, 1) i B(1, 1);
в)

∫
L

(x2 − 2xy)dx + (2xy + y2)dy, де L – дуга елiпса x =

4 cos t, y = 3 sin t, t ∈ [0, π3 ];

18) a)
∫
L

xdl, де L– пряма AB, де A(1, 1), B(5, 6);

б)
∫
L

(x+ y)dl, де L : {r = 3
√

sin 2ϕ, ϕ ∈ [0, π2 ]};
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в)
∫
L

xy(ydx−xdy)
x2+y2 , де L : {r =

√
sin 2ϕ, ϕ ∈ [0, π4 ]};

19) a)
∫
L

(2y −
√
x)dl, де L – пряма, що з’єднує точки A(−2, 0) i

B(0, 4);
б)

∫
L

dl√
y2−x2

, де L : пряма y = 2x − 1 вiд точки A(0,−1) до

точки B(2, 3);
в)

∫
L

xdx−ydy
x2+y2 , де L : {r = 2 sinϕ, ϕ ∈ [π4 ,

3π
4 ]};

20) a)
∫
L

(x2 + y)dl, де L – пряма, що з’єднує точки A(−1, 2) i

B(2,−2);
б)

∫
L

(2z −
√
x2 + y2)dl, де L : {x = t cos t, y = t sin t, z =

t, ϕ ∈ [0, π2 ]};
в)

∫
L

(xy + x + y)dx + (xy + x − y)dy, де L : y = x2 − 3 вiд

точки A(0,−3) до точки B(1,−2);

2. Обчислити довжину дуги кривої L:

1) x = sh t− t, y = ch t− 1, t ∈ [0, 3];

2) y = ln cos x, x ∈ [0, π4 ];

3) x = 1
4y

2 − 1
2 ln y, y ∈ [1, e];

4) y = x
3
2 , x ∈ [0, 4];

5) r = 4(1− sinϕ), ϕ ∈ [0, π6 ];

6) r = 2(1− cosϕ);

Знайти масу дуги кривої:

7) r = 2 sinϕ, ρ(x, y) = |x|;
8) x = 3 cos t, y = 3 sin t, ρ(x, y) = |y|, t ∈ [0, 2π];

9) r = 3 cosϕ, ρ(x, y) = |y|;
10) x = 2t, y = t2, z = 2t3

3 , ρ(x, y) =
√
y, t ∈ [0, 1];

Знайти координати центра мас дуги кривої:

11) x = 3(t− sin t), y = 3(1− cos t), t ∈ [0, π];

12) r = 3(1− cosϕ);
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13) x2 + y2 = 4x, x, y ≥ 0;

Знайти роботу сили
−→
F при перемiщеннi вздовж кривої L вiд

точки M до точки N , якщо:

14) F̄ = (x2−2y)̄i+(y2−2x)j̄, L : вiдрiзокMN ,M(−4, 0), N(0, 2);

15) F̄ = (x2 + 2y)̄i+ (y2 + 2x)j̄, L : y = 2− x2

8 , M(−4, 0), N(0, 2);

16) F̄ = x3ī−y3j̄, L : x2 +y2 = 4, (x ≤ 0, y ≥ 0), M(−2, 0), N(0, 2);

За допомогою формули Грiна обчислити такi iнтеграли:

17)
∮
L

(xy+x+y)dx+(xy+x−y)dy, L : x2 +y2 = 8x, обхiд додатний;

18)
∮
L

(x+ 3y)dx+ (x2− y)dy, L – контур трикутника з вершинами в

точках A(1, 5), B(5, 5) i C(3, 1), обхiд додатний;

19)
∮
L

(x+ 2y)dx+ (x2 − y + 1)dy, L : x2 + y2 = 2x, обхiд додатний;

20)
∮
L

(x2−2xy)dx+(x−2y3)dy, L – контур чотирикутника з верши-

нами в точках A(1, 1), B(3, 3), C(3, 2) i D(1, 0), обхiд додатний

3. Обчислити поверхневий iнтеграл 1-го роду:

1)
∫∫
S

z3ds, де S – сфера x2 + y2 + z2 = 25, z ≥ 0;

2)
∫∫
S

ds, де S – частина поверхнi z = x2 + y2, яку вирiзають пло-

щини x = 0, y = 0, x = 3, y = 6;

3)
∫∫
S

xds, де S – частина поверхнi z2 = x2 +y2, яку вирiзає цилiндр

z2 = 4y;

4)
∫∫
S

(x + y + z)ds, де S – поверхня куба 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1,

0 ≤ z ≤ 1;

5)
∫∫
S

x2y2ds, де S – половина сфери x2 + y2 + z2 = 9, z ≥ 0;

6)
∫∫
S

ds
z2+4 , де S – поверхня цилiндра x2 + y2 = 4, 0 ≤ z ≤ 3, y ≥ 0;

7)
∫∫
S

(6x+ 4y+ 3z)ds, де S – частина площини x+ 2y+ 3z = 6, що

знаходиться в першому октантi;

8)
∫∫
S

xds, де S – частина поверхнi 2z = x2 + y2, 0 ≤ z ≤ 2;
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9)
∫∫
S

xds, де S – частина поверхнi 2z = x2 + y2, що мiститься мiж

площиною z = 0 i конусом z2 = x2 + y2;

10)
∫∫
S

z2ds, де S – частина поверхнi x2 + y2 + z2 = 1, z ≥ 0, яку

вирiзає цилiндр x2 + y2 = x;

11)
∫∫
S

zds, де S – частина поверхнi x2 + y2 + z2 = 1, z ≤ 0;

12)
∫∫
S

z2ds, де S – частина поверхнi z2 = 4x, яку вирiзає цилiндр

y2 = 4x i площина x = 1;

13)
∫∫
S

ds, де S – частина площини 6x+3y+2z = 12, що знаходиться

всерединi цилiндра x2 + y2 = 1;

14)
∫∫
S

x2y2ds, де S – половина сфери x2 + y2 + z2 = 4, z ≤ 0;

15)
∫∫
S

ds, де S – частина поверхнi z = xy, яку вирiзає цилiндр x2 +

y2 = 2x;

16)
∫∫
S

ds
z2+1 , де S – цилiндр x2 + y2 = 1, 0 ≤ z ≤ 5;

17)
∫∫
S

xds, де S – частина поверхнi 7z = x2 + y2, 0 ≤ z ≤ 7;

18)
∫∫
S

(2x+ y − 3z)ds, де S – частина площини 2x+ y + 3z = 6, що

знаходиться в першому октантi;

19)
∫∫
S

yds, де S – частина поверхнi 3z = x2 + y2, що мiститься мiж

площиною z = 0 i конусом z2 = x2 + y2;

20)
∫∫
S

z2ds, де S – частина поверхнi x2 + y2 + z2 = 9, z ≥ 0, яку

вирiзає цилiндр x2 + y2 = 3x;

4. Знайти потiк векторного поля ā через замкнену поверхню S:

1) ā = (x+ z)̄i+ (z + y)k̄, S : {x2 + y2 = 9, z = x, z ≥ 0};

2) ā = 2xī + 2yj̄ + zk̄, S : {y = x2, y = 4x2, y = 1, y = z, z = 0,
x ≥ 0};

3) ā = 2(z − y)̄i + (x − z)k̄, S : {x2 + 3y2 + 1 = z, x2 + 3y2 = 1,
z = 0};

4) ā = 17xī+ 7yj̄ + 11zk̄, S : {z = x2 + y2, z = 0, y = x2, y = x};
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5) ā = 3xī− zk̄, S : {z = 6− x2 − y2, z2 = x2 + y2, z ≥ 0};

Знайти циркуляцiю векторного поля ā вздовж контурa L у на-
прямку зростання параметру:

6) ā = (x2 − y)̄i+ xj̄ + k̄, L = {x2 + y2 = 1, z = 1};
7) ā = 4xī+ 2j̄ − xyk̄, L = {z = 2(x2 + y2) + 1, z = 7};
8) ā = (x− y)̄i+ xj̄ − zk̄, L = {x2 + y2 = 1, z = 5};
9) ā = yzī+2xzj̄+y2k̄, L = {x2+y2+z2 = 25, x2+y2 = 16, z > 0};

10) ā = yī+ (1−x)j̄− zk̄, L = {x2 +y2 + z2 = 4, x2 +y2 = 1, z > 0};

Знайти потiк векторного поля ā через замкнену поверхню S:

11) ā = (z + y)̄i+ (x− 2y + z)j̄ + xk̄, S : {z = x2 + y2, x2 + y2 = 1,
z = 0};

12) ā = (3x− y − z)̄i+ 3yj̄ + 2zk̄, S : {z = x2 + y2, z = 2y};

13) ā = (x+ y)̄i+ (y + z)j̄ + (x+ z)k̄, S : {y = 2x, z = y2, y = 4x,
x = 1, z = 0};

14) ā = (x+ z)̄i+ yk̄, S : {z = 8− x2 − y2, z = x2 + y2};

15) ā = (6x + y)̄i + 5(x + z)j̄ + 4yk̄, S : {y = 2x, y = x, y = 2
z = x2 + y2, z = 0};

Знайти циркуляцiю векторного поля ā вздовж контурa L у на-
прямку зростання параметру:

16) ā = 4yī− 3xj̄ + xk̄, L = {x = 4 cos t, y = 4 sin t, z = 4− 4 cos t−
4 sin t};

17) ā = 2yī+ 5zj̄ + 3xk̄, L = {2x2 + 2y2 = 1, x+ y + z = 3};
18) ā = (x2 − y)̄i+ xj̄ + k̄, L = {x = cos t, y = sin t, z = 1};
19) ā = 2yī− xj̄ + xk̄, L = {x = 3 cos t, y = 3 sin t, z = 3− 3 cos t−

3 sin t};
20) ā = 2yī− 3xj̄ + z2k̄, L = {z = x2 + y2, z = 1}.
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