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ОДИН ПIДХIД ДОСЛIДЖЕННЯ МАТЕМАТИЧНОЇ МОДЕЛI
ПОШИРЕННЯ ВОЛОГИ У ПОРИСТИХ СЕРЕДОВИЩАХ

Будується одна модифiкацiя двостороннього методу дослiдження та наближеного
розв’язання крайової задачi, яка описує поширення вологи у пористих середовищах.
Одержанi достатнi умови iснування, єдиностi та регулярностi i знакосталостi шукано-
го розв’язку, доведено теореми про диференцiальнi нерiвностi, дається апостерiорна
оцiнка похибки наближеного розв’язку розглядуваної задачi.

Ключовi слова: модифiкацiя двостороннього методу, функцiї порiвняння, єдинiсть
розв’язку, диференцiальнi рiвняння в частинних похiдних, наближений розв’язок

1. Вступ. Як вiдомо, процеси переносу вологи в грунтах, фiльтрацiї рiдини в
середовищах з подвiйною пористiстю, передачi тепла в гетерегенному середо-
вищi описуються скалярним рiвнянням вигляду [1, 2]

𝑚(𝑡, 𝑥)𝐷(1.2)𝑢(𝑡, 𝑥) + 𝛼(𝑡, 𝑥)𝐷(1.1)𝑢(𝑡, 𝑥) + 𝑑(𝑡, 𝑥)𝐷(0.1)𝑢(𝑡, 𝑥)+

+𝜂(𝑡, 𝑥)𝐷(0.2)𝑢(𝑡, 𝑥) + 𝑎(𝑡, 𝑥)𝐷(1.0)𝑢(𝑡, 𝑥) + 𝑏(𝑡, 𝑥)𝑢(𝑡, 𝑥) = 𝑔(𝑡, 𝑥),
(1)

де коефiцiєнти диференцiального рiвняння в частинних похiдних (ДРЧП) є не-
перервними функцiями у заданiй областi 𝐷 ∈ R2. Крайовi задачi у випадку рiв-
няння (1) при рiзних вихiдних даних розглядались у багатьох роботах, зокрема
i в [2]– [4].

У роботi [5] та монографiї [6] дослiджуються задачi з локальними та нело-
кальними крайовими умовами у випадку нелiнiйного ДРЧП вигляду

𝐷(2.1)𝑢(𝑡, 𝑥) = 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢(𝑡, 𝑥), 𝐷(1.0)𝑢(𝑡, 𝑥), 𝐷(0.1)𝑢(𝑡, 𝑥),

𝐷(1.1)𝑢(𝑡, 𝑥), 𝐷(0.2)𝑢(𝑡, 𝑥));
(2)

при певних умовах, накладених на праву частину рiвняння (2) та область вiдшу-
кання розв’язку розглядуваних крайових задач, одержанi достатнi умови iсну-
вання, єдиностi, знакосталостi шуканого розв’язку та будуються методи знахо-
дження їх наближених розв’язкiв.
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У данiй роботi продовжуються дослiдження приведенi в [5, 6] для нового
класу крайових задач i покращуються результати, ранiше вiдомi.

2. Постановка задачi та основнi означення. Розглянемо крайову за-
дачу: у просторi функцiй 𝐶*(𝐷0) := 𝐶(1.2)(𝐷0) ∩ 𝐶(𝐷0), 𝐷0 = {(𝑡, 𝑥) |𝑡 ∈ (0, 𝑏),
𝑥 ∈ (0, 𝑎)}, знайти розв’язок ДРЧП

𝐷(1.2)𝑢(𝑡, 𝑥) + 𝑎1(𝑡, 𝑥)𝐷
(0.2)𝑢(𝑡, 𝑥) + 𝑎2(𝑡, 𝑥)𝐷

(1.1)𝑢(𝑡, 𝑥) =

𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢(𝑡, 𝑥), 𝐷(1.0)𝑢(𝑡, 𝑥), 𝐷(0.1)𝑢(𝑡, 𝑥)) := 𝑓 [𝑢(𝑡, 𝑥)],
(3)

який задовольняє крайовi умови

𝑢(0, 𝑥) = 𝑇 (𝑥), 𝑥 ∈ [0, 𝑎],

𝐷(0.1)𝑢(𝑡, 0) = 𝜓(𝑡), 𝑢(𝑡, 𝑎) = 𝜙(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑏],
(4)

де 𝐷(𝑘)𝑢(𝑡, 𝑥) : 𝐷0 → 𝐷𝑘 ⊂ R, 𝑘 = (𝑘1, 𝑘2), 𝑘𝑟 = 0, 1, 𝑟 = 1, 2; 𝑘1 + 𝑘2 < 2,
𝑓 : 𝐵 → R, 𝐵 = 𝐷0 ×

∏︀
𝑘1,𝑘2

𝐷(𝑘1,𝑘2) ∈ R5.

Надалi будемо вважати, що заданi функцiї 𝑇 (𝑥) ∈ 𝐶2[0, 𝑎], 𝜙(𝑡), 𝜓(𝑡) ∈
∈ 𝐶1[0, 𝑏], 0 ≥ 𝑎1(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶(0.1)(𝐷0), 𝑎2(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶(1.0)(𝐷0) та виконуються умови
узгодженостi

𝑇 ′(0) = 𝜓(0), 𝑇 (𝑎) = 𝜙(0), (5)

а права частина рiвняння (3) 𝑓 [𝑢(𝑡, 𝑥)] ∈ 𝐶(𝐵).
Неважко переконатися у справедливостi наступної леми.

Лема 1. Якщо 𝑎1(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶(0.1)(𝐷0), 𝑎2(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶(1.0)(𝐷0) i виконується умова

𝐷(0.1)𝑎1(𝑡, 𝑥) = 𝐷(1.0)𝑎2(𝑡, 𝑥), (6)

то крайова задача (3)–(5) еквiвалентна iнтегро-диференцiальному рiвнянню
вигляду

𝑢(𝑡, 𝑥) = Φ(𝑡, 𝑥) + 𝑇𝐹 [𝑢(𝜂, 𝜁)], (7)

де

Φ(𝑡, 𝑥) := 𝜙(𝑡) +
𝑥∫︀
𝑎

𝑇 ′(𝜉) exp

(︂
0∫︀
𝑡

𝑎1(𝜂, 𝜉)𝑑𝜂

)︂
𝑑𝜉−

−𝑇 ′(0)
𝑥∫︀
𝑎

exp

(︃
0∫︀
𝑡

𝑎1(𝜏, 𝜉)𝑑𝜏 +
0∫︀
𝜉

𝑎2(0, 𝜏)𝑑𝜏

)︃
𝑑𝜉+

+𝜓(𝑡)
𝑥∫︀
𝑎

exp

(︃
0∫︀
𝜉

𝑎2(𝑡, 𝜏)𝑑𝜏

)︃
𝑑𝜉,

𝑇𝐹 [𝑢(𝜂, 𝜁)] :=

𝑥∫︁
𝑎

𝑡∫︁
0

𝜉∫︁
0

𝐾(𝑡, 𝜉, 𝜂, 𝜁)𝐹 [𝑢(𝜂, 𝜁)]𝑑𝜁𝑑𝜂𝑑𝜉,

𝐾(𝑡, 𝑥; 𝜂, 𝜉) := exp

⎛⎝ 𝜂∫︁
𝑡

𝑎1(𝜏, 𝑥)𝑑𝜏 +

𝜉∫︁
𝑥

𝑎2(𝜂, 𝜏)𝑑𝜏

⎞⎠ ,

𝐹 [𝑢(𝑡, 𝑥)] := 𝑓 [𝑢(𝑡, 𝑥)] +
[︀
𝐷(0.1)𝑎1(𝑡, 𝑥) + 𝑎1(𝑡, 𝑥)𝑎2(𝑡, 𝑥)

]︀
𝐷(0.1)𝑢(𝑡, 𝑥).
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Очевидно, що функцiя Φ(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶*(𝐷0) i задовольняє крайовi умови (4), (5),
а отже, ввiвши нову функцiю 𝑧(𝑡, 𝑥) := 𝑢(𝑡, 𝑥)−Φ(𝑡, 𝑥) ми зводимо задачу (3)–(5)
до задачi з однорiдними крайовими умовами. Тому, не зменшуючи загальностi
подальших мiркувань, будемо вважати, що 𝑇 (𝑥) = 0, 𝜙(𝑡) = 𝜓(𝑡) = 0.

Означення 1. Будемо говорити, що 𝐹 [𝑢(𝑡, 𝑥)] ∈ 𝐶*
2(𝐵), якщо функцiя

𝐹 [𝑢(𝑡, 𝑥)] задовольняє наступнi умови [7,8]:
1) 𝐹 [𝑢(𝑡, 𝑥)] ∈ 𝐶(𝐵),
2) в просторi функцiй 𝐶(𝐵1), 𝐵1 ⊂ R8, Пр𝑡𝑂𝑥𝐵1 = 𝐷0, iснує така функцiя

𝐻(𝑡, 𝑥, 𝑢(𝑡, 𝑥), 𝐷(1.0)𝑢(𝑡, 𝑥), 𝐷(0.1)𝑢(𝑡, 𝑥); 𝑣(𝑡, 𝑥), 𝐷(1.0)𝑣(𝑡, 𝑥), 𝐷(0.1)𝑣(𝑡, 𝑥)) :=
:= 𝐻[𝑢(𝑥, 𝑦); 𝑣(𝑥, 𝑦)], що:

(а) 𝐻[𝑢(𝑡, 𝑥);𝑢(𝑡, 𝑥)] ≡ 𝐹 [𝑢(𝑡, 𝑥)];

(б) для довiльної з простору 𝐶(𝑘1,𝑘2)(𝐷0) пари функцiй 𝑢(𝑡, 𝑥), 𝑣(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐵1,
якi задовольняють умову 𝐷(𝑘1,𝑘2) [𝑢(𝑡, 𝑥)− 𝑣(𝑡, 𝑥)] ≥ (≤)0, 𝑘1 = 0, 1,
𝑘2 = 1(𝑘2 = 0), 𝑘1 + 𝑘2 < 2, (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷0, в областi 𝐵1 виконується
нерiвнiсть

𝐻[𝑢(𝑡, 𝑥); 𝑣(𝑡, 𝑥)]−𝐻[𝑣(𝑡, 𝑥);𝑢(𝑡, 𝑥)] ≥ 0; (8)

3) функцiя 𝐻[𝑢(𝑡, 𝑥); 𝑣(𝑡, 𝑥)] в областi 𝐵1 задовольняє умову Лiпшиця, тоб-
то, для всяких з простору 𝐶*(𝐷0) функцiй 𝑢𝑟(𝑡, 𝑥), 𝑣𝑟(𝑡, 𝑥), 𝑟 = 1, 2, вико-
нується умова

|𝐻[𝑢1(𝑡, 𝑥);𝑢2(𝑡, 𝑥)]−𝐻[𝑣1(𝑡, 𝑥); 𝑣2(𝑡, 𝑥)]| ≤

≤
1

6
𝐿

2∑︀
𝑟=1

(︀
|𝑤𝑟(𝑡, 𝑥)|+

⃒⃒
𝐷(1.0)𝑤𝑟(𝑡, 𝑥)

⃒⃒
+
⃒⃒
𝐷(0.1)𝑤𝑟(𝑡, 𝑥)

⃒⃒)︀
,

де 𝑤𝑟(𝑡, 𝑥) := 𝑢𝑟(𝑡, 𝑥)− 𝑣𝑟(𝑡, 𝑥), 𝑟 = 1, 2,
1

6
𝐿 — стала Лiпшиця.

Очевидно, якщо функцiя 𝐹 [𝑢(𝑡, 𝑥)] ∈ 𝐶(𝐵) i має обмеженi частиннi похi-
днi першого порядку по всiх своїх аргументах, розпочинаючи з третього, то
𝐹 [𝑢(𝑡, 𝑥)] ∈ 𝐶*

2(𝐵) [6]. Обернене твердження несправедливе.
Нехай функцiї 𝑍𝑝(𝑡, 𝑥), 𝑉𝑝(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶𝑘(𝐷0) належать областi 𝐵1 i 𝑝 ∈ N0.
Введемо позначення:

𝑊𝑝(𝑡, 𝑥) = 𝑍𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝑉𝑝(𝑡, 𝑥), (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷0,

𝑓𝑝(𝑡, 𝑥) = 𝐻[𝑍𝑝(𝑡, 𝑥);𝑉𝑝(𝑡, 𝑥)], 𝑓𝑝(𝑡, 𝑥) = 𝐻[𝑉𝑝(𝑡, 𝑥);𝑍𝑝(𝑡, 𝑥)],

𝐷𝑘𝑍𝑝(𝑡, 𝑥) := 𝐷𝑘𝑍𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝑞𝑘𝑝(𝑡, 𝑥)𝐷
𝑘𝑊𝑝(𝑡, 𝑥),

𝐷𝑘𝑉 𝑝(𝑡, 𝑥) := 𝐷𝑘𝑉𝑝(𝑡, 𝑥) + 𝑐𝑘𝑝(𝑡, 𝑥)𝐷
𝑘𝑊𝑝(𝑡, 𝑥),

𝑘 = (𝑘1, 𝑘2), 𝑘𝑟 = 0, 1; 𝑟 = 1, 2, 𝑘1 + 𝑘2 < 2, 𝑝 ∈ N0,

𝑓
𝑝
(𝑡, 𝑥) := 𝐻[𝑍𝑝(𝑡, 𝑥);𝑉 𝑝(𝑡, 𝑥)], 𝑓𝑝(𝑡, 𝑥) = 𝐻[𝑉 𝑝(𝑡, 𝑥);𝑍𝑝(𝑡, 𝑥)],

𝜔𝑝(𝑡, 𝑥) :=

𝑥∫︁
0

𝑓𝑝(𝑡, 𝜉)𝐾(𝑡, 𝑥; 𝑡, 𝜉)𝑑𝜉, 𝜔𝑝(𝑡, 𝑥) :=

𝑥∫︁
0

𝑓𝑝(𝑡, 𝜉)𝐾(𝑡, 𝑥; 𝑡, 𝜉)𝑑𝜉,
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𝛼𝑝(𝑡, 𝑥) := 𝐷(1.1)𝑍𝑝(𝑡, 𝑥) + 𝑎1(𝑡, 𝑥)𝐷
(0.1)𝑍𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝜔𝑝(𝑡, 𝑥),

𝛽𝑝(𝑡, 𝑥) := 𝐷(1.1)𝑉𝑝(𝑡, 𝑥) + 𝑎1(𝑡, 𝑥)𝐷
(0.1)𝑉𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝜔𝑝(𝑡, 𝑥), (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷0,

(9)

𝑞𝑘𝑝(𝑡, 𝑥), 𝑐
𝑘
𝑝(𝑡, 𝑥) є довiльними iз простору 𝐶(𝐷0) функцiями, якi задовольняють

умови
0 ≤ 𝑞𝑘𝑝(𝑡, 𝑥) ≤ 0,5; 0 ≤ 𝑐𝑘𝑝(𝑡, 𝑥) ≤ 0,5;

𝑝 ∈ N0; (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷0; 𝑘𝑟 = 0,1; 𝑘1 + 𝑘2 < 2.
(10)

3. Побудова модифiкацiї двостороннього методу дослiдження задачi
(3)–(5) [8]. Побудуємо послiдовностi функцiй {𝑍𝑝(𝑡, 𝑥)}, {𝑉𝑝(𝑡, 𝑥)} згiдно фор-
мул

𝑍𝑝+1(𝑡, 𝑥) = 𝑇𝑓
𝑝
(𝜂, 𝜁), 𝑉𝑝+1(𝑡, 𝑥) = 𝑇𝑓𝑝(𝜂, 𝜁), (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷0, (11)

де функцiї нульового наближення 𝑍0(𝑡, 𝑥), 𝑉0(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶(1.1)(𝐷0), якi належать
областi 𝐵1 вибираємо таким чином, щоб виконувалися нерiвностi

𝛼0(𝑡, 𝑥) ≥ 0, 𝛽0(𝑡, 𝑥) ≤ 0, 𝐷(𝑘1,𝑘2)𝑊0(𝑡, 𝑥) ≥ (≤)0,

(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷0, 𝑘1 = 0,1; 𝑘2 = 1 (𝑘2 = 0), 𝑘1 + 𝑘2 < 2.
(12)

Означення 2. Функцiї 𝑍0(𝑡, 𝑥), 𝑉0(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶(1.1)(𝐷0), якi належать обла-
стi 𝐵1 i задовольняють крайовi умови (4) та нерiвностi (12), називаються
функцiями порiвняння задачi (3)–(5).

Зауважимо, що iз (11) маємо

𝐷(1.1)𝑍𝑝+1(𝑡, 𝑥) + 𝑎1(𝑡, 𝑥)𝐷
(0.1)𝑍𝑝+1(𝑡, 𝑥) = 𝜔𝑝(𝑡, 𝑥),

𝐷(1.1)𝑉𝑝+1(𝑡, 𝑥) + 𝑎1(𝑡, 𝑥)𝐷
(0.1)𝑉𝑝+1(𝑡, 𝑥) = 𝜔𝑝(𝑡, 𝑥).

Таким чином iз (9) та (11) одержимо

𝛼𝑝+1(𝑡, 𝑥) = 𝐷(1.1)𝑍𝑝+1(𝑡, 𝑥) + 𝑎1(𝑡, 𝑥)𝐷
(0.1)𝑍𝑝+1(𝑡, 𝑥)− 𝜔𝑝+1(𝑡, 𝑥) =

= 𝜔𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝜔𝑝+1(𝑡, 𝑥),

𝛽𝑝+1(𝑡, 𝑥) = 𝜔𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝜔𝑝+1(𝑡, 𝑥),

(13)

𝛼𝑝(𝑡, 𝑥) = 𝐷(1.1) [𝑍𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝑍𝑝+1(𝑡, 𝑥)] +

+𝑎1(𝑡, 𝑥)𝐷
(0.1) [𝑍𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝑍𝑝+1(𝑡, 𝑥)] + 𝜔𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝜔𝑝(𝑡, 𝑥),

𝛽𝑝(𝑡, 𝑥) = 𝐷(1.1) [𝑉𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝑉𝑝+1(𝑡, 𝑥)] +

+𝑎1(𝑡, 𝑥)𝐷
(0.1) [𝑉𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝑉𝑝+1(𝑡, 𝑥)] + 𝜔𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝜔𝑝(𝑡, 𝑥),

(14)

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑊𝑝+1(𝑡, 𝑥) = 𝑇

(︁
𝑓
𝑝
(𝜂, 𝜁)− 𝑓𝑝(𝜂, 𝜁)

)︁
,

𝐷(1.1)𝑊𝑝+1(𝑡, 𝑥) + 𝑎1(𝑡, 𝑥)𝐷
(0.1)𝑊𝑝+1(𝑡, 𝑥) = 𝜔𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝜔𝑝(𝑡, 𝑥).

(15)
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Вiдмiтимо, що в силу (10)

𝐷(𝑘1,𝑘2)𝑉0(𝑡, 𝑥) ≤ (≥)𝐷(𝑘1,𝑘2)𝑉 0(𝑡, 𝑥) ≤ (≥)𝐷(𝑘1,𝑘2)𝑍0(𝑡, 𝑥) ≤ (≥)𝐷(𝑘1,𝑘2)𝑍0(𝑡, 𝑥),

𝑘1 = 0,1; 𝑘2 = 1 (𝑘2 = 0), 𝑘1 + 𝑘2 < 2, (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷0,

тобто, якщо 𝐷𝑘𝑍0(𝑡, 𝑥), 𝐷𝑘𝑉0(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐵1, то 𝐷𝑘𝑍0(𝑡, 𝑥) та 𝐷𝑘𝑉 0(𝑡, 𝑥) також нале-
жить областi 𝐵1. Iз (14), враховуючи першу iз умов (4) маємо

𝐷(0.1)[𝑍𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝑍𝑝+1(𝑡, 𝑥)] =

=
𝑡∫︀
0

[𝛼𝑝(𝜂, 𝑥) + 𝜔𝑝(𝜂, 𝑥)− 𝜔𝑝(𝜂, 𝑥)] exp

(︂
𝜂∫︀
𝑡

[𝑎1(𝜏, 𝑥)𝑑𝜏

)︂
𝑑𝜂 := 𝛼𝑝(𝑡, 𝑥),

𝐷(0.1)[𝑉𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝑉𝑝+1(𝑡, 𝑥)] =

=
𝑡∫︀
0

[𝛽𝑝(𝜂, 𝑥) + 𝜔𝑝(𝜂, 𝑥)− 𝜔𝑝(𝜂, 𝑥)] exp

(︂
𝜂∫︀
𝑡

[𝑎1(𝜏, 𝑥)𝑑𝜏

)︂
𝑑𝜂 := 𝛽𝑝(𝑡, 𝑥),

(16)

звiдки при 𝑝 = 0, враховуючи (12), (10) та (8) одержимо

𝐷(0.1)[𝑍0(𝑡, 𝑥)− 𝑍1(𝑡, 𝑥)] ≥ 0, 𝐷(0.1)[𝑉0(𝑡, 𝑥)− 𝑉1(𝑡, 𝑥)] ≤ 0.

Iнтегруючи останнi нерiвностi по 𝑥 вiд 𝑥 до 𝑎 та враховуючи крайовi умови
(4), маємо

𝑍0(𝑡, 𝑥)− 𝑍1(𝑡, 𝑥) ≤ 0, 𝑉0(𝑡, 𝑥)− 𝑉1(𝑡, 𝑥) ≥ 0.

Але тодi iз (14) випливає, що

𝐷(1.1) [𝑍0(𝑡, 𝑥)− 𝑍1(𝑡, 𝑥)] =

= 𝛼0(𝑡, 𝑥)− 𝑎1(𝑡, 𝑥)𝐷
(0.1) [𝑍0(𝑡, 𝑥)− 𝑍1(𝑡, 𝑥)] + 𝜔0(𝑡, 𝑥)− 𝜔0(𝑡, 𝑥) ≥ 0,

𝐷(1.1) [𝑉0(𝑡, 𝑥)− 𝑉1(𝑡, 𝑥)] ≤ 0,

а отже

𝐷(1.0) [𝑍0(𝑡, 𝑥)− 𝑍1(𝑡, 𝑥)] ≤ 0, 𝐷(1.0) [𝑉0(𝑡, 𝑥)− 𝑉1(𝑡, 𝑥)] ≥ 0.

Iз (15) враховуючи, що 𝑓
0
(𝑡, 𝑥)− 𝑓 0(𝑡, 𝑥) ≥ 0 при 𝑝 = 0 маємо

𝐷(𝑘1,𝑘2))𝑊1(𝑡, 𝑥) ≥ (≤)0, 𝑘1 = 0,1; 𝑘2 = 1 (𝑘2 = 0), 𝑘1 + 𝑘2 < 2, (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷0.

Таким чином мають мiсце нерiвностi

𝐷(𝑘1,𝑘2)𝑉0(𝑡, 𝑥) ≤ (≥)𝐷(𝑘1,𝑘2)𝑉1(𝑡, 𝑥) ≤ (≥)𝐷(𝑘1,𝑘2)𝑍1(𝑡, 𝑥) ≤ (≥)𝐷(𝑘1,𝑘2)𝑍0(𝑡, 𝑥),

а отже 𝐷𝑘𝑍1(𝑡, 𝑥), 𝐷𝑘𝑉1(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐵1. Але тодi iз (13) при 𝑝 = 0 маємо

𝛼1(𝑡, 𝑥) = 𝜔0(𝑡, 𝑥)− 𝜔1(𝑡, 𝑥) =

𝑥∫︁
0

(𝑓
0
(𝑡, 𝜉)− 𝑓 1(𝑡, 𝜉))𝐾(𝑡, 𝑥; 𝑡, 𝜉)𝑑𝜉,

Роздiл 1: Математика i статистика
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𝛽1(𝑡, 𝑥) =

𝑥∫︁
0

(𝑓 0(𝑡, 𝜉)− 𝑓1(𝑡, 𝜉))𝐾(𝑡, 𝑥; 𝑡, 𝜉)𝑑𝜉.

Вибираючи довiльнi з простору 𝐶(𝐷0) функцiї 𝑞𝑘0(𝑡, 𝑥) та 𝑐
𝑘
0(𝑡, 𝑥), якi задо-

вольняють умови (10) таким чином, щоб виконувались нерiвностi

𝐷𝑘 [𝑍0(𝑡, 𝑥)− 𝑍1(𝑡, 𝑥)]− 𝑞𝑘0(𝑡, 𝑥)𝐷
𝑘𝑊0(𝑡, 𝑥) ≥ (≤)0,

𝐷𝑘 [𝑉0(𝑡, 𝑥)− 𝑉1(𝑡, 𝑥)] + 𝑐𝑘0(𝑡, 𝑥)𝐷
𝑘𝑊0(𝑡, 𝑥) ≤ (≥)0,

𝑘2 = 1 (𝑘2 = 0), (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷0,

то iз попереднiх рiвностей маємо 𝛼1(𝑡, 𝑥) ≥ 0, 𝛽1(𝑡, 𝑥) ≤ 0, тобто побудованi
функцiї 𝑍1(𝑡, 𝑥), 𝑉1(𝑡, 𝑥) є також функцiями порiвняння крайової задачi (3)–
(5). Беручи функцiї 𝑍1(𝑡, 𝑥) та 𝑉1(𝑡, 𝑥) за вихiднi i повторюючи наведенi вище
мiркування методом математичної iндукцiї переконуємось, що якщо на кожно-
му кроцi iтерацiї (11) неперервнi функцiї 𝑞𝑘0(𝑡, 𝑥) та 𝑐

𝑘
0(𝑡, 𝑥), якi задовольняють

умови (10), вибирати таким чином, щоб в областi 𝐵1 виконувались нерiвностi

𝐷𝑘 [𝑍𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝑍𝑝+1(𝑡, 𝑥)]− 𝑞𝑘𝑝(𝑡, 𝑥)𝐷
𝑘𝑊𝑝(𝑡, 𝑥) ≥ (≤)0,

𝐷𝑘 [𝑉𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝑉𝑝+1(𝑡, 𝑥)] + 𝑐𝑘𝑝(𝑡, 𝑥)𝐷
𝑘𝑊𝑝(𝑡, 𝑥) ≤ (≥)0,

(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷0, 𝑘1 = 0,1, 𝑘2 = 1 (𝑘2 = 0),

(17)

то для довiльних 𝑝 ∈ N матимемо

𝐷𝑘𝑉𝑝(𝑡, 𝑥) ≤ (≥)𝐷𝑘𝑉𝑝+1(𝑡, 𝑥) ≤ (≥)𝐷𝑘𝑍𝑝+1(𝑡, 𝑥) ≤ (≥)𝐷𝑘𝑍𝑝(𝑡, 𝑥);

(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷0, 𝑘2 = 1 (𝑘2 = 0), 𝑝 ∈ N0.
(18)

Покажемо, що множина функцiй 𝑞𝑘𝑝(𝑡, 𝑥) та 𝑐
𝑘
𝑝(𝑡, 𝑥), якi задовольняють умови

(10), (17), не порожня. Дiйсно, позначимо:

𝛼𝑝,1(𝑡, 𝑥) := 𝛼𝑝(𝑡, 𝑥) + 𝜔𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝜔𝑝(𝑡, 𝑥),

𝛼𝑝,2(𝑡, 𝑥)
=

𝑡∫︁
0

𝛼𝑝,1(𝜂, 𝑥) exp

⎛⎝ 𝜂∫︁
𝑡

𝑎1(𝜏, 𝑥)𝑑𝜏

⎞⎠ 𝑑𝜂,

𝛽𝑝,1(𝑡, 𝑥) := 𝛽𝑝(𝑡, 𝑥) + 𝜔𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝜔𝑝(𝑡, 𝑥),

𝛽𝑝,2(𝑡, 𝑥)
=

𝑡∫︁
0

𝛽𝑝,1(𝜂, 𝑥) exp

⎛⎝ 𝜂∫︁
𝑡

𝑎1(𝜏, 𝑥)𝑑𝜏

⎞⎠ 𝑑𝜂,

𝜌𝑝,1(𝑡, 𝑥) := 𝛼𝑝,2(𝑡, 𝑥)− 𝛽𝑝,2(𝑡, 𝑥) +𝐷(0.1)𝑊𝑝(𝑡, 𝑥),

𝜌𝑝,2(𝑡, 𝑥) := 𝛼𝑝,1(𝑡, 𝑥)− 𝛽𝑝,1(𝑡, 𝑥) +𝐷(1.1)𝑊𝑝(𝑡, 𝑥).

Лема 2. Якщо виконуються умови Леми 1 i функцiя 𝐹 [𝑢(𝑡, 𝑥)] ∈ 𝐶*
2(𝐵), а

крайова задача (3)–(5) має функцiї порiвняння, то множина функцiй 𝑞𝑘𝑝(𝑡, 𝑥),
𝑐𝑘𝑝(𝑡, 𝑥), якi задовольняють умови (10), (17), не порожня.
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Доведення. Дiйсно, покладемо

𝑞(0.1)𝑝 (𝑡, 𝑥) =
𝛼𝑝,2(𝑡, 𝑥)

𝜌𝑝,1(𝑡, 𝑥)
, 𝑞𝑝(𝑡, 𝑥) =

𝑎∫︀
𝑥

𝛼𝑝,2(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉

𝑎∫︀
𝑥

𝜌𝑝,1(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉

, 𝑞(1.0)𝑝 (𝑡, 𝑥) =

𝑎∫︀
𝑥

𝛼𝑝,1(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉

𝑎∫︀
𝑥

𝜌𝑝,2(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉

,

𝑐(0.1)𝑝 (𝑡, 𝑥) = −
𝛽𝑝,2(𝑡, 𝑥)

𝜌𝑝,1(𝑡, 𝑥)
, 𝑐𝑝(𝑡, 𝑥) = −

𝑎∫︀
𝑥

𝛽𝑝,2(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉

𝑎∫︀
𝑥

𝜌𝑝,1(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉

, 𝑐(1.0)𝑝 (𝑡, 𝑥) = −

𝑎∫︀
𝑥

𝛽𝑝,1(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉

𝑎∫︀
𝑥

𝜌𝑝,2(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉

,

(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷0, 𝑝 ∈ N0.

Очевидно, таким чином вибранi функцiї 𝑞𝑘𝑝(𝑡, 𝑥) та 𝑐𝑘𝑝(𝑡, 𝑥), 𝑘 = (𝑘1, 𝑘2),
𝑘1, 𝑘2 = 0,1, 𝑘1 + 𝑘2 < 2, задовольняють умови (10), а

𝐷(0.1)[𝑍𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝑍𝑝+1(𝑡, 𝑥)]− 𝑞
(0.1)
𝑝 𝐷(0.1)𝑊𝑝(𝑡, 𝑥) = 𝛼𝑝,2(𝑡, 𝑥)

[︁
1− 𝐷(0.1)𝑊𝑝(𝑡,𝑥)

𝜌𝑝,1(𝑡,𝑥)

]︁
≥ 0,

[𝑉𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝑉𝑝+1(𝑡, 𝑥)] + 𝑐
(0.1)
𝑝 𝑊𝑝(𝑡, 𝑥) = −

𝑎∫︀
𝑥

𝛽𝑝,2(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉

⎡⎣1 + 𝑊𝑝(𝑡,𝑥)
𝑎∫︀
𝑥
𝜌𝑝,1(𝑡,𝜉)𝑑𝜉

⎤⎦ ≥ 0.

Аналогiчно переконуємось у виконаннi усiх нерiвностей в (17) i Лема 2 доведена.
Таким чином справедлива наступна

Теорема 1. Нехай функцiя 𝐹 [𝑢(𝑡, 𝑥)] ∈ 𝐶*
2(𝐵), виконуються умови Леми

1 i крайова задача (3)–(5) має функцiї порiвняння. Тодi для функцiй 𝑍𝑝(𝑡, 𝑥),
𝑉𝑝(𝑡, 𝑥), побудованих згiдно закону (11), (12), де 𝑞𝑘𝑝(𝑡, 𝑥) та 𝑐𝑘𝑝(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶(𝐷0)

задовольняють в областi 𝐵1 умови (10), (17), справедливi нерiвностi (18) для
всiх 𝑝 ∈ N0, (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷0, 𝑘1, 𝑘2 = 0,1, 𝑘1 + 𝑘2 < 2.

Покажемо, що послiдовностi функцiй
{︀
𝐷𝑘𝑍𝑝(𝑡, 𝑥)

}︀
,
{︀
𝐷𝑘𝑉𝑝(𝑡, 𝑥)

}︀
, побудо-

ванi згiдно закону (11), (12), (18), при iснуваннi функцiй порiвняння задачi
(3)–(5), збiгаються рiвномiрно при (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷0 до єдиного розв’язку iнтегро–
диференцiального рiвняння (7). Враховуючи нерiвностi (18) для цього доста-
тньо показати, що lim

𝑝→∞
𝐷𝑘𝑊𝑝(𝑡, 𝑥) = 0 для ∀(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷0, 𝑘 = (𝑘1, 𝑘2), 𝑘1, 𝑘2 = 0,1,

𝑘1 + 𝑘2 < 2.
Позначимо:

𝑑 := max
𝑘1,𝑘2

sup
𝐷0

⃒⃒
𝐷(𝑘1,𝑘2)𝑊0(𝑡, 𝑥)

⃒⃒
, 𝑞 := max

𝑘1,𝑘2
sup
𝐷0

(1− 𝑞𝑘𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝑐𝑘𝑝(𝑡, 𝑥)),

𝑐 := sup
𝐷0

|𝑎1(𝑡, 𝑥)| , 𝐾 := sup
𝐷×𝐷

𝐾(𝑡, 𝑥; 𝜂, 𝜁),

𝛾 := max {1, 𝑎+ 𝑏, 𝑎(𝑎+ 𝑏), (𝑎+ 𝑏)(1 + 𝑎𝑏)} .

Тодi iз (15) методом математичної iндукцiї неважко переконатись у справе-
дливостi оцiнок⃒⃒

𝐷(𝑘1,𝑘2)𝑊𝑝(𝑡, 𝑥)
⃒⃒
≤

[𝑞𝐾𝐿𝛾(𝑎+ 𝑡− 𝑥)]𝑝

𝑝!
𝑑, 𝑘𝑖 = 0,1, 𝑖 = 1, 2, 𝑘1 + 𝑘2 < 2, (19)
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для всiх (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷0, 𝑝 ∈ N.
На пiдставi оцiнок (19) маємо, що lim

𝑝→∞
𝐷(𝑘1,𝑘2)𝑊𝑝(𝑡, 𝑥) = 0, тобто lim

𝑝→∞
𝐷(𝑘1,𝑘2)

𝑍𝑝(𝑡, 𝑥) = 𝐷(𝑘1,𝑘2)𝑉𝑝(𝑡, 𝑥) := 𝑈𝑘1,𝑘2(𝑡, 𝑥).
Для того, щоб показати, що 𝑈𝑘1,𝑘2(𝑡, 𝑥) = 𝐷(𝑘1,𝑘2)𝑈(𝑡, 𝑥), де 𝑈(𝑡, 𝑥) є регуляр-

ним розв’язком iнтегро-диференцiального рiвняння (7) достатньо у (11) перейти
до границi, коли 𝑝 → ∞ i результат продиференцiювати по 𝑡𝑘1 разiв, а по 𝑥 —
𝑘2, 𝑘1 + 𝑘2 < 2. У силу Леми 1 знайдена гранична функцiя i буде розв’язком
крайової задачi (3)–(5).

Теорема 2. Нехай виконуються умови Теореми 1.
Тодi:

1) iнтегро–диференцiальне рiвняння (7) у класi функцiй 𝐶*(𝐷0) має розв’язок
i вiн єдиний при (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷0;

2) послiдовностi функцiй
{︀
𝑍𝑘
𝑝 (𝑡, 𝑥)

}︀
,
{︀
𝑉 𝑘
𝑝 (𝑡, 𝑥)

}︀
, побудованi згiдно закону (11),

(12), (18) збiгаються рiвномiрно при (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷0 до єдиного розв’язку рiв-
няння (7),

3) мають мiсце оцiнки (19);
4) для довiльних 𝑝 ∈ N0, 𝑘1, 𝑘2 = 0,1, 𝑘1 + 𝑘2 < 2 та (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷0 справедливi

нерiвностi

𝐷𝑘𝑉𝑝(𝑡, 𝑥) ≤ (≥)𝐷𝑘𝑉𝑝+1(𝑡, 𝑥) ≤ (≥)𝐷𝑘𝑈(𝑡, 𝑥) ≤ (≥)

≤ (≥)𝐷𝑘𝑍𝑝+1(𝑡, 𝑥) ≤ (≥)𝐷𝑘𝑍𝑝(𝑡, 𝑥),

(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷0, 𝑘1 = 0,1, 𝑘2 = 1 (𝑘2 = 0), 𝑘1 + 𝑘2 < 2;

(20)

5) збiжнiсть iтерацiйного методу (11), (12), (18) не повiльнiша збiжностi
методу, коли 𝑞𝑘𝑝(𝑡, 𝑥) ≡ 0 та 𝑐𝑘𝑝(𝑡, 𝑥) ≡ 0 для всiх 𝑝 ∈ N0, тобто методу

𝑍*
𝑝+1(𝑡, 𝑥) = 𝑇𝑓𝑝(𝜂, 𝜁), 𝑉 *

𝑝+1(𝑡, 𝑥) = 𝑇𝑓𝑝(𝜂, 𝜁). (21)

Доведення. Єдинiсть розв’язку рiвняння (7) доводиться методом вiд су-
противного [6]. Твердження пунктiв 2) та 3) даної Теореми 2 доведенi вище.

Доведемо справедливiсть нерiвностей (20). З цiєю метою припустимо, що
для деякого номера 𝑝 ∈ N у деякiй точцi (𝑡0, 𝑥0) ∈ 𝐷0 виконується нерiвнiсть
𝐷𝑘𝑍𝑝(𝑡0, 𝑥0) < (>)𝐷𝑘𝑈(𝑡0, 𝑥0). Тодi для всякого 𝑛 ∈ N у силу нерiвностей (18)

𝐷𝑘𝑍𝑝+𝑛(𝑡0, 𝑥0) ≥ (≤)𝐷𝑘𝑍𝑝(𝑡0, 𝑥0) < (>)𝐷𝑘𝑈(𝑡0, 𝑥0),

𝑘1 = 0,1, 𝑘2 = 1 (𝑘2 = 0), 𝑘1 + 𝑘2 < 2,

а отже послiдовнiсть функцiй
{︀
𝐷𝑘𝑍𝑝+𝑛(𝑡0, 𝑥0)

}︀
при 𝑛→ ∞ не збiгається у точцi

(𝑡0, 𝑥0) до 𝐷𝑘𝑈(𝑡0, 𝑥0), що суперечить доведеному.
Аналогiчно доводяться iншi нерiвностi у (20).
Покажемо, що збiжнiсть методу (11), (12), (18) не повiльнiша збiжностi iте-

рацiйного методу (21).
Нехай 𝑍𝑝(𝑡, 𝑥) та 𝑉𝑝(𝑡, 𝑥) — функцiї порiвняння задачi (3)–(5), побудованi згi-

дно деякого двостороннього методу. Тодi iз (11) та (21), враховуючи (8), маємо

𝑍*
𝑝+1(𝑡, 𝑥)− 𝑍𝑝+1(𝑡, 𝑥) = 𝑇𝑓𝑝(𝜂, 𝜁)− 𝑇𝑓

𝑝
(𝜂, 𝜁) = 𝑇 [𝑓𝑝(𝜂, 𝜁)− 𝑓

𝑝
(𝜂, 𝜁)] ≤ 0,
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𝑉 *
𝑝+1(𝑡, 𝑥)− 𝑉𝑝+1(𝑡, 𝑥) = 𝑇 [𝑓𝑝(𝜂, 𝜁)− 𝑓𝑝(𝜂, 𝜁)] ≥ 0.

Тодi
𝑍*
𝑝+1(𝑡, 𝑥) ≤ 𝑍𝑝+1(𝑡, 𝑥) ≤ 𝑉𝑝+1(𝑡, 𝑥) ≤ 𝑉 *

𝑝+1(𝑡, 𝑥),

що i потрiбно було показати.

Наслiдок 1. Нехай виконуються умови Теореми 1 i 𝐹 [𝑈(𝑡, 𝑥)] ≡ 𝐻[𝑈(𝑡, 𝑥); 0],
а крайовi умови (4)є однорiдними.

Тодi якщо 𝐹 [0] ≥ (≤)0 в областi 𝐵, то розв’язок задачi (3), (4) задовольняє
нерiвностi

𝐷(𝑘1,𝑘2)𝑈(𝑡, 𝑥) ≥ (≤)0
(︀
𝐷(𝑘1,𝑘2)𝑈(𝑡, 𝑥) ≤ (≥)0

)︀
,

при (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷0, 𝑘1 = 0,1, 𝑘2 = 1 (𝑘2 = 0), 𝑘1 + 𝑘2 < 2.

4. Висновок. У данiй роботi побудовано одну модифiкацiю двостороннього
методу дослiдження та наближеного розв’язання крайової задачi для ДРЧП.
Одержано достатнi умови iснування, єдиностi, регулярностi та знакосталостi
шуканого розв’язку. Доведено теореми про диференцiальнi нерiвностi та визна-
чено апостерiорну оцiнку похибки наближеного розв’язку задачi.
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tigation of a mathematical model of moisture distribution in porous environments.

The one modification of the two-side method of investigation and approximate solution
to the boundary value problem (BVPs) that describe moisture distribution in porous en-
vironments is constructed. The sufficient conditions of existence, uniqueness, regularity,
and sign-preserving of the desired solution are obtained. The theorems about differential
inequalities are proven, and the posterior estimation of error of the approximate solution
of BVPs is given.
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