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ЕКВАЦIОНАЛЬНЕ ОПИСАННЯ ФУНКЦIОНАЛЬНО ПОВНИХ
АЛГЕБР

У роботi продовжується еквацiональне дослiдження класу унiверсальних алгебр
𝑀6. Клас 𝑀6 складається з тридцяти чотирьох функцiонально неповних i тридцяти
функцiонально повних алгебр. У попереднiй роботi були знайденi повнi системи тото-
жностей для всiх функцiонально неповних алгебр. Цi алгебри утворюють сiмнадцять
одноелементних, один двохелементний, один трьохелементний, два шестиелементних
еквацiональних кластери. Функцiонально повнi алгебри класу 𝑀6 утворюють один
тридцятиелементний кластер. Для нього знайденi повнi системи тотожностей.

Ключовi слова: функцiонально повна алгебра, еквацiональнiсть, повна система то-
тожностей, сигнатурна тотожнiсть, еквацiональний кластер.

1. Вступ. Дана робота є продовженням дослiдження [2], у якому знайде-
нi повнi системи тотожностей для всiх функцiонально неповних алгебр класу
𝑀6 = {𝑈 = ⟨𝐴,Ω⟩ ; 𝐴 = {0, 1} ; Ω ⊂ {0, 1,¬,∨,∧,⊕}}. У данiй роботi знаходя-
ться повнi системи тотожностей для функцiонально повних алгебр цього класу.

2. Основнi результати. Нехай задано клас унiверсальних булевих алгебр
𝑀 = {𝑈 = ⟨𝐴, Ω⟩}, 𝐴 = {0, 1}, Ω — деяка множина булевих операцiй. Позначи-
мо через 𝑅(𝑈) множину всiх тотожностей алгебри 𝑈 .

Означення 1. Алгебри 𝑈1 i 𝑈2 називають еквацiонально еквiвалентними,
якщо 𝑅(𝑈1) = 𝑅(𝑈2).

Означення 2. Алгебра 𝑈1 еквацiонально вкладається в алгебру 𝑈2, якщо
𝑅(𝑈1) ⊂ 𝑅(𝑈2).

Означення 3. Тотожнiсть 𝐹2(𝜙) = 𝐹1(𝜓) ∈ 𝑅(𝑈2) називається сигнатур-
ною, якщо 𝐹2(𝜙) формула, яка реалiзує операцiю 𝜙 ∈ Ω2−Ω1, а 𝐹1(𝜓)−формула,
яка побудована з операцiй алгебри 𝑈1.

Означення 4. Система тотожностей 𝐻 ⊂ 𝑅(𝑈) називається повною
в 𝑈 , якщо використовуючи операцiю суперпозицiї, можна довести довiльну
тотожнiсть 𝐹1 = 𝐹2 до лексикографiчної рiвностi.
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Нехай алгебри 𝑈1 = ⟨𝐴, Ω1⟩ i 𝑈2 = ⟨𝐴, Ω2⟩ такi, що Ω1 ⊂ Ω2, i для кожної
операцiї 𝜙 ∈ Ω2 −Ω1 знайдена сигнатурна тотожнiсть 𝐹2(𝜙) = 𝐹1(𝜓). Множину
цих сигнатурних тотожностей позначимо через 𝑅(Ω2 − Ω1).

Теорема 1. Якщо для алгебри 𝑈1 знайдена повна система тотожностей
𝐻(𝑈1), то повна система тотожностей 𝐻(𝑈2) алгебри 𝑈2 дорiвнює 𝐻(𝑈1)

⋃︀⋃︀
𝑅(Ω2 − Ω1).

Доведення теореми випливає з того, що сигнатурнi тотожностi дають мо-
жливiсть вивести операцiї 𝜙 ∈ Ω2 − Ω1 з формули алгебри 𝑈2, звiвши їх до
формул алгебри 𝑈1, для якої знайдена повна система тотожностей 𝐻(𝑈1).

Означення 5. Алгебра 𝑈1 = ⟨𝐴, Ω1⟩ еквацiонально вкладається в алгебру
𝑈2 = ⟨𝐴, Ω2⟩ якщо для кожної операцiї 𝜙 ∈ Ω2 − Ω1 iснують сигнатурнi то-
тожностi.

Означення 6. Алгебри 𝑈1, 𝑈2, . . . , 𝑈𝑡 ∈𝑀 утворюють еквацiональний кла-
стер 𝐾, якщо у множинi 𝐾 iснує така алгебра 𝑈*, що ∀𝑈𝑡 ∈ 𝐾 iснує 𝑈𝑖1 , 𝑈𝑖2,
. . . , 𝑈𝑖𝑙 ∈ 𝐾, що 𝑅(𝑈𝑖) = 𝑅(𝑈𝑖1) ⊂ 𝑅(𝑈𝑖2) ⊂ . . . ⊂ 𝑅(𝑈𝑖𝑙) = 𝑅(𝑈*).

Функцiонально повнi алгебри класу 𝑀6 утворюють один тридцятиелемен-
тний кластер, який зображено у виглядi сигнатурного графа на рис. 1.

Рис. 1. Функцiонально повнi алгебри класу 𝑀6.

У класi 𝑀6 є чотири канонiчнi функцiонально повнi алгебри 𝑈12, 𝑈20, 𝑈50,
𝑈42. На основi канонiчних алгебр побудуємо фiльтри

𝐵1 = {𝑈𝑖 = ⟨𝐴,Ω𝑖| Ω12 ⊂ Ω𝑖⟩} ,

𝐵2 = {𝑈𝑖 = ⟨𝐴,Ω𝑖|Ω20 ⊂ Ω𝑖⟩} ,

𝐵3 = {𝑈𝑖 = ⟨𝐴,Ω𝑖|Ω50 ⊂ Ω𝑖⟩} ,

𝐵4 = {𝑈𝑖 = ⟨𝐴,Ω𝑖|Ω42 ⊂ Ω𝑖⟩} .

Фiльтри 𝐵1 i 𝐵2 утворюють чотиривимiрнi куби, а фiльтри 𝐵3 i 𝐵4 — три-
вимiрнi.

У таблицi 1 наведено перелiк функцiонально повних алгебр, якi входять до
складу фiльтрiв 𝐵1, 𝐵2, 𝐵3, 𝐵4.
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Таблиця 1.
Функцiонально повнi алгебри фiльтрiв.

𝐵1 𝐵2 𝐵3 𝐵4

𝑈12 𝑈20 𝑈42 𝑈50

𝑈44 𝑈52 𝑈58 𝑈58

𝑈28 𝑈28 𝑈46 𝑈54

𝑈14 𝑈22 𝑈43 𝑈51

𝑈60 𝑈60 𝑈59 𝑈59

𝑈13 𝑈21 𝑈62 𝑈62

𝑈46 𝑈54 𝑈47 𝑈55

𝑈45 𝑈53 𝑈63 𝑈63

𝑈30 𝑈23

𝑈29 𝑈30

𝑈15 𝑈29

𝑈62 𝑈62

𝑈61 𝑈61

𝑈47 𝑈55

𝑈31 𝑈31

𝑈63 𝑈63

З таблицi видно, що фiльтри мають спiльнi алгебри, зокрема

𝐵1

⋂︁
𝐵2 = {𝑈28, 𝑈60, 𝑈62, 𝑈61, 𝑈31, 𝑈63, 𝑈30, 𝑈29} ,

𝐵3

⋂︁
𝐵4 = {𝑈58, 𝑈62, 𝑈59, 𝑈63} ,

𝐵1

⋂︁
𝐵4 = 𝐵3

⋂︁
𝐵4

⋃︁
𝑈46, 𝐵2

⋂︁
𝐵3 = 𝐵3

⋂︁
𝐵4

⋃︁
𝑈54,

𝐵1

⋂︁
𝐵2

⋂︁
𝐵3

⋂︁
𝐵4 = {𝑈62, 𝑈63} .

Алгебри фiльтра 𝐵1 зображенi на сигнатурному чотиривимiрному кубi на
рис. 2.

Знайдемо повну систему тотожностей алгебри 𝑈12 = ⟨𝐴, ¬, ∧⟩.
Припущення 1. Система тотожностей 1–10 є повною для алгебри 𝑈12 =

= ⟨𝐴, ¬, ∧⟩.

1. 𝑥 ∧ 𝑥 = 𝑥,
2. 𝑥 ∧ 𝑦 = 𝑦 ∧ 𝑥,
3. (𝑥 ∧ 𝑦) ∧ 𝑧 = 𝑥 ∧ (𝑦 ∧ 𝑧),
4. ¯̄𝑥 = 𝑥,
5. 𝑥 ∧ �̄� = 𝑦 ∧ 𝑦, (1)
6. 𝑥 ∧ 𝑦 ∧ 𝑧 = 𝑥 ∧ 𝑦 ∧ 𝑥 ∧ 𝑧,
7. 𝑥 ∧ 𝑦 = 𝑥 ∧ 𝑦 ∧ 𝑧 ∧ 𝑥 ∧ 𝑦 ∧ 𝑧,
8. 𝑥 ∧ 𝑥 ∧ �̄� = 𝑥 ∧ �̄�,
9. 𝑦 ∧ 𝑥 ∧ �̄� = 𝑦,
10. 𝑥 = �̄� ∧ 𝑦 ∧ �̄� ∧ 𝑦.
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Рис. 2. Алгебри фiльтра 𝐵1.

Доведення зводиться до побудови формули, яку можна вважати аналогом
досконалої кон’юнктивної нормальної форми. Алгоритм побудови ДКНФ:
1) Використовуючи тотожностi 4, 6 добиваємося того, що у формулi 𝐹 над

кожною кон’юнкцiєю заперечення зустрiчається не бiльше одного разу.
2) Тотожнiсть 7 дає можливiсть зробити всi формули вигляду

�̃�𝑖1 ∧ �̃�𝑖2 ∧ . . . ∧ �̃�𝑖𝑘 повними, де �̃�𝑖𝑘 = 𝑥𝑖𝑘 або �̃�𝑖𝑘 = 𝑥𝑖𝑘 , тобто цi формули
мiстять всi змiннi, якi входять до складу формули 𝐹 .

3) Тотожностi 8 i 9 поглинають формули 𝑥∧�̄�, крiм випадку, коли 𝐹 (𝑥1, 𝑥2, . . .,
𝑥𝑛) тотожно дорiвнює нулю.

4) Тотожнiсть 1 поглинає однаковi множники, а тотожностi 2 i 3 лексикогра-
фiчно впорядковують змiннi в елементарних множниках �̃�𝑖1 ∧ �̃�𝑖2 ∧ . . . ∧ �̃�𝑖𝑘 .

5) Легко переконатися, що повнi елементарнi множники приймають значення
нуль тiльки на одному наборi змiнних.

6) Два повнi елементарнi множники утворюють тотожнiсть тодi i тiльки тодi,
коли вони лексикографiчно спiвпадають.
У фiльтрi 𝐵1 повна система тотожностей довiльної алгебри складається з

тотожностей алгебри 𝑈12 i вiдповiдних сигнатурних тотожностей. Наприклад,
повна система тотожностей 𝑈31 = ⟨𝐴, 0, 1,¬,∧,⊕⟩ складається iз 𝑅(𝑈12) i сигна-
турних тотожностей 0 = 𝑥�̄�, 1 = 𝑥 ∨ �̄�, 𝑥⊕ 𝑦 = �̄�𝑦 ∧ �̄�𝑦. Для перевiрки того, що
формули 𝐹1, 𝐹2 утворюють тотожнiсть, у алгебрi 𝑈31 досить з цих формул, за
допомогою сигнатурних тотожностей, виключити операцiї 0, 1, 𝑥⊕𝑦. У резуль-
татi отримаємо формули 𝐹 *

1 , 𝐹
*
2 . Зрозумiло, що 𝐹

*
1=𝐹

*
2 ∈ 𝑅(𝑈12) тодi i тiльки

тодi, коли 𝐹1=𝐹2∈ 𝑅(𝑈31). Аналогiчно знаходяться повнi системи тотожностей
решти алгебр фiльтра 𝐵1.
35. Алгебра 𝑈12 = ⟨𝐴, ¬,∧⟩. 𝐻(𝑈12) = 𝑅(𝑈12) = {система тотожностей (1)}.
36. Алгебра 𝑈44 = ⟨𝐴, ¬,∧,⊕⟩. 𝐻(𝑈44) =

{︁
𝐻(𝑈12), 𝑥⊕ 𝑦 = �̄�𝑦 ∧ 𝑦�̄�

}︁
.

37. Алгебра 𝑈28 = ⟨𝐴, ¬,∧,∨⟩. 𝐻(𝑈28) = {𝐻(𝑈12), 𝑥 ∨ 𝑦 = �̄� ∧ 𝑦}.
38. Алгебра 𝑈14 = ⟨𝐴, 1,¬,∧⟩. 𝐻(𝑈28) =

{︀
𝐻(𝑈12), 1 = �̄� ∧ 𝐸

}︀
.

39. Алгебра 𝑈13 = ⟨𝐴, 0,¬,∧⟩. 𝐻(𝑈28) = {𝐻(𝑈12), 0 = �̄� ∧ 𝐸}.
40. Алгебра 𝑈60 = ⟨𝐴, ¬,∧,∨,⊕⟩. 𝐻(𝑈60) = {𝐻(𝑈44), 𝐸 ∨ 𝑦 = �̄� ∧ 𝑦}.
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41. Алгебра 𝑈46 = ⟨𝐴, 1,¬,∧,⊕⟩. 𝐻(𝑈46) = {𝐻(𝑈44), 1 = �̄� ∧ 𝑥}.
42. Алгебра 𝑈45 = ⟨𝐴, 0,¬,∧,⊕⟩. 𝐻(𝑈45) = {𝐻(𝑈44), 0 = �̄� ∧ 𝑥}.
43. Алгебра 𝑈30 = ⟨𝐴, 1,¬,∧,∨⟩. 𝐻(𝑈30) = {𝐻(𝑈28), 1 = �̄� ∧ 𝑥}.
44. Алгебра 𝑈29 = ⟨𝐴, 0,¬,∧,∨⟩. 𝐻(𝑈29) = {𝐻(𝑈28), 0 = �̄� ∧ 𝑥}.
45. Алгебра 𝑈15 = ⟨𝐴, 0, 1,¬,∧⟩. 𝐻(𝑈15) = {𝐻(𝑈28), 1 = �̄� ∧ 𝑥}.
46. Алгебра 𝑈62 = ⟨𝐴, 1,¬,∧,∨,⊕⟩. 𝐻(𝑈62) = {𝐻(𝑈60), 1 = �̄� ∧ 𝑥}.
47. Алгебра 𝑈61 = ⟨𝐴, 0,¬,∧,∨,⊕⟩. 𝐻(𝑈61) = {𝐻(𝑈60), 0 = �̄� ∧ 𝑥}.
48. Алгебра 𝑈47 = ⟨𝐴, 0, 1,¬,∧,⊕⟩. 𝐻(𝑈47) = {𝐻(𝑈45), 1 = �̄� ∧ 𝑥}.
49. Алгебра 𝑈31 = ⟨𝐴, 0, 1,¬,∧,∨⟩. 𝐻(𝑈31) = {𝐻(𝑈30), 0 = �̄� ∧ 𝑥}.
50. Алгебра 𝑈63 = ⟨𝐴, 0, 1,¬,∧,∨,⊕⟩. 𝐻(𝑈63) = {𝐻(𝑈61), 1 = �̄� ∧ 𝑥}.

Знайдемо повнi системи тотожностей класу функцiонально повних алгебр,
якi входять у фiльтр алгебри 𝑈20 = ⟨𝐴, ¬, ∨⟩. Алгебри, що входять до фiль-
тру 𝐵2 утворюють чотиримiрний сигнатурний куб, який iзоморфний решiтцi
фiльтру алгебр 𝐵1.

Рис. 3. Алгебри фiльтра 𝐵2.

Припущення 2. Система тотожностей 1–10 є повною для алгебри 𝑈20 =
⟨𝐴, ¬, ∨⟩.

1. 𝑥 ∨ 𝑥 = 𝑥,
2. 𝑥 ∨ 𝑦 = 𝑦 ∨ 𝑥,
3. (𝑥 ∨ 𝑦) ∨ 𝑧 = 𝑥 ∨ (𝑦 ∨ 𝑧),
4. ¯̄𝑥 = 𝑥,
5. 𝑥 ∨ �̄� = 𝑦 ∨ 𝑦, (2)
6. 𝑥 ∨ 𝑦 ∨ 𝑧 = 𝑥 ∨ 𝑦 ∨ 𝑥 ∨ 𝑧,
7. 𝑥 ∨ 𝑦 = 𝑥 ∨ 𝑦 ∨ 𝑧 ∨ 𝑥 ∨ 𝑦 ∨ 𝑧,
8. 𝑥 ∨ 𝑥 ∨ �̄� = 𝑥 ∨ �̄�,
9. 𝑦 ∨ 𝑥 ∨ �̄� = 𝐸,
10. 𝑥 = �̄� ∨ 𝑦 ∨ �̄� ∨ 𝑦.
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Формули вигляду �̃�𝑖1 ∨ �̃�𝑖2 ∨ . . . ∨ �̃�𝑖𝑘 де �̃�𝑖𝑘 = 𝑥𝑖𝑘 або �̃�𝑖𝑘 = 𝑥𝑖𝑘 будемо нази-
вати елементарними доданками, а елементарнi доданки, що мiстять всi змiннi
формули 𝐹 — повними.

Алгоритми побудови аналогу досконалої диз’юнктивної нормальної форми
для формул алгебр 𝑈20 = ⟨𝐴, ¬, ∨⟩.
1. Використовуючи тотожностi 4 i 6 добиваємося того, що у формулi 𝐹 над

кожною диз’юнкцiєю заперечення зберiгається не бiльше одного разу.
2. Тотожнiсть 7 дає можливiсть зробити всi доданки повними.
3. Тотожностi 8 i 9 поглинають формулу 𝑥∨ �̄�, крiм випадку коли 𝐹 (𝑥1, 𝑥2, . . .,
𝑥𝑛) тотожно дорiвнює одиницi.

4. Тотожнiсть 1 поглинає однаковi доданки, а 2 i 3 лексикографiчно впоряд-
ковують змiннi в елементарних доданках.

5. Повнi елементарнi доданки приймають одиницю тiльки на одному наборi
змiнних.

6. Два повнi елементарнi доданки утворюють тотожнiсть тодi i тiльки тодi,
коли вони лексикографiчно спiвпадають.

7. Використовуючи таблицi фiльтрiв i сигнатурних тотожностей (табл. 1) по-
будуємо повнi системи тотожностей алгебр, що належать фiльтру 𝐵2.
Знайшовши повну систему тотожностей алгебри 𝑈20 отримаємо повнi систе-

ми тотожностей алгебр 𝑈52, 𝑈38, 𝑈21, 𝑈54, 𝑈53, 𝑈23, 𝑈55, приєднавши до 𝑅(𝑈20)
вiдповiднi сигнатурнi тотожностi. Повнi системи тотожностей алгебр 𝑈28, 𝑈60,
𝑈62, 𝑈61, 𝑈31, 𝑈63, 𝑈30, 𝑈29 знайденi, так як вони входять до складу 𝐵1.
51. Алгебра 𝑈20 = ⟨𝐴, ¬,∨⟩. 𝐻(𝑈20) = {система тотожностей (2)}.
52. Алгебра 𝑈52 = ⟨𝐴, ¬,∨,⊕⟩. 𝐻(𝑈44) = {𝐻(𝑈20), 𝑥⊕ 𝑦 = 𝑥 ∨ 𝑦 ∨ �̄� ∨ 𝑦}.
53. Алгебра 𝑈38 = ⟨𝐴, 1,¬,∨⟩. 𝐻(𝑈38) = {𝐻(𝑈20), 1 = 𝑥 ∨ �̄�}.
54. Алгебра 𝑈21 = ⟨𝐴, 0,¬,∨⟩. 𝐻(𝑈21) = {𝐻(𝑈20), 0 = 𝑥 ∨ �̄�}.
55. Алгебра 𝑈54 = ⟨𝐴, 1,¬,∨,⊕⟩. 𝐻(𝑈54) = {𝐻(𝑈52), 1 = 𝑥 ∨ �̄�}.
56. Алгебра 𝑈53 = ⟨𝐴, 0,¬,∨,⊕⟩. 𝐻(𝑈53) = {𝐻(𝑈52), 0 = 𝑥 ∨ �̄�}.
57. Алгебра 𝑈23 = ⟨𝐴, 0, 1,¬,∨⟩. 𝐻(𝑈23) = {𝐻(𝑈21), 1 = 𝑥 ∨ �̄�}.
58. Алгебра 𝑈55 = ⟨𝐴, 0, 1,¬,∨,⊕⟩. 𝐻(𝑈23) = {𝐻(𝑈23), 𝑥⊕ 𝑦 = 𝑥 ∨ 𝑦 ∨ �̄� ∨ 𝑦}.

Перейдемо до алгебр фiльтра 𝐵3, алгебри якого зображенi на рис. 4.
Наведемо повну систему тотожностей алгебри Жегалкiна 𝑈42 = ⟨𝐴, 1,∧,⊕⟩.

1. 𝑥⊕ 𝑥 = 𝑥⊕ 𝑦,
2. 𝑥⊕ 𝑦 = 𝑦 ⊕ 𝑥,
3. (𝑥⊕ 𝑦)⊕ 𝑧 = 𝑥⊕ (𝑦 ⊕ 𝑧),
4. 𝑦 ⊕ 𝑥⊕ 𝑥 = 𝑦,
5. (𝑥⊕ 𝑦)∧𝑧 = 𝑥∧𝑧⊕𝑦∧𝑧, (3)
6. 𝑥 ∧ 𝑥 = 𝑥,
7. 𝑥 ∧ 𝑦 = 𝑦 ∧ 𝑥,
8. (𝑥 ∧ 𝑦) ∧ 𝑧 = 𝑥 ∧ (𝑦 ∧ 𝑧),
9. 𝑥 ∧ 1 = 𝑥.
За допомогою цих тотожностей довiльну формулу цiєї алгебри можна пере-

творити в полiном Жегалкiна.
59. Алгебра 𝑈42 = ⟨𝐴, 1,∧,⊕⟩. 𝐻(𝑈42) = {система тотожностей (3)}.
60. Алгебра 𝑈43 = ⟨𝐴, 0, 1,∧,⊕⟩. 𝐻(𝑈43) = {𝐻(𝑈42), 0 = 1⊕ 1}.
61. Алгебра 𝑈58 = ⟨𝐴, ¬,∧,∨,⊕⟩. 𝐻(𝑈58) = {𝐻(𝑈50), 𝑥𝑦 = (𝑥⊕ 𝑦)⊕ (𝑥 ∨ 𝑦)}.
62. Алгебра 𝑈59 = ⟨𝐴, 0, 1,∧,∨,⊕⟩. 𝐻(𝑈59) = {𝐻(𝑈58), 0 = 1⊕ 1}.
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Рис. 4. Алгебри фiльтра 𝐵3.

Рис. 5. Алгебри фiльтра 𝐵4.

Перейдемо до алгебр фiльтра 𝐵4. Для алгебр 𝑈50 i 𝑈51 повнi системи тото-
жностей не знайденi. Решта алгебр цього фiльтру входять до складу попереднiх
фiльтрiв.

3. Висновки. Проведенi еквацiональнi дослiдження класу алгебр𝑀6 пока-
зали, що у цьому класi не iснує еквацiонально еквiвалентних алгебр. А також у
класi𝑀6 iснує двадцять два еквацiональнi кластери: двадцять один кластер для
функцiонально неповних алгебр та один кластер для функцiонально повних.
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Mych I. A., Nikolenko V. V., Vartsaba O. V. Equational description of func-
tionally complete Boolean algebras.

The paper continues the equational investigation of the universal algebras of the class
𝑀6. The class 𝑀6 consists of thirty-four functionally incomplete and thirty functionally
complete algebras. Complete systems of identities for all functionally incomplete algebras
were found in previous works. These algebras form seventeen one-element, one two-element,
one three-element, and two six-element equational clusters. Functionally complete class
algebras form one thirty-element cluster. Complete systems of identities have been found
for it.

Keywords: equationality, complete system of identities, signature identity, equational
cluster, functionally complete algebra.
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