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ЕКВАЦIОНАЛЬНЕ ОПИСАННЯ ФУНКЦIОНАЛЬНО
НЕПОВНИХ БУЛЕВИХ АЛГЕБР

У данiй роботi розглядається клас булевих алгебр, якi включають в себе операцiї
сума за модулем два, диз’юнкцiю, кон’юнкцiю, заперечення, константи 0 та 1. Вве-
денi поняття сигнатурної тотожностi, за допомогою якої можна змiнювати сигнатуру
алгебр цього класу, та поняття еквацiонального кластеру алгебр. Усi функцiонально
неповнi алгебри утворюють двадцять один кластер. У роботi знайденi повнi систе-
ми тотожностей для всiх тридцяти чотирьох функцiонально неповних алгебр даного
класу.

Ключовi слова: унiверсальна булева алгебра, еквацiональнiсть, повна система тото-
жностей, сигнатурна тотожнiсть, еквацiональний кластер.

1. Вступ. Загальна теорiя алгебр як математична дисциплiна почала iснувати
з 1935 року. Саме тодi Бiркгоф опублiкував свої першi статтi, в яких доводить
теореми про повноту для еквацiональної логiки, яка вiдiграє особливу роль у
математицi, оскiльки класи алгебр, якi найбiльше цiкавлять алгебраїстiв, або
аксiоматично визначенi тотожностями або тiсно пов’язанi з таким класом [1].
Особливе мiсце у теорiї функцiй двозначної логiки займає булева алгебра, яка
застосовується у задачах обробки iнформацiї, роботi з базами даних, логiчному
програмуваннi, для конструювання та аналiзу роботи комп’ютерiв та iнше.

Дана робота є продовженням робiт [2–6], в яких проведенi еквацiональнi до-
слiдження алгебр заданими над бiнарними квадратними матрицями, в сигна-
туру яких входять операцiї кон’юнкцiї, диз’юнкцiї та заперечення. У роботi [7]
розроблена методика знаходження повних систем тотожностей для деяких кла-
сiв булевих алгебр. Знайденi повнi системи тотожностей алгебр, якi належать
кубу Буля i Жегалкiна.

2. Основнi результати. Нехай задано клас унiверсальних булевих алгебр
𝑀 = {𝑈 = ⟨𝐴, Ω⟩}, 𝐴 = {0, 1}, Ω — деяка множина булевих операцiй. Позначи-
мо через 𝑅(𝑈) множину всiх тотожностей алгебри 𝑈 .

Означення 1. Алгебри 𝑈1 i 𝑈2 називають еквацiонально еквiвалентними,
якщо 𝑅(𝑈1) = 𝑅(𝑈2).
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Означення 2. Алгебра 𝑈1 еквацiонально вкладається в алгебру 𝑈2, якщо
𝑅(𝑈1) ⊂ 𝑅(𝑈2).

Якщо сигнатури алгебр 𝑈1 i 𝑈2 не спiвпадають, то вони не є еквацiонально
еквiвалентними. Якщо алгебра 𝑈1 еквацiонально вкладається в алгебру 𝑈2, то
Ω1 ⊂ Ω2.

Нехай заданi алгебри 𝑈1 = ⟨𝐴, Ω1⟩ i 𝑈2 = ⟨𝐴, Ω2⟩ такi, що Ω1 ⊂ Ω2.

Означення 3. Тотожнiсть 𝐹2(𝜙) = 𝐹1(𝜓) ∈ 𝑅(𝑈2) називається сигна-
турною, якщо 𝐹2(𝜙) — формула, яка реалiзує операцiю 𝜙 ∈ Ω2 −Ω1, а 𝐹1(𝜓) —
формула, яка побудована з операцiй алгебри 𝑈1.

Наприклад, якщо 𝑈1 = ⟨𝐴, {∧, ∨, ¬} ⟩ i 𝑈2 = ⟨𝐴, {∧, ∨, ¬, ⇒, ⇔}⟩, то си-
гнатурними є тотожностi 𝑥⇒ 𝑦 = �̄� ∨ 𝑦, 𝑥⇔ 𝑦 = �̄�𝑦 ∨ 𝑥𝑦.

Означення 4. Система тотожностей 𝐻 ⊂ 𝑅(𝑈) називається повною
в 𝑈 , якщо використовуючи операцiю суперпозицiї, можна довести довiльну
тотожнiсть 𝐹1 = 𝐹2 до лексикографiчної рiвностi.

Питання чи мають алгебри скiнченнi повнi системи тотожностей є вiдкритим
навiть для скiнчених алгебр.

Нехай алгебри 𝑈1 = ⟨𝐴, Ω1⟩ i 𝑈2 = ⟨𝐴, Ω2⟩ такi, що Ω1 ⊂ Ω2, i для кожної
операцiї 𝜙 ∈ Ω2 −Ω1 знайдена сигнатурна тотожнiсть 𝐹2(𝜙) = 𝐹1(𝜓). Множину
цих сигнатурних тотожностей позначимо через 𝑅(Ω2 − Ω1).

Теорема 1. Якщо для алгебри 𝑈1 знайдена повна система тотожностей
𝐻(𝑈1), то повна система тотожностей 𝐻(𝑈2) алгебри 𝑈2 дорiвнює
𝐻(𝑈1)

⋃︀
𝑅(Ω2 − Ω1).

Доведення. Доведення теореми випливає з того, що сигнатурнi тотожностi
дають можливiсть вивести операцiї 𝜙 ∈ Ω2 − Ω1 з формули алгебри 𝑈2, звiвши
їх до формул алгебри 𝑈1, для якої знайдена повна система тотожностей 𝐻(𝑈1).

Означення 5. Алгебра 𝑈 = ⟨𝐴, Ω⟩ ∈𝑀 має еквацiональну потужнiсть 𝑘 у
класi алгебр 𝑀 , якщо в нiй можна побудувати 𝑘 сигнатурних тотожностей.

Означення 6. Алгебра 𝑈1 = ⟨𝐴, Ω1⟩ еквацiонально вкладається в алгебру
𝑈2 = ⟨𝐴, Ω2⟩ якщо для кожної операцiї 𝜙 ∈ Ω2 − Ω1 iснують сигнатурнi то-
тожностi.

За допомогою цих сигнатурних тотожностей формули алгебри 𝑈2 = ⟨𝐴, Ω2⟩
можна звести до формул алгебри 𝑈1 = ⟨𝐴, Ω1⟩. Те, що алгебра 𝑈1 = ⟨𝐴, Ω1⟩
еквацiонально вкладається в алгебру 𝑈2 = ⟨𝐴, Ω2⟩ будемо позначати 𝑅(𝑈1) ⊂
⊂ 𝑅(𝑈2)

Означення 7. Алгебри 𝑈1, 𝑈2, . . . , 𝑈𝑡 ∈ 𝑁 утворюють еквацiональний кла-
стер 𝑁 , якщо

1) ∀𝑈𝑖, 𝑈𝑗 iснує така послiдовнiсть алгебр 𝑈𝑖1 , 𝑈𝑖2 . . . , 𝑈𝑖𝑙 ∈ 𝑁 , що 𝑅(𝑈𝑖) =
= 𝑅(𝑈𝑖1) ⊂ 𝑅(𝑈𝑖2) ⊂ . . . ⊂ 𝑅(𝑈𝑖𝑙) = 𝑅(𝑈𝑗).

2) ∀𝑈𝑘 ∈ 𝑁 не iснує 𝑈𝑖 ∈𝑀 такої, що 𝑅(𝑈:) ⊂ 𝑅(𝑈𝑉 ).

Потужнiсть еквацiонального кластера |𝑁 | визначається кiлькiстю алгебр,
якi входять до його складу.

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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Розглянемо клас булевих унiверсальних алгебр

𝑀6 = {𝑈 = ⟨𝐴, Ω⟩ |Ω ∈ {0, 1,¬,∧,∨,⊕}} .

Алгебри цього класу утворюють шестимiрний сигнатурний куб (рис. 1), який
мiстить шiстдесят чотири алгебри.

Рис. 1. Сигнатурний шестимiрний куб класу алгебр 𝑀6.

Знайдемо повнi системи тотожностей всiх алгебр цього класу. Для частини
цих алгебр ця задача була розв’язана в [6]. Кожнiй алгебрi 𝑈𝑖 = ⟨𝐴, Ω𝑖⟩ ∈ 𝑀6

поставимо у вiдповiднiсть шестимiрний булевий вектор 𝐵𝑖(𝑈𝑖) = (𝛼𝑖
1, 𝛼

𝑖
2, 𝛼

𝑖
3, 𝛼

𝑖
4 ,

𝛼𝑖
5, 𝛼

𝑖
6), де 𝛼1 = 1, якщо ⊕ ∈ Ω1, 𝛼1 = 0, якщо ⊕ /∈ Ω𝑉 ; 𝛼2 = 1, якщо ∨ ∈ Ω𝑉 ,

𝛼2 = 0, якщо ∨ /∈ Ω𝑉 ; 𝛼3 = 1, якщо ∧ ∈ Ω𝑉 , 𝛼3 = 0, якщо ∧ /∈ Ω𝑉 ; 𝛼4 = 1,
якщо ¬ ∈ Ω𝑉 , 𝛼4 = 0, якщо ¬ /∈ Ω𝑉 ; 𝛼5 = 1, якщо 1 ∈ Ω𝑉 , 𝛼5 = 0, якщо 1 /∈ Ω𝑉 ;
𝛼6 = 1, якщо 0 ∈ Ω𝑉 , 𝛼6 = 0, якщо 0 /∈ Ω𝑉 .

Опишемо всi кластери у множинi алгебр 𝑀6.
Перший кластер𝑁0 складають алгебри, якi мають еквацiональну потужнiсть

0, тобто в цих алгебрах не iснує сигнатурних тотожностей. Цей клас складається
з сiмнадцяти алгебр, кожна з яких є одноелементним еквацiональним класте-
ром. Шiстнадцять алгебр цього класу утворюють сигнатурний граф, представ-
лений на рис. 2.

Повна система тотожностей алгебр класу 𝑁0 еквацiональна потужностi, яка
дорiвнює нулю.

1. Алгебра 𝑈0 = ⟨𝐴, ∅⟩. 𝐻(𝑈0) = {𝑥𝑖 = 𝑥𝑖}.
2. Алгебра 𝑈1 = ⟨𝐴, 0⟩. 𝐻(𝑈1) = {𝑥𝑖 = 𝑥𝑖, 0 = 0}.
3. Алгебра 𝑈2 = ⟨𝐴, 1⟩. 𝐻(𝑈2) = {𝑥𝑖 = 𝑥𝑖, 1 = 1}.
4. Алгебра 𝑈3 = ⟨𝐴, 0, 1⟩. 𝐻(𝑈3) = {𝑥𝑖 = 𝑥𝑖, 0 = 0, 1 = 1}.
5. Алгебра 𝑈4 = ⟨𝐴, ¬⟩. 𝐻(𝑈4) = {𝑥𝑖 = 𝑥𝑖, ¯̄𝑥 = 𝑥}.
6. Алгебра 𝑈8 = ⟨𝐴, ∧⟩. 𝐻(𝑈8) = {𝑥𝑖 = 𝑥𝑖, 𝑥1𝑥1 = 𝑥1, 𝑥1𝑥2 = 𝑥2𝑥1, (𝑥1𝑥2)𝑥3 =

= 𝑥1 (𝑥2𝑥3)}.
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Рис. 2. Сигнатурний граф еквацiональних алгебр потужностi нуль.

7. Алгебра 𝑈16 = ⟨𝐴, ∨⟩. 𝐻(𝑈16) = {𝑥𝑖 = 𝑥𝑖, 𝑥1 ∨ 𝑥1 = 𝑥1, 𝑥1 ∨ 𝑥2 = 𝑥2 ∨ 𝑥1,
(𝑥1 ∨ 𝑥2) ∨ 𝑥3 = 𝑥1 ∨ (𝑥2 ∨ 𝑥3)}.

8. Алгебра 𝑈17 = ⟨𝐴, ∨, 0⟩.𝐻(𝑈16) = {𝐻(𝑈16)
⋃︀
𝐻(𝑈2), 𝑥 ∨ 1 = 1}.

9. Алгебра 𝑈9 = ⟨𝐴, ∧, 0⟩.𝐻(𝑈9) = {𝐻(𝑈1)
⋃︀
𝐻(𝑈8), 0 ∧ 𝑥 = 0}.

10. Алгебра 𝑈10 = ⟨𝐴, 1,∧⟩.𝐻(𝑈10) = {𝐻(𝑈8)
⋃︀
𝐻(𝑈2), 𝑥 ∧ 1 = 𝑥}.

11. Алгебра 𝑈18 = ⟨𝐴, 1,∨⟩.𝐻(𝑈18) = {𝐻(𝑈2)
⋃︀
𝐻(𝑈16), 𝑥 ∨ 1 = 1}.

12. Алгебра 𝑈24 = ⟨𝐴, ∧,∨⟩. 𝐻(𝑈24) = {𝐻(𝑈8)
⋃︀
𝐻(𝑈16), 𝑥1 (𝑥2 ∨ 𝑥3) = 𝑥1𝑥2∨

∨𝑥1𝑥3, 𝑥1 ∨ 𝑥2𝑥3 = (𝑥1 ∨ 𝑥2) (𝑥1 ∨ 𝑥3) , 𝑥1 ∨ 𝑥1𝑥2 = 𝑥1, 𝑥1 (𝑥1 ∨ 𝑥2) = 𝑥1}.
13. Алгебра 𝑈11 = ⟨𝐴, 0, 1,∧⟩.𝐻(𝑈11) = {𝐻(𝑈9)

⋃︀
𝐻(𝑈10)}.

14. Алгебра 𝑈19 = ⟨𝐴, 0, 1,∨⟩.𝐻(𝑈19) = {𝐻(𝑈17)
⋃︀
𝐻(𝑈18)}.

15. Алгебра 𝑈25 = ⟨𝐴, 0,∧,∨⟩.𝐻(𝑈25) = {𝐻(𝑈9)
⋃︀
𝐻(𝑈17)

⋃︀
𝐻(𝑈24)}.

16. Алгебра 𝑈26 = ⟨𝐴, 1,∧,∨⟩.𝐻(𝑈26) = {𝐻(𝑈10)
⋃︀
𝐻(𝑈18)

⋃︀
𝐻(𝑈24)}.

17. Алгебра 𝑈27 = ⟨𝐴, 0, 1,∧,∨⟩.𝐻(𝑈27) = {𝐻(𝑈11)
⋃︀
𝐻(𝑈19)

⋃︀
𝐻(𝑈25)

⋃︀
𝐻(𝑈26)}.

Наслiдок 1. Повною системою тотожностей алгебри 𝑈27 = ⟨𝐴, 0, 1,∧,∨⟩
є система тотожностей, яка включає повнi системи тотожностей алгебр
𝑈11 = ⟨𝐴, 0, 1,∧⟩, 𝑈19 = ⟨𝐴, 0, 1,∨⟩, 𝑈25 = ⟨𝐴, 0,∧,∨⟩, 𝑈26 = ⟨𝐴, 1,∧,∨⟩.

Виписавши тотожностi цих алгебр, отримаємо систему:

1. 𝑥1 ∨ 𝑥1 = 𝑥1; 𝑥1 ∧ 𝑥1 = 𝑥1.
2. 𝑥1 ∨ 𝑥2 = 𝑥2 ∨ 𝑥1; 𝑥1𝑥2 = 𝑥2𝑥1.
3. (𝑥1 ∨ 𝑥2) ∨ 𝑥3 = 𝑥1 ∨ (𝑥2 ∨ 𝑥3); (𝑥1𝑥2)𝑥3 = 𝑥1 (𝑥2𝑥3).
4. (𝑥1 ∨ 𝑥2)𝑥3 = 𝑥1𝑥3 ∨ 𝑥2𝑥3; 𝑥1 ∨ 𝑥2𝑥3 = (𝑥1 ∨ 𝑥2) (𝑥1 ∨ 𝑥3).
5. 𝑥1 ∨ 𝑥1𝑥2 = 𝑥1; 𝑥1 (𝑥1 ∨ 𝑥2) = 𝑥1.
6. 0 ∧ 𝑥1 = 0; 1 ∧ 𝑥1 = 𝑥1; 0 ∨ 𝑥1 = 𝑥1; 1 ∨ 𝑥1 = 1.

Нехай 𝐹1 i 𝐹2 — формули алгебри 𝑈27. Використовуючи тотожностi (6), нуль
i одиницю можна опустити або вони перетворяться у функцiї, якi тотожно до-
рiвнюють нулю або одиницi. За допомогою тотожностей (1–4) формули 𝐹1 i
𝐹2 зводяться до диз’юнктивної нормальної форми. Тотожностi (5) дають мо-
жливiсть отримати диз’юнктивну нормальну форму, в якiй кожна елементарна

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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кон’юнкцiя не є власною частиною iншої. У роботi [6] показано, що таке пред-
ставлення є єдиним вiдносно лексикографiчного впорядкування.

Клас алгебр 𝑁1, якi мають еквацiональну потужнiсть 1, складається з двох
алгебр 𝑈32 = ⟨𝐴, ⊕⟩ i 𝑈33 = ⟨𝐴, ⊕, 0⟩. Сигнатурна тотожнiсть 𝑥 ⊕ 𝑥 = 0 дає
можливiсть переходити вiд формули одної алгебри до iнщої. Цi алгебри утво-
рюють двохелементний еквацiональний кластер.

18. Алгебра 𝑈32 = ⟨𝐴, ⊕⟩. 𝐻(𝑈32) = {𝑥1 ⊕ 𝑥1 = 𝑥2 ⊕ 𝑥2, 𝑥1 ⊕ 𝑥2 = 𝑥2 ⊕ 𝑥1,
𝑥1 ⊕ (𝑥2 ⊕ 𝑥2) = 𝑥1, (𝑥1 ⊕ 𝑥2)⊕ 𝑥3 = 𝑥1 ⊕ (𝑥2 ⊕ 𝑥3)}.

19. Алгебра 𝑈33 = ⟨𝐴, ⊕, 0⟩. 𝐻(𝑈33) = {𝑥⊕ 𝑥 = 0 , 𝐻(𝑈32)}.
Трьохелементний кластер 𝑁2 утворюють алгебри 𝑈5 = ⟨𝐴, ¬, 0⟩, 𝑈6 =
= ⟨𝐴, ¬, 1⟩ i 𝑈7 = ⟨𝐴, ¬, 1, 0⟩.

20. Алгебра 𝑈5 = ⟨𝐴, ¬, 0⟩. 𝐻(𝑈5) =
{︀
𝑥 = 𝑥

}︀
. У цiй алгебрi формули, за до-

помогою тотожностi 𝑥 = 𝑥, можуть бути приведенi до формул вигляду
𝑥, �̄�, 0, 0̄.

21. Алгебра 𝑈6 = ⟨𝐴, ¬, 1⟩. 𝐻(𝑈6) =
{︀
𝑥 = 𝑥

}︀
. Формули можуть бути приведенi

до формул вигляду 𝑥, �̄�, 1, 1̄.
22. Алгебра 𝑈7 = ⟨𝐴, ¬, 1, 0⟩. 𝐻(𝑈7) =

{︀
𝑥 = 𝑥, 1̄ = 0, 0̄ = 1

}︀
.

Рис. 3. Перший шестиелементний еквацiональний кластер.

У класi𝑀6 побудовано два шiстьелементних еквацiональних кластери. Пер-
ший такий кластер 𝑁3 утворюють алгебри 𝑈40 = ⟨𝐴, ⊕, ∧⟩, 𝑈48 = ⟨𝐴, ⊕, ∨⟩,
𝑈41 = ⟨𝐴, ⊕, ∧, 0⟩, 𝑈49 = ⟨𝐴, ⊕, ∨, 0⟩, 𝑈56 = ⟨𝐴, ⊕, ∨, ∧⟩, 𝑈57 = ⟨𝐴, ⊕, ∨, ∧, 0⟩.
Цей еквацiональний кластер можна зобразити у виглядi графа (рис. 4).

Алгебри 𝑈40 = ⟨𝐴, ⊕, ∧⟩, 𝑈48 = ⟨𝐴, ⊕, ∨⟩ мають еквацiональну потужнiсть
два, алгебри 𝑈41 = ⟨𝐴, ⊕, ∧, 0⟩, 𝑈56 = ⟨𝐴, ⊕, ∨, ∧⟩ мають еквацiональну поту-
жнiсть один, а алгебра 𝑈57 = ⟨𝐴, ⊕, ∨, ∧, 0⟩ має нульову еквацiональну поту-
жнiсть. На ребрах графiв вказанi сигнатурнi тотожностi, якi дають можливiсть
перейти вiд сигнатури однiєї алгебри до iншої.

У роботi [6] знайдена повна система тотожностей алгебри 𝑈40 = ⟨𝐴, ⊕, ∧⟩.
Вона складається з наступних тотожностей:

1. 𝑥⊕ 𝑥 = 𝑦 ⊕ 𝑦.
2. 𝑥⊕ 𝑦 = 𝑦 ⊕ 𝑥.
3. (𝑥⊕ 𝑦)⊕ 𝑧 = 𝑥⊕ (𝑦 ⊕ 𝑧).
4. 𝑦 ⊕ 𝑥⊕ 𝑥 = 𝑦.
5. 𝑥 ∧ 𝑥 = 𝑥.
6. 𝑥 ∧ 𝑦 = 𝑦 ∧ 𝑥.
7. (𝑥 ∧ 𝑦) ∧ 𝑧 = 𝑥 ∧ (𝑦 ∧ 𝑧).
8. (𝑥⊕ 𝑦) ∧ 𝑧 = 𝑥 ∧ 𝑧 ⊕ 𝑦 ∧ 𝑧 ⊕ 𝑥 ∧ 𝑦 ∧ 𝑧.
9. 𝑥⊕ 𝑥 ∧ 𝑦 = 𝑥.
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Рис. 4. Перший шестиелементний еквацiональний кластер.

23. Алгебра 𝑈40 = ⟨𝐴, ⊕, ∧⟩. 𝐻 (𝑈40) = {1− 9}.
Використаємо еквацiональний кластер для знаходження повних систем то-

тожностей iнших алгебр кластера. З теореми 1 випливає, що повнi системи то-
тожностей алгебр 𝑈41 = ⟨𝐴, ⊕, ∧, 0⟩, 𝑈56 = ⟨𝐴, ⊕, ∨, ∧⟩, 𝑈57 = ⟨𝐴, ⊕, ∨, ∧, 0⟩
можемо отримати з повної системи тотожностей алгебри 𝑈40 = ⟨𝐴, ⊕, ∧⟩ при-
єднанням вiдповiдних сигнатурних тотожностей, зображених на рисунку 4.

24. Алгебра 𝑈41 = ⟨𝐴, ⊕, ∧, 0⟩. 𝐻(𝑈41) = {𝐻(𝑈40)
⋃︀
𝑥⊕ 𝑥 = 0}.

25. Алгебра 𝑈56 = ⟨𝐴, ⊕, ∨, ∧⟩. 𝐻(𝑈56) = {𝐻(𝑈40)
⋃︀
𝑥 ∨ 𝑦 = 𝑥𝑦 ⊕ (𝑥⊕ 𝑦)}.

26. Алгебра 𝑈57 = ⟨𝐴, ⊕, ∨, ∧, 0⟩. 𝐻(𝑈57) = {𝐻(𝑈41)
⋃︀
𝑥𝑦 = 𝑥𝑦 ⊕ (𝑥⊕ 𝑦)}, або

𝐻(𝑈57) =
{︁
𝐻(𝑈56)

⋃︁
𝑥𝑦 = 𝑥⊕ 𝐸 = 0

}︁
.

Доведемо на прикладi останньої алгебри, що повна система тотожностей ал-
гебри 𝑈57 = ⟨𝐴, ⊕, ∨, ∧, 0⟩ складається з повної системи тотожностей алгебри
𝑈8 = ⟨𝐴, ∧⟩ , яка доповнена тотожностями 𝑥 ∨ 𝑦 = 𝑥𝑦 ⊕ (𝑥⊕ 𝑦) i 𝑥 ⊕ 𝐸 = 0.
Якщо за допомогою останнiх тотожностей усунути операцiї ∨ i 0, то формули
цiєї алгебри перетворяться у формули алгебри 𝑈40 = ⟨𝐴, ⊕, ∧⟩.
27. Алгебра 𝑈48 = ⟨𝐴, ⊕, ∨⟩. 𝐻(𝑈48) = {𝐻(𝑈40)

⋃︀
𝑥 ∨ 𝑦 = 𝑥𝑦 ⊕ (𝑥⊕ 𝑦),

𝑥𝑦 = (𝑥 ∨ 𝑦)⊕ (𝑥⊕ 𝑦)}.
Для того, щоб звести формули алгебри 𝑈48 = ⟨𝐴, ⊕, ∨⟩ до формул алгебри

𝑈40 = ⟨𝐴, ⊕, ∧⟩ необхiдно у алгебрi 𝑈40 = ⟨𝐴, ⊕, ∧⟩ за допомогою сигнатурної
тотожностi 𝑥𝑦 = (𝑥∨𝑦)⊕ (𝑥⊕𝑦) перейти до формул алгебри 𝑈56 = ⟨𝐴, ⊕, ∨, ∧⟩,
а далi через сигнатурну тотожнiсть 𝑥 ∨ 𝑦 = 𝑥𝑦 ⊕ (𝑥 ⊕ 𝑦) до формул алгебри
𝑈40 = ⟨𝐴, ⊕, ∧⟩.
28. Алгебра 𝑈49 = ⟨𝐴, ⊕, ∨, 0⟩. 𝐻(𝑈49) = {𝐻(𝑈48)

⋃︀
𝑥⊕ 𝑥 = 0}.

Другий шестиелементний еквацiональний кластер 𝑁3 складається з алгебр
𝑈34 = ⟨𝐴, ⊕, 1⟩, 𝑈35 = ⟨𝐴, ⊕, 1, 0⟩, 𝑈36 = ⟨𝐴, ⊕, ¬⟩, 𝑈37 = ⟨𝐴, ⊕, ¬, 0⟩, 𝑈38 =
= ⟨𝐴, ⊕, ¬, 1⟩, 𝑈39 = ⟨𝐴, ⊕, ¬, 1, 0⟩ класу𝑀6, який можемо зобразити у виглядi
графа (рис. 5).

Наведемо повну систему тотожностей алгебри 𝑈34 = ⟨𝐴, ⊕, 1⟩:

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика



ЕКВАЦIОНАЛЬНЕ ОПИСАННЯ ФУНКЦIОНАЛЬНО НЕПОВНИХ . . . 199

Рис. 5. Другий шестиелементний еквацiональний кластер.

1. 𝑥⊕ 𝑦 = 𝑦 ⊕ 𝑥.
2. (𝑥⊕ 𝑦)⊕ 𝑧 = 𝑥⊕ (𝑦 ⊕ 𝑧).
3. 𝑥⊕ 𝑥 = 𝑦 ⊕ 𝑦 = 1⊕ 1.
4. 𝑥⊕ 1⊕ 1 = 𝑥.

Тотожнiсть 4 дозволяє отримувати формули, до складу яких входить не
бiльше одної одиницi. За допомогою тотожностей 1 i 2 проводимо лексикогра-
фiчне впорядкування змiнних. Довiльну формулу можемо звести до вигляду
1⊕1 або 1⊕𝐹 , або 𝐹 , причому формула 𝐹 не мiстить однакових доданкiв. Лег-
ко показати, що формули 𝐹1 i 𝐹2 утворюють тотожнiсть тодi i тiльки тодi, коли
в результатi застосування алгоритму лексикографiчно впорядкованi формули
𝐹

′
1 i 𝐹

′
2 спiвпадають.

29. Алгебра 𝑈34 = ⟨𝐴, ⊕, 1⟩. 𝐻(𝑈34) = {1− 4}.
30. Алгебра 𝑈35 = ⟨𝐴, ⊕, 1, 0⟩. 𝐻(𝑈35) = {𝐻(𝑈34), 𝑥⊕ 𝑥 = 0}.
31. Алгебра 𝑈38 = ⟨𝐴, ⊕, ¬, 1⟩. 𝐻(𝑈35) = {𝐻(𝑈34), �̄� = 𝑥⊕ 1}.
32. Алгебра 𝑈39 = ⟨𝐴, ⊕, ¬, 1, 0⟩. 𝐻(𝑈35) = {𝐻(𝑈34), �̄� = 𝑥⊕ 1, 𝑥⊕ 𝑥 = 0}.
33. Алгебра 𝑈36 = ⟨𝐴, ⊕, ¬⟩. 𝐻(𝑈35) = {𝐻(𝑈34), 𝑥⊕ 𝑥 = 1, �̄� = 𝑥⊕ 1}.
34. Алгебра 𝑈37 = ⟨𝐴, ⊕, ¬, 0⟩. 𝐻(𝑈37) = {𝐻(𝑈36), 𝑥⊕ 𝑥 = 0}.

Теорема 2. Функцiонально неповнi алгебри утворюють сiмнадцять одно-
елементних еквацiональних кластерiв; один двохелементний, один трьохеле-
ментний i два шестиелементних еквацiональних кластерiв.

3. Висновки. У данiй роботi продовжено дослiдження класу булевих ал-
гебр, якi включають шiсть операцiй: константи 0 та 1, заперечення, кон’юнкцiю,
диз’юнкцiю та суму за модулем два. Для класу даних алгебр введено поняття
сигнатурних тотожностей i еквацiонального кластера. За допомогою цих понять
вдалося компактно описати всi повнi системи тотожностей функцiонально не-
повних булевих алгебр. Кожна iз тридцяти чотирьох функцiонально неповних
алгебр входить в один iз двадцяти одного кластера.
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Mych I. A., Nikolenko V. V., Vartsaba O. V. Equational description of func-
tionally incomplete Boolean algebras.

The paper has been considered a class of algebras with operations sum taken absolutely
two, disjunction, conjunction, negation, constants 0 and 1. The concepts of signature
identity, which can be used to change the signature of algebras, and the concept of an
equational cluster of algebras are introduced. All functionally incomplete algebras form
twenty-one clusters. The paper has found all complete systems of identities for thirty-four
functionally incomplete algebras.

Keywords: universal Boolean algebra, equationality, complete system of identities, sig-
nature identity, equational cluster.

References

1. Birkhoff, G. (1935). On the structure of abstract algebras. Proc. Cambridge Philos. Soc., 31,
433–454.

2. Mych, I. A., & Nykolenko, V. V. (2017). Complete identity systems in a class of algebras.
Scientific Bulletin of Uzhhorod University. Ser. Of Mathematics and Informatics, 1(30), 79–
86. https://doi.org/10.24144/2616-7700.2017.1(30).79-86 [in Ukranian].

3. Mych, I. A., & Nykolenko, V. V. (2017). Perfect disjunctive normal forms in a class of algebras.
Scientific Bulletin of Uzhhorod University. Ser. of Mathematics and Informatics, 2(31), 123–
128. https://doi.org/10.24144/2616-7700.2017.2(31).123-128 [in Ukranian].

4. Mych, I. A., Nykolenko, V. V., & Vartsaba, O. V. (2018). Perfect disjunctive normal forms of
algebra 𝑈2. Scientific Bulletin of Uzhhorod University. Ser. Of Mathematics and Informatics,
1(32), 124–129. https://doi.org/10.24144/2616-7700.2018.1(32).124-129 [in Ukranian].

5. Mych, I. A., & Nykolenko, V. V. (2018). Equivalent lattice of one class of algebra. Scien-
tific Bulletin of Uzhhorod University. Ser. Of Mathematics and Informatics, 2(33), 109–113.
https://doi.org/10.24144/2616-7700.2018.2(33).109-113 [in Ukranian].

6. Vartsaba, O. V., Mych, I. A., & Nykolenko, V. V. (2018). Lattice signature of one class of
algebra. Scientific Bulletin of Uzhhorod University. Ser. Of Mathematics and Informatics,
2(33), 41–44. https://doi.org/10.24144/2616-7700.2018.2(33).41-44 [in Ukranian].

7. Vartsaba, O. V., Mych, I. A., Nykolenko, V. V., & Dynys, V. S. (2021). Equational in-
vestigation of zero algebras, algebras of a boolean cube and a zhegalkin cube. Scientific
Bulletin of Uzhhorod University. Ser. Of Mathematics and Informatics, 2(37), 142–149.
https://doi.org/10.24144/2616-7700.2020.2(37).142-149 [in Ukranian].

Одержано 03.05.2023

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика


