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ЕЛЕМЕНТИ ТЕОРIЇ МНОЖИН, ЛОГIКИ,
КОМБIНАТОРИКИ

Теоретичнi питання

1. Множини. Операцїї над множинами.

Множина – базове поняття математики, яке не має строгого визначе-
ння. Пiд множиною розумiємо сукупнiсть елементiв довiльної природи,
що мисляться, розглядаються як єдине цiле. Задати множину означає
описати закон чи правило за якими про кожний об’єкт можна сказати
чи належить вiн цiй множинi чи нi. Цей закон ще називають характери-
стичною властивiстю.

Об’єкти, з яких складається множина, називаються її елементами.
Множини позначають великими латинськими лiтерами A,B,C, . . . , а
їхнi елементи малими латинськими лiтерами a, b, c, . . . .

Факт включення елемента a в множину A позначають вiдношенням
належностi: a ∈ A.

Множини також можна задавати перелiком їх елементiв, наприклад
A = {a1, a2, ..., an}.

Над множинами визначають операцiї.
Об’єднанням двох множин A та B називається множина A ∪ B, що

складається з тих елементiв, що належать хоча б однiй з множин A або
B.

Перетином двох множин A та B називається множина A ∩ B, що
складається з тих елементiв, що належать одночасно як множинi A так
i B.

Рiзницею двох множин A та B називається множина A \B, що скла-
дається з тих елементiв, що належать A та одночасно не належать до B.

2. Метод математичної iндукцiї.
Принцип математичної iндукцiї: якщо деяке твердження T (n)

1. виконується для n = 1;

2. iз припущення, що дане твердження є правильне для n = k можна
довести правильнiсть твердження для n = k + 1, то твердження
виконується для будь-якого натурального числа n.

3. Елементи комбiнаторики. Формула бiнома Ньютона.
Pn = n! – перестановки з n елементiв(кiлькiсть всеможливих впоряд-

кувань множини з n елементiв).
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Ak
n = n!

(n−k)! – розмiщення з n елементiв по k елементiв(кiлькiсть все-
можливих k-елементних впорядкованих пiдмножин n-елементної множи-
ни).

Ck
n = n!

k!(n−k)! – комбiнацiї з n елементiв по k елементiв(кiлькiсть все-
можливих k-елементних пiдмножин n-елементної множини).

(a+ b)n =
∑n

k=0C
k
na

n−kbk – формула бiнома Ньютона.

Розв’язування типових задач

Завдання 1. Запишiть рiзними способами множину парних чисел Z2.
Розв’язок. а) Перелiком елементiв: Z2 = {0, 2,−2, 4,−4, . . .} .
б) За допомогою характеристичної властивостi: Z2 =

{
k ∈ Z : k2 ∈ Z

}
.

Завдання 2. Множини заданi перелiком елементiв. Запишiть їх за
допомогою характеристичної властивостi:
а) A = {. . .− 12,−8,−4, 0, 4, 8, 12, . . .} ;
б) B = {4, 7, 10, 13, . . .} .
Розв’язок. а) A = {x : x = 4n, n ∈ Z}(цiлi числа, що кратнi чотири).
б) B = {x : x = 3n+ 1, n ∈ N} (натуральнi числа, що при дiленнi на три
в остачi дають 1).
Завдання 3. Множини заданi за допомогою характеристичної вла-
стивостi. Запишiть їх перелiком елементiв:
а) A =

{
x : x2 − 3x+ 2 = 0

}
;

б) B =
{
x : sin2 x+ 1 = 0

}
.

Розв’язок. а) A = {1, 2} – розв’язки вiдповiдного квадратного рiвнян-
ня.
б) B = ∅, оскiльки тригонометричне рiвняння sin2 x = −1 немає розв’яз-
кiв.
Завдання 4. Нехай A =

{
x : (x− 1)(x+ 2)(x− 3) tg(x− π

4 ) = 0
}
, B ={

x : (x2 + x− 2) sin 4x = 0
}
. Знайти A ∪B, A ∩B, A \B, B \ A.

Розв’язок. Знайдемо вигляд множини A. Для цього розв’яжемо рiвнян-
ня

(x− 1)(x+ 2)(x− 3) tg(x− π
4 ) = 0.

x = 1 або x = −2 або x = 3 або x− π
4 = πk, k ∈ Z,

x = 1 або x = −2 або x = 3 або x = π
4 + πk, k ∈ Z.

A =
{
x : x = π

4 + πk, k ∈ Z
}
∪ {−2, 1, 3} .

Аналогiчно
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(x2 + x− 2) sin 4x = 0,
x2 + x− 2 = 0 або sin 4x = 0,

x = −2 або x = 1 або 4x = πk, k ∈ Z,
x = −2 або x = 1 або x = π

4k, k ∈ Z.

B =
{
x : x = π

4k, k ∈ Z
}
∪ {−2, 1} .

Оскильки A ∪B складається з елементiв котрi належать хоча б однiй iз
множин A або B, то

A ∪B =
{
x : x = π

4k, k ∈ Z
}
∪ {−2, 1, 3} .

A ∩B складається з елементiв котрi належать одночасно як множинi A
так i B, тому

A ∩B =
{
x : x = π

4 + πk, k ∈ Z
}
∪ {−2, 1} .

A \B складається з елементiв котрi одночасно належать до множини A
i не належать до множини B, тому

A \B = {3} .

Аналогiчно

B \ A =
{
x : x = π

2k, k ∈ Z
}
.

Завдання 5. Якi з даних записiв є вiрними: а) ∅ ∈ Q, б) {0} ∈ Z, в)
{0} ⊂ Z, г) {∅} ⊂ {{∅} , {{∅}}} , д) R ⊂ Q.
Розв’язок. а) Множина рацiональних чисел Q не мiстить своїм елемен-
том порожню множину, тому запис ∅ ∈ Q є невiрний.
б) Запис {0} ∈ Z є невiрним, оскiльки множина цiлих чисел Z мiстить 0
як елемент а не одноелементну множину {0} .
в) Запис {0} ⊂ Z означає, що {0} є пiдмножиною Z. Цей запис є вiр-
ний, оскiльки кожний елемент множини {0}(вiн всього один) є елементом
множини Z.
г) Запис {∅} ⊂ {{∅} , {{∅}}} є невiрним, оскiльки елемент ∅ множи-
ни {∅} не є елементом множини {{∅} , {{∅}}} . Правильним є запис
{∅} ∈ {{∅} , {{∅}}} .
д) Запис R ⊂ Q, очевидно, є невiрним, бо будь-яке iррацiональне чи-
сло(неперiодичний нескiнченний десятковий дрiб) не є рацiональним.
Завдання 6. Доведiть, що для будь-яких множин A та B справджу-
ються рiвностi:

A ∪B = A ∩B;
A ∩B = A ∪B.
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Розв’язок. Доведемо, наприклад, другу рiвнiсть:

x ∈ A ∩B ⇔ x /∈ A ∩B ⇔ x ∈ A ∩B ⇔ x ∈ A ∧ x ∈ B ⇔
⇔ x /∈ A ∨ x /∈ B ⇔ x ∈ A ∪B.

Завдання 7. За допомогою кванторiв запишiть висловлювання ≪До-
вiльне рацiональне число можна представити у виглядi частки цiлого
та натурального чисел≫.
Розв’язок. Нехай q ∈ Q, k ∈ Z, n ∈ N. Тодi

(∀q ∈ Q) (∃k ∈ Z) (∃n ∈ N) q = k
n .

Завдання 8. Якою має бути множина A, щоб висловлювання (∀a ∈ A)
(∃x ∈ R) 3a− 2ax− x2 > 0 було iстинним?
Розв’язок. Дане висловлювання буде завжди iстинним якщо нерiвнiсть
3a − 2ax − x2 > 0 при будь-якому a матиме принаймнi один розв’язок.
Для цього досить, щоб дискримiнант вiдповiдного квадратного рiвняння
був строго бiльшим за нуль, тобто 4a2 + 12a > 0. Отже A = (−∞,−3) ∪
(0,+∞) .
Завдання 9. Довести, що для довiльного натурального числа n число
5 · 23n−2 + 33n−1 дiлиться на 19.
Розв’язок. Нехай n = 1, тодi 5 · 21 + 32 = 19 ÷ 19. Припустимо, що
твердження iстинне при n = k, тобто

5 · 23k−2 + 33k−1 ÷ 19.

Покажемо, що й

5 · 23k+1 + 33k+2 ÷ 19.

5 · 23k+1 + 33k+2 = 40 · 23k−2 + 27 · 33k−1 = 8(5 · 23k−2 + 33k−1) + 19 · 33k−1.

Перший доданок правої частини останньої рiвностi дiлиться на 19 за
припущенням iндукцiї, другий – бо мiстить 19 множником, тому й лiва
частина рiвностi повинна дiлитись на 19. Отже, твердження має мiсце
для всiх n ∈ N.

Завдання 10. Довести, що для довiльного натурального числа n має
мiсце рiвнiсть:

13 + 22 + . . .+ n3 =
(
n(n+1)

2

)2
.

Розв’язок. Переконаємось, що при n = 1 твердження iстинне. Дiйсно,

1 = 13 =
(
1(1+1)

2

)2
= 1. Припустимо, що дане твердження виконується

при n = k, тобто
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13 + 22 + . . .+ k3 =
(
k(k+1)

2

)2
.

Доведемо, що дане твердження матиме мiсце i при n = k + 1 :

13 + 22 + . . .+ k3 + (k + 1)3 =
(
(k+1)(k+2)

2

)2
.

Використовуючи припущення iндукцiї, перших k доданкiв останньої рiв-

ностi замiнимо на
(
k(k+1)

2

)2
.

13 + 22 + . . .+ k3 + (k + 1)3 =
(
k(k+1)

2

)2
+ (k + 1)3 =

= (k + 1)2
(
k2

4 + k + 1
)
=
(
k+1
2

)2 (
k2 + 4k + 4

)
=
(
(k+1)(k+2)

2

)2
.

Таким чином, за методом математичної iндукцiї дана рiвнiсть iстинна
для довiльного n ∈ N.
Завдання 11. Довести, що для довiльного натурального числа n має
мiсце нерiвнiсть:

1
2 ·

3
4 · . . . ·

2n−1
2n < 1√

2n+1
.

Розв’язок. Застосуємо метод математичної iндукцiї. При n = 1 маємо
правильне твердження: 1

2 <
1√
3
. Припустимо, що нерiвнiсть виконується

при n = k :

1
2 ·

3
4 · . . . ·

2k−1
2k < 1√

2k+1
.

На основi припущення доведемо, що вона справедлива i для n = k + 1,
тобто

1
2 ·

3
4 · . . . ·

2k+1
2(k+1) <

1√
2(k+1)+1

.

Домножимо обидвi частини нерiвностi з припущення iндукцiї на дрiб
2k+1
2(k+1) :

1
2 ·

3
4 · . . . ·

2k−1
2k · 2k+1

2(k+1) ≤
2k+1

2(k+1)
√

2(k+1)+1
.

Спiвставляючи останнi двi нерiвностi(їх лiвi частини спiвпадають) зали-
шається показати, що

2k+1

2(k+1)
√

2(k+1)+1
≤ 1√

2(k+1)+1
,

або те саме, що
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√
(2n+ 1)(2n+ 3) ≤ 2n+ 2.

Очевидно, що√
(2n+ 1)(2n+ 3) =

√
4n2 + 8n+ 3 <

√
4n2 + 8n+ 4 = 2n+ 2.

Таким чином iндукцiя завершена й нерiвнiсть доведена.
Завдання 12. Вiд мiста A до мiста B веде n дорiг, вiд мiста B до
мiста C – k дорiг. Скiлькома способами можна попасти iх мiста A до
C й вернутись назад? А якщо назад повертатись iншими дорогами?
Розв’язок. Будь-яка дорога вiд мiста A до мiста C й назад складається
з чотьрьох частин: A → B → C → B → A. Таким чином нам потрi-
бно виконати читири дiї: два рази обрати дорогу вiд мiста A до мiста
B(одне й те саме, що й вiд B до A) та два рази обрати дорогу вiд мiста
B до мiста C. Згiдно основного принципу комбiнаторики це може бути
зроблене n2 · k2 способами. Якщо ж назад вертатись iншими дорогами,
то для вибору зворотнього шляху буде вже тiльки (n− 1)(k − 1) спосо-
бiв, тому кiлькiсть рiзних дорiг вiд мiста A до мiста C й назад буде вже
n(n− 1)k(k − 1).
Завдання 13. Скiлькома способами n людей можуть утворити чер-
гу? А стати в коло?
Розв’язок. Одна черга вiдрiзнятиметься вiд iншої якщо хоча б двоє з
людей, що її утворюють, стоятимуть на рiзних мiсцях в цих чергах. Та-
ким чином, сукупнiсть всiх рiзних черг утворюватиметься всеможливи-
ми взаємними впорядкуваннями людей, тобто складатиме перестановки
з множини в n людей, тому кiлькiсть способiв утворити чергу є n!. Не-
залежно вiд того якого геомертичного вигляду набуватиме черга(деяка
незамкнена чи замкнена крива), суть впорядкованого розмiщення людей
не змiнюється, тому коло n людей можуть утворити теж n! способами.
Завдання 14. Студенти першого курсу вивчають 7 предметiв. В по-
недiлок вони мають 4 пари з рiзних предметiв. Скiлькома способами
можна скласти розклад на понедiлок?
Розв’язок. Очевидно, що для складання розкладу потрiбно спочатку
вибрати чотири предмети з семи, а потiм розглянути всеможливi поряд-
ки занять з обраних предметiв. Тому, якщо переводити умову задачi на
мову комбiнаторики, нас цiкавитимуть всеможливi впорядкованi чори-
рьох елементнi пiдмножини множини iз семи елементiв, тобто розмiщен-
ня. Отже, розклад може бути складений A4

7 = 7 ·6 ·5 ·4 = 840 способами.
Завдання 15. В урнi мiститься 10 куль, серед яких 6 бiлих та 4 чор-
них. Скiлькома способами з урни можна витягти 3 кулi так, аби серед
них були 1 бiла та 2 чорнi?
Розв’язок. Для того, щоб серед обраних 3 куль були точно 1 бiла та
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2 чорнi, потрiбно бiлу кулю обирати серед бiлих(це можна зробити C1
6

способами), а 2 чорнi серед 4 чорних(це можна зродита C2
4 способами),

тому згiдно основного принципу комбiнаторики 3 кулi, серед яких 1 бiла
та 2 чорнi можна вибрати C1

6 · C2
4 = 6!

1!5! ·
4!
2!2! = 36 способами.

Завдання 16. Розв’яжiть рiвняння:

A2
x−2 + Cx−2

x = 101.

Розв’язок. Враховуючи, що Ak
n = n · (n−1) · . . . (n−k+1), Ck

n = n!
k!(n−k)! ,

наше рiвняння перепишеться у виглядi:

(x− 2)(x− 3) + x!
(x−2)!2! = 101,

або

(x− 2)(x− 3) + 1
2(x− 1)x = 101.

Розв’язками отриманого квадратного рiвняння є −8 та 10. Розв’язком
початкового рiвняння є тiльки 10, оскiльки вiд’ємне число не пiдходить
по змiсту.

Завдання 17. Знайдiть член розкладу бiнома
(

4
√
x
a + a

x

)16
, який мi-

стить x−1.
Розв’язок. Скористаємось формулою бiнома Ньютона:

(a+ b)n =
n∑
k=0

Ck
na

n−kbk = C0
na

n + C1
na

n−1b+ . . .+ Cn
nb

n,

Tk = Ck−1
n an−(k−1)bk−1– k-ий член розкладу.

В нашому випадку роль змiнних a, b, n вiдiграють
4
√
x
a ,

a
x та 16 вiдпо-

вiдно, тому(
4
√
x
a + a

x

)16
=

16∑
k=0

Ck
16

(
4
√
x
a

)16−k (
a
x

)k
=

16∑
k=0

Ck
16x

16−k
4 −ka−(16−k)+k =

16∑
k=0

Ck
16x

−5k+16
4 a2k−16.

Для того, щоб член розкладу бiнома мiстив x−1 потрiбно, щоб iснувало
таке натуральне значення k, щоб показник степеня змiнної x дорiвнював
−1.Щоб вияснити чи таке значення iснує, достатньо розв’язати рiвняння

−5k+16
4 = −1.

Отже, k = 4. Оскiльки розклад бiнома мiстить n + 1 членiв(сума
починається з нуля), то шуканим буде п’ятий член

9



T5 = C4
16

(
4
√
x
a

)16−4 (
a
x

)4
= 16!

4!12!x
−1a−8 = 1820

xa8 .

Завдання 18. Знайдiть x, y, z, якщо вiдомо, що другий, третiй i че-
твертий члени розкладу (x+ y)z вiдповiдно дорiвнюють 240, 720 i 1080
вiдповiдно.
Розв’язок. Випишемо другий, третiй i четвертий члени розкладу (x+ y)z :

T2 = C1
zx

z−1y1 = z!
1!(z−1)!x

z−1y = zxz−1y;

T3 = C2
zx

z−2y2 = z!
2!(z−2)!x

z−2y2 = z(z−1)xz−2y2

2 ;

T4 = C3
zx

z−3y3 = z!
3!(z−3)!x

z−3y3 = z(z−1)(z−2)xz−3y3

6 .

За умовою завдання вони дорiвнюють 240, 720 i 1080 вiдповiдно, тому
отримаєм cиcтему трьох рiвнянь: zxz−1y = 240;

z(z − 1)xz−2y2 = 1440;
z(z − 1)(z − 2)xz−3y3 = 6480.

Пiдставимо перше рiвняння в друге, а друге в третє:
zxz−1y = 240;
(z−1)y
x · 240 = 1440;

(z−1)(z−2)y2

x2 · 240 = 6480.

В процесi перетворень друге та третьє рiвняння ми множили та дi-
лили на x та x2 вiдповiдно. Це дiйсно можна робити, оскiльки жодна зi
змiнних не може дорiвнювати нулю, бо тодi система не мала б розв’язкiв.

Пiдставимо друге рiвняння в третє: zxz−1y = 240;
(z − 1)yx = 6;
6(z − 2)yx = 27.

Виразивши з двох останнiх рiвнянь системи x
y , та прирiвнявши їх, отри-

маєм рiвняння вiдносно змiнної z :

6(z−2)
27 = z−1

6 .

Розв’язвши його, матимемо z = 5.
Таким чином, система має єдиний розв’язок (2, 3, 5) , що ї є розв’зком

задачi.
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Завдання для iндивiдуальної та самостiйної робiт

Завдання 1. Записати множини перелiком їх елементiв:

1. A = {n : n = 3k + 2, k ∈ N, n < 27} ;

2. A =
{
x ∈ Z : x2 − 5x+ 6 = 0

}
;

3. A = {n : n = 5k + 1, k ∈ N, n < 42} ;

4. A =
{
x ∈ Z : x2 − 3x+ 2 = 0

}
;

5. A =
{
x ∈ R : 2 sin x = −1,−π

2 < x ≤ 4π
}
;

6. A =
{
x ∈ R : 2 cos 2x = −

√
2, 0 ≤ x ≤ 3π

}
;

7. A =
{
x ∈ R :

√
3 tg(x+ π

6 ) = 1,−3π ≤ x ≤ 0
}
;

8. A =
{
x ∈ R : sin πx = 1,−1

2 ≤ x ≤ 9
}
;

9. A =
{
x ∈ R : 2x+1 − 7 · 2x−2 = 16

}
;

10. A =
{
x ∈ R : 2x+4 −

(
1
2

)−x
= 120

}
;

11. A =
{
x ∈ Z : sin x < cosx,−π

2 < x ≤ 5π
4

}
;

12. A =
{
x ∈ Z : log 1

2
(x2 − 5x+ 6) ≥ −1

}
;

13. A =
{
x ∈ Z :

√
3 sin x+ cosx < 1,−π

4 ≤ x < 2π
}
;

14. A =
{
x ∈ Z : log 1

2
log8(x

2 + 6x+ 1) > 0
}
;

15. A =
{
x ∈ R : sin2(2x)− sin2 x = 1

2 , 0 ≤ x ≤ 2π
}
;

16. A =
{
x ∈ R : 2−x+1 =

(
1
2

)−x+3
}
;

17. A =
{
x ∈ R : 2|x−1| =

(
1
2

)−3
}
;

18. A =
{
x ∈ Z : lg2 100x− 5 lg x > 6

}
;

19. A = {x ∈ R : 16x − 20 · 4x + 64 = 0} ;

20. A =
{
x ∈ Z : lg(−x) + lg x2 − 3 < 0

}
.

11



Завдання 2. Знайдiть A ∪B, A ∩B, A \B, B \ A, якщо

№ A B
1.

{
x ∈ R : x2 + 6x+ 8 < 0

} {
x ∈ R : x2 + 3x < 0

}
2. {x ∈ R : |x− 3| > 1} {x ∈ R : |x− 1| < 4}
3. {x ∈ R : |x− 2| ≥ 2} {x ∈ R : |x| < 3}
4. {x ∈ R : |x+ 1| < 2}

{
x ∈ R : −x2 − 4x− 3 ≥ 0

}
5.

{
x ∈ R : x2 − 6x− 7 < 0

} {
x ∈ R : x− x2 ≤ 0

}
6.

{
(x, y) ∈ R2 : x > y

} {
(x, y) ∈ R2 : x ≤ 2y

}
7.

{
(x, y) ∈ R2 : y ≤

√
x
} {

(x, y) ∈ R2 : y ≥ x2
}

8.
{
(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≥ 4

} {
(x, y) ∈ R2 : y > x2

}
9.

{
(x, y) ∈ R2 : x− y ≥ 0

} {
(x, y) ∈ R2 : x+ y < 0

}
10.

{
(x, y) ∈ R2 : xy ≥ 0

} {
(x, y) ∈ R2 : y < x2

}
11.

{
(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 9

} {
(x, y) ∈ R2 : xy ≤ 0

}
12.

{
(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 < 16

} {
(x, y) ∈ R2 : x+ y < 2

}
13.

{
(x, y) ∈ R2 : x ≥ 3y

} {
(x, y) ∈ R2 : y < −x

}
14.

{
(x, y) ∈ R2 : (x− 2)2 + y2 ≤ 4

} {
(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 > 9

}
15.

{
(x, y) ∈ R2 : 2x+ 3y ≥ 6

} {
(x, y) ∈ R2 : (x− 2)2 + y2 ≤ 4

}
16.

{
(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 4

} {
(x, y) ∈ R2 : xy ≥ 0

}
17.

{
(x, y) ∈ R2 : y < x2

} {
(x, y) ∈ R2 : (x− 1)2 + y2 < 9

}
18.

{
(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≥ 4

} {
(x, y) ∈ R2 : y ≥ 1

x2

}
19.

{
(x, y) ∈ R2 : 3x− 4y < 12

} {
(x, y) ∈ R2 : −2x+ 4y > 4

}
20.

{
(x, y) ∈ R2 : (x− 1)2 + (y + 1)2 ≥ 4

} {
(x, y) ∈ R2 : 3x− 6y < 9

}
Завдання 3. Довести, що для довiльного натурального n мають мiсце
спiввiдношення:

1. число n3 − 7n дiлиться на 6;

2. число 62n − 1 дiлиться на 35;

3. число 62n−1 + 1 дiлиться на 7;

4. число 5n − 3n + 2n дiлиться на 4;

5. 12 + 22 + . . .+ n2 = n(n+1)(2n+1)
6 ;

6. 5 + 45 + . . .+ (4n+ 1)5n−1 = n5n;

7. 12 + 32 + 52 + . . .+ (2n− 1)2 = n(4n2−1)
3 ;

8. (n+ 1)(n+ 2) · . . . · (n+ n) = 2n · 1 · 3 · 5 · . . . · (2n− 1);
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9. 1− 22 + 32 − 42 + . . .+ (−1)n−1n2 = (−1)n−1n(n+1)
2 ;

10. 2 · 12 + 3 · 22 + . . .+ (n+ 1) · n2 = n(n+1)(n+2)(3n+1)
12 ;

11. 1
1·3·5 +

2
3·5·7 + . . .+ n

(2n−1)(2n+1)(2n+3) =
n(n+1)

2(2n+1)(2n+3) ;

12.
(
1− 4

1

) (
1− 4

9

)
. . .
(
1− 4

(2n−1)2

)
= 1+2n

1−2n ;

13. 1
1·5 +

1
5·9 + . . .+ 1

(4n−3)(4n+1) =
n

4n+1 ;

14. 1·4
2·3 +

2·5
3·5 + . . .+ n(n+3)

(n+1)(n+2) =
n(n+1)
n+2 ;

15. число 32n+1 + 2n+2 дiлиться на 7;

16. число 22n + 19n − 2n−1 дiлиться на 17;

17. 2n > 2n+ 1, n > 3;

18. 3n > 4n+ 1, n > 3;

19. 1 · 4 + 2 · 7 + 3 · 10 + . . .+ n(3n+ 1) = n(n+ 1)2;

20. 13 + 33 + 53 + . . .+ (2n− 1)3 = n2(2n2 − 1).

Завдання 4. Розв’яжiть рiвняння:

1. A7
x−A5

x

A5
x

= 89; 11.Cx
2x = 6Cx+1

2x+1;

2. Ax
7 = xAx−1

7 ; 12. Cx+3
x+8 = 5A3

x+6;

3. 5C3
x = C4

x+2; 13. C4x+4
4x+9 = 5A3

4x+7;

4. 1
Cx

4
= 1

Cx
5
+ 1

Cx
6
; 14. C5

x+1 =
3
8A

3
x;

5. An+2
x+2 · Px−n = 110Px; 15.Cx+1

x+4 − Cx
x+3 = 15(x+ 2);

6. Cx−4
x+1 = 7

15A
3
x+1; 16. Cx+1

x+3 = Cx−1
x+1 + Cx

x+1 + Cx−2
x ;

7. A2
x−5

Cx−7
x−5

= 112
A2

x−5
; 17.(x+ 2)! = 132Ak

x · Px−k.

8. Px+3

A5
xPx−5

= 720; 18. A2
x = 28x− 12C3

x;

9. Ax−2
x+1 = Px + Px−1; 19. A3

x+1−C4
x

C4
x

= 23;

10. A2
x−2 + Cx−2

x = 101; 20. Ax−1
x + 2Px−1 =

30
7 Px.
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Завдання 5.

1. У розкладi бiнома
(
x2y + xy2

)8 знайти доданок, що мiстить x11y3.

2. У розкладi бiнома
(
2x2 − a

2x3

)10 знайти член, що не мiстить x.

3. Знайти середнiй член розкладу
(
a
x − x

1
2

)16
.

4. У розкладi бiнома
(

3
√
x+ 1√

x

)n
п’ятий член розкладу не залежить

вiд x. Знайти n.

5. У розкладi бiнома
(√

x+ 1
3
√
x

)n
визначити член розкладу, який мi-

стить x3.

6. Знайти сьомий член розкладу бiнома
(
a2
√
a+

3
√
a
a

)n
, якщо бiномi-

альний коєфiцiєнт третього члена розкладу дорiвнює 36.

7. При якому значеннi x коефiцiєнт четвертого члена розкладу бiнома
(a+ b)lg x−2 дорiвнює показнику бiнома?

8. Знайти x, якщо п’ятий член розкладу бiнома
(√

x+ x−1
)6 дорiвнює

5
9 .

9. Знайти значення x в виразi
(
x+ xlg x

)5
, третiй член розкладу якого

дорiвнює 106.

10. Знайти члени розкладу бiнома
(

5
√
3 + 7

√
2
)24

, якi не мiстять iрра-
цiональностi.

11. Знайти п’ятий член розкладу бiнома
(

3
√
2−

√
2−1
)n
, якщо останнiй

член цього розкладу дорiвнює
(
3 3
√
9
)− log3 8 .

12. Знайдiть той член розкладу бiнома (
√
a+ 4

√
a)

20
, котрий мiстить

множник a7.

13. Знайти x, якщо третiй член розкладу бiнома
(
2

x
√
2−1 + 4

4−x
√
4

)6
до-

рiвнює 240.

14. Знайти значення x в виразi
(
(
√
x)

1
tg x+1 + 12

√
x
)6
, четвертий член

розкладу якого дорiвнює 200.
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15. Якi члени розкладу (за номером) бiнома (a4 − a−1)10 мiстять a з
вiд’ємним показником? Знайдiть цi члени.

16. У розкладi бiнома ( 3
√
a+

√
a−1)15 визначити елемент, який не зале-

жить вiд a.

17. Знайдiть член, який має x4 в розкладi бiнома (
√
x+ 3

√
x)9.

18. Шостий i десятий бiномiальнi коефiцiєнти рiвнi мiж собою. Обчи-
слiть їх.

19. Шостий i десятий бiномiальнi коефiцiєнти розкладу (x + a)n рiвнi
мiж собою. Запишiть четвертий член цього розкладу.

20. Знайдiть середнiй член розкладу (
√
a−

√
b)14.

ФУНКЦIЇ. ГРАФIКИ ФУНКЦIЙ

Теоретичнi питання

1. Поняття функцiї. Область визначення, область значення
функцiї.

Нехай задано двi непорожнi множини X та Y. Якщо кожному значен-
ню x ∈ X ставиться у вiдповiднiсть єдине значення y ∈ Y, то кажуть, що
на множинi X задана функцiя y = f(x) зi значеннями в Y. При цьому
X називають областю визначення функцiї f(x),(позначають Df) а Y –
областю значення f(x)(позначають Ef).

Графiком функцiї y = f(x) називається сукупнiсть точок {(x, f(x)) :
x ∈ Df} .

2. Основнi елементарнi фнукцiї. Монотоннiсть, парнiсть, пе-
рiодичнiсть.

Основними елементарними функцiями є:

1. Степенева функцiя y = xα, α ∈ R;

2. Показникова функцiя y = ax, a > 0, a ̸= 1;

3. Логарифмiчна функцiя y = loga x, a > 0, a ̸= 1;

4. Тригонометричнi функцiї y = sin x, y = cosx, y = tg x, y = ctg x;

5. Оберненi тригонометричнi функцiї y = arcsin x, y = arccos x, y =
arctg x, y = arcctg x.
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Функцiя y = f(x) називається монотонно зростаючою (спадною) якщо
∀x1, x2 ∈ Df , x1 < x2 виконується умова f(x1) < f(x2)(f(x1) > f(x2)).

Функцiя y = f(x) називається парною(непарною) якщо ∀x ∈ Df ,
виконується умова f(−x) = f(x)(f(−x) = −f(x)).

Якщо не виконується жодна iз вище наведених умов, то функцiя на-
зивається нi парною нi непарною.

Графiк парної функцiї симетричний вiдносно осi OY, графiк непарної
симетричний вiдносно початку координат.

Функцiя y = f(x) називається перiодичною якщо ∃T > 0 таке, що
∀x ∈ Df виконується f(x + T ) = f(x). Найменше T для якого виконує-
ться така умова називається перiодом функцiї y = f(x).

3. Суперпозицiя функцiй. Обернена функцiя.
Нехай заданi функцiї y = f(x), x = φ(t). Суперпозицiєю цих функцiй

або складеною функцiєю назвемо функцiю, визначену за правилом y =
f (φ(t)) .

Якщо рiвняння y = f(x) може бути однозначно розв’язане вiдносно
змiнної x, тобто iснує така функцiя x = g(y), що y = f(g(y)), то функцiя
x = g(y) називається оберненою до y = f(x).

4. Графiки функцiй. Перетворення графiкiв функцiй.
f(x) → f(x) + (−)a, a > 0 – паралельний перенос графiка функцiї

y = f(x) вздовж осi OY на a одиниць вгору(вниз).
f(x) → f(x + (−)a), a > 0 – паралельний перенос графiка функцiї

y = f(x) вздовж осi OX на a одиниць влiво(вправо).
f(x) → −f(x) – симетрiя вiдносно осi OX.
f(x) → f(−x) – симетрiя вiдносно осi OY.
f(x) → f(|x|) – симетрiя вiдносно осi OY тiєї частини графiку y =

f(x), що знаходиться праворуч вiдносно осi OY.
f(x) → |f(x)| – симетрiя вiдносно осi OX тiєї частини графiку y =

f(x), що знаходиться нижче вiдносно осi O.
f(x) → cf(x), c > 0 – розтяг(стиск) графiку функцiї y = f(x) вздовж

осi OY в c(
(
1
c

)
) разiв якщо c > 1(0 < c < 1).

f(x) → f(cx), c > 0 – стиск(розтяг) графiку функцiї y = f(x) вздовж
осi OX в c

(
1
c

)
разiв якщо c > 1(0 < c < 1).

Розв’язування типових задач

Завдання 1. Знайти область визначення функцiй:

а) f(x) = arccos 3
4+2 sinx , б) f(x) = tg x√

x2−x+1
.
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Розв’язок. a) Функцiя визначена для тих x, для яких

−1 ≤ 3
4+2 sinx ≤ 1.

Оскiльки 4 + 2 sinx > 0 для всiх x, то подвiйна нерiвнiсть зводиться до
одинарної

3
4+2 sinx ≤ 1.

Таким чином, маємо

3 ≤ 4 + 2 sinx, або sinx ≥ 1
2 .

Розв’язуючи останню нерiвнiсть, отримаємо

−π
6 + 2πk ≤ x ≤ 7π

6 + 2πk, k ∈ Z.

б) Оскiльки x2 − x + 1 =
(
x− 1

2

)2
+ 3

4 , то знаменник дробу визначений
для будь-яких значень x та не перетворюється в нуль. Чисельник дробу
tg x не є визначеним при x = π

2 + πn, n ∈ Z. Таким чином, весь дрiб
визначений при всiх значеннях x, окрiм x = π

2 + πn. Iншими словами,
область визначення функцiї задається нерiвностями:

πn− π
2 < x < π

2 + πn, n ∈ Z.

Завдання 2. Знайти область значень функцiй:

а) f(x) = 1
2−cos 3x , б) f(x) = x

1+x2 .

Розв’язок. а) Прирiвняємо вираз 1
2−cos 3x до змiнної y та розв’яжемо

вiдносно cos 3x отримане рiвняння. Матимемо, що

cos 3x = 2y−1
y .

Оскiльки −1 ≤ cos 3x ≤ 1, то й −1 ≤ 2y−1
y ≤ 1. Враховуючи, що y > 0

(оскiльки як чисельник так i знаменник дробу є додатнiми) та розв’я-
завши подвiйну нерiвнiсть, отримаємо:

−y ≤ 2y − 1 ≤ y або 1
3 ≤ y ≤ 1.

б) Аналогiчно розв’яжемо вiдносно x рiвняння x
1+x2 = y :

x =
1±
√

1−4y2

2y .

Область змiни функцiї y визначається iз спiввiдношення

17



1− 4y2 ≥ 0.

Звiдки

−1
2 ≤ y ≤ 1

2 .

Завдання 3. Дослiдiть на монотоннiсть наступнi функцiї:
а) f(x) = x3 + 3x+ 5;
б) f(x) = 3

4+x2 ;

в) f(x) = arctg
(
x3 − 2x+ 3

)
;

г) f(x) = (x2 − 2x+ 3) ln(x2 − 2x+ 3).
Розв’язок. а) Вiдмiтимо, що функцiя визначена на всiй числовiй осi.
Виберемо довiльнi двi точки x1, x2 ∈ R такi, що x1 < x2 та складемо
рiзницю значень функцiї в цих точках:

f(x2)− f(x1) = (x32 + 3x2 + 5)− (x31 + 3x1 + 5) =
= (x2 − x1)(x

2
2 + x1x2 + x21) + 3(x2 − x1) =

= (x2 − x1)(x
2
2 + x1x2 + x21 + 3) =

= (x2 − x1)
[(
x1 +

1
2x2
)2

+ 3
4x

2
2 + 3

]
.

Оскiльки x2 − x1 > 0 а також вираз, що стоїть в квадратних дужках
додатнiй при всiх x1, x2 ∈ R, то й f(x2)−f(x1) > 0, тобто f(x2) > f(x1).
А це означає, що функцiя f(x) зростає для всiх x ∈ R.
б) Оскiльки знаменник не перетворюється в нуль, то функцiя визначена
для всiх x ∈ R. Для x1, x2 ∈ R+ таких, що x1 < x2,

x21 < x22,
4 + x21 < 4 + x22,

1
4+x21

> 1
4+x22

,

f(x1) =
3

4+x21
> 3

4+x22
= f(x2).

Тобто при x ∈ R+ функцiя є спадною.

Нехай x1, x2 ∈ R− такi, що x1 < x2, тодi

x21 > x22,
4 + x21 > 4 + x22,

1
4+x21

< 1
4+x22

,

f(x1) =
3

4+x21
< 3

4+x22
= f(x2).

Таким чином при x ∈ R− функцiя є зростаючою.
в) Оскiльки f(x) = arctg z, z ∈ R функцiя зростаюча, а функцiя z =
= x2 − 2x + 3 = (x − 1)2 + 2 зростає при x > 1 та спадає при x < 1, то

18



функцiя f(x) = arctg
(
x3 − 2x+ 3

)
є зростаючою при x > 1 та спадною

при x < 1.
г) Функцiя f(x) = z ln z при z > 1 є добутком двох зростаючих додатних
функцiй, тому й сама є зростаючою. Функцiя z = x2+4x+6 = (x+2)2+2
зростає при x > −2 та спадає при x < −2, а її значення є бiльшими вiд
одиницi. Тому й функцiя f(x) = (x2− 2x+3) ln(x2− 2x+3) зростає при
x > −2 та спадає при x < −2.
Завдання 4. Дослiдiть наступнi функцiї на парнiсть чи непарнiсть:
а) f(x) =

√
1− x2;

б) f(x) = lg
(
x+

√
1 + x2

)
;

в) f(x) = x5 − 3x3 + x;
г) f(x) = sin x+ cos x.
Розв’язок. а) Функцiя f(x) визначена на промiжку |x| ≤ 1 симетрично-
му вiдносно початку координат.

f(−x) =
√
1− (−x)2 =

√
1− x2 = f(x).

Отже, функцiя f(x) =
√
1− x2 є парною.

б) Вiдмiтимо, що 1 + x2 > 0 й x2 +
√
1 + x2 > 0 для всiх x ∈ R, тобто

областю визначення функцiї є вся числова пряма.

f(−x) = lg
(
−x+

√
1 + (−x)2

)
= lg

(−x+
√
1+x2)(x+

√
1+x2)

(x+
√
1+x2)

=

= lg 1+x2−x2

(x+
√
1+x2)

= lg 1

(x+
√
1+x2)

= lg
(
x+

√
1 + x2

)−1
=

= − lg
(
x+

√
1 + x2

)
= −f(x).

Дана функцiя непарна.
в) Область визначення фукнцiї вся числова вiсь.

f(−x) = (−x)5−3(−x)3+(−x) = −x5+3x3−x = −(x5−3x3+x) = −f(x).

Функцiя непарна.
г) Область визначення фукнцiї вся числова вiсь. Враховуючи, що еле-
ментарнi функцiї sinx, cosx є непарною та парною вiдповiдно

f(−x) = sin(−x) + cos(−x) = − sinx+ cosx = −(sinx− cosx).

Оскiльки f(−x) ̸= −f(x) а також f(−x) ̸= f(x), то функцiя не є нi пар-
ною нi непарною.
Завдання 5. Визначити чи є наступнi функцiї перiодичними та зна-
йти їх найменший перiод:
а) f(x) = 2 tg x

2 + tg x
3 ;
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б) f(x) = sin 3x+ sin
√
2x;

в) f(x) = sin x2;
г) f(x) = cos2 2x

3 .
Розв’язок. Найменший перiод тригонометричних функцiй y = sinωx,
y = cosωx дорiвнює 2π

ω , а для функцiй y = tgωx, y = ctgωx вiн дорiвнює
π
ω . Якщо функцiї y = φ(x), y = ψ(x) мають перiоди T1 та T2 вiдповiдно,
то T = НСК (T1, T2) буде перiодом функцiї y = φ(x) + ψ(x). Справдi,
якщо T = kT1, k ∈ N, T = lT2, l ∈ N, то

φ(x+ T ) + ψ(x+ T ) = φ(x+ kT1) + ψ(x+ lT2) = φ(x) + ψ(x).

а) Функцiї 2 tg x
2 та tg x

3 мають перiоди 2π та 3π вiдповiдно, тому T =
НСК (2π, 3π) = 6π є перiодом даної функцiї. Залишається ще показати,
що цей перiод є найменшим. Нехай T – перiод фкнцiї f(x), тодi при
будь-якому значеннi x iз областi визначення функцiї f(x)

2 tg x+T
2 + tg x+T

3 = 2 tg x
2 + tg x

3 ,

або, пiсля вiдповiдних перетворень,

2 sin T
2

sin(x+T
2 ) cos x

2

+
sin T

3

sin(x+T
3 ) cos x

3

= 0.

Остання тотожнiсть матиме мiсце тiльки якщо sin T
2 = 0 та sin T

3 = 0.
Найменшим додатнiм числом, що задовольняє останнiм двом рiвностям
є T = 6π. Таким чином 6π й буде найменшим перiодом функцiї f(x).
б) Найменшi перiоди функцiй y = sin 3x та y = sin

√
2x дорiвнюють

2π
3 та π

√
2 вiдповiдно. Цi числа не мають спiльного кратного, тому слiд

очiкувати, що в даному випадку функцiя f(x) не буде перiодичною. Це
дiйсно так i доводиться вище наведеним методом.
в) Дана функцiя не буде перiодичною. Доведемо це. Припустимо, що це
не так, тобто iснує число T > 0 таке, що для всiх x ∈ R виконується
рiвнiсть

sinx2 = sin(x+ T )2.

В отриманiй рiвностi покладемо x = 0, отримаємо 0 = sinT 2, або T =√
πn, n ∈ Z. Пiдставивши отримане значення T в останню рiвнiсть, ма-

тимемо:

sinx2 = sin (x+
√
πn)

2
= sin

(
x2 + 2x

√
πn+ πn

)
.

Виберемо x таким чином, щоб воно не спiвпадало з числами виду 2mπ−nπ
2
√
nπ

,

m, n ∈ Z. Тодi 2x
√
nπ + nπ ̸= 2mπ, тому
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sinx2 ̸= sin
(
x2 + 2x

√
πn+ πn

)
.

Отримане протирiччя й доводить, що фнукцiя f(x) = sin x2 не є перiо-
дичною.
г) Якщо число T є перiодом функцiї f(x), то воно буде й перiодом фун-
кцiї fn(x), n ∈ Q. Дiйсно,

fn(x+ T ) = (f(x+ T ))n = (f(x))n = fn(x).

Таким чином функцiя f(x) = cos2 2x
3 має той самий перiод що й cos 2x

3
рiвний 3π.
Завдання 6. Для функцiї y = f(x) знайти обернену y = f−1(x), якщо:
а) f(x) = 2x+ 6;
б) f(x) = 2x− x2, x ≥ 1;
в) f(x) = 4−x

4+x ;
г) f(x) = sin x.
Розв’язок. а) Функцiя y = 2x + 6 визначена та зростає на всiй числовi
осi. Тому iснує обернена, що також є зростаючою. Розв’язуючи рiвняння
y = 2x+6 вiдносно змiнної x, отримаємо: x = y

2−3. Змiнивши позначення
незалежної та залежної змiнних на загально прийнятi, матимемо:

y = x
2 − 3.

б) З’ясуємо чи є дана функцiя оборотною. Для цього дослiдимо її на
монотоннiсть. Нехай 1 ≤ x1 < x2, складемо рiзницю:

f(x2)− f(x1) = 2x2 − x22 −
(
2x1 − x21

)
=

= 2(x2 − x1)− (x2 − x1)(x2 + x1) = (x2 − x1)(2− x2 − x1).

Оскiльки x1, x2 ≥ 1, то 2− x1 − x2 < 0, а також x2 − x1 > 0, то f(x2)−
f(x1) < 0, тобто при x ≥ 1 функцiя є спадною, а отже i оборотною.

Спiввiдношення y = 2x − x2 розв’яжемо вiдносно змiнної x : x =
1 ±

√
1− y. За умовою задачi змiнна x ≥ 1, тому вiзьмемо тiльки x =

1 +
√
1− y. Отже, обернена функцiя має вигляд:

y = 1 +
√
1− x, x ≤ 1.

в) Функцiя визначена та є монотонно спадною на всiй числовiй прямiй
окрiм точки {−4} . Покажемо, що це дiйсно так. Вiднiмемо та додамо в
чисельнику 4 та видiлимо цiлу частину:

y = 4−x
4+x = −4−x+8

4+x = −1 + 8
4+x .

Нехай x1 < x2 < −4, тодi
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4 + x1 < 4 + x2 < 0,
1

4+x1
> 1

4+x2
,

f(x1) = −1 + 8
4+x1

> −1 + 8
4+x2

= f(x2),

тобто функцiя є спадною. Аналогiчно розглядається випадок коли −4 <
x1 < x2.

Спiввiдношення y = 4−x
4+x розв’яжемо вiдносно змiнної x : x = 4−4y

1+y .
Змiнивши x та y мiсцями, матимемо вигляд оберненої функцiї:

y = 4−4x
1+x .

г) Область визначення функцiї y = sinx – вся числова вiсь, область
значень – вiдрiзок [−1, 1] . Однак умова оборотностi не виконується.

Розiб’ємо вiсь Ox на вiдрiзки πn − π
2 ≤ x ≤ πn + π

2 , n ∈ Z. Якщо
n – парне, то на даних вiдрiзках функцiя зростає, якщо ж непарне, то
спадає. Таким чином на кожному з цих вiдрiзкiв iснує обернена функцiя,
визначена на [−1, 1] , зокрема, для вiдрiзку −π

2 ≤ x ≤ π
2 iснує обернена

x = arcsin y.
В загальному ж випадку, обернена до функцiї y = sin x на вiдрiз-

ку πn − π
2 ≤ x ≤ πn + π

2 , n ∈ Z виражається через arcsin y та пiсля
перейменування змiнних має вигляд:

y = (−1)n arcsinx+ πn, n ∈ Z.

Завдання 7. Побудувати графiки функцiй:
а) f(x) = −x2

2 − x− 3
2 ;

б) f(x) = 4x−2
2x+3 ;

в) f(x) = log2(3x+ 2)4;
г) f(x) =

√
3 cos x− sinx.

Розв’язок. а) Видiлимо повний квадрат:

f(x) = −x2

2 − x− 3
2 = −1

2

(
x2 + 2x+ 3

)
= −1

2

(
x2 + 2x+ 1

)
− 1 =

= −1
2 (x+ 1)2 − 1.

Таким чином графiк даної функцiї можна отримати шляхом наступних
геометричних перетворень iз графiку функцiї y = x2 :

x2 → (x+ 1)2 → 1
2(x+ 1)2 → −1

2(x+ 1)2 → −1
2(x+ 1)2 + 1.

Перше перетворення є паралельним перенесенням графiку функцiї y =
x2 вздовж осi OX в сторону вiд’ємного напрямку на одиницю; друге –
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стиском вже перенесеного графiку до осi OX в два рази; третє – дзер-
кальним вiдображенням вже стиснутого графiку вiдносно осi OX; че-
тверте – паралельним перенесенням останнього графiку вздовж дода-
тнього напряму осi OY на одиницю. Послiдовнiсть даних перетворень
зображена на рис 1.
б) Виконаємо наступнi елементарнi перетворення:

f(x) = 4x−2
2x+3 =

4x+6−8
2x+3 = 2 + −8

2x+3 = 2 + −8

2(x+ 3
2)

= 2− 4
x+ 3

2

.

Отже, графiк даної функцiї можна отримати iз графiку функцiї y = 1
x

шляхом наступних геометричних перетворень:

1

x
→ 1

x+ 3
2

→ − 1

x+ 3
2

→ − 4

x+ 3
2

→ 2− 4

x+ 3
2

Перше перетворення є паралельним перенесенням графiку функцiї y = 1
x

вздовж осi OX в сторону вiд’ємного напрямку на 3
2 одиницi; друге – дзер-

кальним вiдображенням вiдносно осi OX; третє – розтягом вiд осi OX в
чотири рази; четверте – паралельним перенесенням вздовж додатнього
напряму осi OY на двi одиницi. Послiдовнiсть даних перетворень зобра-
жена на рис 2.
в) Оскiльки

f(x) = log2(3x− 2)4 = 4 log2 |3x− 2| = 4 log2
(
3
∣∣x− 2

3

∣∣) ,
то графiк даної функцiї можна отримати iз графiку функцiї y = log2 x
шляхом наступних геометричних перетворень:

log2 x→ log2(3x) → log2 (3 |x|) → log2
(
3
∣∣x− 2

3

∣∣)→ 4 log2
(
3
∣∣x− 2

3

∣∣) .
Перше перетворення є стиском графiку функцiї y = log2 x в три рази
до осi OY ; друге – дзеркальним вiдображенням вiдновно осi OY тiєї
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частини графiку, що знаходиться справа вiд осi OY ; третє – паралель-
ним перенесенням вздовж осi OX в сторону додатнього напрямку на 2

3 ;
четверте – розтягом вiд осi OX в чотири рази. Послiдовнiсть даних пе-
ретворень зображена на рис 3.
г) Виконаємо наступнi елементарнi перетворення:

f(x) =
√
3 cos 2x− sin 2x = 2

(√
3
2 cos 2x− 1

2 sin 2x
)
= 2 cos

(
2x+ π

6

)
=

= 2 cos
(
2
(
x+ π

12

))
.

Таким чином, графiк даної функцiї можна отримати iз графiку функцiї
y = cosx шляхом наступних геометричних перетворень:

cosx→ cos 2x→ cos
(
2
(
x+ π

12

))
→ 2 cos

(
2
(
x+ π

12

))
.

Перше перетворення є стиском графiку функцiї y = cosx до осi OY в два
рази; друге – паралельним перенесенням вздовж вiд’ємного напряму осi
OX на π

6 одиниць; третє – розтягом вiд осi OX в два рази. Послiдовнiсть
даних перетворень зображена на рис 4.

Завдання для iндивiдуальної та самостiйної робiт

Завдання 1. Знайдiть область визначення функцiй:

1. f(x) =
√
x− 1 +

√
6− x; 11.f(x) =

√
lg 5x−x2

4 ;

2. f(x) = 3x−1
2x2−3x−1 ; 12. f(x) = lg

(√
x− 4 +

√
6− x

)
;

3. f(x) = lg
(
x2 − 4x+ 3

)
; 13. f(x) =

√
9− x2 + lg x+1

x−2 ;

4. f(x) = x√
x2−3x+2

; 14. f(x) = arccos 3
4+2 sinx ;

5. f(x) =
√
sinx+

√
16− x2; 15.f(x) = arcsin x−3

2 − lg(4− x);
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6. f(x) =
√

x−2
x+2 +

√
1−x
1+x ; 16. f(x) = lg

[
1− lg

(
x2 − 5x+ 16

)]
;

7. f(x) = ln(1+x)
x−1 ; 17. f(x) = lg x+3

x−3 +
√
x− 8;

8. f(x) = arccos x−4
2 + ln(x− 3); 18. f(x) = x−3

x2+10x+25 + arccos x−10
10 ;

9. f(x) = arcsin x−2
2 +

√
x2 − 4x+ 3; 19. f(x) = log2(x

2 − 5x+ 6);

10. f(x) = arccos 2x
x2+3 ; 20.f(x) = 1

x + 2arcsinx + 1√
x−2

.

Завдання 2. Визначити парними чи непарними є наступнi фун-
кцiї:

1. f(x) = 2−x
2

, f(x) = log2 |x− 1| ;
2. f(x) = |cosx| , f(x) = sin x+ cos 2x;

3. f(x) = cos (x+ 1) , f(x) = x3 − x;

4. f(x) =
√
1− x2, f(x) = x+ sin x2;

5. f(x) = 1
2 (3

x + 3−x) , f(x) = x2 − 4x+ 1;

6. f(x) = 3

√
(1− x)2 + 3

√
(1 + x)2, f(x) = lg sinx;

7. f(x) = ln (3− x)− ln (3 + x) , f(x) = x2 − |x| ;
8. f(x) = x sin2 x− x3, f(x) =

√
1 + x+ x2 −

√
1− x+ x2;

9. f(x) = (1+2x)
2

2x , f(x) = lg 1+x
1−x ;

10. f(x) = sin2 x− cos3 x, f(x) = x2n+1 + 3, n ∈ N;

11. f(x) = x3 arctg 2x, f(x) = x−1
x2+1 ;

12. f(x) = 4x9 + tg x3, f(x) = e−x
2

+ x4 − 6x2 + 11;

13. f(x) = sin5 3x cos2 6x, f(x) =
√
2x2 − 3x+ 4;

14. f(x) = |sin 3x| , f(x) = x2 + 7x+ 1;

15. f(x) = |arccosx| , f(x) = ex
2−1;

16. f(x) = |arctg x| , f(x) = log2(x
2 − 3);

17. f(x) = |arcsinx| , f(x) = sinx
x ;

18. f(x) = arccos |x|+ x2, f(x) = tg x− lnx;

19. f(x) = arcsin |x| − x2, f(x) =
√
x2 +

√
2−

√
3;

20. f(x) = cos x3 + 7x12 + sin2 x, f(x) = lg 2+x
2−x .
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Завдання 3. Визначити, якi з даних фунцiй є перiодичними та
вказати їх основний перiод:

1. f(x) = 4 sin
(
3x+ π

4

)
; 11.f(x) = sin2 x+ sin 2x;

2. f(x) = 2 cos
(
x−π
3

)
+ sin 5x; 12. f(x) = 3 sin x

2 + 4 tg x√
2
;

3. f(x) = sin πx
3 + sin πx

4 ; 13. f(x) = cos x2;

4. f(x) = 2 sin
(
x
2 + 3

)
; 14. f(x) = lg |sinx| ;

5. f(x) = cos x+ sin
(
x
√
2
)
; 15.f(x) = 2sin

2 x;

6. f(x) = sin 2x+1
2 ; 16. f(x) = x cosx;

7. f(x) = cos 2x+1
2 ; 17. f(x) = x sinx+ 1;

8. f(x) = sin x+ sin
(
x
√
3
)
; 18. f(x) = cos2 x+ 3;

9. f(x) = cos x+ sin (2x+ 3) ; 19. f(x) = sin3 x;

10. f(x) = sin 1
x + cos 3x; 20.f(x) = 2|cosx|.

Завдання 4. Визначити, чи є дана функцiя оборотною. Знайти про-
мiжок X ⊂ D(f) на якому звуження даної функцiї буде оборотнiм.
Знайти на X обернену функцiю:

1. f(x) =
√
x2 − 1; 11. f(x) = 4−x

4+x ;

2. f(x) =
√
1 + x2; 12. f(x) = 2x

1−x ;

3. f(x) = 1−x
1+x ; 13. f(x) = 3

√
x− 27;

4. f(x) = x2 + 4x; 14. f(x) = x2 − x;

5. f(x) = 1
2−x ; 15. f(x) =

√
1− x2;

6. f(x) = 2x− x2; 16. f(x) = shx = ex−x−x

2 ;

7. f(x) = 2
√
x2 − 3; 17. f(x) = x−3

x+2 ;

8. f(x) = 1
2

√
2 + x2; 18. f(x) = 2

x−3 ;

9. f(x) = 1
2(x−2) ; 19. f(x) = x2 − 7;

10. f(x) = 8+x
8−x ; 20. f(x) = chx = ex+x−x

2 .
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Завдання 5. Побудувати графiки функцiй:

1. f(x) = 2
√
x− 3, f(x) = 1

2 sin
(
2x− π

2

)
;

2. f(x) = log 1
2
(x+ 1) , f(x) =

∣∣cos (x− π
2

)∣∣ ;
3. f(x) = cos

(
2x+ π

3

)
, f(x) = −22x−3;

4. f(x) = −2 sin
(
x+ π

2

)
, f(x) = 3

2 log (2x− 1) ;

5. f(x) = −3|x−1|, f(x) = x2 − 4x+ 2;

6. f(x) = −1
2 arctg

(
x− π

2

)
, f(x) = log3 (2− x) ;

7. f(x) = 2x−1
x−1 , f(x) = 1

2 sin 3x− 2;

8. f(x) = |1 + x| , f(x) = 1− log 1
3
(x+ 1) ;

9. f(x) = sin x− |sinx| , f(x) = 1− 3x−3;

10. f(x) = 2 + 3 cos (π − x) , f(x) = x+3
x−1 ;

11. f(x) = −2 · 32x−2, f(x) = tg
∣∣1−x

2

∣∣ ;
12. f(x) = 4 arccos (2− x) , f(x) = − log 1

2
(x− 1) ;

13. f(x) = cos x− |cosx| , f(x) =
∣∣3x2 − 6x+ 2

∣∣ ;
14. f(x) =

√
2x− 1, f(x) = 3 cos

(
x
2 +

π
4

)
;

15. f(x) = log3(x− 2), f(x) =
(
1
2

)2x−1
;

16. f(x) = −2|x−1|, f(x) = x2 − 3x+ 1;

17. f(x) = 2 arctg(x− 1), f(x) = log2 |x|+ 1;

18. f(x) = 1−x
2−x , f(x) = 1

3 cos
(
2x+ π

3

)
;

19. f(x) = −32x + 1, f(x) = cos |x− 3|;
20. f(x) = e−2x+1 + 3, f(x) = −2 arcsin (4x+ 2) .

ТЕОРIЯ ДIЙСНИХ ЧИСЕЛ

Теоретичнi питання

1. Натуральнi, цiлi, рацiональнi, iррацiональнi, дiйснi числа.
Натуральнi числа — це числа, якi виникають природним чином при

лiчбi. Позначаються лiтерою N = {1, 2, . . . , n, . . .} .
Цiлi числа – це множина, що складається з натуральних чисел, ну-

ля, та множини вiд’ємних чисел, що є протилежними до натуральних.
Позначаються лiтерою Z = {. . . ,−n, . . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . . , n, . . .} .
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Рацiональнi числа – це множина, що складається з нескоротних дро-
бiв p

q iз цiлим чисельником p та натуральним знаменником q. Познача-

ються лiтерою Q =
{
p
q : p ∈ Z, q ∈ N

}
. Рацiональне число є скiнченним

або нескiнченним але перiодичним дробом.
Iррацiональнi числа – це нескiнченнi пнеперiодичнi дроби. Напри-

клад, число π = 3, 14159265 . . . , число
√
2 = 1, 41421356 . . ..

Дiйснi числа – множина, що складається з рацiональних та iррацiо-
нальних чисел. Позначаються лiтерою R. Кожному дiйсному числу ста-
виться у вiдповiднiсть одна точка на числовiй прямiй та навпаки, кожна
точка числової прямої являє собою дiйсне число.

2. Обмеженi та необмеженi множини. Мiнiмум, максимум,
iнфiнум та супремум числових множин.

Нехай ∃d ∈ R ∀a ∈ A a ≤ d), то число d називається верхньою межею
числової множини A, а саму множиину A називають обмеженою зверху.
Якщо ∃c ∈ R ∀a ∈ A a ≥ c), то число c називається нижньою межею
числової множини A, а саму множиину A називають обмеженою знизу.
Якщо множина обмежена i знизу i зверху одночасно, то вона називаються
обмеженою.

Нехай A ∈ R. Якщо ∃M ∈ A, ∀a ∈ A a ≤M, то M називається най-
бiльшим(максимальним) елементом множини A (M = maxA = max

a∈A
a).

Якщо ∃m ∈ A, ∀a ∈ A a ≥ m, тоm називається найменшим(мiнiмальним)
елементом множини A (m = minA = min

a∈A
a).

Якщо числова множина A обмежена знизу(зверху), то вона має не-
скiнченне число нижнiй(верхнiх) граней. Тому розглядають найбiльшу з
усiх нижнiй граней i називають її точною нижньою гранню(позначають
α = inf A) та найменшу з усiх верхнiх граней i називають її точною
верхньою гранню(позначають β = supA.)

Точна нижня грань характеризується властивостями:

1. ∀a ∈ A, α ≤ a;

2. ∀ε > 0,∃aε, aε < α + ε.

Точна верхня грань характеризується властивостями:

1. ∀a ∈ A, a ≤ β;

2. ∀ε > 0,∃aε, aε > β − ε.
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3. Властивостi абсолютної величини дiйсних чисел.
Модулем або абсолтною величиною дiйсного числа a називають число

a, якщо a ≥ 0, та протилежне йому число −a, якщо a < 0.

|a| =
{

a, a ≥ 0;
−a, a < 0.

Властивостi абсолютної величини:

1. |a · b| = |a| · |b|;

2.
∥∥a
b

∥∥ = |a|
|b| ;

3. |a± b| ≤ |a|+ |b|;

4. |a− b| ≥ |a| − |b|.

Розв’язування типових задач

Завдання 1. Нехай A та B не порожнi числовi множини, A + B –
їх арифметична сума: A + B = {a+ b : a ∈ A, b ∈ B} . Довести, що
sup (A+B) = supA+ supB.
Розв’язок. Нехай M = supA, N = supB. Оскiльки A ̸= ∅, B ̸= ∅, то
M >∞, N >∞. Можливi два випадки:
а) M + N < ∞, тодi M i N скiнченнi числа та за означенням точної
верхньої гранi

∀a ∈ A a ≤M ; ∀b ∈ B b ≤ N ; (1)

∀ε > 0 ∃a′ ∈ A a
′
> M − ε

2
; ∀ε > 0 ∃b′ ∈ B b

′
> N − ε

2
. (2)

Iз спiввiдношень (1) випливає, що будь-який елемент a+ b множини
A+B задовольняє нерiвностi

a+ b ≤M +N. (3)

Згiдно (2) для елемента a′
+ b

′ множини A+B виконується, що

a
′
+ b

′
> M +N − ε. (4)

Iз нерiвностей (3) та (4) випливає, що sup (A+B) = supA+ supB.
б) M + N = ∞. Це можливо тодi, коли M = ∞ або N = ∞. Нехай,
для визначеностi M = ∞. Тодi множина A необмежена зверху, тобто
∀L ∈ R ∃a0 ∈ A a0 > L.

Нехай b0 – деякий елемент B, а K– довiльне дiйсне число. Покладемо
L = K − b0, тодi a0 + b0 ∈ A+B та a0 > L = K − b0, тобто a0 + b0 > K.
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Остання нерiвнiсть доводить, що множина A + B необмежена зверху, а
отже sup(A+B) = ∞. Таким чином

sup (A+B) = supA+ supB.

Завдання 2. Для множини E = (0, 1] знaйти inf E, supE, minE,
maxE.
Розв’язок. Дана множина найменшого елемента не має, тобто minE не
iснує, оскiльки ∀x ∈ (0, 1] ∃x∗ ∈ E такий, що x∗ < x. Множина нижнiх
меж для E – це множина (−∞, 0] з найбiльшим елементом 0, який i є
точною нижньою гранню пiвiнтервалу (0, 1]. Отже, inf(0, 1] = 0.

Найбiльший елемент для (0, 1] iснує i дорiвнює 1. Множина верхнiх
меж – це множина [1,∞) з найменшим елементом, що дорiвнює 1, який i
є точною верхньою гранню множини E. Отже, max(0, 1] = sup(0, 1] = 1.
Завдання 3. Довести, що множина A =

{
n

2n+1 : n ∈ N
}

обмежена та
знайти inf A та supA.
Розв’язок. Очевидно, що ∀n ∈ N 0 < n

2n+1 < 1, тобто множина A
обмежена. Перетворимо вираз n

2n+1 :

n

2n+ 1
=
n+ 1

2 −
1
2

2n+ 1
=

1

2
− 1

4n+ 2
.

Використовуючи останнє спiввiдношення, множину A запишемо у ви-
глядi A = B − C, де B =

{
1
2

}
, C =

{
1

4n+2 : n ∈ N
}
.

Скористаємось рiвностями(X ∈ R, Y ∈ R):

sup(X + Y ) = supX + supY ; inf(X + Y ) = infX + inf Y ;

sup(−X) = − infX; inf(−X) = − supX.

Легко бачити, що при n ∈ N 4n + 2 ≥ 6 ⇒ 1
4n+2 ≤ 1

6 . При n = 1
1

4n+2 =
1
6 , а отже supC = maxC = 1

6 .

∀n ∈ N 1
4n+2 > 0. При довiльному ε > 0 нерiвнiсть 1

4n+2 < ε має
розв’язок nε ∈ N. Вiдповiдно, 1

4nε+2 ∈ C та 1
4nε+2 < ε. Отже, inf C = 0.

Для множини B мають мiсце рiвностi: inf B = supB = 1
2 , отже

supA = sup(B − C) = supB + sup(−C) = supB − inf C =
1

2
− 0 =

1

2
,

inf A = inf(B − C) = inf B + inf(−C) = inf B − supC =
1

2
− 1

6
=

1

3
.
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Завдання 4. Знайдiть inf
{
sup

{
2nx− 6x2 : x ∈ R

}
: n ∈ N

}
.

Розв’язок. Cпочатку знайдемо sup
{
2nx− 6x2 : x ∈ R

}
. Оскiльки ви-

раз f(x, n) = 2nx − 6x2 по змiннiй x є параболою вiтки якої напрям-
ленi вниз, то найбiльшого значення вiн набуватиме в вершинi парабо-
ли, абсциса якої обчислюється за формулою xв = −b

2a . Таким чином
xв =

−2n
2(−6) =

n
2 . Отже,

sup
{
2nx− 6x2 : x ∈ R

}
= 2nx− 6x2

∣∣
x=n

6

= 2n
n

6
− 6

n2

36
=
n2

6
.

У виразi n2

6 знаменник є константою, тому даний дрiб найменшого
значення набуває тодi, коли чисельник є найменшим, тобто

inf

{
n2

6
: n ∈ N

}
=

1

6
.

Завдання 5. Розв’яжiть рiвняння
∣∣3x2 − 10x+ 3

∣∣+ ∣∣x2 + x− 12
∣∣ = 0.

Розв’язок. Скористаємось методом iнтервалiв. Коренями квадратичних
тричленiв, що стоять пiд знаком абсолютних величин є числа 1

3 , 3 та −4
i 3 вiдповiдно. Розiб’ємо вiдповiдними точками числову вiсь на чотири
промiжки: (−∞,−4),

[
−4, 13

)
,
[
1
3 , 3
)
, [3,+∞) . На кожному з промiжкiв

розкриємо абсолютну величину.
При x ∈ (−∞,−4) початкове рiвняння матиме вигляд:

3x2 − 10x+ 3 + x2 + x− 12 = 0;

4x2 − 9x− 9 = 0;

x1 = −3

4
, x2 = 3.

Оскiльки −3
4 /∈ (−∞,−4), 3 /∈ (−∞,−4), то нi −3

4 нi 3 не є розв’язком
початкового рiвняння.

При x ∈
[
−4, 13

)
:

3x2 − 10x+ 3− x2 − x+ 12 = 0;

2x2 − 11x+ 15 = 0;

x1 =
5

2
, x2 = 3.

Нi 5
2 /∈

[
−4, 13

)
, нi 3 /∈

[
−4, 13

)
, тому жодне значення не є розв’язком

початкового рiвняння.
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При x ∈
[
1
3 , 3
)
:

−3x2 + 10x− 3− x2 − x+ 12 = 0;

−4x2 + 9x+ 9 = 0;

x1 = −3

4
, x2 = 3.

Нi −3
4 /∈

[
1
3 , 3
)
, нi 3 /∈

[
1
3 , 3
)
, тому жодне значення не є розв’язком

початкового рiвняння.
При x ∈ [3,+∞) :

3x2 − 10x+ 3 + x2 + x− 12 = 0;

4x2 − 9x− 9 = 0;

x1 = −3

4
, x2 = 3.

Оскiльки −3
4 /∈ [3,+∞) , а 3 ∈ [3,+∞) , то розв’язком початкового рiв-

няння є лише x = 3.
Таким чином, множиною розв’язкiв початкового рiвняння є одното-

чкова множина {3}.
Завдання 5. Розв’яжiть нерiвнiсть |3x+ 1| − |x+ 2| > 3.
Розв’язок. Вигляд кожної з абсолютних величин |3x+ 1| , |x+ 2| зале-
жить вiд того, яке значення приймає змiнна x(злiва чи справа) вiдносно
їх коренiв. Тому розiб’ємо вiдповiдними коренями числову вiсь на три iн-
тервали (−∞,−2), [−2,−1

3), [−
1
3 ,+∞) та на кожному з них розв’яжемо

отриману нерiвнiсть.
Для x ∈ (−∞,−2) вихiдна нерiвнiсть матиме вигляд:

−3x− 1 + x+ 2 > 3. (5)

Розв’язком нерiвностi (5) є iнтервал (−∞,−1),що мiстить в собi iнтервал
(−∞,−2), тому (−∞,−2) є розв’язком вихiдної нерiвностi.

Для x ∈ [−2,−1
3) :

−3x− 1− x− 2 > 3. (6)

Розв’язком нерiвностi (6) є iнтервал (−∞,−3
2). Оскiльки змiнна x роз-

глядається тiльки на промiжку [−2,−1
3), то в якостi розв’язку вихiдної

нерiвностi потрiбно взяти перетин [−2,−1
3)
∩
(−∞,−3

2) = [−2,−3
2).

Для x ∈ [−1
3 ,+∞) :

3x+ 1− x− 2 > 3. (7)
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Розв’язком нерiвностi (7) є iнтервал (2,+∞), що мiститься в iнтервалi
[−1

3 ,+∞), тому (2,+∞) є розв’язком вихiдної нерiвностi.
Розв’язком вихiдної нерiвностi буде об’єднання її розв’язкiв на ко-

жному з трьох розглядуваних iнтервалiв:

(−∞,−2)
∩[

−2,−3

2

)∩
(2,+∞) =

(
−∞,−3

2

)∩
(2,+∞) .

Завдання для iндивiдуальної та самостiйної робiт

Завдання 1. Дослiдiть на обмеженiсть множину X, якщо:

1. X =
{
1
1 ,

1
2 , . . . ,

1
n , . . .

}
;

2. X =
{

1
1! ,

1
2! , . . . ,

1
n! , . . .

}
;

3. X =
{
2, 22, . . . , 2n, . . .

}
;

4. X =
{
1
3 ,

1
32 , . . . ,

1
3n , . . .

}
;

5. X =
{
2 + 1

1! , 2 +
1
2! , . . . , 2 +

1
n! , . . .

}
;

6. X =
{
1,−1

2 ,
1
4 , . . . , (−1)n 1

2n , . . .
}
;

7. X =
{
3, 3− 1

2 , 3−
1
22 , . . . , 3−

1
2n , . . .

}
;

8. X =
{
1, 1 + 1

6 , 1 +
1
62 , . . . , 1 +

1
6n , . . .

}
;

9. X =
{
2, 2− 1

2 , 2−
1
3 , . . . , 2−

1
n , . . .

}
;

10. X =
{
1− 1

2 , 1−
1
22 , . . . , 1−

1
2n , . . .

}
;

11. X =
{
3, 3 + 1

3 , 3 +
1
32 , . . . , 3 +

1
3n−1 , . . .

}
;

12. X = {lg 1, lg 2, . . . , lg n, . . .} ;

13. X =
{
(2 + 3) ,−

(
2 + 3

2

)
, . . . , (−1)n−1

(
2 + 3

n

)
, . . .

}
;

14. X =
{

−1
1! ,

1
2! , . . . ,

(−1)n

n! , . . .
}
;

15. X =
{
1
2 ,

1
22 , . . . ,

1
2n , . . .

}
;

16. X =
{
1− 1

3 , 1−
1
32 , . . . , 1−

1
3n , . . .

}
;

17. X =
{
2 + 1

2 , 2 +
1
22 , . . . , 2−

1
2n , . . .

}
;
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18. X = {log2 1, log2 2, . . . , log2 n, . . .} ;

19. X =
{
2, 32 , . . . ,

n+1
n , . . .

}
;

20. X =
{
3 + 1

2 , 3−
1
22 , . . . , 3 +

(−1)n+1

2n , . . .
}
.

Завдання 2. Знайти inf A, supA, якщо

1. A =
{
n+2
2n+3 : n ∈ N

}
. 8. A =

{
5n+6
10n+2 : n ∈ N

}
.

2. A =
{ −n
3n+1 : n ∈ N

}
. 9. A =

{
1

n−3
2

: n ∈ N
}
.

3. A =
{

2−n
2n−1 : n ∈ N

}
. 10. A =

{
3n2+4
6n2+2 : n ∈ N

}
.

4. A =
{
4n+2
n+2 : n ∈ N

}
. 11. A =

{
4n2+2
6n2+1 : n ∈ N

}
.

5. A =
{
2n2 − 4n : n ∈ N

}
. 12. A =

{
n2

4n2+5 : n ∈ N
}
.

6. A =
{

n2

2n2+1 : n ∈ N
}
. 13. A =

{
10n− 2n2 − 12 : n ∈ N

}
.

7. A =
{
−n2 + 2n+ 3 : n ∈ N

}
. 13. A =

{
3n+6
n+1 : n ∈ N

}
.

8. A =
{
2n2 + 2n+ 1 : n ∈ N

}
. 13. A =

{
2n+3
4n : n ∈ N

}
.

9. A =
{
n2+3
n2+1 : n ∈ N

}
. 13. A =

{
1 + 2n− n2 : n ∈ N

}
.

10. A =
{
4n+5
2n+4 : n ∈ N

}
. 14. A =

{
n2 − 3n− 4 : n ∈ N

}
.

Завдання 3. Знайдiть

1. sup
{
sup

{
m+1
2n+m : n ∈ N

}
: m ∈ N

}
.

2. inf
{
sup

{
3n−0,8
2m+40 : m ∈ N

}
: n ∈ N

}
.

3. sup
{
inf
{

3m−n
12m+4n : n ∈ N

}
: m ∈ N

}
.

4. inf
{
sup

{
2n

4m+2n : m ∈ N
}
: n ∈ N

}
.

5. inf
{
sup

{
1

2n+x2 : n ∈ N
}
: x ∈ R

}
.

6. sup
{
inf
{
2x2 − 5nx : x ∈ R

}
: n ∈ N

}
.

7. inf
{
sup

{
2nx− 6x2 : x ∈ R

}
: n ∈ N

}
.

8. sup
{
inf
{
m−2n
n+m : n ∈ N

}
: m ∈ N

}
.

9. inf
{
sup

{
m+2n
m+n : n ∈ N

}
: m ∈ N

}
.
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10. sup
{
inf
{
m−n
m+n : n ∈ N

}
: m ∈ N

}
.

11. inf
{
sup

{
1

2nx+x2 : n ∈ N
}
: x ∈ R

}
.

12. sup
{
inf
{
2x2 − 4nx : x ∈ R

}
: n ∈ N

}
.

13. sup
{
sup

{
m

n+m : n ∈ N
}
: m ∈ N

}
.

14. inf
{
sup

{
m+n
2n+m : n ∈ N

}
: m ∈ N

}
.

15. sup
{
sup

{
2m+1
n+m : n ∈ N

}
: m ∈ N

}
.

16. inf
{
sup

{
3n−2
m+6 : m ∈ N

}
: n ∈ N

}
.

17. sup
{
inf
{

2m−4
4m+n : n ∈ N

}
: m ∈ N

}
.

18. inf
{
sup

{
n

2m+1 : m ∈ N
}
: n ∈ N

}
.

19. inf
{
sup

{
1

n+2x2 : n ∈ N
}
: x ∈ R

}
.

20. sup
{
inf
{
3x2 − 2nx : x ∈ R

}
: n ∈ N

}
.

Завдання 3. Розв’яжiть рiвняння або нерiвнiсть

1. |x+ 6| = |x− 10| . 11. |6x− 8| − |5x+ 1| = |x− 9| .
2. 2 |x− 2|+ 3 |2− x| = 15. 12. |3x− 8| = |2x+ 1| = |x− 9| .
3. |x+ 5|+ |x| = 5. 13. |4x− 8| = |2x+ 2|+ |10− 2x| .
4. |2x+ 2| − |6− x| = |x− 8| . 14.

∣∣x2 − x− 6
∣∣ = 6 + x− x2.

5. |9− 3x| = |2x+ 1|+ |x− 10| . 15.
∣∣3x2 − 11x− 42

∣∣ = 42 + 11x− 3x2.

6. |3x+ 2| − |x| ≥ 2. 16. |5x− 1| ≤ |3x− 9| .
7. |2x− 1| − |4x− 5| < 2. 17. |4x− 3| − |x− 1| > 5.

8. |3x− 1|+ |x− 3| ≥ 20. 18. |x+ 2| − |x− 2| ≤ 12.

9. |5x+ 1| − |2x− 2| ≤ 5. 19. |3x+ 6| − |x+ 1| ≤ 1.

10. |x+ 2| − |x− 1| > 1. 20. |x+ 1| − |x− 1| > 3x.
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ГРАНИЦЯ ПОСЛIДОВНОСТI

Теоретичнi питання

1. Означення збiжностi та границi послiдовностi на мовi ≪ε–
N≫ та околiв.

Послiдовнiсть {xn} називається збiжною, якщо iснує таке число a,
що

∀ε > 0,∃N = N(ε) > 0,∀n ≥ N : |xn − a| < ε.

Число a при цьому називається границею послiдовностi xn. Позначається
цей факт a = lim

n→∞
xn.

Iншими словами, послiдовнiсть xn називається збiжною до числа a,
якщо починаючи з деякого номера N, всi елементи цiєї послiдовностi бу-
дуть потрапляти в ε-окiл точки a.

2. Властивостi збiжних послiдовностей.

1. Збiжна числова послiдовнiсть має єдину границю.

2. Кожна збiжна послiдовнiсть є обмеженою(обернене твердження в
загальному випадку не вiрне).

3. Сума, добуток, частка збiжних послiдовностей є послiдовнiсть збi-
жна(при умовi, що границя знаменника для части не є нулем), при-
чому границя суми довiвнює сумi границь, границя добутку дорiв-
нює добутку границь, границя частки дорiвнює частцi границь.

Розв’язування типових задач

Завдання 1. На мовi ≪ε–N≫ доведiть, що
а) lim

n→∞
2n+1
n+2 = 2, б) lim

n→∞
3n4+n3+2

2n3 = ∞.

Розв’язок. а) За означенням границi послiдовностi на мовi ≪ε–N≫ по-
трiбно довести, що

(∀ε > 0) (∃N = N(ε) ∈ N) (∀n > N)

∣∣∣∣2n+ 1

n+ 2
− 2

∣∣∣∣ < ε.

Нехай ε – довiльне додатнє фiксоване число. Розв’яжемо нерiвнiсть∣∣2n+1
n+2 − 2

∣∣ < ε вiдносно n :∣∣∣∣2n+ 1− 2n− 4

n+ 2

∣∣∣∣ < ε ⇔ 3

n+ 2
< ε ⇔ n >

3

ε
− 2.
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В якостi N(ε) потрiбно взяти цiлу частину числа 3
ε − 2. Таким чином

показано, що для всiх натуральних n > N(ε) =
[
3
ε − 2

]
виконується

нерiвнiсть
∣∣2n+1
n+2 − 2

∣∣ < ε.
б) За означенням границi послiдовностi на мовi ≪ε–N≫ потрiбно довести,
що

(∀ε > 0) (∃N = N(ε) ∈ N) (∀n > N)

∣∣∣∣3n4 + n3 + 2

2n3

∣∣∣∣ > ε.

Для довiльного фiксованого ε > 0 маємо:

3n

2
+

1

2
+

1

n3
> ε ⇐ 3n

2
> ε ⇔ n >

2

3
ε.

Взявши N(ε) =
[
2
3ε
]
, для всiх натуральних n > N(ε) виконуватиметься

нерiвнiсть
∣∣∣3n4+n3+2

2n3

∣∣∣ > ε.

Завдання 2. Доведiть, що число a = 1 не є границею послiдовностi
an =

5n+1
2n+3 .

Розв’язок. Згiдно означення, число a = 1 не є границею послiдовностi
an =

5n+1
2n+3 , якщо

(∃ε > 0) (∀N(ε) ∈ N) (∃n > N)

∣∣∣∣5n+ 1

2n+ 3
− 1

∣∣∣∣ ≥ ε.

Оцiнимо знизу абсолютну величину рiзницi 5n+1
2n+3 − 1 :∣∣∣∣5n+ 1

2n+ 3
− 1

∣∣∣∣ = 3n− 2

2n+ 3
=

3

2
− 13

4n+ 6
≥ 3

2
− 13

4 · 1 + 6
=

1

5
.

Таким чином, при ε < 1
5 нерiвнiсть

∣∣5n+1
2n+3 − 1

∣∣ ≥ ε виконується при до-
вiльному значеннi n. Отже, число a = 1 не є границею послiдовностi
an =

5n+1
2n+3 .

Завдання 3. Доведiть, що якщо |q| < 1, то lim
n→∞

qn = 0.

Розв’язок. Потрiбно показати, що

(∀ε > 0) (∃N = N(ε) ∈ N) (∀n > N) |qn − 0| < ε.

У випадку коли q = 0, твердження очевидне. Нехай q ̸= 0. Оскiльки 0 <
|q| < 1, то 1

|q| > 1, вiдповiдно, iснує додатнє число α таке, що 1
|q| = 1+ α.

Так як α > 0, то iз нерiвностi Бернуллi отримаємо, що для довiльного
натурального числа n має мiсце оцiнка:

1

|q|n
=

(
1

|q|

)n
= (1 + α)n ≥ 1 + nα > nα.
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Звiдси одержимо, що |q|n < 1
nα ∀n ∈ N, де α = 1

|q| − 1. Таким чином,
матимемо:

|qn − 0| = |q|n < 1

nα
< ε.

Вибравши N(ε) > 1
αε й отримаємо, що lim

n→∞
qn = 0.

Завдання 4. Доведiть, що lim
n→∞

n
√
n = 1

Розв’язок. Для того, щоб число 1 було границею послiдовностi n
√
n не-

обхiдно й досить, щоб послiдовнiсть αn = n
√
n − 1 була нескiнчено ма-

лою. Покажемо, що це дiйсно так, тобто αn → 0 при n → ∞. Оскiльки
n
√
n = 1 + αn, то за формулою бiнома Ньютона

n = (1 + αn)
n = 1 + nαn +

n(n− 1)

2
α2
n + . . .+ αnn.

Оскiльки всi доданки в правiй частинi останнньої рiвностi при n > 2
додатнi, то

n > 1 + n(n−1)
2 α2

n, ⇒ 2
n > α2.

Iз спiввiдношень 0 < αn <
√

2
n та lim

n→∞
2
n = 0 випливає, що lim

n→∞
αn = 0

(за теоремою про три послiдовностi).

Завдання 5. Доведiть, що lim
n→∞

n10

3n
= 0.

Розв’язок.
n10

3n
=

(
n

10
√
3n

)10

=
( n
an

)10
, де a = 10

√
3 > 1.

Оскiльки

0 <
n

an
=

n

(1 + (a− 1))n
=

n

1 + n(a− 1) + n(n−1)
2 (a− 1)2 + . . .+ (a− 1)n

<

<
n

n(n−1)
2 (a− 1)2

=
2

(n− 1)(a− 1)2
=

2
(a−1)2

n− 1
,

а lim
n→∞

1
n−1 = 0, то lim

n→∞
n
an = 0.

Отже,

lim
n→∞

( n
an

)10
= lim

n→∞

n10

3n
= 0.

Завдання 6. Доведiть, що lim
n→∞

2n

n!
= 0.

Розв’язок.

0 <
2n

n!
=

2

1
· 2
2
· 2
3
· . . . · 2

n
≤ 2

(
2

3

)n−2

=
9

2

(
2

3

)n
.
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Оскiльки
(
2

3

)n
→ 0 при n → ∞ (див. завдання 3), то використовуючи

властивостi границi отримаємо, що lim
n→∞

2n

n!
= 0.

Завдання 7. Доведiть, що послiдовнiсть xn =
n cos πn

n+ 1
обмежена, але

розбiжна.
Розв’язок. Обмеженiсть послiдовностi {xn} випливає з нерiвностей∣∣∣∣n cos πnn+ 1

∣∣∣∣ ≤ n

n+ 1
< 1, n ∈ N.

Знайдемо значення членiв даної послiдовностi:

{xn} =

{
−1

2
;
2

3
;−3

4
;
4

5
; . . .

}
.

Легко бачити, що члени з парними iндексами прямують до числа 1, а
члени з непарними iндексами прямують до −1. Доведемо на мовi околiв,
що послiдовнiсть {xn} є розбiжною, тобто

(∀a ∈ R) (∃Uε(a)) (∀N ∈ N) (∃n > N) xn /∈ Uε(a).

Якщо a ≥ 1
2 , то x2k−1 = −2k+1

2k /∈ U 1
2

при довiльному k ∈ N. Таким
чином, при a ≥ 1

2 в ролi ε можна взяти ε = 1
2 , а в ролi n можна вибрати

будь-яке непарне натуральне число.
Якщо a < 1

2 , то x2k = 2k
2k+1 ≥ 2

3 при довiльному k ∈ N. Нехай ε =
2
3 −

1
2 = 1

6 , тодi x2k > a− ε (a+ ε = 1
2 +

1
6 = 2

3), тобто x2k /∈ U1
6
. Отже,

при a < 1
2 в ролi ε можна взяти ε = 1

6 , а в ролi n можна вибрати будь-яке
парне натуральне число.

Таким чином, ми показали, що жодне з чисел a ∈ R не може бути
границею послiдовностi, тобто послiдовнiсть {xn} є розбiжною.
Завдання 8. Обчислити границi:

1. lim
n→∞

5n3 + 2n2 − 3n+ 7

4n3 − 2n+ 11
; 4. lim

n→∞
n
√
5n8 + 2n2 + 1;

2. lim
n→∞

√
n3 + 1 +

√
n+ 2

4
√
n3 + n−

√
n

; 5. lim
n→∞

(
2

3n2 + 1
+ cos2(2n+1)

n

)
;

3. lim
n→∞

(
3
√
1− n3 + n

)
; 6. lim

n→∞

n3 + 3n

n4 − 4n
.
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Розв’язок. 1) Винесемо старший степiнь в чисельнику та знаменнику
за дужки:

lim
n→∞

5n3 + 2n2 − 3n+ 7

4n3 − 2n+ 11
= lim

n→∞

n3(5 + 2
n −

3
n2 +

7
n3 )

n3
(
4− 2

n2 +
11
n3

) =

= lim
n→∞

5 + 2
n −

3
n2 +

7
n3

4− 2
n2 +

11
n3

=

(
5 + 0− 0 + 0

4− 0 + 0

)
=

5

4
.

2) Аналогiчно до переднього прикладу виносимо старший степiнь в чи-
сельнику та знаменнику дробу за дужки:

lim
n→∞

√
n3 + 1 +

√
n+ 2

4
√
n3 + n−

√
n

= lim
n→∞

n
3
2

(√
1 + 1

n3 +
√

1
n2 +

2
n3

)
n

3
4

(
4

√
1 + 1

n2 −
4

√
1
n

) =

= lim
n→∞

n
3
4

√
1 + 1

n3 +
√

1
n2 +

2
n3

4

√
1 + 1

n2 −
4

√
1
n

=

(
∞ · 1 + 0

1− 0

)
= ∞.

3) Використаємо формулу скороченого множення (a− b)(a2 − ab+ b2) =
= a3 + b3. Перетворимо вираз пiд знаком границi, домноживши та подi-
лишви його на 3

√
(1− n3)2 − n 3

√
1− n3 + n2 :

lim
n→∞

(
3
√
1− n3 + n

)
= lim
n→∞

(
3
√
1− n3 + n

)(
3
√
(1− n3)2 − n 3

√
1− n3 + n2

)
3
√
(1− n3)2 − n 3

√
1− n3 + n2

=

= lim
n→∞

1 + n3 − n3

3
√

(1− n3)2 − n 3
√
1− n3 + n2

=

(
1

∞

)
= 0.

4) Використаємо наступнi вже нам вiдомi границi:

lim
n→∞

n
√
n = 1, lim

n→∞
n
√
a = 1, a > 0.

Iз другої рiвностi випливає, що lim
n→∞

n
√
αn = 1, якщо αn– невiд’ємна обме-

жена послiдовнiсть. Враховуючи сказане, матимемо:

lim
n→∞

n
√
5n8 + 2n2 + 1 = lim

n→∞
n

√
5n8

(
1 +

2

5n6
+

1

5n8

)
=

= lim
n→∞

5
1
nn

8
n

(
1 +

2

5n6
+

1

5n8

) 1
n

= (1 · 1 · 1) = 1.
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5) Скористаємось теоремою про границю суми двох послiдовностей. Оче-
видно, що lim

n→∞
2

3n2+1 = 0, а другий доданок є добутком обмеженої послi-

довностi
{
cos2(2n+ 1)

}
на нескiнченно малу

{
1
n

}
, тому його границя

також дорiвнює нулю. Отже, lim
n→∞

(
2

3n2+1 +
cos2(2n+1)

n

)
= 0.

6) Винесемо в чисельнику та знаменнику даного дробу доданок, котрий
найшвидше прямує до нескiнченностi, тобто 4n :

lim
n→∞

n3 + 3n

n4 − 4n
= lim

n→∞

n3

4n +
(
3
4

)n
n4

4n − 1
=

(
0 + 0

0− 1

)
= 0.

Завдання для iндивiдуальної та самостiйної робiт

Завдання 1. Користуючись означенням границi послiдовностi на мовi
≪ε–N≫ доведiть, що

1. lim
n→∞

3n+5
9n+4 =

1
3 . 11. lim

n→∞
4n+1
4n = 1.

2. lim
n→∞

5n+3
4n+1 =

5
4 . 12. lim

n→∞
n4

n3+1 = +∞.

3. lim
n→∞

2n−1
2n+1 = 1. 13. lim

n→∞
3n+1
2·3n+3 =

1
2 .

4. lim
n→∞

2n−3
4n+5 =

1
2 . 14. lim

n→∞
2

1+3n = 0.

5. lim
n→∞

3n2+5
6n2+2 =

1
2 . 15. lim

n→∞
3n

2

= ∞.

6. lim
n→∞

10n4+1
5n4+n2 = 2. 16. lim

n→∞
1

3n+n = 0.

7. lim
n→∞

3n3+4
9n3+n = 1

3 . 17. lim
n→∞

n2+1
n+1 = +∞.

8. lim
n→∞

4n+5
2n+3 ̸= 1. 18. lim

n→∞
5n+1
4n ̸= 0.

9. lim
n→∞

3n+1
6n ̸= 2. 19. lim

n→∞
3n+4
5n−1 ̸= 2.

10. lim
n→∞

4n+1
2n+3 ̸= 0. 20. lim

n→∞
n2

2n2+1 ̸= 1.

Завдання 2. Обчислити границi

1. lim
n→∞

3n3+n+1
1−n+n3 ; lim

n→∞

cos n
n+2

n+2 ; lim
n→∞

(√
n2 + 3− n

)
.

2. lim
n→∞

(
2
n +

2n−1
3n−2

)
; lim

n→∞

(
sinn
n+2 +

n
2n+1

)
; lim

n→∞

(
n−

√
n2 + 1

)
.

3. lim
n→∞

2−n−n2
n ; lim

n→∞

(
cos(n2−3)

n + n−1
n+1

)
; lim

n→∞

(
3
√
n2 + n3 − n

)
.
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4. lim
n→∞

3n2+5n+4
2+n2 ; lim

n→∞

(
sin(1−n)
n

3
2

+ 2
n2+n+1

)
; lim

n→∞

(√
n2 − 1− n

)
.

5. lim
n→∞

(√
n2+2n+2−

√
n2−4n+3

)
; lim

n→∞
n3+2n+cosn
2n+sinn ; lim

n→∞
n
√
2n + n+ 1.

6. lim
n→∞

(
1+2+...+n

n+2 − n
2

)
; lim

n→∞

(
3
√

(n+ 1)2 − 3
√

(n− 1)2
)
; lim

n→∞
n
√
6n2 + 5n.

7. lim
n→∞

3
√
n3+2n−n
n+2 ; lim

n→∞
n
√
n8 + 4n; lim

n→∞

(
2n2

3n3−2 cos
2n+1
2n+4 −

(−1)n

n(n2+1)

)
.

8. lim
n→∞

(√
n2 + n+ 1−

√
n2 + 1

)
; lim

n→∞
1+3n+cosn
3n+sinn ; lim

n→∞
n−3+4n3

2n3+n+1 .

9. lim
n→∞

n
√
5n5 + 7n3 + 2; lim

n→∞
2n

2n2−1 cos
n+1
2n−1 ; lim

n→∞
2n+3n+n
2n+1+5n+1 .

10. lim
n→∞

n
(√

n4 + n+ 1−
√
n4 + 1

)
; lim

n→∞
n
√
6n3 + 2; lim

n→∞
4n+2n+n2

4n+2+n2 .

11. lim
n→∞

1
2+

1
22
+...+ 1

2n

1
3+

1
32
+...+ 1

3n
; lim

n→∞

(
3−n
2n+1 −

3n2+2
4n2+1

)
; lim

n→∞

(
2n − n5

) 1
n .

12. lim
n→∞

3
√
(n2 + n+ 1)2 − 3

√
(n+ 1)2; lim

n→∞

(
2n

2n2+1 sin
n−1
2n+1 +

(−1)nn2

n3+1

)
;

lim
n→∞

n4+4n+n+4
n3+3n+n+3 .

13. lim
n→∞

(
√
n2+1+n)

2

3
√
n6+1

; lim
n→∞

n
√
n3 + 4n + 1; lim

n→∞
n

1
3

(
3
√

(n2 + 1)2− 3
√

(n2 − 1)2
)
.

14. lim
n→∞

n
(

1
n3 +

2
n3 + . . .+ n

n3

)
; lim

n→∞

(√
n+ 2−

√
n+ 1

)
cosn; lim

n→∞
3n+4n+5n

2n+6n .

15. lim
n→∞

2n3−n2+3n−5
n2−n3+3 ; lim

n→∞
sin n+3

n

n+2 ; lim
n→∞

(√
n2 + 2− n

)
.

16. lim
n→∞

(
2n+1
n2 +

2n−1
2

3n+1

)
; lim

n→∞

(
cosn
n+1 + n2+6

n−2n2+3

)
; lim

n→∞

(√
2n−

√
2n2 + 3

)
.

17. lim
n→∞

1−n2+n
2n+6 ; lim

n→∞

(
sin(3−n)

n + 2n−3
2n+1

)
; lim

n→∞

(
3
√
1 + n3 − n

)
.

18. lim
n→∞

2n2+7n−1
1+2n2 ; lim

n→∞

(
cos(n+1)√

n
+ 3

3n2+3n+1

)
; lim

n→∞

(√
n2 − 1− n

)
.

19. lim
n→∞

(√
n2+ n+ 1−

√
n2− 4n+ 1

)
; lim

n→∞
3n+n2+sinn
3n+cosn ; lim

n→∞
n
√
3n + 3 + n.

20. lim
n→∞

1
1+

1
22+. . .+

1
2n−

n
2+2n ; lim

n→∞

(
3
√
n2 − 3

√
(n+ 1)2

)
; lim

n→∞
n
√
4n2 + 3n.
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МОНОТОННI ПОСЛIДОВНОСТI. УМОВИ
ЗБIЖНОСТI ПОСЛIДОВНОСТЕЙ.

Теоретичнi питання

1. Фундаментальнi послiдовностi. Критерiй Кошi збiжностi
числової послiдовностi.

Послiдовнiсть xn називається фундаментальною, якщо

(∀ε > 0) (∃N = N(ε)) (∀n > N) (∀p ∈ N) |nn+p − xn| < ε.

Критерiй Кошi: Для того, щоб послiдовнiсть xn була збiжною, необ-
хiдно й досить, щоб вона була фундаментальною.

2. Монотоннi послiдовностi. Умови збiжностi.
Послiдовнiсть xn називається монотонно зростаючою(спадною), якщо

кожен член починаючи з другого, бiльший(менший) вiд попереднього

∀n ∈ N xn < (>)xn+1.

Послiдовнiсть xn називається монотонно не спадною(не зростаючою),
якщо кожен член починаючи з другого, не менший(не бiльший) вiд по-
переднього

∀n ∈ N xn ≤ (≥)xn+1.

Не спаднi та не зростаючi послiдовностi називають монотонними, а
зростаючi та спаднi – строго монотонними.

3. Граничнi точки, нижня та верхня границi послiдовностей.
Точка x називається граничною точкою (частковою границею) послi-

довностi xn, якщо з неї можна видiлити пiдпослiдовнiсть xnk,, збiжну до
числа x.

Найбiльша(найменша) з усiх граничних точок послiдовностi xn нази-
вається верхньою(нижньою) границею та позначається x = limn→∞xn(x =
limn→∞xn).

4. Число Ейлера.

e = lim
n→∞

(
1 + 1

n

)n
.

Розв’язування типових задач

Завдання 1. Користуючись Критерiєм Кошi, довести збiжнiсть по-
слiдовностi

xn =
sin 1

2
+

sin 2

22
+ . . .+

sinn

2n
.
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Розв’язок. Згiдно критерiю Кошi, потрiбно довести, що

(∀ε > 0) (∃N = N(ε)) (∀n > N) (∀p ∈ N) |nn+p − xn| < ε.

|xn+p − xn| =
∣∣∣∣sin(n+ 1)

2n+1
+

sin(n+ 2)

2n+2
+ . . .+

sin(n+ p)

2n+p

∣∣∣∣ ≤
≤ |sin(n+ 1)|

2n+1
+

|sin(n+ 2)|
2n+2

+ . . .+
|sin(n+ p)|

2n+p
≤

≤ 1

2n+1
+

1

2n+2
+ . . .+

1

2n+p
≤

1

2n+1
+

1

2n+2
+ . . .+

1

2n+p
+

1

2n+p+1
+ . . . ≤

1
2n+1

1− 1
2

=
1

2n
< ε,

при довiльному n > [− log2 ε] = N(ε) та всiх натуральних p.
Завдання 2. Користуючись Критерiєм Кошi, довести розбiжнiсть
послiдовностi

xn = 1 +
1

2
+ . . .+

1

n
.

Розв’язок. Нехай ε довiльне число з iнтервалу
(
0, 12
)
. Оскiльки

|xn+p − xn| =
1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ . . .+

1

n+ p
>

p

n+ p
,

а при n = p

|xn+p − xp| >
1

2
> ε

для всiх n, то послiдовнiсть є розбiжною.
Завдання 3. Дослiдити на монотоннiсть послiдовностi:

а) xn =
n2

n2 + 1
; б) xn =

√
n+ 1−

√
n.

Розв’язок. Складемо рiзницю

xn+1−xn =
(n+ 1)2

(n+ 1)2 + 1
− n2

n2 + 1
=

(n+ 1)2(n2 + 1)−
(
(n+ 1)2 + 1

)
n2(

(n+ 1)2 + 1
)
(n2 + 1)

=

=
(n+ 1)2(n2 + 1− n2)− n2(

(n+ 1)2 + 1
)
(n2 + 1)

=
(n+ 1)2 − n2(

(n+ 1)2 + 1
)
(n2 + 1)

.
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Оскiльки xn+1−xn > 0, або одне й те саме, що xn+1 > xn при довiльному
натуральному n, то послiдовнiсть є зростаючою.
б) Складемо частку

xn+1

xn
=

√
(n+ 1) + 1−

√
n+ 1√

n+ 1−
√
n

=

√
n+ 2−

√
n+ 1√

n+ 1−
√
n

=(√
n+ 2−

√
n+ 1

) (√
n+ 2 +

√
n+ 1

) (√
n+ 1 +

√
n
)(√

n+ 1−
√
n
) (√

n+ 1 +
√
n
) (√

n+ 2 +
√
n+ 1

) =

=

(√
n+ 1 +

√
n
)(√

n+ 2 +
√
n+ 1

) < 1.

Оскiльки всi члени послiдовностi xn додатнi, то для довiльного n ∈ N iз
нерiвностi xn+1

xn
< 1 випливає, що xn+1 < xn. Отже, дана послiдовнiсть є

спадною.

Завдання 4. Знайдiть найбiльший член послiдовностi xn :

a) xn =
n2

2n
; б) xn =

√
n

100 + n
.

Розв’язок. а) Очевидно, що

xn+1

xn
=

(n+1)2

2n+1

n2

2n

=
1

2

(
1 +

1

n

)2

< 1

при довiльному натуральному n > 2, тобто при n > 2 послiдовнiсть
є монотонно спадною. Тому найбiльший елемент послiдовностi повинен
мiститись серед елементiв x1, x2, x3. Безпосередньою перевiркою знахо-
димо, що maxxn = x2 =

9
8 .

б) Виконаємо наступнi перетворення:

xn =

√
n

(
√
n− 10)2 + 20

√
n
=

1
(
√
n−10)2√
n

+ 20
.

Звiдси отримаємо, що xn ≤ 1
20 , причому знак рiвностi досягається при

n = 100. Вiдповiдно, maxxn = x100 =
1
20 .

Завдання 5. Користуючись теоремою про iснування границi монотон-
ної обмеженої послiдовностi, довести збiжнiсть наступних послiдов-
ностей:

а) xn =
1

5 + 1
+

1

52 + 1
+

1

53 + 1
+ . . .+

1

5n + 1
; б) xn =

n!

(2n+ 1)!!
.
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Розв’язок. а) Послiдовнiсть xn зростає, оскiльки xn+1 = xn +
1

5n+1+1 >
xn. Також вона є обмеженою:

xn =
1

5 + 1
+

1

52 + 1
+

1

53 + 1
+ . . .+

1

5n + 1
<

1

5
+

1

52
+

1

53
+ . . .+

1

5n
=

=
1
5 −

1
5n+1

1− 1
5

=
1

4

(
1− 1

5n

)
<

1

4
.

Таким чином, границя послiдовностi iснує.
б) Складемо спiввiдношення

xn+1

xn
=

(n+ 1)! · (2n+ 1)!!

(2n+ 3)!! · n!
=

n+ 1

2n+ 3
.

Оскiльки n+1
2n+3 <

1
2 для будь-якого n ≥ 1, то xn+1 <

1
2xn < xn. Отже, дана

послiдовнiсть є спадною.
Для будь-якого n ≥ 1 виконується нерiвностi 0 < xn ≤ x1 =

1
3 , тобто

послiдовнiсть є обмеженою, звiдки випливає, що й збiжною.
Знайдемо її границю. Позначимо c = lim

n→∞
xn. В силу вже обгрунтова-

ної збiжностi даної послiдовностi й lim
n→∞

xn+1 = c. Перейдемо до границi

в рiвностi xn+1 = xn · n+1
2n+3 .

lim
n→∞

xn+1 = lim
n→∞

n+1
2n+3 · limn→∞

xn,

звiдки c = 1
2c, c = 0. Отже, lim

n→∞
xn = 0.

Завдання 6. Для послiдовностi xn =
(3 cos π2n− 1)n+ 1

n
, n ∈ N знай-

ти lim
n→∞

xn, lim
n→∞

xn, sup
n∈N

xn, inf
n∈N

xn.

Розв’язок. Для n = 4k маємо:

xn =
3(cos 2πn− 1)n+ 1

n
=

2n+ 1

n
= 2 +

1

n
,

i, отже, lim
k→∞

x4k = 2, 2 < x4k < 2 + 1
4 , причому x4 = 9

4 .

Для n = 4k + 1 та n = 4k + 3 маємо:

xn =

(
3 cos

(
π
2 (4n+ 1)

)
− 1
)
n+ 1

n
=

−n+ 1

n
= −1 +

1

n
,

отже, −1 < xn < 0, lim
x→∞

x4k+1 = lim
x→∞

x4k+3 = −1.
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Для n = 4k + 2 маємо:

xn =

(
3 cos

(
π
2 (4n+ 2)

)
− 1
)
n+ 1

n
=

−4n+ 1

n
= −4 +

1

n
,

отже, −4 < xn < 0, lim
x→∞

x4k+2 = −4.

Таким чином, числа 2,−1, 4 є частковими границями даної послi-
довностi. Розглянутi чотири пiдпослiдовностi {x4k} , {x4k+1} , {x4k+2} ,
{x4k+3} разом складають всю дану послiдовнiсть, звiдки випливає, що
iнших часткових границь дана послiдовнiсть не має.

Верхня та нижня границi – це вiдповiдно найбiльша та найменша iз
часткових границь, тому

lim
n→∞

xn = 2, lim
n→∞

xn = −4.

З попереднiх викладок очевидно, що

sup
n∈N

xn =
9
4 , infn∈N

xn = −4.

Завдання 7. Обчислити границi

a) lim
n→∞

(
n− 3

n+ 2

)2n+1

, б) lim
n→∞

(
1 +

1

n2

)n
.

Розв’язок. а) Скористаємось вiдомою нам границею:

lim
n→∞

(
1 + 1

n

)n
= e.

a)

lim
n→∞

(
n− 3

n+ 2

)2n+1

= lim
n→∞

(
n+ 2− 5

n+ 2

)2n+1

=

= lim
n→∞

[(
1− 5

n+ 2

)−n+2
5

](− 5
n+2)(2n+1)

= e
lim
n→∞

− 5
n+2 (2n+1)

= e−10.

б)

lim
n→∞

(
1 +

1

n2

)n
= lim

n→∞

[(
1 +

1

n2

)n2] 1
n2

·n

= e
lim

n→∞
1
n = 1.
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Завдання для iндивiдуальної та самостiйної робiт

Завдання 1. Користуючись Критерiєм Кошi, довести збiжнiсть по-
слiдовностi:

1. xn = 1
2 +

1
22 + . . .+ 1

2n ;

2. xn = 1
1·2 +

1
2·3 + . . .+ 1

n·(n+1) ;

3. xn = 1
3 +

1
32 + . . .+ 1

3n ;

4. xn = 1
4+1 +

1
42+1 + . . .+ 1

4n+1 ;

5. xn = 1
2! +

1
3! + . . .+ 1

(n+1)! ;

6. xn = sin 1!
3 + sin 2!

32 + . . .+ sinn!
3n ;

7. xn = e−1

1·2 + e−2

2·3 + . . .+ e−n

n·(n+1) ;

8. xn = cos 12

2 + cos 22

22 + . . .+ cosn2

2n ;

9. xn = sin 1
22 + sin 2

32 + . . .+ sinn
n2 ;

10. xn = sin 1+cos 1
1·2 + sin 2+cos 2

2·3 + . . .+ sinn+cosn
n·(n+1) ;

11. xn = arctg 1
1·2 + arctg 2

2·3 + . . .+ arctg n
n·(n+1) ;

12. xn = sin 1·cos 2
4 + sin 2·cos 3

42 + . . .+ sinn·cos(n+1)
4n .

13. xn = 1
4 +

1
42 + . . .+ 1

4n ;

14. xn = 1
1·3 +

1
3·5 + . . .+ 1

n·(n+2) ;

15. xn = 1
3+1 +

1
32+1 + . . .+ 1

3n+1 ;

16. xn = 1
2! +

1
3! + . . .+ 1

(n+1)! ;

17. xn = cos 1
3 + cos 2

32 + . . .+ cosn!
3n ;

18. xn = 2−1

1·2 + 2−2

2·3 + . . .+ 2−n

n·(n+1) ;

19. xn = sin 12

2 + sin 22

22 + . . .+ sinn2

2n ;
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20. xn = sin 1
22 + sin 2

32 + . . .+ sinn
n2 ;

Завдання 2. Дослiдити на монотоннiсть послiдовностi:

1. xn = 1 + 1
22 +

1
32 + . . .+ 1

n2 . 11. xn = 3
√
n+ 1− 3

√
n.

2. xn = 2n−1
3n+4 . 12. xn = 1

n+1 + 3−n.

3. xn = n3 + 2n. 13. xn = ln
(
n2 + 2n+ 1

)
.

4. xn = n2

n2+10 . 14. xn = 2−n + 4−n.

5. xn = n4+3n2+1
n4+3n2+6 . 15. xn = log 1

3

1
n2 .

6. xn = 3− arcsin 1
n2+4 . 16. xn =

(
1 + 1

n

)n
.

7. xn = lg
(

n4

n4+8 + 1
)
. 17. xn = − 6

2n2+3n+6 .

8. xn = 1 + 1
2 +

1
3 + . . .+ 1

n . 178. xn = 3
√
n+ 2− 3

√
n+ 1.

9. xn = 3n−1
2−6n . 19. xn = 2−n + 1

n .

10. xn = 2n2−n+1
2n2−n+5 . 20. xn = log3

1
n .

Завдання 3. Знайти найбiльший елемент послiдовностi:

1. xn = n+4
n+3 . 6. xn = 21

n2+3n+2 .

2. xn = −2n−11
n+6 . 7. xn = −n2 + 4n+ 12.

3. xn = n2+3
n2+1 . 8. xn = n2+n+4

n2+n+3 .

4. xn = xn = −n2 + 6n− 7. 9. xn = −(2n+ 1)(3n− 9).

5. xn = 2n+7
2n+6 . 10. xn = 2+n+n2

1+n+n2 .

Знайти найменший елемент послiдовностi:

11. xn = 2n2 − 16n+ 25. 16. xn = 6n2 − 5n+ 1.

12. xn = n2

n2+2 . 17. xn = n+4
2n .

13. xn = n+ 1
n . 18. xn = 2(n+ 1)(n− 7).

14. xn = 2n2 + n− 1. 19. xn = 2n2 − 7n+ 6.

15. xn = 2n3+4
n3+3 . 20. xn = 2n+4

3n .
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Завдання 4. Користуючись теоремою про iснування границi моно-
тонної обмеженої послiдовностi, довести збiжнiсть наступних послi-
довностей:

1. xn = 1
3+5 +

1
32+5 + . . .+ 1

3n+5 . 8. xn = 1
2+2 +

1
22+3 + . . .+ 1

2n+(n+1) .

2. xn = 1 + 1
22 +

1
32 + . . .+ 1

n2 . 9. xn =
10·11·...·(n+9)
1·3·...·(2n−1) .

3. xn = 1 + 1
22 +

1
42 + . . .+ 1

(2n)2 . 10. xn = 5n

n! .

4. xn = 1 + 1
2+1 +

1
22+1 + . . .+ 1

2n+1 . 11. xn = 3n2−1
3n2 .

5. xn =
(
1 + 1

5

)
·
(
1 + 1

52

)
· . . . ·

(
1 + 1

5n

)
. 12. xn = 7n

n! .

6. xn = 1
3 +

1
3·5 + . . .+ 1

3·5·...·(2n+1) . 13. xn = 1 + 1
22 +

1
33 + . . .+ 1

nn .

7. xn =
(
1 + 1

2

)
·
(
1 + 1

22

)
· . . . ·

(
1 + 1

2n

)
. 14. xn =

(2n)!!
(2n+1)!! .

8. xn = 1
2+1 +

1
22+1 + . . .+ 1

2n+1 . 8. xn = 1
3+2 +

1
3+22 + . . .+ 1

3+2n .

9. xn = 1 + 1
32 +

1
52 + . . .+ 1

(2n−1)2 . 10. xn = 2n

n! .

10. xn =
(
1 + 1

3

)
·
(
1 + 1

32

)
· . . . ·

(
1 + 1

3n

)
. 12. xn = 4n

n! .

Завдання 5. Для послiдовностi xn знайти lim
n→∞

xn, lim
n→∞

xn, sup
n∈N

xn,

inf
n∈N

xn, якщо

1. xn = (−1)nn+ 1. 11. xn = (−1)n + cos πn.

2. xn = n(−1)n + 1. 12. xn = n sin πn
2 .

3. xn =
(−1)n

n + 1+(−1)n

2 . 13. xn = n+1
n+2 sin

2 πn
2 .

4. xn = 3
(
1− 1

n

)
+ 2(−1)n. 14. xn = 2n

2n+1 cos
2 πn

2 .

5. xn = n+1
n−1 cos

2 πn
2 . 15. xn =

n sin πn
2 +1

n+1 .

6. xn = 1 + 3(−1)
n(n−1)

2 . 16. xn =
((−1)n−1)n2+n+1

n .

7. xn = 2n−1
n+1 sin2 πn2 . 17. xn = n cos πn2 .

8. xn = n+1
n−1 sin

πn
2 . 18. xn =

n cos πn
2 +1

n+1 .

9. xn = 1 + 2(−1)
(n+1)(n+2)

2 . 19. xn =
((−1)n−1)n+1

n .

10. xn = n−1
2n+1 sin

2 πn
2 . 20. xn = n2 cos πn2 .
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Завдання 6. Обчислити границю

1. lim
n→∞

(
1− 1

n

)2n
. 11. lim

n→∞

(
2n+5
2n+6

)3n2+1
.

2. lim
n→∞

(
n+1
n−3

)n
. 12. lim

n→∞

(
7n2−n+1
7n2−n+7

)2n+3

.

3. lim
n→∞

(
2n−1
2n+1

)3n
. 13. lim

n→∞

(
−n2+3n+2
−n2+3n−2

)n2−2

.

4. lim
n→∞

(
n−1
n+3

)2n−5
. 14. lim

n→∞

(
4n2−3n

4n2−3n+3

)7n−3

.

5. lim
n→∞

(
1 + 1

n2

)n
. 15. lim

n→∞

(
1−2n2+4n
−2n2+4n−1

)5n−1

.

6. lim
n→∞

(
1− 1

n

)√n
. 16. lim

n→∞

(
n2−n+4
n2−n−1

)2n+2

.

7. lim
n→∞

(
n−2
n+3

)n2−3
. 17. lim

n→∞

(
n3+n+4
n3−n+1

)3n−3

.

8. lim
n→∞

(
1 + 1

2n

)n
. 18. lim

n→∞

(
2n−5
2n−6

)3n2+1
.

9. lim
n→∞

(
n−1
n+2

)n
. 19. lim

n→∞

(
3n2−n

3n2−n+3

)2n+3

.

10. lim
n→∞

(
2n−1
2n

)3n+1
. 20. lim

n→∞

(
n2+3n+2
n2+3n−2

)n2
.

ГРАНИЦЯ ФУНКЦIЇ

Теоретичнi питання

1. Означення границi функцiї на мовах ”ε− δ” околiв, послi-
довностей.

Число b називають границею функцiї f(x) в точцi x0, якщо

∀ε > 0 ∃δ = δ(ε) ∀x ∈ Df 0 < |x− x0| < δ |f(x)− b| < ε.

Число b називають границею функцiї f(x) в точцi a(при x→ a), якщо
для довiльної послiдовностi xn, xn ̸= a, збiжної до числа a, вiдповiдна
послiдовнiсть значень функцiї {f(xn)} збiгається до числа b(lim

x→a
f(x) =

b).
2. Властивостi границi функцiї.
Нехай функцiї f(x) та g(x) визначенi на однiй i тiй самiй множинi X,

x0 – гранична точка множини X. Якщо lim
x→x0

f(x) = b, lim
x→x0

g(x) = c, тодi
iснують
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1. lim
x→x0

(f(x)± g(x)) = b± c;

2. lim
x→x0

(f(x) · g(x)) = b · c;

3. lim
x→x0

(
f(x)
g(x)

)
= b

c (якщо c ̸= 0).

Розв’язування типових задач

Завдання 1. Користуючись означенням границi функцiї на мовi ”ε−
δ”, довести, що lim

x→2

3x+ 2

x− 1
= 8. Яким повинно бути δ, якщо ε = 0.001?

Розв’язок. Згiдно з означенням границi функцiї, ми повиннi довести
твердження:

(∀ε > 0) (∃δ = δ(ε) > 0) (∀x ∈ X) 0 < |x−2| < δ ⇒
∣∣∣∣3x+ 2

x− 1
− 8

∣∣∣∣ < ε.

(8)
Для знаходження числа δ залежного вiд ε, ми повиннi розв’язати нерiв-
нiсть (1) вiдносно |x− 2|. Як правило, така задача складна. Ми можемо
спростити останню нерiвнiсть в (1), замiнюючи її пiдсиленою, але та-
кою, що виконується при всiх достатньо маленьких |x−2|. Запишемо цю
нерiвнiсть в еквiвалентнiй формi:∣∣∣∣3x+2

x−1
−8

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣3x+2−8x+8

x−1

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ 5(x− 2)

(x− 2) + 1

∣∣∣∣ < ε, або
∣∣∣∣1+ 1

x− 2

∣∣∣∣ > 5

ε
.

Останню нерiвнiсть замiнимо на бiльш сильну:

1

|x− 2|
− 1 >

5

ε
(9)

або
|x− 2| < ε

5 + ε
. (10)

Виберемо додатнє число δ так, щоб виконувалась нерiвнiсть δ ≤ ε

5 + ε
.

Тодi при |x − 2| < δ буде виконуватись нерiвнiсть (3) (або ж (2)) i,
тим бiльше, нерiвнiсть (1). Якщо ε = 0.001, то в ролi δ можна взяти
0.001

5 + 0.001
≈ 0.0002.

Завдання 2. Користуючись означенням границi функцiї на мовi око-
лiв, довести, що

lim
x→−2

(4x3 − 3) = −35.
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Розв’язок. Потрiбно довести, що

(∀ε > 0) (∃δ > 0) (∀x ∈ X) x ∈ Ûδ(−2) ⇒ 4x3 − 3 ∈ Ûε(−35).

Умова 4x3 − 3 ∈ Ûε(−35) рiвносильна нерiвностi

|4x3 − 3− (−35)| = 4|x+ 2||x2 − 2x+ 4| < ε.

Для полегшення знаходження проколотого околу Ûδ(−2) на число δ по-
кладемо обмеження δ ≤ 1. Нехай x ∈ Ûδ(−2). Тодi |x + 2| < δ, або ж
−3 < x < −1, отже |x2−2x+4| ≤ 19. Знайдемо δ iз нерiвностi 4·19·δ < ε,
тобто покладемо δ <

ε

76
. Тодi x ∈ Ûδ(−2) ⇒ |4x3−3−(−35)| < 4 ·19 ·δ <

ε, тобто x ∈ Ûδ(−2) ⇒ f(x) ∈ Ûε(−35).

Завдання 3. Довести, що при x → 1 функцiя f(x) = sin
1

x− 1
не має

границi.
Розв’язок. Згiдно означення границi функцiї на мовi послiдовностей,
досить знайти двi послiдовностi {xn} i

{
x

′

n

}
такi, що xn → 1, x

′

n → 1 при
n→ ∞ та lim

n→∞
f(xn) ̸= lim

n→∞
f(x′n).

Покладемо xn = 1 +
1

nπ
, x′n = 1 +

2

(4n− 3)π
, n ∈ N .

Тодi f(xn) = sinnπ = 0 → 0, f(x′n) = sin
4n− 3

2
π = 1 → 1, при

n→ ∞.
Потрiбне твердження доведено.

Завдання 4. Обчислити границi:

a) lim
x→5

2x2 − 11x+ 5

3x2 − 14x− 5
; б) lim

x→π

sin2x

1 + cos3x
.

Розв’язок. Безпосереднє обчислення границi частки двох функцiй може
привести до невизначеностi виду 0

0 . Як правило, в таких випадках слiд
видiлити множники, за рахунок яких чисельник i знаменник прямують
до нуля. Скорочуючи дрiб на однаковi множники, можемо уникнути не-
визначеностi 0

0 . Виходячи iз сказаного,
а)

lim
x→5

2x2 − 11x+ 5

3x2 − 14x− 5
= lim

x→5

2(x− 5)(x− 1
2)

3(x− 5)(x+ 1
3)

= lim
x→5

2x− 1

3x+ 1
=

9

16
;
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б)

lim
x→π

sin2x

1 + cos3x
= lim

x→π

1− cos2x

1 + cos3x
= lim

x→π

(1 + cosx)(1− cosx)

(1 + cos x)(1− cosx+ cos2x)
=

= lim
x→π

1− cosx

1− cosx+ cos2x
=

2

3
.

Завдання 5. Знайти границю lim
x→6

√
3 + x−

√
2x− 3

3
√
x+ 2 + 3

√
4− 2x

.

Розв’язок. Як i в попереднiй задачi, маємо невизначенiсть 0
0 . Методика

знаходження подiбних границь така ж, як i в задачi 4, але для видiле-
ння вказаних множникiв ми множимо чисельник i знаменник дробу на
спряженi вирази, при цьому використовуємо формули скороченого мно-
ження:

lim
x→6

√
3 + x−

√
2x− 3

3
√
x+ 2 + 3

√
4− 2x

=

= lim
x→6

(
√
3+x−

√
2x−3)(

√
3+x+

√
2x−3)( 3

√
(x+2)2− 3

√
(x+2)(4−2x)+ 3

√
(4−2x)2)

( 3
√

(x+2)+ 3
√
4−2x)( 3

√
(x+2)2− 3

√
(x+2)(4−2x)+ 3

√
(4−2x)2)(

√
3+x+

√
2x−3)

=

= lim
x→6

(6− x)( 3
√
(x+ 2)2 − 3

√
(x+ 2)(4− 2x)− 3

√
(4− 2x)2)

(6− x)(
√
3 + x+

√
2x− 3)

=

= lim
x→6

3
√
(x+ 2)2 − 3

√
(x+ 2)(4− 2x)− 3

√
(4− 2x)2√

3 + x+
√
2x− 3

=
4 + 4 + 4

3 + 3
= 2

Завдання 6. Обчислити границi:

a) lim
x→∞

3x7−4x4+5x3−7x+1

4−2x3+3x5−x7
; б) lim

x→∞

2x+5 · 3x

3x+7
; в) lim

x→∞

ln (4x3−7x2+8)

ln (5x2+4x−3)
.

Розв’язок. При розкриттi невизначеностi ∞
∞ в нескiнченостi часто за-

стосовують дiлення чисельника i знаменника на деякий вираз. Так, на-
приклад:

a) lim
x→∞

3x7 − 4x4 + 5x3 − 7x+ 1

4− 2x3 + 3x5 − x7
= lim

x→∞

3− 4
x3 +

5
x4 −

7
x6 +

1
x7

4
x7 −

2
x4 +

3
x2 − 1

= −3;

б) lim
x→∞

2x + 5 · 3x

3x + 7
= lim

x→∞

(23)
x + 5

1 + 7
3x

= 5;
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в) lim
x→∞

ln(4x3 − 7x2 + 8)

ln(5x2 + 4x− 3)
= lim

x→∞

lnx3(4− 7
x +

8
x3 )

lnx2(5 + 4
x −

3
x2 )

=

= lim
x→∞

3 ln x+ ln(4− 7
x +

8
x3 )

2 ln x+ ln(5 + 4
x −

3
x2 )

= lim
x→∞

3 + ln(4−7/x+8/x3)
lnx

2 + ln(5+4/x−3/x2)
lnx

=
3

2
.

Завдання 7. Знайти границi :

a) lim
x→2

(
1

2 + x
− 12

x3 + 8

)
; б) lim

x→∞
(
√
x2 + 2x−

√
x2 + x).

Розв’язок. Невизначенiсть виду ∞ − ∞ зводиться до виду ∞
∞ , або 0

0
шляхом елементарних перетворень виразiв (зведення до спiльного зна-
менника, множенням i дiленням на спряжений вираз i т. д.)
а)

lim
x→2

(
1

2 + x
− 12

x3 + 8

)
= lim

x→2

x2 − 2x+ 4− 12

x3 + 8
=

= lim
x→2

(x+ 2)(x− 4)

(x+ 2)(x2 − 2x+ 4)
= lim

x→2

x− 4

x2 − 2x+ 4
= −1

2
;

б)

lim
x→+∞

(√
x2 + 2x−

√
x2 + x

)
=

= lim
x→+∞

(
√
x2 + 2x−

√
x2 + x)(

√
x2 + 2x+

√
x2 + x)

(
√
x2 + 2x+

√
x2 + x)

=

= lim
x→+∞

x

x(
√

1 + 2/x+
√

1 + 1/x)
=

1

2
.
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Завдання для iндивiдуальної та самостiйної робiт

Завдання 1. Користуючись рiзними означеннями границi функцiї, до-
ведiть, що:

1. lim
x→2

3x+6
2 = 6; 11. lim

x→−1

2x−6
3 = −8

3 ;

2. lim
x→1

√
x+ 3 = 2; 12. lim

x→8

√
x+ 1 = 3;

3. lim
x→2

cos 1
x−2 – не iснує; 13. lim

x→1
sin 1

x−1 – не iснує;

4. lim
x→−1

2x−6
3 = −8

3 ; 14. lim
x→−2

3x−2
3 = −8

3 ;

5. lim
x→8

√
x+ 1 = 3; 15. lim

x→−1

√
x+ 5 = 2;

6. lim
x→1

sin 1
x−1 – не iснує; 16. lim

x→−1
cos 1

x+1 – не iснує;

7. lim
x→−1

5x+6
2 = −1

2 ; 17. lim
x→1

7x−3
4 = 1;

8. lim
x→3

√
x+3
2 = 1

2 ; 18. lim
x→2

√
14 + x = 4;

9. lim
x→2

sin 1
x−2 – не iснує; 19. lim

x→3
cos 1

x−3 – не iснує;

10. lim
x→−2

8x+5
3 = −11

3 ; 20. lim
x→9

√
x+ 16 = 5.

ll

Завдання 2. Обчислiть границi функцiй:

1. a)lim
x→2

x3 − 2x2 − 4x+ 8

x4 − 8x2 + 16
; б) lim

x→∞

√
x2 + 1− 3

√
x2 − 1

4
√
x4 + 1− 5

√
x4 − 1

;

в)lim
x→3

√
3x+ 7−

√
2x+ 10√

4x+ 13−
√
x+ 22

; г) lim
x→π

4

tg 2x tg (
π

4
− x).

2. a) lim
x→

√
3

x2 − 3

x4 − 2x2 − 3
; б) lim

x→∞

(2x+ 3)3(3x− 2)5

(x2 + 5)4
;

в)lim
x→1

√
x+ 8−

√
8x+ 1

3(x− 1)
; г) lim

x→∞

(
x3

3x2 − 4
− x2

3x+ 2

)
.

3. a)lim
x→2

(x2 − x− 2)20

(x3 − 12x+ 6)10
; б) lim

x→∞

2
√
x+ 3 3

√
x− 7 5

√
x√

4x+ 5 + 3
√
x− 7

;

в)lim
x→0

3
√
27 + x− 3

√
27− x

x+ 2
3
√
x4

; г) lim
x→∞

(
√
9x2 − 4− 3x).
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4. a) lim
x→−2

2x2 + 5x+ 2

3x2 + x− 10
; б) lim

x→∞

ln(x3 + x− 2)

ln(x+ x2 − 7)
;

в) lim
x→−1

x+ 1√
6x2 + 3 + 3x

; г) lim
x→±∞

x(
√
x2+4− x).

5. a)lim
x→2

x3 + 3x2 − 9x− 2

x3 − x− 6
; б) lim

x→∞

(4 + x)(3− x)(3x2 − 7)

x4 + 3x− 1
;

в)lim
x→3

√
x+ 13− 2

√
x+ 1

3− 3
√
7x+ 6

; г) lim
x→π

2

(
2x tg x− π

cosx

)
.

6. a)lim
x→1

x3 − 3x+ 2

x4 − 4x+ 3
; б) lim

x→∞

(x−
√
x2 + 2)2 + (x+

√
x2 + 2)2

x2 + 3x− 1
;

в) lim
x→π

6

sin
(
x− π

6

)
√
3/2− cosx

; г)lim
x→1

(
3

1−
√
x
− 2

1− 3
√
x

)
.

7. a) lim
x→−3

x3 + 5x2 + 3x− 9

x3 − 3x2 − 45x− 81
; б) lim

x→∞

3 3
√
x+ 5

√
x+ 7 4

√
x√

x− 7 + 3
√
2x− 1

;

в) lim
x→∞

(
x3

3x2 − 1
− x2

3x+ 1

)
; г) lim

x→π
4

tg 2x

ctg(π
4−x)

.

8. a) lim
x→2

x3 − 2x2 − 4x+ 8

x2 − x− 2
; б) lim

x→∞

ln(x7 + 5x5 − 7)

ln(x3 + 3x+ 1)
;

в) lim
x→π

√
1− tg x−

√
1 + tg x

sin 2x
; г) lim

x→±∞
(
√
x2 + x+ 1−

√
x2 − x− 1).

9. a) lim
x→∞

4x3 − 2x− 4
3
√
x3 + 4x− 1

; б) lim
x→−1

x2 − 1

x2 + 3x+ 2
;

в) lim
x→π

4

1− ctg3 x

2− ctg x− ctg3 x
; г) lim

x→∞
x
1
3

(
(x+ 1)

1
3 − (x− 1)

1
3

)
.

10. a) lim
x→2

x3 − 2x2

x4 − 4x3 + 4x2
; б) lim

x→∞

(
x3

3x2 − 4
− x2

3x+ 2

)
;

в) lim
x→π

4

1− tg2 x

4 tg x− 5 + tg2 x
; г) lim

x→0

3
√
8 + 3x− x2 − 2

x+ x2
.

11. a) lim
x→−2

x3 + 3x2 + 2x

x2 − x− 6
; б) lim

x→∞

√
4x2 + 1− 3

√
x2 − 1

4
√
x4 + 1 + 5

√
1− 32x5

;

в) lim
x→1

sin(1− x)√
x− 1

; г) lim
x→±∞

(
√
4x2 + 3− 2x).
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12. a) lim
x→1

x3 − x2 − x+ 1

x3 − 3x+ 2
; б) lim

x→∞

(4x− 1)2(x+ 5)(2x− 3)

4x4 + 5x2 − 1
;

в) lim
x→0

√
cosx− 3

√
cosx

sin2 x
; г) lim

x→3

(
1

x2 − 9
− 7

x3 + 4x2 − 9x− 36

)
.

13. a) lim
x→2

x3 − 12x+ 16

x3 − 3x2 + 4
; б) lim

x→0

7x
3
√
6x− 1 + 3

√
2x+ 1

;

в) lim
x→0

tg x
4
√

(1− cosx)2
; г) lim

x→2

√
x+ 7− 3

√
2x− 3

3
√
x+ 6− 2 3

√
2x− 3

.

14. a) lim
x→1

2x2 − x− 1

x3 + 2x2 − x− 2
; б) lim

x→2

(
4

2x− x2
− 8

4− x2

)
;

в) lim
x→0

1− cos 2x

cos 7x− cos 3x
; г) lim

x→π
6

sin 6x tg
(π
6
− x
)
.

15. a) lim
x→−2

2x2 + 5x+ 2

2x3 + 7x2 + 6x
; б) lim

x→∞

√
x2+1

3
√
27x3+1

;

в) lim
x→0

1− cos 2x

cos 7x− cos 3x
; г) lim

x→∞

√
9 + 2x− 5
3
√
x2 − 4

.

16. a) lim
x→−2

(
1

2 + x
− 12

x3 + 8

)
; б) lim

x→π
2

cosx
3
√
(1− sinx)2

;

в) lim
x→∞

(
√
x2+4− x); г) lim

x→0

x2

5
√
1 + 5x− 1− x

.

17. a) lim
x→2

x2−5x+6
x2−7x+10 ; б) lim

x→∞

(√
x2 − 9x+ 1− x

)
;

в) lim
x→0

(
1

sinx
− 1

tg x

)
; г) lim

x→±∞
(
√
x2 + 3− x).

18. a) lim
x→∞

5x3−8x−7
3x2+7x+10 ; б) lim

x→−4

√
x+20−4
x3+64 ;

в) lim
x→7

2−
√
x− 3

x2 − 49
; г) lim

x→−3

(
1

x+ 3
− 6

9− x2

)
.

19. a) lim
x→∞

8x2−8x3+x+6
3x+2x2+10 ; б) lim

x→−4

√
x+12−

√
4−x

x2+2x−8 ;

в) lim
x→±∞

(
√
x2 + 5− x); г) lim

x→π
3

sin(x− π

3
)

1− 2 cos x
.

58



20. a) lim
x→∞

(2x+ 3)3(3x− 2)5

(x2 + 5)4
; б) lim

x→∞

ln(x3 + x− 2)

ln(x+ x2 − 7)
;

в) lim
x→π

6

sin
(
x− π

6

)
√
3/2− cosx

; г) lim
x→∞

(
x3

3x2 − 4
− x2

3x+ 2

)
.

ОДНОСТОРОННI ТА ≪ЧУДОВI≫ ГРАНИЦI

Теоретичнi питання

1. Означення одностороннiх границь на мовi ε − δ, околiв.
Зв’язок з границею.

Нехай x0 – гранична точка множини X, на якiй визначена функцiя
f(x). Число b називається лiвосторонньою(правосторонньою) границею
функцiї f(x) в точцi x0 якщо

∀ε > 0 ∃δ = δ(ε) ∀x ∈ (x0 − δ, x0) ((x0, x0 + δ)) |f(x)− b| < ε.

Функцiя f(x) має границю в точцi x0 тодi i тiльки тодi, коли в да-
нiй точцi iснуюють лiвостороння границя, правостороння границя i вони
спiвпадають мiж собою.

2. Формула для обчислення числа Ейлера.

e = lim
x→0

(1 + x)
1
x , e = lim

x→∞

(
1 + 1

x

)x
.

3. ≪Чудовi≫ границi.

lim
x→0

loga(1+x)
x = 1

ln a , lim
x→0

ax−1
x = ln a, lim

x→0

(1+x)a−1
x = a.

4. Границi степенево-показникових функцiй.

lim
x→a

(φ(x))ψ(x) = (1∞) = e
lim
x→a

ψ(x) lnφ(x)
=

e
lim
x→a

ψ(x) ln(1+(φ(x)−1))
= e

lim
x→a

ψ(x)(φ(x)−1)
.

Розв’язування типових задач

Завдання 1. Знайти одностороннi границi функцiй f(x) =
x

|x|
+ x2 в

точцi x = 0. Запишiть результат на мовi ≪ε− δ≫.
Розв’язок.

Якщо x > 0, то f(x) = 1 + x2. Отже, lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

(1 + x2) = 1.
На мовi ”ε− δ” це означає, що

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ R), 0 < x < δ ⇒

∣∣∣∣∣ x|x| + x2 − 1

∣∣∣∣∣ = x2 < ε.
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Легко бачити, що число ≪δ≫ повинно задовольняти нерiвностi 0 < δ ≤√
ε.

Якщо x < 0, то f(x) = x2 − 1. Отже, lim
x→0−

f(x) = −1. Це твердження
можна записати так:

(∀ε1 > 0)(∃δ1 > 0)(∀x ∈ R)− δ1 < x < 0 ⇒

∣∣∣∣∣ x|x| + x2 + 1

∣∣∣∣∣ = x2 < ε1.

З останнього запису видно, що δ1 повинно задовольняти нерiвностi 0 <
δ1 ≤

√
ε1.

Завдання 2. Знайти границю lim
x→−1

1 + 3
√
x

1 + 5
√
x
.

Розв’язок. Скористаємось теоремою про замiну змiнної пiд знаком гра-
ницi. Покладемо x = t15. Очевидно, що при x→ −1 t→ −1.

Отже,

lim
x→−1

1 + 3
√
x

1 + 5
√
x
= lim

t→−1

1 + t5

1 + t3
= lim

t→−1

(1 + t)(1− t+ t2 − t3 + t4)

(1 + t)(1− t+ t2)
=

5

3
.

Завдання 3. Знайти границю lim
x→∞

(
2x+ 3

2x− 1

)3x+5

.

Розв’язок. Пiд знаком границi маємо степенево-показниковий вираз,
основа якого прямує до 1, а показник – до нескiнченостi. Невизначеностi

типу 1∞ найчастiше розкривають за допомогою формули lim
x→∞

(
1+

1

x

)x

=

e. Пiсля простих перетворень одержуємо:

lim
x→∞

(
2x+ 3

2x− 1

)3x+5

= lim
x→∞

(2x+ 3)3x

(2x− 1)3x
· lim
x→∞

(
2x+ 3

2x− 1

)5

=

= lim
x→∞

[(
1 +

1
2x
3

)2x
3
]9
2

[(
1 +

1

−2x

)−2x
]−3

2

=
lim
u→∞

[
(1 + 1

u)
u
]9
2

lim
v→∞

[
(1 + 1

v)
v
]−3

2

=
e9/2

e−3/2
= e6.

Зауважимо, що ми користувались теоремами про границю добутку i
частки функцiй, про замiну змiнної пiд знаком границi, про перехiд до
границi в основi степеневої функцiї.
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Завдання 4. Знайти границю lim
x→0

x
√

cos
√
x.

Розв’язок. При розв’язаннi цiєї задачi зручно користуватися рiвнiстю:

lim
x→a

[u(x)]v(x) = e
lim
x→a

v(x)[u(x)−1]
.

Шляхом простих перетворень одержуємо:

lim
x→0

x
√
cos

√
x = lim

x→0
(cos

√
x)1/x = e

lim
x→0

(cos
√
x−1)· 1x = e

− lim
x→0

2 sin2(
√
x/2)

x =

= e
− lim

x→0

sin2(
√
x/2)

2(
√
x/2)2 = e

−1
2 =

1√
e
.

Завдання 5. Знайти границю lim
x→0

1− cos3 x

x sin 2x
.

Розв’язок. Скористаємось теоремами про границю добутку функцiй,

про замiну змiнної пiд знаком границi та формулою: lim
x→0

sin z

z
= 1.

lim
x→0

1− cos3 x

x sin 2x
= lim

x→0

(1− cosx)(1 + cos x+ cos2 x)

x sin 2x
=

= lim
x→0

2 sin2 x2 · (1 + cos x+ cos2 x)

x sin 2x
= lim

x→0

sin2 x2

4
(
x
2

)2 · 2x

sin 2x
·1 + cosx+ cos2 x

1
=

=
1

4
lim
x→0

(
sinx/2

x/2

)2

· lim
x→0

2x

sin 2x
· lim
x→0

(1 + cos x+ cos2 x) = 3/4.

Завдання 6. Знайти границю lim
x→a

ax − xa

x− a
, (a > 0).

Розв’язок. Скористаємось формулами lim
x→0

ax − 1

x
= ln a, lim

x→0

(1 + x)µ − 1

x
=

µ, також вiдомими теоремами про границю функцiй:

lim
x→a

ax − xa

x− a
= lim

z→0

az+a − (a+ z)a

z
= lim

z→0
aa ·

az − 1−
[(
1 + z

a

)a − 1
]

z
=

= lim
z→0

aa · a
z − 1

z
− lim

z→0

aa
(
1 + z

a

)a − 1

a · za
= aa(ln a− 1) = aa ln

a

e
.
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Завдання для iндивiдуальної та самостiйної робiт

Завдання 1. Знайдiть одностороннi границi функцiї f(x) в точцi
x0, якщо:

№ п/п x0 f(x) № п/п x0 f(x)

1. 1
1

3− 3
2

x−1

11. 1
{

3x+ 5, x ≤ 1;
x−3
x3+1 , x > 1.

2. 2
4− x2

|2− x|
12. 0

1

3 + 5
1

sinx

3. 0
tg x

x2 − 3x
13. 0

cos 2x

1− 3
1

sin 2x

4. 2 7
1

2−x 14. -3
2

1
x+3 − 1

2
1

x+3 + 1

5. 1
2

{ √
1− x2, 0 < x ≤ 1

2 ;
2− x, 1

2 < x ≤ 1
15. π

4

|tg(4x− π)|
2x− π

2

6. 1 4 +
1

2
x

1−x
16. 2

x3 − 8

|x− 2|
7. 0 arcctg 1

x 17. 0 arctg 1
x

8. 1
1

2− 2
3

x−1

18. 3 |3−x|
x2−9

9.
√
2

2− x2∣∣√2−
√
x
∣∣ 19. 0

1

1− 4
1

sinx

10. 2
(
1
2

) 1
2−x 20. -3

−2

2
1

x+3 + 1

Завдання 2. Знайдiть границi функцiй:

1. a) lim
x→∞

(
x2 + 2x− 1

x2 − 3x− 2

)1/x

; б) lim
x→0

(cosx)ctg
2 x;

в) lim
x→0

ex
4 − cosx2

x4
; г)lim

x→0

tg 2x− tg x

sin 2x− sinx
;

2. a) lim
x→∞

(
2x+ 7

2x− 1

)x+7

; б) lim
x→π

2

(
1 + cosx

1 + ctg x

) 1

x− π
2 ;

в)lim
x→0

ln cos 2x
4
√
1 + x2 − 1

; г)lim
x→a

secx− sec a

x− a
;
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3. a) lim
x→∞

(
x2 + x− 3

x2 + 4

)x2

; б)lim
x→0

(1 + tg2
√
x)

2

x3/2 ;

в)lim
x→0

ln cos ax

ln cos bx
; г) lim

x→0

x sinx

tg2 x+ 1− cos 2x
;

4. a) lim
x→a

(
sinx

sin a

) 1
x−a

; б)lim
x→0

e4x
2 − 1

ln cos 2x
;

в)lim
x→0

√
2−

√
1 + cos x

sin2 x
; г) lim

x→∞

(
2x+ 1

3x− 2

)x

;

5. а)lim
x→0

(
1 + tg x

1 + sinx

) 1
sinx

; б)lim
x→0

esin 2x − esinx

x
;

в)lim
x→0

√
2−

√
1 + cos x

sin2 x
; г) lim

x→∞

(
3x− 1

2x+ 2

)x

;

6. a) lim
x→∞

(
3x2 − 7

3x2 + 1

)4x2+7

; б) lim
x→π

4

(tg x)tg 2x;

в) lim
n→∞

n2 ln cos πn ; г) lim
x→−∞

ln(1 + 5ex)

ln (1 + 2e2x)
;

7. a) lim
x→∞

(
x2 − 2x+ 1

x2 − 4x+ 2

)x

; б)lim
x→1

(2− x)sec
πx
2 ;

в)lim
x→0

√
2 tg 6x√

1− cos 4x
; г)lim

x→0

ex
2 − cosx

x2
;

8. a)lim
x→0

ln cosx

x2
; б) lim

x→π
4

(sin 2x)tg
2 2x;

г)lim
x→0

tg x− sinx

x3
; д) lim

x→∞

(
x− 5

2x+ 3

)x+3

;

9. а)lim
x→1

(1 + sin πx)ctg πx; в)lim
x→0

ln cos 5x

ecosxe
√
1+4x2

;

г)lim
x→0

cos 3x− cos 2x

x2
; д) lim

x→∞

(
3x2 + 5

5x2 + 1

)x2

;
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10. а)lim
x→0

(1 + tg2
√
x)

2

x3/2 ; б)lim
x→0

ln (1 + 5x)

5x − 1
;

в)lim
x→0

√
cosx− 3

√
cosx

sin2 x
; г) lim

x→∞

(
x2 − 4

x2

)x2+5

;

11. а)lim
x→0

(
cosx

cos 2x

) 1
x2

; б)lim
x→0

ex − 5
√
1 + 10x

ln (1 + sin x)
;

в) lim
x→∞

(
2x− 1

2x+ 3

)3x−1

; г)lim
x→0

√
1 + tg x−

√
1 + sin x

x3
;

12. а) lim
x→∞

(
1 + x

2 + x

)1/x2

; б)lim
x→0

5sin
2 x − 1

ln (1− 4 tg2 x)
;

в)lim
x→0

sin 5x− sin 3x

sinx
; г)lim

x→2

x−2
√
5− 2x;

13. a)lim
x→0

[
tg

(
π

4
− x

)]ctg x
; б)lim

x→1

x−1

√
tg
πx

4
;

г)lim
x→0

1− cos 3x

x tg 2x
; д) lim

x→∞
x[ln (2 + x)− lnx];

14. a)lim
x→2

x−2

√
1 + sin

πx

2
; б) lim

x→∞

(
2x− 3

3x+ 5

)x−4

;

в)lim
x→2

ln cos (x− 2)
3
√
6 + x− 2

; г)lim
x→0

etg 2x − etg x

x
;

15. a) lim
x→∞

(
3x− 4

3x+ 2

)x+1
3

; б)lim
x→0

esin 3x − esinx

x
;

в) lim
x→0

1− cos 5x

x arcsin(2x)
; г) lim

x→0

x
√
1− 3x;

16. a) lim
x→∞

(
3x+ 5

3x− 1

)x+1

; б) lim
x→0

(cosx)
1

sin x ;

в)lim
x→0

x

e2x − e−2x
; д) lim

x→0

1

x
ln

√
1 + x

1− x
;

17. a) lim
x→∞

(
x2−2x+1
x2−3x+2

)x
2

; б)д)lim
x→0

tg x− tg 5x

x
;
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в) lim
x→∞

x2 ln
x2 + 1

x2
; д)lim

x→2

log2 (x− 1)√
5 + 2x− 3

;

18. a)lim
x→0

(cosx+ sinx)
1
x ; б)lim

x→1

(
3
√
6− 5x

)tg πx2

;

в)lim
x→1

√
tg πx

4 − 3
√
tg πx

4

x− 1
; г)lim

x→0

ln cos x

4

√
1 + x2

2 − 1
;

19. a) lim
x→∞

(
7x−3x3

−3x3+2x

)x
2

; б) lim
x→0

(
3
√
1− 4x

)ctg πx2

;

в) lim
x→∞

ln(1 + 2−x
2

)

ln (1 + 3−x3)
; г) lim

x→1

x2+x−2
x3−1 ;

20. a) lim
x→∞

(
2x−10
2x+3

) 2x+1
3 ; б) lim

x→∞

(
sin

2

x
+ cos

2

x

)x2

;

в)lim
x→0

e2x − 5
√
1 + x

ln (1 + sin 2x)
; г) lim

x→−2

x3−8
x2+3x+2 .

НЕСКIНЧЕННО МАЛI ТА ВЕЛИКI ФУНКЦIЇ

Теоретичнi питання

1. Нескiнченно малi та нескiнченно великi функцiї.
Функцiя α(x) зназивається нескiнченно малою в точцi x0 якщо

lim
x→x0

α(x) = 0.

Функцiя f(x) зназивається нескiнченно великою в точцi x0 якщо

lim
x→x0

f(x) = ∞.

Якщо α(x) є нескiнченно малою в точцi x0, при цьому поблизу цiєї
точки значення функцiї не перетворюється в нуль, тодi 1

α(x) є нескiнченно
великою в точцi x0. I навпаки, якщо f(x) є нескiнченно великою в точцi
x0, то 1

f(x) є нескiнченно малою в точцi x0.
2. Порiвняння нескiнченно малих та нескiнченно великих

функцiй.
Нехай α(x) та β(x) двi нескiнченно малi функiх в точцi x0.
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1. Якщо lim
xtox0

α(x)
β(x) = konst ̸= 0, то α(x) та β(x) називають нескiнчен-

но малими однакового порядку в точцi x0. Позначають цей факт
α(x) = O(β(x)) при x→ x0.(O-велике – символ Ландау.)

2. Якщо lim
xtox0

α(x)
β(x) = 1, то α(x) та β(x) називають еквiвалентними не-

скiнченно малими в точцi x0. Позначають цей факт α(x) ∼ β(x)
при x→ x0.

3. Якщо lim
x→x0

α(x)
β(x) = 0, то α(x) називають нескiнченно малою вищо-

го порядку в порiвняннi з β(x) в точцi x0. Позначають цей факт
α(x) = o(β(x)) при x→ x0.(o-мале – символ Ландау.)

3. Порядок нескiнченно малих i великих функцiй. Видiлення
головної частини.

Якщо lim
x→x0

α(x)

(β(x))
k = konst ̸= 0, то α(x) називають нескiнченно малою

k-го порядку в порiвняннi з β(x) в точцi x0, тобто α(x) = O((β(x))k) при
x→ x0.

Якщо iснують константи c та n такi, що lim
x→x0

α(x)

c(β(x))
k = 1, то cβk(x)

називаються головною частною нескiчненно малої α(x) при x→ x0.
4. Еквiвалентнi нескiнченно малi для елементарних фун-

кцiй.

ax − 1 ∼ x ln a, loga(1 + x) ∼ x
ln a , (1 + x)a − 1 ∼ ax при x→ 0.

x ∼ sinx ∼ tg x ∼ arcsinx ∼ arctg x ∼ ln(1 + x) ∼ ex − 1 при x→ 0.

Розв’язування типових задач

Завдання 1. Визначити, якi з наведених функцiй будуть нескiнченно
малими одного порядку, нижчого або вищого порядку в порiвняннi з
нескiнченно малою β(x) = x при x→ 0 :

a) α(x) =
√
4 + 3x−

√
x+ 4, б) α(x) = 4

√
sin3 2x.

Розв’язок. Знайдемо границю вiдношення функцiй y = α(x) i y = x
при x→ 0 :
a)

lim
x→0

√
4 + 3x−

√
x+ 4

x
= lim

x→0

4− 3x− x− 4

x(
√
4 + 3x+

√
x+ 4)

=

= lim
x→0

2√
4 + 3x+

√
x+ 4

=
1

2
;
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б) lim
x→0+

4
√
sin3 2x

x
= lim

x→0+

(sin 2x)3/4

x(2x)3/4
· 2

3/4

x1/4
= +∞.

В першому випадку нескiнченно малi функцiї y = α(x) i y = x при x→ 0
одного порядку, а в другому випадку функцiя y = α(x) нескiнченно мала
нижчого порядку в порiвняннi з y = x.
Завдання 2. Визначити порядок нескiнченно малої функцiї f(x) =
ln
(
1 + x2 + x3

)
в порiвняннi з y = x при x→ 0.

Розв’язок. Нехай порядок малостi функцiї f(x) дорiвнює k. Тодi гра-

ниця lim
x→0

ln
(
1 + x2 + x3

)
xk

повинна мати скiнченне значення, вiдмiнне вiд
нуля. Використовуючи ≪чудову≫ границю для логарифма одержимо:

lim
x→0

ln (1 + x2 + x3)

xk
= lim

x→0

ln (1 + x2 + x3)

x2 + x3
· x

2 + x3

xk
= lim

x→0
x2−k

Остання границя має потрiбне значення (рiвне 1) при k = 2. Це означає,
що функцiя f(x) є нескiнченно малою другого порядку в порiвняннi з
y = x при x→ 0.
Завдання 3. Довести рiвнiсть arcsin(

√
4 + x2−2) = O∗(x2) при x→ 0.

Розв’язок. Потрiбно довести, що lim
x→0

arcsin(
√
4 + x2 − 2)

x2
має скiнченне

значення. Це дiйсно так:

lim
x→0

arcsin(
√
4 + x2 − 2)

x2
= lim

x→0

(
√
4 + x2 − 2)

x2
= lim

x→0

x2

x2(
√
4 + x2 + 2)

=
1

4
.

Завдання 4. Видiлити головний член виду C

(
1

x− 1

)α
нескiнченно

великої функцiї A(x) =
1

tg2 πx
при x→ 1.

Розв’язок. Згiдно означення, y = B(x) є головною частиною нескiн-

ченно великої функцiї y = A(x) при x → x0, якщо lim
x→x0

A(x)

B(x)
= 1. Ми

повиннi визначити число C i n так, щоб виконувалась остання рiвнiсть
при B(x) = C

(
1

x−1

)n i x0 = 1.

lim
x→1

1
tg2 πx

C
(

1
x−1

)n = lim
x→1

(x− 1)n

C tg2 πx
= lim

z→0

(z)n

C tg2 π(z + 1)
= lim

z→0

(πz)2

tg2 πz
· z

n−2

Cπ2
= 1

при n = 2 i C = 1
π2 . Отже, головною частиною нескiнченно великої фун-

кцiї A(x) є B(x) =
1

π2(x− 1)2
.
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Завдання 5. Обчислити границю lim
x→0

sin 3
√
x ln (1 + 6x)

(arctg
√
x)2(e5

3
√
x − 1)

.

Розв’язок. Скористаємось теоремою про замiну нескiнченно малих фун-
кцiй пiд знаком границi на еквiвалентнi. Якщо y = α(x) – нескiнченно
мала функцiя при x → x0, то sinα(x) ∼ α(x), arctgα(x) ∼ α(x), ln(1 +
α(x)) ∼ α(x), eα(x) − 1 ∼ α(x), тому

lim
x→0

sin 3
√
x ln (1 + 6x)

(arctg
√
x)2(e5

3
√
x − 1)

= lim
x→0

3
√
x6x

x5 3
√
x
=

6

5
.

Завдання 6. Обчислити границю lim
x→0

√
1 + x2 − cos 3x

tg x ln (1 + x)
.

Розв’язок. Замiняти нескiнченно малi доданки в алгебраїчнiй сумi на
еквiвалентнi нескiнченно малi, взагалi кажучи, не можна. Це може при-
вести до помилкового результату. В таких випадках можна скористатися
спiввiдношеннями (при x→ 0):
1. sinx = x+ o(x), 2. cosx = 1− x2

2 + o(x2),
3. ln (1 + x) = x+ o(x), 4. ex = 1 + x+ o(x),
5. (1 + x)α = 1 + αx+ o(x), 6. n

√
1 + x = 1 + x

n + o(x).
В загальному випадку, якщо α(x) ∼ β(x) при x → x0, то α(x) = β(x) +
o(x− x0).

Враховуючи сказане, можемо написати:

lim
x→0

√
1 + x2 − cos 3x

tg x ln (1 + x)
= lim

x→0

1 +
x2

2
+ o(x2)−

[
1− 9x2

2
+ o(x2)

]
x · x

=

= lim
x→0

5x2 + o(x2)

x2
= lim

x→0

[
5 +

o(x2)

x2

]
= 5.

Завдання 7. Обчислити наближено
√
9, 075.

Розв’язок. Оскiльки
√
1 + x−1 ∼ x

2 , то
√
1 + x ∼ 1+ x

2 . Скористаємось
цiєю наближеною рiвнiстю:√

9, 075 =
√
9 + 0, 075 = 3

√
1 + 0, 025 ≈ 3

(
1 +

0, 025

2

)
= 3, 0375.

Завдання для iндивiдуальної та самостiйної робiт

Завдання 1. Порiвняйте нескiнченно малу функцiю y = α(x) з не-
скiнченно малою y = β(x), а нескiнченно велику функцiю y = A(x) з
нескiнченно великою y = B(x) при x→ x0.
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№ п/п x0 α(x) β(x) № п/п x0 A(x) B(x)

1. 0 sin
√
x
√
x

√
x2 +

√
x3 2. 0

1

tg x+ x

1

2 sin x

3. 0 sinx−cos2 x+1 x 4. 1
x2

x2 − 1

x
3
√
1− x3

5. 0
x

x− 1
x tg x+ sin2 x 6. 0

1

2
√
sinx

1

tg x+ x2

7. 0
√
x2 + 3x− x 3

√
x2 − x+

√
x 8. 0

1

tg x

1

2x3 + 3x2

9. 0 2x − cosx sin
(√
x+2−

√
2
)

10. 2
1

(x− 2)2
1

sin πx

11. 0 ln2(1 + 3x) x 12. 0 ctg2 3x
1

x

13. 0 3
√
x − 1 2

√
sinx 14. 0

1

1−cos
√
x

1

x4+
√
x

15. 0 arctg
1

3
√
x

x 16. 2 tg
1

x− 2

1

x− 2

17. 0
√
x+

√
x sinx 18. −∞ 1

ex
1

2x
19. 0 ex

2 − cosx x 20. ∞ x3 ex

Завдання 2. Визначте порядок нескiнченно малої функцiї y = α(x)
у порiвняннi з нескiнченно малою y = β(x), а нескiнченно великої фун-
кцiї y = A(x) з нескiнченно великою y = B(x) при x→ x0.

№ п/п x0 α(x) β(x) № п/п x0 A(x) B(x)

1. 0 cos 3x− cosx x 2. 1
sinx

3
√
1− x2

1

1− x

3. 2 3
√
sin πx x− 2 4. 0 ctg 3

√
x 3
√
x

1

x

5. 0 2 sin4 x− x5 x 6. 1
1

ecos
πx
2 − 1

1

x− 1

7. 0 1−2 cos
(
x+ π

4

)
x 8. 0

1− 2x+ x2

3x3
1

x

9. 0 sin 2x− 2 sin x x 10. 1

√
1 + x

1− x

1

x− 1

11. 0 cosx− 3
√
cosx x 12. 2 1

ex−2+cos(x−2)

1

x− 2

13. 0 ln
(
1 +

√
x sinx

)
x 14. 0

ctg πx
2√

1 + x2
1

x
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15. 0
√
cos 2x− 1 sinx 16. 0

x+ 2

x2
√
x

1

x

17. 0 3 sin 3x− 1 x 18. 0
x2 − 3x+ 4√

x
√
x

1

x

19. 0 sin
(√

16 + x− 4
)

x 20. 1

√
2x+ 3

2x− 2

1

x− 1

Завдання 3. Видiлiть головний член виду y = v(x) нескiнченно
малої або нескiнченно великої функцiї y = u(x)при x→ x0:

№ п/п x0 u(x) v(x) № п/п x0 u(x) v(x)

1. 0
√
1 + sin 3x− 1 cxn 2. 1 ctg2 πx c

(
1

x−1

)n
3. 0 3

√
x2 −

√
x3 cxn 4. 0

1

x
sin

1

x
c

(
1

x

)n
5. 1 3

√
1−

√
x c(x− 1)n 6. 1

x
3
√
1− x3

c

(
1

x−1

)n
7. 0

√
1−2x− 3

√
1−3x cxn 8. 0

1

sin2 x+ x4
c

(
1

x

)n
9. 0 cosx− cos 2x cxn 10. +∞

√
x− x10

x7 + x
√
x+ 3

cxn

11. 0 tg x2 sin
√
x cxn 12. 0

1

tg3 x− sin2 x
c

(
1

x

)n
13. 1 ln

(
x2 + 2x− 2

)
c (x− 1)n 14. +∞

√
4+x−

√
4−x c

(
1

x

)n
15. 0

√
1− x−

√
1 + x cxn 16. 0

1

x sinx
c

(
1

x

)n
17. 0 x (sinx− sin 3x) cxn 18. +∞

√
2+x−

√
2−x c

(
1

x

)n
19. 1 tg

(
x− x2

)
c (x− 1)n 20. 0

1

x2 cosx3
c

(
1

x

)n
Завдання 4. Обчислiть границю функцiй, користуючись правилом

замiни нескiнченно малих:

1. lim
x→0

arcsin x√
1−x2

ln(1− x)
; 2. lim

x→0

1− cos 4x

2 sin2 x+ x tg 7x
;

3. lim
x→0

x3 + (cos x− 1)2

3 arcsin3 x
; 4. lim

x→0

ln cosx
4
√
1 + x2 − 1

;
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5. lim
x→0

ln (2− cos 2x)

ln2 (1 + sin 3x)
; 6. lim

x→0

arcsin 9x2 tg x2

2

sin3 x(e
x
4 − 1)

;

7. lim
α→0

ln (1 + 8α) sin2 α2
tg2 α4 sin 6α

; 8. lim
x→0

ln (1− sin 4x)

esin 5x − 1
;

9. lim
x→0

arcsin
√
x

3
√
ex − 1 6

√
tg x

; 10. lim
x→0

arctg x2

arcsin 3x sin x
2

;

11. lim
x→0

sin
√
x ln (1 + 3x)

(arcsin
√
x)2(e5

3
√
x − 1)

; 12. lim
x→0

sin2 2x3 ln2 (1 + 2x)

sin2 6x(e3x2 − 1)
;

13. lim
x→0

arcsin
3
√
x4 sin2 2x3

x2 tg2 4x2 3
√
ex − 1

; 14. lim
x→0

ln (1 + 3x2 + 4x3)

ln (1− 2x2 − 7x3)
;

15. lim
x→0

eπx − 1
3
√
1 + x− 1

; 16. lim
x→π

2

2cos
2 x − 1

ln sin x
;

17. lim
x→0

2
√
x − cosx

sin
√
x

; 18. lim
x→0

√
4 + x− 2

sin πx+ x
,

19. lim
x→π

4

ln tg x

cos 2x
; 20. lim

x→0

ln (1 + sin 2x)

ln (1− sin 3x)
.

НЕПЕРЕРВНI ТА РIВНОМIРНО НЕПЕРЕРВНI
ФУНКЦIЇ. ТОЧКИ РОЗРИВУ.

Теоретичнi питання

1. Неперевнiсть функцiй в точцi та на множинi.
Функцiя f(x) називається неперервною в точцi x0 якщо lim

x→x0
f(x) =

f(x0).

Для неперевної в точцi x0 функцiїї lim
x→x0

f(x) = f

(
lim
x→x0

x

)
.

Умову неперевностi функцiї f(x) в точцi x0 можна також записати

lim
∆x→0

∆f(x0) = lim
∆x→0

(f(x0 + δx)− f(x0)) = 0,

або

f(x0 − 0) = lim
x→x0−0

f(x) = lim
x→x0+0

f(x) = f(x0 + 0).

Функцiя f(x) називається неперервною на множинi X якщо вона не-
перервна в кожнiй точцi x0 ∈ X.

2. Класифiкацiя точок розриву.
Точка x0, в якiй функцiя f(x) не є неперевною називається точкою

розриву.
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Якщо x0 – точка розриву функцiї f(x), але в нiй iснують скiнченнi
одностороннi границi f(x0 − 0) та f(x0 +0), то вона називається точкою
розриву першого роду. Якщо ж ще й f(x0 − 0) = f(x0 + 0), то усувною
точкою розриву.(Функцiю можна довизначити, поклавши f(x0) = f(x0−
0) = f(x0 + 0).)

Точка x0 називається точкою розриву другого функцiї f(x) якщо хоча
б одна iз одностороннiх границь f(x0 − 0) або f(x0 + 0) не iснує або
дорiвнює нескiнченостi.

3. Рiвномiрна неперевнiсть функцiй. Теорема Кантора.
Функцiя f(x) називається рiвномiрно неперервною на множинiA якщо

∀ε > 0 ∃δ = δ(ε) ∀x′, x′′ |x′ − x′′| < δ |f(x′)− f(x′′)| < ε.

Якщо функцiя f(x) неперевна на обмеженiй замкненiй множинi A,
то вона буде й рiвномiрно неперервна на A.

Розв’язування типових задач

Завдання 1. Виходячи з означення неперервностi функцiї в точцi на
мовi ”ε− δ”, довести неперервнiсть слiдуючих функцiй:

a) f(x) =
√
x+ 4 в точцi x = 5;

б) f(x) = sin(2x− 3) в довiльнiй точцi x0.

Розв’язок. а) Знаходимо область визначення функцiї f .

D(f) = {x ∈ R : x+ 4 ≥ 0} = [−4;+∞].

Очевидно, 5 ∈ D(f) i f(5) =
√
5 + 4 = 3. Згiдно означення неперервностi

функцiї в точцi на мовi ”ε− δ” ми повиннi довести, що

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ D(f))|x− 5| < δ ⇒ |
√
x+ 4− 3| < ε (1)

Визначимо δ в залежностi вiд ε так, щоб виконувалась остання iмплi-

кацiя. Нехай x ≥ −4 i |x − 5| < δ. Тодi |
√
x+ 4 − 3| =

∣∣∣∣∣ x− 5√
x+ 4 + 3

∣∣∣∣∣ =
|x− 5|

|
√
x+ 4 + 3|

≤ |x− 5|
3

<
δ

3
. Якщо δ ≤ 3ε, то iз попереднiх спiввiдно-

шень випливає, що |
√
x+ 4− 3| < ε. Отже, при 0 < δ < 3ε справедливе

твердження (1).
б) Маємо D(f) = R, f(x0) = sin (2x0 − 3). Фiксуючи довiльне додатнє
число ε, ми повиннi знайти каке додатнє число δ, щоб при довiльному
x ∈ R виконувалась iмплiкацiя

|x− x0| < δ ⇒ | sin (2x− 3)− sin (2x0 − 3)| < ε (2)
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Нехай справедливо |x−x0| < δ. Тодi, враховуючи нерiвностi | cosx| ≤
1 i | sinx| ≤ x можемо написати

| sin (2x− 3)−sin (2x0 − 3)| = 2| sin (x− x0) cos (x+ x0)| ≤ 2|x−x0| ≤ 2δ.

Отже, для справедливостi iмплiкацiї (2), на δ ми повиннi накласти
обмеження 2δ ≤ ε, тобто δ ≤ ε

2
.

Завдання 2. Знайти точку розриву функцiї f(x) та дослiдити їх
характер, якщо

f(x) =


ln |x| , x ∈ (−∞; 0),

1

1− e
x

1−x

, x ∈ (0; 1, 5],

x2 + 1, x ∈ (1, 5; 2],
5, x ∈ (2;+∞).

Розв’язок. Iз задання функцiї видно, щоD(f) = R\{0, 1}. На iнтервалi
(−∞, 0) справедлива рiвнiсть f(x) = ln (−x) i функцiя f неперервна.
Дiйсно, вона являє собою композицiю двох неперервних функцiй z = −x,
x ∈ (−∞, 0) i y = ln z, z ∈ (0,∞). Для кожної точки x0 ∈ (1, 5; 2)
iснує окiл, що належить даному iнтервалу, i в ньому f(x) = x2 + 1. Iз
неперервностi елементарної функцiї y = x2 + 1 випливає, що функцiя f
неперервна в точцi x0. Аналогiчно, функцiя f неперервна на iнтервалi
(2,∞). На iнтервалах (0, 1) i (1; 1, 5) функцiя f також неперервна, як

композицiя трьох неперервних функцiй: z =
x

1− x
, u = ez, v =

1

1− u
.

Точка 0 i 1 завiдомо точки розриву. Для дослiдження зарактеру цих
точок розриву знаходимо одностороннi границi:

f(0− 0) = lim
x→0−

ln(−x) = lim
x→0+

ln(z) = −∞,

f(0 + 0) = lim
x→0+

1

1− e
x

1−x

= −∞,

f(1− 0) = lim
x→1−

1

1− e
x

1−x

= 0,

f(1− 0) = lim
x→1+

1

1− e
x

1−x

= 1.

Iз цих рiвностей видно, що x = 0 – точка розриву 2-го роду, а x = 1 –
точка розриву першого роду. В точцi x = 1 функцiя f розривна як злiва,
так i справа. Стрибок в нiй дорiвнює 1.

Ми повиннi дослiдити ще точки x = 1, 5 i x = 2, оскiльки в будь-
якому достатньо малому їх околi функцiя f задається двома рiзними
формулами.
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f(1, 5− 0) = lim
x→1,5−

1

1− e
x

1−x

=
1

1− e−3
= f(1, 5),

f(1, 5 + 0) = lim
x→1,5+

(x2 + 1) = 3, 25 ̸= f(1, 5),

тому x = 1, 5 є точкою розриву 1-го роду. Функцiя в цiй точцi неперервна
злiва i розривна справа. Стрибок дорiвнює 3, 25− 1

1−e−3 . Аналогiчно,

f(2− 0) = lim
x→2−

(x2 + 1) = 5 = f(2),

f(2 + 0) = lim
x→2+

5 = f(2),

отже, функцiя f неперервна в точцi x = 2.

Завдання 3. Чи можливо продовжити функцiю f(x) =

√
1 + x− 1

x
на вiдрiзку [−1,+∞), так продовження F було неперервною функцiєю?
Розв’язок. Очевидно, D(f) = [−1, 0) ∪ (0,+∞). Функцiя f як частка
неперервних функцiй, неперервна. Однак, 0 /∈ D(f), отже x = 0 – точ-
ка розриву функцiї f. Дослiдимо характер цiєї точки розриву, для чого
знайдемо границю

lim
x→0

f(x) = lim
x→0

√
1 + x− 1

x
= lim

x→0

x

x
(√

1 + x+ 1
) = lim

x→0

1√
1 + x+ 1

=
1

2
.

Iз iснування скiнченної границi випливає, що x = 0 – усувна точка роз-
риву функцiї f. Можна усунути розрив, продовживши функцiю f до
функцiї

F (x) =

{
f(x), якщо x ∈ D(f),
1
2 , якщо x = 0.

Функцiя F неперервна на промiжку [−1,∞) .
Завдання 4. Дослiдити на рiвномiрну неперервнiсть функцiю:

а) f(x) =
√
x; б) g(x) = ln x;

в) h(x) =
sinx

x
, x ∈ (0, 1]; г) u(x) = arctg x.

Розв’язок. a) Функцiя f1(x) =
√
x, x ∈ [0, 1] рiвномiрно неперервна

на основi теореми Кантора. Доведемо рiвномiрну неперервнiсть функцiї
f2(x) =

√
x, x ∈ [1,+∞]. Згiдно означення рiвномiрної неперервностi

функцiї, ми повиннi довести, що

(∀ε > 0) (∃δ > 0)
(
∀x′

, x
′′ ∈ (1,+∞)

) ∣∣x′ − x
′′∣∣ < δ ⇒

∣∣∣√x′ −
√
x′′
∣∣∣ < ε.
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Проводячи очевиднi перетворення i оцiнки в дослiджуванiй областi, одер-
жимо ∣∣∣√x′ −

√
x′′
∣∣∣ = ∣∣x′ − x

′′∣∣∣∣∣√x′ +
√
x′′
∣∣∣ ≤ 1

2

∣∣x′ − x
′′∣∣ ≤ 1

2
δ.

Якщо 1
2δ < ε, тобто δ < 2ε, то як тiльки

∣∣x′ − x
′′∣∣ < δ ⇒

∣∣∣√x′ −
√
x′′
∣∣∣ < ε.

Таким чином рiвномiрна неперервнiсть функцiї f2 доведена.
Оскiльки D(f) = D(f1) ∪D(f2) i

f(x) =

{
f1(x), якщо x ∈ [0, 1];
f2(x), якщо x ∈ (1,+∞),

то функцiя f рiвномiрно неперервна на множинi [0,+∞).
б) З вигляду графiка функцiї g(x) = ln x приходимо до висновку, що
дана функцiя не є рiвномiрно неперервною. Доведемо це. Заперечуючи
умову рiвномiрної неперервностi, можемо записати

(∃ε > 0) (∀δ > 0)
(
∃x′

, x
′′ ∈ (0,+∞)

) ∣∣x′ − x
′′∣∣ < δ ⇒

∣∣lnx′ − lnx
′′∣∣ ≥ ε.

Дане твердження доводиться вибором числа ε та точок x′
, x

′′ слiдуючим

чином: ε = ln 2, x
′
= δ, x

′′
=
δ

2
.

Очевидно,
∣∣x′ − x

′′∣∣ = δ

2
< δ,

∣∣lnx′ − lnx
′′∣∣ = x

′

x′′ = ln 2 = ε i твер-
дження доведено.
в) функцiя h неперервна як частка неперервних функцiй iз знаменни-

ком вiдмiнним вiд нуля. Iснує скiнченна границя lim
x⇒0−

sinx

x
= 1. Отже,

функцiю h можна продовжити до неперервної функцiї

H(x) =

{
sinx

x
, якщо x ∈ (0, 1];

1, якшо x = 0

заданої на сегментi [0, 1]. Згiдно теореми Кантора, H є рiвномiрно не-
перервною на [0, 1]. Функцiя h як звуження рiвномiрно неперервної H,
також рiвномiрно неперервна.
г) Для доведення рiвномiрної неперервностi скористаємось теоремою:
≪Якщо на множинi X функцiя f має обмежену похiдну f ′

, то функцiя
f на цiй множинi є рiвномiрно неперервною≫. Знайдемо похiдну функцiї

u : u
′
=

1

1 + x2
. Очевидно, що при довiльному x ∈ R виконуються нерiв-

ностi: 0 ≤ 1

1 + x2
≤ 1. Згiдно приведеної теореми функцiя u рiвномiрно

неперервна.
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Завдання для iндивiдуальної та самостiйної робiт

Завдання 1. На мовi ε − δ доведiть неперервнiсть функцiї f в точцi
x0, якщо:

№ п/п f x0 № п/п f x0
1.

√
x 9 2. x3 + 2 2

3. x3 − 1 −1 4. sin(2x− 3)
1

2
5.

√
x+ 3 13 6. cosx 3

7. cos(2x− 1)
3

2
8. sin(x+ 5) 2

9.
√
x− 4 20 10. cos(3x− 1)

2

3
11. 3

√
x− 5 32 12. sin(4x+ 1) 5

13. cos(9x+ 4) −2 14. 3
√
x− 1 9

15. cosx 3 16. sin(3x− 1) 1

17. 3
√
2x 4 18.

√
x− 3 4

19. 3x+ 2 4 20. 2x3 + 1 1

Завдання 2. Знайти точки розриву функцiй та дослiдити їх хара-
ктер:

№ п/п f № п/п f

1. а)
x3 − 1

x− 1
, б) 2

−2
2−x 2. а) 5

1
x , б)

|sinx|
sinx

3. а)
x− 2

x2 + x− 6
, б) ex+

1
x−2 4. а)

1

lnx
, б)

x+ 5

1− e
x
x−3

5. а)
3

2x − 1
, б)

{
x+ 2, x < 2
x2 − 1, x ≥ 2

6. а)
2
1
x − 1

2
1
x + 1

, б) cos
π

2− x

7. а)
2

x4 − 1
, б)

2 |x− 1|
x2 − x3

8. а) e
1

x+2 , б)

{
cos

πx

2
, |x| ≤ 1

|x− 1| , |x| > 1

9. а) lg |x− 3| , б)
x2 − 1

x2 − 3x+ 2
10. а) arctg

1

x
, б)

1

x2 − 9
№ п/п f № п/п f

11. а) 3
1

x+3 , б)

{
x, x ≤ 0
1

x
, x > 0

12. а)
2 + x2

8− x3
, б)

 x2 − 2x, x ≤ 1
2− x, 1 < x < 2
4− x2, x ≥ 2

13. а)
|x+ 1|
x+ 1

, б)
1

4x− x2 − 3
14. а) e

1
x−5 , б)

{ 1

x+ 2
, 0 ≤ x < 1,

x2 + 1, x ≥ 1
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15. а)
x2 − 2

x+
√
2
, б) 3

3
3−x 16. а) 3

1
x−3 , б) sin

π

3− π

17. а)
x− 3

x2 + x− 12
, б) 2x+

1
x−2 18. а)

x2 + 5x− 14

x+ 7
, б) e

1
x−1

19. а)
1

2x2 − 7x+ 3
, б) 4x+

1
x−4 20. а) cos

π

x− 4
, б)

x3 + x2 + x+ 1

x+ 1

Завдання 3. Функцiю f продовжити на числову вiсь R так, щоб про-
довження F було неперервною функцiєю.

1. f(x) =
√
1+x−1

x
; 2. f(x) =

lnx3 − 3

x− e
; 3. f(x) =

1− cos 3x

x tg 2x
;

4. f(x) =
√
x2+1−1

x2
; 5. f(x) =

3
√
1−x− 3

√
1+x

x
; 6. f(x) =

23x − 1

3x
;

7. f(x) =
ln(1− 5x)

x
; 8. f(x) =

√
x2 + 16− 4

x2
; 9. f(x) =

3
√
1+2x−1

x
;

10. f(x) =
5x2 − 3x

2x
; 11. f(x) =

sin2 x

x2
; 12. f(x) =

√
1+x−1

3
√
1 + x− 1

;

13. f(x) =
5
√
1+2x−1

x
; 14. f(x) =

ln(1 + sinx)

x
. 15. f(x)=

√
1+ sin x−1

x
;

16. f(x) =

√
sinx2+1−1

x2
; 17. f(x) =

3
√
1−x− 3

√
1+x

x
; 18. f(x) =

34x − 1

4x
;

19. f(x) =
ln(1− x)

x
; 20. f(x) =

√
x2 + 9− 3

x2
.
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