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В роботi дослiджується розв’язок задачi Кошi для рiвняння теплопровiдностi на площинi,
коли права частина є випадковим полем з простору Орлiча.

Ключовi слова: випадковi процеси з простору Орлiча, рiвняння теплопровiдностi, оцiнка для
розподiлу супремуму розв’язку

The heat equation with random conditions is a classical problem of mathematical physics. Recently,
a number of works appeared, which in many ways investigated this equation according to the type of
random initial conditions. We consider a Cauchy problem for the heat equations with a random right
part. We study the inhomogeneous heat equation on the plane with a random right part. We consider
the right part as a random function of the Orlicz space. The conditions of existence with probability
one classical solution of the problem are investigated. For such a problem has been got the estimation
for the distribution of the supremum solution. Key words: stochastic processes of the Orlicz space, heat
equation, estimation for the distribution of the supremum solution.

Стаття присвячена свiтлiй пам’ятi проф. Козаченко Ю.В.

1 Вступ

Рiвняння теплопровiдностi з випадковими по-
чатковими умовами є класичною задачею мате-
матичної фiзики. Зовсiм недавно, кiлька вчених
дослiджували розв’язок рiвняння теплопровiд-
ностi в залежностi вiд рiзних типiв випадко-
вих умов. Роботи Н.Е. Ратанова та iн. [1], В.А.
Войчiнскi [2], Д. Сургайлiса i В.А. Войчiнскi
[3] мiстять видатнi результати по цiй тематицi.
Зокрема, отриманi граничнi теореми для рiв-
няння теплопровiдностi i пов’язанi з ним че-
рез Хопфа-Коула трансформацiї, так званi рiв-
няння Бюргерса. В працi Ю.В. Козаченка та
Г. М. Леоненко [4] дослiджується задача Кошi
для рiвняння теплопровiдностi, коли початкова
умова є строго субгауссовим випадковим проце-

сом. Лiнiйному рiвнянню теплопровiдностi не-
парного порядку з випадковими початковими
умовами присвячена робота Бегiн I., Козаченка
Ю. та iн. [5]. У роботах Козаченка Ю.В. та Ве-
реш К. Й. [6, 7] обґрунтовано застосування ме-
тоду Фур’є для однорiдного параболiчного рiв-
няння з випадковими початковими умовами з
простору Орлiча, знайдено оцiнки розподiлу су-
премуму розв’язку однорiдного рiвняння тепло-
провiдностi з випадковими початковими умова-
ми з простору Орлiча, неоднорiдного рiвняння
теплопровiдностi з випадковою правою части-
ною iз просторiв Орлiча. У роботах Козаченка
Ю.В. та Сливка-Тилищак Г.I. [8, 9, 10] знайдено
достатнi умови iснування з iмовiрнiстю одиниця
класичного розв’язку задачi Кошi для рiвняння
теплопровiдностi на прямiй, коли права части-
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на є випадковим полем з простору Subφ(Ω) та
простору Орлiча, а також знайдено оцiнки для
розподiлу супремуму для вiдповiдних розв’яз-
кiв.

У роботi дослiджується рiвняння теплопро-
вiдностi на площинi, коли права частина є ви-
падковим полем з простору Орлiча. Для даної
задачi отримано умови iснування з iмовiрнiстю
одиниця класичного розв’язку та оцiнки для
розподiлу супремуму розв’язку.

2 Випадковi процеси з простору Орлiча

Означення 2.1. [11] Парна неперервна опукла
функцiя U (x) називається C-функцiєю Орлiча,
якщо U (0) = 0 i U (x) зростає при x > 0.

Означення 2.2. [11] Простором Орлiча LU (Ω)
випадкових величин, породженим С-функцiєю
U (x), називається такий простiр випадкових
величин ξ (ω) = ξ, ω ∈ Ω, якщо для кожної ξ ∈
LU (Ω) iснує така константа rξ, що Eu

(
ξ
rξ

)
<

∞.

Означення 2.3. [11] Процес X = {X (t) , t ∈ T}
належить простору Орлiча LU (Ω), якщо для
всiх t ∈ T випадкова величина X (t) належить
LU (Ω).

Теорема 1. [13] Нехай Rk - k-вимiрний про-
стiр,

d(t, s) = max
16i6k

|ti − si| ,

T = {0 6 ti 6 Ti, i = 1, 2, . . . , k}, Xn =
{Xn(t), t ∈ T}, n = 1, 2, . . . - послiдовнiсть ви-
падкових процесiв, що належать простору Ор-
лiча випадкових величин, де для функцiї u вико-
нується g-умова. Нехай виконуються умови:

1) процеси Xn(t) - сепарабельнi;

2) Xn(t) → X(t) при n → ∞, t ∈ T за ймо-
вiрнiстю;

3) sup
d(t,s)6h

sup
n=1,∞

∥Xn(t)−Xn(s)∥ 6 σ(h), де

σ = {σ(h), h > 0} така неперервна моно-
тонна зростаюча функцiя, що σ(h) → 0
коли h → 0;

4) для деякого ϵ > 0

ϵ∫
0

U (−1)

(
k∏

i=1

(
Ti

2σ(−1)(u)
+ 1

))
du < ∞,

де σ(−1)(u) – функцiя обернена до σ(u).

Тодi процеси Xn(t) збiгаються за ймовiрнiстю
в просторi C(T ).

Теорема 2 ([6]). Нехай (T, ρ) метричний ком-
пактний простiр, N(u) — метрична масив-
нiсть простору (T, ρ), X = {X(t), t ∈ T}
— сепарабельний випадковий процес iз просто-
ру LU (Ω), де для U виконується умова g. Не-
хай iснує така функцiя σ = σ(h), 0 6 h 6
sup
t,s∈T

ρ(t, s), що σ(h) монотонно зростає, непе-

рервна i така що

sup
ρ(t,s)6h

∥X(t)−X(s)∥LU
6 σ(h).

Якщо для деякого ε виконується умова

ε∫
0

χU

(
N
(
σ(−1)(u)

))
du < ∞,

де

χU (n) =

{
n, n < U(z0);

CUU
(−1)(n), n > U(z0),

CU = k(1 + U(z0))max(1, A), z0, k, A — кон-
станти з означення (??), σ(−1)(h) — функцiя
обернена до σ(h). Тодi з iмовiрнiстю одиниця
випадкова величина sup

t∈T
|X(t)| належить про-

стору LU (Ω) та

∥∥∥∥sup
t∈T

|X(t)|
∥∥∥∥
U

6

∥X(t0)∥U +
1

θ(1− θ)

ω0θ∫
0

χU

(
N
(
σ(−1)(u)

))
du =

B(t0, θ),

де t0 — довiльна точка з T , ω0 =
σ(sup

t∈T
ρ(t0, t)), 0 < θ < 1. Крiм того, для

будь-якого ε > 0 має мiсце нерiвнiсть

P

{
sup
t∈T

|X(t)| > ε

}
6
(
U

(
ε

B(t0, θ)

))−1

.
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3 Рiвняння теплопровiдностi на площи-
нi з випадковою правою частиною

Розглянемо задачу Кошi для рiвняння тепло-
провiдностi на площинi

∂u(x, y, t)

∂t
= a2

(
∂2u(x, y, t)

∂x2
+

∂2u(x, y, t)

∂y2

)
+

ξ(x, y, t), (1)

−∞ < x < +∞, −∞ < y < +∞, t > 0,

з початковою умовою

u(x, y, 0) = 0, −∞ < x < +∞,−∞ < y < +∞, .
(2)

Нехай ξ(x, y, t) = {ξ(x, y, t), (x, y) ∈ R2, t >
0} — вибiрково неперервне з iмовiрнiстю оди-
ниця випадкове поле з простору Орлiча, та-
ке що Eξ(x, y, t) = 0, E(ξ(x, y, t))2 < +∞.
B(x, y, t, u, v, s) = Eξ(x, y, t)ξ(u, v, s) — коварi-
ацiйна функцiя випадкового процесу ξ(x, y, t).
Нехай B(x, y, t, u, v, s) неперервна функцiя.

Теорема 3. Нехай iснують iнтеграли:

G(u, v, t) =
1

2π

t∫
0

e−a2(u2+v2)(t−τ)ξ̃(u, v, τ)dτ,

ξ̃(u, v, τ) =
1

2π

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

cosxu cos yvξ(x, y, τ)dxdy,

i

u(x, y, t) =

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

cosxu cos yvG(u, v, t)dudv.

(3)
Якщо iснують наступнi iнтеграли

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

u sinxu cos yvG(u, v, t)dudv,

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

v cosxu sin yvG(u, v, t)dudv,

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

u2 cosxu cos yvG(u, v, t)dudv,

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

v2 cosxu cos yvG(u, v, t)dudv

i послiдовностi an, an → ∞, bk, bk → ∞ при
n → ∞ та k → ∞, такi, що для довiльних
A > 0, B > 0 i T > 0 послiдовностi iнтегралiв

+an∫
−an

+bk∫
−bk

cosxu cos yvG(u, v, t)dudv, (4)

+an∫
−an

+bk∫
−bk

u sinxu cos yvG(u, v, t)dudv, (5)

+an∫
−an

+bk∫
−bk

v cosxu sin yvG(u, v, t)dudv, (6)

+an∫
−an

+bk∫
−bk

u2 cosxu cos yvG(u, v, t)dudv, (7)

+an∫
−an

+bk∫
−bk

v2 cosxu cos yvG(u, v, t)dudv (8)

збiгаються рiвномiрно за ймовiрнiстю для
|x| 6 A, |y| 6 B, 0 6 t 6 T , тодi функцiя
u(x, y, t) буде класичним розв’язком задачi (1)–
(2).

Доведення. Оскiльки послiдовностi iнтегралiв
(4)–(8) збiгаються рiвномiрно за ймовiрнiстю в
областi |x| 6 A, |y| 6 B, 0 6 t 6 T , то iсну-
ють пiдпослiдовностi cn, cn → ∞, dk, dk → ∞
при n → ∞ та k → ∞ послiдовностей an i bk
вiдповiдно, такi що послiдовностi iнтегралiв

+cn∫
−cn

+dk∫
−dk

cosxu cos yvG(u, v, t)dudv,

+cn∫
−cn

+dk∫
−dk

u sinxu cos yvG(u, v, t)dudv,

+cn∫
−cn

+dk∫
−dk

v cosxu sin yvG(u, v, t)dudv,

+cn∫
−cn

+dk∫
−dk

u2 cosxu cos yvG(u, v, t)dudv,
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+cn∫
−cn

+dk∫
−dk

v2 cosxu cos yvG(u, v, t)dudv

збiгаються з ймовiрнiстю одиниця до наступних
iнтегралiв вiдповiдно

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

cosxu cos yvG(u, v, t)dudv,

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

u sinxu cos yvG(u, v, t)dudv,

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

v cosxu sin yvG(u, v, t)dudv,

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

u2 cosxu cos yvG(u, v, t)dudv,

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

v2 cosxu cos yvG(u, v, t)dudv

рiвномiрно для |x| 6 A, |y| 6 B, 0 6 t 6 T .
Введемо позначення

unk(x, y, t) =

+cn∫
−cn

+dk∫
−dk

cosxu cos yvG(u, v, t)dudv.

(9)
Диференцiюючи (9) за змiнними x, y та t, ми
отримаємо

∂unk(x, t)

∂t
=

−a2
+cn∫

−cn

+dk∫
−dk

(u2 + v2) cosxu cos yvG(u, v, t)dudv+

+
1

2π

+cn∫
−cn

+dk∫
−dk

cosxu cos yvξ̃(x, y, t)dudv,

∂2unk(x, t)

∂x2
=

−
+cn∫

−cn

+dk∫
−dk

u2 cosxu cos yvG(u, v, t)dudv,

∂2unk(x, t)

∂y2
=

−
+cn∫

−cn

+dk∫
−dk

v2 cosxu cos yvG(u, v, t)dudv.

Отже,

∂unk(x, t)

∂t
= a2

(
∂2unk(x, t)

∂x2
+

∂2unk(x, t)

∂y2

)
+

+
1

2π

+cn∫
−cn

+dk∫
−dk

cosxu cos yvξ̃(x, y, t)dudv,

t > 0 |x| 6 A, |y| 6 B.

Тодi при nk → ∞
∂unk(x,y,t)

∂t збiгається до ∂u(x,y,t)
∂t ,

∂2unk(x,y,t)
∂x2 збiгається до ∂2u(x,t)

∂x2 ,

∂2unk(x,y,t)
∂y2

збiгається до ∂2u(x,t)
∂y2

рiвномiрно для |x| 6 A, |y| 6 B, 0 6 t 6 T з
ймовiрнiстю одиниця. Отже, при nk → ∞ ми
отримаємо, що u(x, y, t) задовольняє рiвняння
(1).

Дiйсно
∂u(x, y, t)

∂t
=

−a2
+∞∫

−∞

+∞∫
−∞

(u2 + v2) cosxu cos yvG(u, v, t)dudv+

+
1

2π

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

cosxu cos yvξ̃(x, y, t)dudv =

= a2
(
∂2u(x, y, t)

∂x2
+

∂2u(x, y, t)

∂y2

)
+ ξ(x, y, t).

Лема 1. Нехай ξ(x, y, t) — вибiрково неперерв-
не випадкове поле з простору Орлiча iз заданою
коварiацiйною функцiєю B(x, y, t, u, v, s). Нехай
для всiх t > 0, s > 0 виконуються умови:

1) Iснують похiднi ∂kB(x,y,t,u,v,s)
∂xl∂um , k =

0, . . . 4, l + m = k, ∂kB(x,y,t,u,v,s)
∂yp∂vq , k =

0, . . . 4, p+ q = k;

2)
+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

∣∣∣∂kB(x,y,t,u,v,s)
∂xl∂um

∣∣∣ dxdu 6 B(k, l,m) <

∞, k = 0, . . . 4, l + m = k,
+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

∣∣∣∂kB(x,y,t,u,v,s)
∂yp∂vq

∣∣∣ dyddv 6 B(k, p, q) <

∞, k = 0, . . . 4, p+ q = k,
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3) ∂kB(x,y,t,u,v,s)
∂xl∂vm

→ 0, k = 0, . . . 4, l + m = k,

при x → ∞ або u → ∞. ∂kB(x,y,t,u,v,s)
∂yp∂vq →

0, k = 0, . . . 4, p + q = k, при y → ∞ або
v → ∞.

Тодi з iмовiрнiстю одиниця iснують iнтеграли

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

cosxu cos yvG(u, v, t)dudv,

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

u sinxu cos yvG(u, v, t)dudv,

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

v cosxu sin yvG(u, v, t)dudv,

+∞∫
∞

+∞∫
∞

u2 cosxu cos yvG(u, v, t)dudv,

+∞∫
∞

+∞∫
∞

v2 cosxu cos yvG(u, v, t)dudv.

Доведення. Доведення леми випливає з доведе-
ння леми 2.6 роботи [9].

Позначимо для n > 1

u
(0)
nk (x, y, t) =

+cn∫
−cn

+dk∫
−dk

cosxu cos yvG(u, v, t)dudv,

u
(1)
nk (x, y, t) =

+cn∫
−cn

+dk∫
−dk

u sinxu cos yvG(u, v, t)dudv,

u
(2)
nk (x, y, t) =

+cn∫
−cn

+dk∫
−dk

v cosxu sin yvG(u, v, t)dudv,

u
(3)
nk (x, y, t) =

+cn∫
−cn

+dk∫
−dk

u2 cosxu cos yvG(u, v, t)dudv,

u
(4)
nk (x, y, t) =

+cn∫
−cn

+dk∫
−dk

v2 cosxu cos yvG(u, v, t)dudv.

Теорема 4. Нехай ξ(x, y, t) — вибiрково непе-
рервне з iмовiрнiстю одиниця випадкове поле з
простору Орлiча, для якого виконуються умо-
ви леми 1 i для j = 0, 1, 2, 3

sup
|x−xi|6h
y−yi|6h
|t−t1|6h

τφ

(
u
(j)
nk (x, y, t)− u

(j)
nk (x1, y1, t1)

)
6 σj(h),

де σj (h) — неперервнi монотонно зростаючi
функцiї, такi що σj (h) → 0 при h → 0, i вико-
нується умова:∫ ε

0+
U (−1)

((
A

σ
(−1)
j (u)

+ 1

)
(

B

σ
(−1)
j (u)

+ 1

)(
T

2σ
(−1)
j (u)

+ 1

))
du < ∞

(10)
де σ−1

k (ε) — оберненi функцiї до σk(ε).
Тодi функцiя u(x, y, t), що зображена у ви-

глядi (3) буде класичиним розв’язком задачi
(1)–(2).

Доведення. Дана теорема випливає з теореми 1
i теореми 3.

3.1 Оцiнка розподiлу супремуму
розв’язку рiвняння теплопровiд-
ностi на площинi з випадковою
правою частиною з простору Ор-
лiча

Теорема 5. Нехай в умовах теореми 2

T̃ = {(x, y, t) : x ∈ [−A,A], y ∈ [−B,A], t ∈ [0, T ]} ,

ρ̃(x, x1, y, y1t, t1) = max{|x−x1|, |y−y1|, |t− t1|}.

Нехай

u(x, y, t) =

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

cosxu cos yvG(u, v, t)dudv,

де

G(u, v, t) =
1

2π

t∫
0

e−a2(u2+v2)(t−τ)ξ̃(u, v, τ)dτ,
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ξ̃(u, v, τ) =
1

2π

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

cosxu cos yvξ(x, y, τ)dxdy,

є сепарабельний випадковий процес з простору
LU (Ω), i функцiя U задовольняє g-умову. Не-
хай iснує монотонно зростаюча функцiя σ =
σ(h), 0 6 h 6 sup

t,s∈T
ρ̃(x, x1, y, y1, t, t1) така, що

sup
|x−x1|6h
|y−y1|6h
|t−t1|6h

τφ (u(x, y, t)− u(x1, y1, t1)) 6 σ(h).

Якщо для деякого ε∫ ε

0+
U (−1)

((
A

σ(−1)(u)
+ 1

)
×

(
B

σ(−1)(u)
+ 1

)(
T

2σ(−1)(u)
+ 1

))
du < ∞,

де σ(−1)(h) — обернена функцiя до σ(h), то
з iмовiрнiстю одиниця випадкова величина
sup

(x,y,t)∈T̃
|u(x, y, t)| належить простору LU (Ω)

та ∥∥∥∥∥ sup
(x,y,t)∈T̃

|u(x, y, t)|

∥∥∥∥∥
LU

6 ∥u(x0, y0, t0)∥U+

+
1

θ(1− θ)

ω0θ∫
0

U (−1)

((
A

σ(−1)(u)
+ 1

)
×

(
B

σ(−1)(u)
+ 1

)
×
(

T

2σ(−1)(u)
+ 1

))
du =

= B(x0, y0, t0, θ),

де (x0, y0, t0) ∈ T̃ , ω0 = σ(sup
t∈T

ρ(x0, x, y0, y, t0, t)), 0 <

θ < 1. Крiм того для будь-якого ε > 0 має мi-
сце нерiвнiсть:

P

{
sup

(x,y,t)∈T̃
|u(x, y, t)| > ε

}
6

(
U

(
ε

B(x0, y0, t0, θ)

))−1

.
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